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Einleitung 1

1 Einleitung

Marktbewertung.  Im Unterschied zur Renditebewertung eines Finanzproduktes,
die sich alleine an der Zahlungsreihe orientiert, werden bei der Marktbewertung
(auch: Mark to Market-Bewertung) Informationen des Marktes einbezogen. Aus dem
Arbitragebegriff hergeleitet, ist dieses Bewertungskonzept das Fundament der
Preisfindung, der Ertragsrechnung und der Risikoanalyse von Finanzprodukten.

Die Marktbewertung kennt die Verfahren der Duplikation und Diskontierung, die
beide auf den Barwert/Fairer Preis eines Finanzproduktes führen. Tritt an die
Stelle der bloßen Wertfeststellung eines Produktes die Preisfeststellung für den
Handel, bezeichnen wir den Barwert auch als Fairen Preis.

Duplikation.  Das Duplikationsverfahren konstruiert ein Portfolio aus Handels-
produkten, das die Zahlungen des zu bewertenden Produktes exakt nachbildet.
Der Barwert/Faire Preis ergibt sich dann als Preis des Duplikationsportfolios.
Notwendige Voraussetzung dieses Verfahrens ist – neben einer hinreichenden
Markttiefe – die Arbitragefreiheit der gehandelten Produkte. In ihrer einfachsten
Form ist die Arbitragefreiheit durch das Gesetz des einheitlichen Preises (Law of
One Price) charakterisiert, wonach zwei Portfolios mit gleichen Zahlungen auch
den gleichen Preis haben müssen.

Diskontierung.  Das Diskontierungsverfahren bestimmt zunächst aus den Markt-
daten gehandelter Titel Diskontierungsfaktoren zu jedem Zahlungszeitpunkt des
zu bewertenden Produktes. Hierzu wird das System der Konsistenzgleichungen
angesetzt, das für jedes Handelsprodukte fordert: Die Summe der diskontierten
Zahlungen ist gleich dem heutigen Preis (vgl. Anwendung 2.4.2). Ist eine derart
konsistente Diskontierungsstruktur bestimmt, ergibt sich in einem arbitragefreien
Markt der Barwert als Summe der diskontierten Zahlungen des zu bewertenden
Produktes.

Sicherheit.  Welche Form diese Bewertungskonzepte annehmen hängt wesentlich
davon ab, ob die zukünftigen Zahlungen eines Finanzproduktes im Bewertungs-
zeitpunkt festliegen – also in diesem Sinne sicher sind – oder nicht. Im Fall der
Unsicherheit zeigt sich, daß es Finanzprodukte gibt (z.B. Optionen), die ohne sto-
chastische Modellbildung nicht zu bewerten sind. Der Barwert/Faire Preis dieser
Produkte wird nun nicht mehr alleine durch den Markt entschieden, sondern e-
benfalls durch die Wahl des Bewertungsmodells (Markt- und Modellbewertung). Die
Bewertungsproblematik impliziert daher die folgende Klasseneinteilung:

FINANZPRODUKTE
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KLASSE S: SICHER KLASSE U: UNSICHER

KLASSE oMU : OHNE MODELLBILDUNG KLASSE mMU : MIT MODELLBILDUNG

Preis und Wert.  Vom Preis eines Gutes G im Zeitpunkt t, der mit ),( GtS  bezeich-
net wird, ist der Wert ),( GtV  zu unterscheiden. Während Preise mit der Absicht
des Kaufs bzw. Verkaufs gestellt werden, behält das Gut auch dann seinen Wert,
wenn es nicht zum Verkauf steht. Da für Handelsprodukte ständig Preise quotiert
werden, ist für dieses Produkt mit ),(),( GtSGtV =  stets eine Form der Bewertung
gegeben. Das Problem der Bewertung stellt sich aber nicht nur für Nicht-
Handelsprodukte. Auch der Marktpreis eines Handelsproduktes kann hinterfragt
werden. So vergleicht z.B. ein Anlageberater den Börsenpreis )A,(tS  einer Aktie A
mit ihrem inneren Wert )A,(tV .

Wir nennen den Wert ),( 0 GtV  zum heutigen Zeitpunkt 0t  Barwert (Present Value)
und bezeichnen ihn mit )(GPV . Zielen die Bewertungsverfahren für G auf die
Preisfindung für den Handel, so nennen wir den Barwert Fairer Preis (Fair Value)
und schreiben ),( 0 GtSFV .

Vertragserfüllung.   Folgt dem Vertragsabschluß unmittelbar (meist unter Berück-
sichtigung einer Wertstellungsfrist) die Erfüllung der gegenseitig vereinbarten
Leistungen, sprechen wir von einem Kassaprodukt (auch: Spot Contract). Der ver-
einbarte Preis ist der Kassapreis (auch: Spot Price). Bei einem Terminprodukt (auch:
Forward Contract) fallen Abschluß und Erfüllung zeitlich auseinander. Die Spanne
zwischen diesen beiden Zeitpunkten ist die Laufzeit des Terminkontraktes.

Ein Terminprodukt ),,(TPTP KGtl=  ist somit die Vereinbarung zweier Vertrags-
parteien über den Kauf/Verkauf eines bestimmten Gutes G (Basiswert oder Un-
derlying), zu einem bestimmten Zeitpunkt lt  (Lieferzeitpunkt) und zu einem be-
stimmten festen Preis K (Lieferpreis). Der Käufer hält eine Long Position, der Ver-
käufer hält eine Short Position. Je nach Basiswert können

• Warentermingeschäfte (z.B. Gold oder Kaffee) und

• Finanztermingeschäfte (z.B. Wertpapier oder Währung)

unterschieden werden. Derjenige Preis ),,( 0 GttSS TT l=  zahlbar in lt  für G, für
den der Wert des Terminproduktes in 0t  null ist, heißt Terminpreis (auch: Forward
Price). Während der Lieferpreis K über die Laufzeit des Kontraktes konstant bleibt,
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ändert sich der Terminpreis mit der Zeit 0t .

Ist an die Lieferung in lt  keine Bedingung geknüpft, sprechen wir auch genauer
von unbedingten Termingeschäften. Optionen sind dagegen bedingte Termingeschäfte
(vgl. Anwendung 1.4.1). Eine Kaufoption (Call) bzw. Verkaufsoption (Put) auf ein
bestimmtes Gut G (Basiswert oder Underlying) gibt dem Käufer der Option das
Recht, das Produkt G zu einem bestimmten Termin lt  (Verfalltag oder Expiration
Date) und zu einem vorher festgelegten Preis K (Basispreis oder Strike) vom Ver-
käufer der Option (auch: Stillhalter) zu kaufen bzw. an ihn zu verkaufen. Der Käu-
fer der Option zahlt für dieses Recht dem Verkäufer eine Prämie (auch: Preis der
Option). Kann die Option nur am Verfalltag ausgeübt werden, sprechen wir von
einer europäischen Option; Kann die Option zu jedem Zeitpunkt während der Lauf-
zeit ausgeübt werden, liegt eine amerikanische Option vor.

Jeder Optionstypus (Call und Put) hat zwei Seiten: Die Option kann gekauft (Long
Position) oder verkauft (Short Position) werden. Wir unterscheiden damit die Po-
sitionen:

Kauf eines Call (Long Call). Gegen Zahlung der Prämie hat der Käufer das Recht
den Basiswert zum vereinbarten Strike zu erwerben.

Verkauf eines Call (Short Call). Der Verkäufer muß den Basiswert zum Strike auf
Abruf liefern und erhält für diese Verpflichtung die Optionsprämie.

Kauf eines Put (Long Put). Gegen Zahlung der Prämie hat der Käufer das Recht
den Basiswert zum Strike an den Stillhalter zu verkaufen.

Verkauf eines Put (Short Put). Der Verkäufer eines Put muß den Basiswert zum
Strike auf Abruf abnehmen und erhält für diese Verpflichtung die Optionsprämie.

Auszahlung.   Bei der Erfüllung eines Terminproduktes ),,( KGtTPTP l=  zahlt
der Käufer im Zeitpunkt lt  den vereinbarten Preis K gegen Lieferung des Basis-
wertes G. Aus Sicht dieser physischen Lieferung ist ein Terminkontrakt ein sicheres
Produkt. Wird statt G der Kassapreis ),( GtSS ll =  gezahlt (auch: Cash Settlement),
erhalten wir die Auszahlung (Payoff) des Terminproduktes:

KStCF −= ll )TP,( für eine Long Position TP

ll SKtCF −=− )TP,( für eine Short Position - TP

Bei unbekanntem Kassapreis in lt  ist aus dieser Sicht der Terminkontrakt ein un-
sicheres Produkt. Die Bilder 1 und 2 zeigen die Auszahlungsprofile einer Long
und Short Position. Da ein Terminkontrakt im Zeitpunkt des Vertragsabschlusses
keine Kosten verursacht, ist die Auszahlung gleichzeitig der Ertrag aus dem Kon-
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trakt.

lSK

Auszahlung/Ertrag

K

Auszahlung/Ertrag

Bild 1  Long Position Bild 2  Short Position

Da ein Call bzw. Put nur dann ausgeübt wird, wenn der Kassapreis ),( GtSS ll =
des Basiswertes G im Verfall lt  über bzw. unter dem Strike K liegt, ergeben sich
für Optionen die folgenden Auszahlungen:

)0,max(),(   C KStCF −= ll für einen Long Call C

)0,max(),(   C KStCF −−=− ll für eine Short Call - C

)0,max(),(   P ll SKtCF −= für einen Long Put P

)0,max(),(   P ll SKtCF −−=− für eine Short Put - P

Die Auszahlungsprofile finden sich in den Bildern 3 bis 6. Während das Risiko
einer Long Position auf den Kaufpreis (Prämie) beschränkt bleibt, hat die Chance
keine Grenze nach oben. Bei einer Short Position besteht die Chance darin, daß die
Option nicht zur Ausübung kommt – also die Prämie vereinnahmt werden kann.
Das Risiko dagegen ist unbegrenzt.

K

Auszahlung

lSK

Auszahlung

Bild 3  Long Call Bild 4  Short Call
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lSK

Auszahlung

lSK

Auszahlung

Bild 5  Long Put Bild 6  Short Put

Aus der Auszahlungsfunktion erhält man die Ertragsfunktion durch Subtraktion
(Long Position) bzw. Addition (Short Position) der Optionsprämie (vgl. Bild 7)

Bild 7  Long Call

lSK

Ertrag

0

Prämie

Terminprodukte.   Terminprodukte mit physischer Lieferung gehören zur Klasse
S, d.h. sie sind sicher. Wir unterscheiden die Problemstellungen der Bewertung
(eines bestehenden Terminkontraktes) und der Preisfindung (eines neuen Termin-
kontraktes).

Bewertung.  Vorgelegt sei ein Terminprodukt ),,(TPTP KGtl=  mit Lieferzeit-
punkt lt , Basiswert G und Lieferpreis K, das während der Laufzeit in 0t  zu be-
werten ist. Gegeben sei weiterhin der aktuelle Terminpreis ),,( 0 GttSS TT l=  und
die Diskontierungsstruktur Ndfdf ,,1 K  eines Marktes. Dann bestimmt sich der
Barwert )TP(PV  durch Duplikation wie folgt:

0t lt

Terminprodukt TP )TP(PV− KG −

Kauf Terminprodukt TSG −
Geldanlage ldfST ⋅− TS
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Geldaufnahme ldfK ⋅ K−

Portfolio ldfKST ⋅−− )( KG −

Mit dem Gesetz des einheitlichen Preises gilt somit

ldfKSPV T ⋅−= )()TP(

Bestimmung des Terminpreises.  Zu einem Terminkontrakt TP mit Lieferzeit-
punkt lt  und Basiswert G ist im Zeitpunkt ltt <0  ein Terminpreis

),,( 0 GttSS TT l=  so zu bestimmen, daß der Wert des Kontraktes heute (in 0t ) null
ist, d.h.

0)),,(TP,( 0 =TSGttV l

Ist der Kassapreis ),( 00 GtSS =  von G bekannt und liegt die Diskontierungsstruk-
tur Ndfdf ,,1 K  eines Marktes vor, so bestimmen wir den Terminpreis mit dem
Duplikationsverfahren (Cash & Carry Duplikation).

0t lt

Terminprodukt TP 0 TSG −

Kauf G 0SG −
G halten G− G + Erträge - Kosten
Finanzierung 0S lzfS ⋅− 0

Portfolio 0 −⋅− lzfSG 0( Erträge + Kosten)

Dabei ist ll dfzf 1=  der Aufzinsungsfaktor des Marktes. Das Halten von G wäh-
rend der Laufzeit des Terminkontraktes kann sowohl Kosten verursachen (z.B.
Lagerhaltungskosten eines Warentermingeschäftes) als auch Erträge erwirtschaf-
ten (z.B. der Stückzinsertrag eines Couponbonds). Mit dem Gesetz des einheitl i-
chen Preises gilt dann für den Terminpreis

Kosten  Erträge  0 +−⋅= lzfSST

Man bezeichnet die Differenz zwischen Terminpreis und Kassapreis als Haltekos-
ten (auch: Cost of Carry oder Bruttorefinanzierungskosten), also

Haltekosten −−=−= )1(00 lzfSSST  Erträge + Kosten

Der reine Finanzierungsanteil )1(0 −lzfS  stellt dagegen die Nettorefinanzierungs-
kosten dar. Mit annualisierter, kontinuierlicher Haltekostenrate b schreibt sich der
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Terminpreis auch in der Form

),(
0

0e lttTgb
T SS ⋅=

Entstehen aus dem Basiswert G während der Laufzeit ),( 0 ltt  weder Kosten noch
Erträge, so ist der Terminpreis gleich dem aufgezinsten Kassapreis

lzfSST ⋅= 0

Für den Barwert des Terminproduktes TP gilt dann

lll dfKSdfKzfSPV ⋅−=⋅−⋅= 00 )()TP(

Bewertung unsicherer Finanzprodukte.  Sind Zeitpunkte oder Beträge zukünfti-
ger Zahlungen unbekannt, sprechen wir von einem unsicheren Produkt. Beispiele
unsicherer Finanzprodukte sind:

• Terminprodukt ),,(TPTP KGtl=  auf den Basiswert G mit Lieferpreis K und
Barausgleich im Lieferzeitpunkt lt , d.h. mit der Auszahlung

KGtStCF −= ),()TP,( ll

• Calloption ),,(CC KGt l=  auf den Basiswert G mit Strike K und Verfall in lt ,
d.h. mit der Auszahlung

)0,),(max()C,( KGtStCF −= ll

Die Unsicherheit dieser Produkte hat ihre Ursache in dem – aus Sicht von 0t  - un-
bekannten Preis ),( GtS l . Leistet G keine Zahlungen im Zeitraum ),( 0 ltt , so erzielt
der Kauf von G in 0t  die Auszahlung ),( GtS l  im Zeitpunkt lt

0t lt

),( 0 GtS− ),( GtS l

Damit kann die Auszahlung des Terminproduktes dupliziert werden

0t lt

Kauf G ),( 0 GtS− ),( GtS l

Geldaufnahme ldfK ⋅ K−

Gesamt )),(( 0 ldfKGtS ⋅−− KGtS −),( l
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und wir erhalten den Barwert

ldfKGtSPV ⋅−= ),()TP( 0

der mit dem Barwert des entsprechenden Terminproduktes mit physischer Liefe-
rung übereinstimmt. Die Duplikation gelingt dabei ohne eine stochastische Mo-
dellbildung der unsicheren Zahlung ),( GtS l . Die Begründung liegt in der linearen
Beziehung zwischen Auszahlung )TP,()( ll tCFSf =  und Preis ),( GtSS ll = :

KSSf −= ll )(

Die Auszahlung )C,()( ll tCFSg =  des Calls dagegen ist eine konvexe Funktion des
Preises lS :

)0,max()( KSSg −= ll

Es ist genau diese Konvexität, die eine einfache Duplikation, d.h. eine Duplikation
ohne ein stochastisches Modell des Preises ),( GtS l  unmöglich macht. Wir unter-
scheiden also in der Klasse U aller unsicheren Produkte die Klasse oMU  derjeni-
gen Produkte, die ohne stochastische Modellbildung zu bewerten sind und die
Klasse mMU  derjenigen Produkte, deren Bewertung ein stochastisches Modell er-
fordert.

Bewertung von Optionen.  Optionen gehören zur Klasse mMU  der unsicheren
Produkte, die nur mit stochastischer Modellbildung zu bewerten sind. Der Faire
Preis der Option hängt neben den Marktdaten auch von der Wahl des Modells ab
(Markt- und Modellbewertung). Bevor wir spezielle Optionspreismodelle behandeln,
sollen Problemstellung und Lösung am einfachen Beispiel eines Ein-
Periodenmodells aufgezeigt werden. Insbesondere wird deutlich, wie die Bewer-
tungskonzepte der Duplikation und Diskontierung in der vorliegenden Produkt-
klasse zu modifizieren sind.

2 Ein-Periodenmodell

Markt.  Ein Finanzmarkt M handelt im Zeitpunkt 0t  einen Bond B und eine Aktie
A. Wir betrachten den Zeitraum ),( 0 ltt  eines Monats und nehmen an, daß A und
B in diesem Zeitraum keine Zahlungen leisten. Die Preise der Wertpapiere A und
B im Zeitpunkt 0t  sind mit =)A,( 0tS  GE100)B,( 0 =tS  festgelegt. Während der
Bondpreis in lt  mit == )B,( ll tSS B  101 GE bereits im Zeitpunkt 0t  bekannt ist, ist
der Aktienpreis )A,( ll tSS A =  aus Sicht 0t  eine zufällige Größe. Zu bewerten ist ein
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Call C auf die Aktie mit Basispreis GE105=K  und Verfall in lt . Die Zahlung des
Calls in lt  ist )0,max()C,( KStCF A −= ll  )0,105max( −= ASl  und somit unsicher.
Gesucht ist der Faire Preis )C,( 0tSFV  des Calls im Zeitpunkt 0t  (Optionsprämie).
Das folgende Cashflow Diagramm faßt die Daten der Problemstellung nochmals
zusammen:

0t lt

Aktie A - 100 ASl

Bond B - 100 101

Call C )C,( 0tSFV− )0,105max( −ASl

Duplikation.  Wir stellen zunächst fest, daß keine Portfoliokombination aus Aktie
und Bond möglich ist, welche die Callzahlung im Zeitpunkt lt  nachbildet. Ohne
eine Modellannahme des zukünftigen Aktienkurses ASl  ist der Call nicht dupli-
zierbar.

Ein einfaches Modell der Aktienbewegung ist in Bild 8 dargestellt. Danach be-
schreiben nur zwei Zustände den Kurs der Aktie in lt : Im Zustand u (up) steigt
die Aktie auf GE110)( =uS A

l  und im Zustand d (down) fällt die Aktie auf
GE90)( =dS A

l . }{ du,=Ω  ist somit die Zustandsmenge des Modells. Da der Bond
eine deterministische Preisentwicklung hat, gilt unabhängig vom Zustand

GE101)()( == dSuS BB
ll .

Aktie Call

u 110 5
100  

Bild 8 d 90 0

Für die Auszahlung C),( ltCF  des Calls ergibt sich in Abhängigkeit der Zustände
u und d

GE0)0,105)(max(),C,(

GE5)0,105)(max(),C,(

=−=

=−=

dSdtCF

uSutCF
A

A

ll

ll

Eine Handelsstrategie BA BAPF θθ +=  bestehend aus Aktie und Bond ist ein Dup-
likationsportfolio zu C, wenn im Zeitpunkt lt  für jeden Zustand Ω∈ω  gilt:

),,( ωPFtS l ),C,( ωltCF= , d.h.
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),C,()()(

),C,()()(

dtCFdSdS

utCFuSuS
B

B
A

A

B
B

A
A

lll

lll

=+

=+

θθ

θθ

Einsetzen der Modellvorgaben ergibt das Gleichungssystem

010190
5101110

=+
=+

BA

BA

θθ
θθ

mit den Lösungen 25,0=Aθ  und 2228,0−=Bθ . Damit zahlt das Portfolio
B2228,0A25,0 −=PF  und der Call C im Zeitpunkt lt  in jedem Zustand den glei-

chen Betrag. Wir setzen für Markt und Modell Arbitragefreiheit im Sinne des Law
of One Price voraus: Zwei Portfolios, die im Zeitpunkt lt  für alle Zustände den
gleichen Preis haben, stimmen in ihrem Preis auch im Zeitpunkt 0t  überein. Der
Preis des Duplikationsportfolios PF im Zeitpunkt 0t  ist dann der Faire Preis (Bar-
wert) des Calls, also

GE72,21002228,010025,0

)B,()A,(),()C,( 0000

=⋅−⋅=

+== tStSPFtStS BAFV θθ

Bemerkung.  Das Modell GE  125)( =uS A
l  und GE  85)( =dS A

l  führt auf den er-
höhten Optionspreis GE  7,92C),( 0 =tSFV . Der Optionspreis ist somit von dem
gewählten Modell abhängig.

Diskontierung.  Im Markt M ist mit dem Bond ein risikofreier Diskontierungs-
faktor gegeben. Dieser ist zustandsunabhängig und berechnet sich zu

9901,0
101
100

)B
)B,( 0 ===

,S(t
tSdf

l
l

Für den zustandsabhängigen Preis )A,( ll tSS A =  der Aktie A wählen wir wieder
das Modell mit Zustandsmenge }{ du,=Ω , GE110)( =uS A

l  und GE90)( =dS A
l ,

ergänzen aber die stochastische Modellbildung durch die Angabe eines Wahr-
scheinlichkeitsmaßes Q. Dabei bestimmen wir die Wahrscheinlichkeiten

quQ =)( }{  und qdQ −= 1)( }{  derart, daß der Erwartungswert des diskontierten
Aktienpreises in lt  gleich ist dem Preis der Aktie in 0t , also

100)1(90110

)1()()()( 00

=⋅−⋅+⋅⋅⇔

=⋅−⋅+⋅⋅⇔=⋅

ll

llllll

dfqdfq

SdfqdSdfquSSdfSE AAAAA
Q

mit der Lösung 55,0=q  und 45,01 =− q . Wir schreiben das W-Maß Q auch in der
Form
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=

45,055,0
du

Q

Der Callpreis berechnet sich nun als diskontierter Erwartungswert der Auszah-
lung des Calls im Zeitpunkt lt , denn wegen der Duplizierbarkeit des Calls durch
Aktie und Bond gibt es ein Portfolio BAPF BA θθ += , das im Zeitpunkt lt  in allen
Zuständen den gleichen Preis hat wie der Call. Folglich stimmen auch die Preise in

0t  überein und es gilt

(1) 
lllllll

lll

dftCFEdfPFtSEdfSSE

dfSESESSPFtStS

QQ
B

B
A

AQ

B
QB

A
QA

B
B

A
AFV

⋅=⋅=⋅+=

⋅+=+==

))C,(()),(()(

))()((),()C,( 0000

θθ

θθθθ

Mit 5)C,,( =utCF l  und 0)C,,( =dtCF l  berechnen wir dann weiter

GE72,29901,045,05))1(05()C),(( =⋅⋅=⋅−⋅+=⋅ lll dfqqdftCFEQ

also GE  2,72C),( 0 =tSFV , d.h. Duplikation und Diskontierung führen auf den
gleichen Callpreis.

3 Konzept der risikoneutralen Bewertung

Das Konzept.  Wir fassen die Resultate der Diskontierung zusammen und geben
für die folgenden Modelle einen Ausblick.

1. Neben dem riskanten Basiswert der Option, dessen zukünftiger Preis aus Sicht

0t  unbekannt (stochastisch) ist, wird ein risikofreier Titel mit bekannter (determi-
nistischer) zukünftiger Preisentwicklung gehandelt. Dies kann ein risikofreier
Bond B oder ein risikofreier Zins r sein. Mit einer kontinuierlichen Verzinsung, die
in der Optionspreistheorie meist gewählt wird, gilt für die Diskontierungsfaktoren
entsprechend

),(0 0eoder
)B,
)B,(

l
l

l
l

ttTgrdf
S(t

tSdf ⋅−==

2. Der zukünftige Preis ),( FtSS ll =  des Basiswertes F wird in einem stochasti-
schen Modell ),( QΩ  abgebildet. Dabei liegt der Bestimmung des W-Maßes Q kei-
ne subjektive Einschätzung des Eintretens der Modellzustände zugrunde. Q be-
stimmt sich im Ein-Periodenmodell des Abschnitts A alleine aus der risikoneutralen
Bedingung, daß der diskontierte Erwartungswert des Preises lS  gleich ist dem
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Preis ),( 00 FtSS =  des Basiswertes in 0t , d.h. 0)( SdfSEQ =⋅ ll  oder

),(
00

0e)( l
ll

ttTgr
Q SzfSSE ⋅==

mit kontinuierlichem Zins r. Ergeben sich aus dem Basiswert F während der Opti-
onslaufzeit Erträge oder Kosten, ersetzen wir die reinen Finanzierungskosten r
(Nettofinanzierungskosten) durch die gesamten Haltekosten b (Cost of Carry oder
Bruttofinanzierungskosten) und bestimmen das Wahrscheinlichkeitsmaß Q durch

(2) ),(
0

0e)( l
l

ttTgb
Q SSE ⋅=

d.h. der erwartete Preis von F im Zeitpunkt lt  ist gleich dem Terminpreis aus
heutiger Sicht. Im Sinne der Spieltheorie liegt somit ein faires Spiel vor, d.h. der
Einsatz ist gleich dem Erwartungswert der Auszahlung. Da man Spieler eines fai-
ren Spiels als risikoneutral bezeichnet, verlangt Gleichung (2) eine risikoneutrale
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit. Q heißt risikoneutrales Maß und die Bewer-
tung eines Derivats mit diesem Maß wird risikoneutrale Bewertung genannt. Sto-
chastische Modelle für den Preis lS  sind:

Ein–Periodenmodell: Zweipunktverteilung
Black/Scholes–Modell: Logarithmische Normalverteilung
Cox/Ross/Rubinstein-Modell: Binomialverteilung
Monte Carlo Simulation: Logarithmische Normalverteilung

Die freien Parameter der Verteilungen sind dabei jeweils geeignet zu bestimmen
und (2) ist stets eine der Bestimmungsgleichungen.

3. Wesentlich für die Optionspreisbestimmung ist nun der für das Ein-
Periodenmodell und die Modelle von Black/Scholes und Cox/Ross/Rubinstein
gültige Schluß, daß sich mit dem risikoneutralen Maß Q auch der Faire Preis der
Option als diskontierter Erwartungswert der Auszahlung in lt  berechnet:

(3) ll dftCFEtS QFV ⋅= ))Option ,(()Option ,( 0

Während der Nachweis dieser Beziehung im einfachen Ein–Periodenmodell un-
problematisch ist (vgl. die Herleitung (1) oben), verlangt die Begründung in den
Modellen von Black/Scholes und Cox/Ross/Rubinstein tiefer liegende mathema-
tische Verfahren. Hier muß unsere statische Betrachtung, die nur den Preis lS  im
Zeitpunkt lt  modelliert, durch ein dynamisches Preismodell tSt →  ersetzt wer-
den. Dies ist entweder ein Zeit-diskreter Prozeß 

ntn St →  mit Nn ,,1,0 K=  und

lttN =  oder ein kontinuierlicher Prozeß tSt →  mit ],[ 0 lttt ∈ . Notwendige Vor-
aussetzung für den Nachweis von (3) ist in beiden Fällen die Duplizierbarkeit der
Option im jeweiligen Modell. Die Duplikation gelingt jedoch nicht, ohne das Port-
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folio ständig den neuen Preisen anzupassen, d.h. die Duplikationsstrategie basiert
wesentlich auf der stochastischen Preisentwicklung. In den folgenden Modellen
werden wir (3) ohne Beweis verwenden.

Die Monte Carlo Simulation verlangt den Nachweis (3) nicht. Aus den Simulatio-
nen nSS ,,1 K  des Preises lS  bestimmt sie zunächst die simulierten Auszahlungen

Option) ,(,Option), ,(1 ll K tCFtCF n  der Option und damit – ohne Erwartungswert-
bildung – den Fairen Preis:

(4) ∑
=

⋅≈
n

k
kFV dftCF

n
tS

1
0 )Option ,(

1
)Option ,( ll

Modellvoraussetzungen.  Wir unterstellen einen reibungslosen Markt ohne Steu-
ern und Transaktionskosten. Alle Produkte sind beliebig teilbar und Leerverkäufe
sind bei gleichen Angebots- und Nachfragepreisen zugelassen. Der Zins ist wäh-
rend der Optionslaufzeit konstant (risikofreier Zins) und gleich für alle Laufzeiten.

Tageberechnung.  In den folgenden Abschnitten beziehen sich die annualisierten
Modellgrößen (Zeit und Volatilität) auf einen einheitlichen Tageoperator – etwa:

365actual=Tg  oder 25,365actual=Tg . In den Zahlenbeispielen wählen wir zur
Vereinfachung stets 360E30=Tg . Zudem vereinbaren wir die abkürzende Nota-
tion ),( 0 lttTgT = .

4 Optionspreisbestimmung mit Black/Scholes: Theorie

Exkurs: Logarithmische Normalverteilung.  Die Zufallsvariable X besitzt eine
logarithmische Normalverteilung (auch Lognormalverteilung) mit den Parametern

R∈µ  und 02 >σ , wenn Xln  normalverteilt ist mit den Parametern µ  und 2σ ,
d.h. ),(~ln 2σµNX . Sie hat demzufolge die Dichtefunktion

0für
2

)(ln
exp

2
1

)( 2

2

>






 −
−= x

x
x

xfX
σ

µ
σπ

und 0)( =xfX  für 0≤x . Bezeichnung: );(~ 2σµLNX . Folgerung: Ist die Zufalls-
variable X normalverteilt, so ist xe  lognormalverteilt. Erwartungswert und Vari-
anz geben wir ohne Rechenweg an.

)1e(e)(unde)(
222 22 −== ++ σσµσµ XVXE
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Bild 9 0 x

Lognormal-verteiltes Preismodell.  Gegeben ist der Basiswert F einer Option mit
der Laufzeit 0tt −l . Bei bekanntem Preis ),( 00 FtSS =  ist ein stochastisches Modell
für den Preis ),( FtSS ll =  im Verfall lt  gesucht. Die kontinuierliche Rendite R der
Preisentwicklung lSS →0  ist definiert durch

0
0

lnlnln SSS
S

R −== l
l

Mit dem zentralen Grenzwertsatz treffen wir für R die Annahme einer Normal-
verteilung ),( 2τνN  mit Erwartungswert ν  und Varianz 2τ . Wegen

RSS += 0lnln l  hat somit der Preis

RSS e0=l

eine Lognormalverteilung mit den Parametern ν+0lnS  und 2τ . Erwartungswert
und Varianz berechnen sich zu

)1(ee)1(ee)(

ee)(
2222

0

22
0

22
0

)(ln2

2
0

2ln

−=−=

==
+++

+++

ττνττν

τντν

SSV

SSE
S

S

l

l

Preismodell von Black und Scholes.  Im Black/Scholes−Modell erhalten die Pa-
rameter ν  und 2τ  eine spezielle Interpretation. Für den Parameter 2τ  wird

T22 στ =

gesetzt. 2σ  ist somit die Varianz der kontinuierlichen Jahresrendite R. Die Stan−
dardabweichung σ  wird Volatilität des Finanzproduktes F genannt und bleibt ein
exogen zu bestimmender Parameter des Black/Scholes−Modells.

Den Parameter ν  bestimmen wir über den Ansatz (2) der risikoneutralen Bewer-
tung
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TbbTSS bT






 −=⇒=+⇒=+

22ee
22

0
2

0
2 σντντν

Setzen wir für die ),( 2τνN −verteilte Rendite ZR τν +=  mit einer )1,0(N −
verteilten Zufallsvariablen Z, so ergibt sich für den Preis lS  das folgende Modell:

(5) 





 +






 −=== + ZTTbSSSS ZR σστν

2expee
2

000l

Dies ist der Wert eines geometrischen Prozesses mit normalverteilten Störvariab-
len im Endzeitpunkt lttn = . Folglich ist lS  lognormalverteilt mit den Parametern

TbS )2(ln 2
0 σ−+  und T2σ  und hat die Dichtefunktion

(6) 








 −−
−=

T
TbSx

xT
xfS 2

22
0

2
))2()(ln(

exp
2

1)(
σ

σ
σπl

Für den Erwartungswert und die Varianz gilt

(7) bTSSE e)( 0=l

(8) )1(ee)1(ee)(
2222

0 22
0

)2(2ln2 −=−= +−+ TbTTTTbS SSV σσσσ
l

Optionspreisbestimmung.  Ziel ist die Bewertung (Preisbestimmung) eines euro-
päischen Call C und Put P auf den Basiswert F mit Basispreis K und Verfall in lt .
Call und Put leisten somit in lt  die Zahlungen

)0,max()P,(und)0,max()C,( llll SKtCFKStCF −=−=

Der Markt erlaubt Geldanlagen und −aufnahmen zum kontinuierlichen Zinssatz r.
Für den Diskontierungsfaktor gilt somit

rTdf −= el

Black und Scholes (1973) haben gezeigt, daß in ihrem Modell unter der Annahme
einer konstanten Zins− und Volatilitätsentwicklung, die Option durch ein geeig-
netes Portfolio aus Basiswert F und Zins r dynamisch dupliziert werden kann −
und weiter: Der Faire Preis der Option bestimmt sich als diskontierter Erwar-
tungswert der Auszahlungen in lt , wobei der Erwartungswert bezüglich der
Lognormalverteilung (6) zu bilden ist (Konzept der risikoneutralen Bewertung);
also

rT
FV tCFEtS −⋅= e))Option,(()Option,( 0 l
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⋅−

⋅−
=

∫
∫

−

−

Put)(e)()0,max(

Call)(e)()0,max(

R

R
rT

S

rT
S

dxxfxK

dxxfKx

l

l

Führen wir die Integration durch (vgl. Anhang), erhalten wir folgende Options-
preisformeln:

Verteilung-)1,0( der gsfunktion Verteilun

und
)2()ln(

mit

)(e)(e)P,(Put

)(e)(e)C,(Call

12

2
0

1

1
)(

020

21
)(

00

N=Φ

−=
++

=

−Φ−−Φ=

Φ−Φ=
−−

−−

Tdd
T

TbKS
d

dSdKtS

dKdStS
TrbrT

FV

rTTrb
FV

σ
σ

σ

Die Beziehung zwischen Call- und Putpreis regelt die Put-Call-Parität

rTTrb
FVFV KStStS −− −=− ee)P,()C,( )(

000

Die Haltekosten b konkretisieren sich mit der Wahl des speziellen Basiswertes F
der Option:
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Haltekosten b Basiswert F

rb = Aktie ohne Dividendenzahlungen
qrb −= Aktie mit kontinuierlicher Dividendenrate q

frrb −= Devise mit Auslandszinssatz fr
0=b Terminprodukt und Bond; ersetze 0S  durch bTT SS e00 =

(vgl. hierzu den folgenden Abschnitt 5). Ist der Basiswert ein Terminprodukt, wird
anstelle des Kassapreises tS  der Terminpreis ),(e lttTgb

t
T
t SS ⋅=  modelliert. Da im

Verfalltag lt  Kassapreis lS  und Terminpreis TSl  übereinstimmen, ergibt der An-
satz (2) der risikoneutralen Bewertung

TbT
Q

T
Q SSSESE 00 e)()( === ll

also 0=b . Folglich gilt: In einer risikoneutralen Welt ist der Terminpreis in 0t
gleich dem erwarteten Kassapreis in lt  und die erwartete Wachstumsrate b eines
Terminproduktes ist null.

5 Optionspreisbestimmung mit Black/Scholes: Praxis

Je nach Basiswert F sind die Haltekosten b der allgemeinen Black/Scholes-Formel
des letzten Abschnittes entsprechend zu modifizieren.

Aktien ohne Dividendenzahlungen.  Zur Bewertung europäischer Optionen auf
eine Aktie, die während der Laufzeit keine Dividenden zahlt, erhalten wir mit

rb =  die Optionspreisformeln (Black und Scholes, 1973)

Tdd
T

TrKS
d

dSdKtS

dKdStS
rT

FV

rT
FV

σ
σ

σ
−=

++
=

−Φ−−Φ=

Φ−Φ=
−

−

12

2
0

1

1020

2100

und
)2()ln(

mit

)()(e)P,(Put

)(e)()C,(Call

Put-Call-Parität   rT
FVFV KStStS −−=− e)P,()C,( 000

Beispiel.  Betrachte einen europäischen Call und Put mit Verfall in 6 Monaten und
Strike 400 GE. Der Aktienpreis im Bewertungszeitpunkt beträgt 420 GE bei einer
Volatilität von 20%. Der kontinuierliche 6-Monatszins ist 10%. Also 4200 =S ;

400=K ; 5,0=T ; 1,0=r  und 2,0=σ . Wir berechnen zunächst
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6278,05,02,0

7693,0
5,02,0

5,0)22,010,0()400420ln(

12

2

1

=⋅−=

=
⋅

⋅++
=

dd

d

Damit gilt weiter

GE59,477349,0e4007791,0420)C,( 05,0
0 =⋅−⋅= −tSFV

GE09,82209,04202651,0e400)P,( 05,0
0 =⋅−⋅= −tSFV

Ist der Callpreis )C,( 0tSFV  bestimmt, kann der Putpreis auch über die Put−Call-
Parität berechnet werden

GE  09,8e40042059,47)P,( 05,0
0 =+−= −tSFV

0
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Bild 10  Call Bild 11  Put

Die Geradenstücke

Call


 ≥−

=−
−−

−
sonst0

e400  füre400
)0,e400max(

05005,0
05,0

,SS
S

ll
l

Put


 ≤−

=−
−−

−
sonst0

e400  füre400
)0,e400max(

05,005,0
05,0

ll
l

SS
S

beschreiben dabei den inneren Wert der Option. Dies ist eine untere Wertgrenze
der Option. Die Differenz zwischen Optionspreis und innerem Wert wird Zeitwert
der Option genannt.

Aktien mit kontinuierlicher Dividendenzahlung.  Zur Bewertung europäischer
Optionen auf eine Aktie oder einen Aktienindex mit bekannter kontinuierlicher
Dividendenrate q, erhalten wir mit qrb −=  die Optionspreisformeln (Merton,
1973)
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Tdd
T

TqrKS
d

dSdKtS

dKdStS
qTrT

FV

rTqT
FV

σ
σ

σ
−=

+−+
=

−Φ−−Φ=

Φ−Φ=
−−

−−

12

2
0

1

1020

2100

und
)2()ln(

mit

)(e)(e)P,(Put

)(e)(e)C,(Call

Put-Call-Parität   rTqT
FVFV KStStS −− −=− ee)P,()C,( 000

Beispiel.  Betrachte einen europäischen Call und Put mit Verfall in 3 Monaten und
Strike 135 GE. Der Aktienpreis im Bewertungszeitpunkt beträgt 130 GE bei einer
Volatilität von 32%. Die Aktie zahlt eine kontinuierliche Dividendenrate von 4%
per annum. Der kontinuierliche 3-Monatszins liegt bei 8%. Also GE  1300 =S ;

GE  135=K ; 25,0=T ; 04,0=q ; 08,0=r  und 32,0=σ . Wir berechnen zunächst

2534,025,032,0

0934,0
25,032,0

25,0)232,004,008,0()135130ln(

12

2

1

−=⋅−=

−=
⋅

⋅+−+
=

dd

d

Damit gilt weiter

GE64,64000,0e1354628,0e130)C,( 02,001,0
0 =⋅−⋅= −−tSFV

GE26,105372,0e1306000,0e135)P,( 01,002,0
0 =⋅−⋅= −−tSFV

Aktien mit Cash Dividendenzahlungen.  Zur Bewertung europäischer Optionen
auf eine Aktie A, die mehrere Cash-Dividenden während der Optionslaufzeit
zahlt, verwenden wir die Optionspreisformel mit rb =  und ersetzen 0S  durch

lL
L

tttt
DDDtSS

n

ttTgr
n

ttTgrttTgr n

<<<<
−−−−= ⋅−⋅−⋅−−

21

),(),(
2

),(
100

mit
eee)A,( 02010

In den folgenden Formeln bezeichnet −
0S  somit den Preis der Aktie minus dem

Barwert aller Dividendenzahlungen:

Tdd
T

TrKS
d

dSdKtS

dKdStS
rT

FV

rT
FV

σ
σ

σ
−=

++
=

−Φ−−Φ=

Φ−Φ=

−

−−

−−

12

2
0

1

1020

2100

und
)2()ln(

mit

)()(e)P,(Put

)(e)()C,(Call

Beispiel.  Betrachte einen europäischen Call und Put auf eine Aktie, die in 3 Mo-
naten und in 6 Monaten jeweils eine Dividende von 1,5 GE zahlt. Verfall ist in
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9 Monaten; der Strike wird auf 90 GE festgesetzt. Der Aktienpreis im Bewertungs-
zeitpunkt beträgt 100 GE bei einer Volatilität von 28%. Der kontinuierliche 9-
Monatszins ist 10%. Also 100=S ; 90=K ; 75,0=T ; 1,0=r ; 25,0=σ ;

5,121 == DD ; 25,0),( 10 =ttTg  und 5,0),( 20 =ttTg . Wir berechnen zunächst den
bereinigten Aktienpreis

GE  11,97e5,1e5,1100 05,0025,0
0 =−−= −−−S

und damit

5016,075,028,0

7441,0
75,028,0

75,0)228,01,0()901102,97ln(

12

2

1

=⋅−=

=
⋅

⋅++
=

dd

d

Folglich gilt

GE15,176920,0e907716,01102,97)C,( 075,0
0 =⋅−⋅= −tSFV

GE53,32284,01102,973080,0e90)P,( 075,0
0 =⋅−⋅= −tSFV

Devisen.  Sei )GE 1,( 00 ftSS =  der Preis für eine Geldeinheit der Auslandswäh-
rung zahlbar in Geldeinheiten GE der Inlandswährung (Preisnotierung). r be-
zeichne den Inlandszins und fr  den Auslandszins. Zur Bewertung europäischer
Devisenoptionen erhalten wir mit frrb −=  die Optionspreisformeln (Garman und
Kohlhagen, 1983)

Tdd
T

TrrKS
d

dSdKtS

dKdStS

f

TrrT
FV

rTTr
FV

f

f

σ
σ

σ
−=

+−+
=

−Φ−−Φ=

Φ−Φ=
−−

−−

12

2
0

1

1020

2100

und
)2()ln(

mit

)(e)(e)P,(Put

)(e)(e)C,(Call

Put-Call-Parität   rTTr
FVFV KStStS f −− −=− ee)P,()C,( 000

Beispiel.  Betrachte eine europäische Call USD/Put Euro Option mit 6 Monaten
Laufzeit mit Strike 0,83. Der Preis für einen US-Dollar ist im Bewertungszeitpunkt
mit 0,85 Euro festgelegt bei einer Volatilität von 10,3%. Der 6-Monatszins des In-
lands ist 3%, der des Auslands 5%. Also 85,00 =S ; 83,0=K ; 5,0=T ; 03,0=r ;

05,0=fr  und 103,0=σ . Wir berechnen zunächst
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1532,05,0103,0

2260,0
5,0103,0

5,0)2103,005,003,0()83,085,0ln(

12

2

1

=⋅−=

=
⋅

⋅+−+
=

dd

d

Damit gilt weiter

GE0300,05609,0e83,05894,0e85,0)C,( 015,0025,0
0 =⋅−⋅= −−tSFV

Für den entsprechenden Put USD/Call Euro gilt GE  0187,0)P,( 0 =tSFV .

Terminprodukte.  Bewertung europäischer Optionen auf ein Terminprodukt ver-
wenden wir die Optionspreisformel mit 0=b  und ersetzen 0S  durch den Termin-
preis bTT SS e00 =  (Black, 1976, kurz: Black 76)

Tdd
T

TKS
d

dSdKtS

dKdStS

T

TrT
FV

TrT
FV

σ
σ

σ
−=

+
=

−Φ−−Φ=

Φ−Φ=
−

−

12

2
0

1

1020

2100

und
)2()ln(

mit

))()((e)P,(Put

))()((e)C,(Call

Put-Call-Parität   rTT
FVFV KStStS −−=− e)()P,()C,( 000

Beispiel.  Betrachte einen europäischen Call und Put auf ein Terminprodukt mit
Verfall in 1,5 Monaten und Strike 110. Der Terminpreis im Bewertungszeitpunkt
beträgt 110 GE bei einer Volatilität von 25%. Der kontinuierliche 1,5-Monatszins
ist 10%. Also 1100 == KST ; 125,0=T ; 1,0=r  und 25,0=σ . Wir berechnen zu-
nächst

0484,0125,025,0

0484,0
125,025,0

125,0)225,0()110110ln(

12

2

1

−=⋅−=

=
⋅

⋅+
=

dd

d

und damit weiter

GE18,4)4807,01105193,0110(e)C,( 05,0
0 =⋅−⋅= −tSFV

GE18,4)4807,01105193,0110(e)P,( 05,0
0 =⋅−⋅= −tSFV

Bonds.  Europäische Bondoptionen mit einer deutlich längeren Restlaufzeit des
Bonds gegenüber der Laufzeit der Option können mit dem Modell Black 76 für
Terminprodukte bewertet werden. Dabei ist zu beachten, daß dieses Modell nicht
den Pull-to–Par-Effekt des Bonds berücksichtigt. Am Laufzeitende ist der Preis
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des Bonds gleich dem Nennwert plus einer Couponzahlung. Folglich steigt die
Unsicherheit eines Bonds zunächst und fällt dann wieder. Dies steht im Wider-
spruch zu der Annahme des Black 76 Modells, daß die Unsicherheit (Varianz) mit
zunehmender Laufzeit des Basiswertes linear zunimmt. Die Bewertung von
Bondoptionen ist daher einzuschränken auf Optionen mit kurzer Laufzeit gegen-
über der Restlaufzeit des Bonds. Eine Händlerregel besagt, daß die Optionslauf-
zeit höchstens 51  der Restlaufzeit des Bonds betragen sollte.

Zur Bewertung europäischer Optionen auf einen Bond verwenden wir also die
Optionspreisformel mit 0=b  und ersetzen 0S  durch den Terminpreis rTT SS e00 = .
Für einen Couponbond CB ist der Preis )CB,( 00 tSS =  die Summe aus dem Kurs

)CB,( 0tSex  und den Stückzinsen STZ, also

rT
ex

T ttSTZtSS e)),()CB,(( 000 l+=

Dann gilt für den Optionspreis

Tdd
T
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d

dSdKtS

dKdStSC

T

TrT
FV

TrT
FV

σ
σ

σ
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=
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2
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1
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))()((e)P,(Put

))()((e)C,(all

Put-Call-Parität   rTT
FVFV KStStS −−=− e)()P,()C,( 000

Beispiel.  Betrachte einen europäischen Call auf einen Couponbond CB mit
3 Jahren Restlaufzeit; die Laufzeit der Option beträgt 3 Monate; der Strike ist 100.
Der Kurs des Bonds (clean price) beträgt im Bewertungszeitpunkt 97,80 GE bei
einer Volatilität von 4%. Der kontinuierliche 3-Monatszins mit 360E30=Tg  be-
rechnet sich für 91 Tage aus dem Geldmarktsatz zu 7% wie folgt:

%0159,7
90

360
360
91

07,01ln =⋅





 ⋅+=r

Für den Terminpreis gilt somit

GE  82,103e)2123,480,97( 25,0070159,0
0 =+= ⋅TS

Also ist 82,1030 =TS ; 100=K ; 25,0=T ; 070159,0=r  und 04,0=σ . Wir berechnen
zunächst
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8632,125,004,0

8832,1
25,004,0

25,0)204,0()10082,103ln(

12

2

1

=⋅−=

=
⋅

⋅+
=

dd

d

und damit weiter

GE77,3)9688,01009702,082,103(e)C,( 25,007016,0
0 =⋅−⋅= ⋅−tSFV

Für den entsprechenden Put berechnet sich ein Preis von GE 02,0)P,( 0 =tSFV .

6 Optionssensitivitäten

Die folgenden Sensitivitäten einer Option (auch »Greeks« genannt) sind die par-
tiellen Ableitungen der allgemeinen Black/ Scholes-Formel. Sie bestimmen die
Änderung des Optionspreises bei kleinen Bewegungen der jeweiligen Einflußgrö-
ße. Für die Berechnung der Ableitungen wird auf dem Anhang verwiesen.

Notationen.  Wir verwenden in diesem Abschnitt die folgenden Notationen :
),( 00 FtSSS == ; ),( 0 lttTgT = ; )C,( 0tSC FV=  und )P,( 0tSP FV= .

Zahlenbeispiel.  Die folgenden Beispiele und Graphiken beziehen sich sämtlich
auf eine Aktienoption ohne Dividendenzahlungen mit sechs Monaten Laufzeit
und Strike 200 GE. Der Aktienpreis beträgt 210 GE bei einer Volatilität von 20%.
Der 6-Monatszins ist 6%. Also 210=S ; 200=K ; 5,0=T ; 06,0== rb  und 2,0=σ .
Damit gilt

4864,05,02,0

6278,0
5,02,0

5,0)22,006,0()200210ln(

12

2

1

=⋅−=

=
⋅

⋅++
=

dd

d

3133,0)(;6867,0)(;7349,0)(;3276,0)( 2211 =−Φ=Φ=Φ=φ dddd

Delta.  Die Sensitivität des Optionspreises bei kleinen Preisänderungen des Ba-
siswertes wird Delta der Option genannt.

0)1)((ePut

0)(eCall

1
)(

1
)(

<−Φ=
∂
∂

=∆

>Φ=
∂
∂

=∆

−

−

d
S
P

d
S
C

Trb
Put

Trb
Call

Beispiel. 2651,01)(und7349,0)( 11 −=−Φ=∆=Φ=∆ dd PutCall
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Bild 12  Delta
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Gamma.  Die Sensitivität des Deltas einer Option bei kleinen Preisänderungen des
Basiswertes wird Gamma der Option genannt. Gamma ist für Call- und Put-
optionen gleich.

0
e)( )(

1
2

2

2

2

, >
φ

=
∂
∂

=
∂
∂

=Γ=Γ
−

TS
d

S
P

S
C Trb

PutCall σ

Beispiel.  0110,0
5,02,0210

3276,0)( 1 =
⋅⋅

=
φ

=Γ
TS

d
σ

Bild 13 Gamma
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Bild 14 zeigt das Verhalten von Gamma bei abnehmender Restlaufzeit. Ist die Op-
tion am Geld, d.h. rTKS −≈ e , so kann das Gamma über alle Schranken wachsen.
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Bild 14 Gamma
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Vega.  Die Sensitivität des Optionspreises bei kleinen Änderungen der Volatilität
wird Vega der Option genannt. (Während die anderen Sensitivitäten entsprechen-
de griechische Buchstaben haben, ist Vega der Name eines Sterns.) Vega ist für
Call- und Putoptionen gleich.

0)(e 1
)(

, >φ=
∂
∂

=
∂
∂

== − TdSPCVegaVega Trb
PutCall σσ

Beispiel. 6461,485,03276,0210)( 1 =⋅⋅=φ= TdSVega

Bild 15 Vega
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Rho.  Die Sensitivität des Optionspreises bei kleinen Änderungen des Zinssatzes
wird Rho der Option genannt.
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∂
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∂
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0für0
0für0)(e

Put

0für0
0für0)(eCall

2

2

bTP
bdTK

S
P

bTC
bdTK

S
C

rT

Put

rT

Call

ρ

ρ

Beispiel.  6405,666867,0e2005,0 03,0 =⋅⋅⋅= −
Callρ
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4041,303133,0e2005,0 03,0 −=⋅⋅⋅−= −
Putρ

Bild 16 Rho
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Theta.  Die Sensitivität des Optionspreises bei kleinen Änderungen der Restlauf-
zeit wird Theta der Option genannt. Da die Restlaufzeit abnimmt, wird Theta
meist als negative Ableitung des Optionspreises nach der Zeit dargestellt.

)(e)()(
2

)(e
Put

)(e)()(
2

)(eall
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)(1
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)(1
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drKdSrb
T

dS
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rTTrb
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−Φ+−Φ−+
φ
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∂
∂

−=Θ

Φ−Φ−−
φ
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∂
∂

−=Θ

−−
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−−
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σ

σ

Beispiel.

7261,176867,0e20006,0
5,02

2,03276,0210
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⋅⋅
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dS rT
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0807,63133,0e20006,0
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7 Optionspreisbestimmung mit Cox/Ross/Rubinstein

Gegeben ist der Basiswert F einer Option mit der Laufzeit 0tt −l . Wir bestimmen
ein stochastisches Modell der Preisentwicklung ),( FtSt → , das sowohl in der Zeit
als auch in den Zuständen diskret ist.

Binomial-verteiltes Preismodell.  Zunächst zerlegen wir die Laufzeit
),( 0 lttTgT =  in n gleiche Teilintervalle der Länge nTt =∆  (vgl. Bild 18). In dem

folgenden Modell kann der Preis innerhalb eines Teilintervalls t∆  nur um einen
bestimmten Betrag steigen oder fallen. Um dies genauer zu fassen, setzen wir

),( FtSS kk =  für den Preis im Zeitpunkt kt . Ausgehend von kS  im Zeitpunkt kt
entwickelt sich der Preis 1+kS  im Zeitpunkt 1+kt  in einen der folgenden beiden Zu-
stände

10,oder1, 11 <<=>= ++ ddSSuuSS kkkk

Dabei sind u (für »up«) und d (für »down«) feste, zeitunabhängige Multiplikatoren
(vgl. Bild 19). Wir setzen )( 1 uSSPp kk == +  für die Wahrscheinlichkeit einer Auf-
wärtsbewegung; entsprechend ist )(1 1 dSSPp kk ==− +  die Wahrscheinlichkeit ei-
ner Abwärtsbewegung. Bei gegebenem kS  ist folglich 1+kS  eine Zweipunkt-
verteilte, d.h. genauer eine ),,( pdSuS kkZP -verteilte Zufallsvariable.

0t 1t 2t L 1−nt lttn =

t∆ t∆ L t∆

Bild 18 Bild 19

Startet der Preis im Zeitpunkt 0t  in 0S , so gibt jede Folge ),,( 1 nbb K  bestehend aus
up’s und down’s einen konkreten Preisverlauf an. Ist etwa 4=n  und ( 1b , 2b , 3b ,

4b ) = (up, down, up, up), so beschreibt der zugehörige Preis in den Zeitpunkten

3210 ,,, tttt  die Bewegung: 0S , uSS 01 = , udSS 02 = , duSS 2
03 = , duSS 3

04 = .
K,,, 210 SSS  ist damit ein geometrischer Random Walk (vgl. Basiswissen, Lektion

13, Abschnitt 13.4.2) Die Gesamtheit der möglichen Preisverläufe ist in Bild 20
dargestellt. Die spezielle Baumstruktur wird rekombinierend genannt: Wegen

=udS0 duS0  ist das Preisresultat einer Aufwärtsbewegung gefolgt von einer Ab-
wärtsbewegung gleich dem Resultat bei umgekehrter Reihenfolge.

kS

dSS kk =+1

p

1 - p

•

•

•

uSS kk =+1
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2
0uS 03

0 duS
uS0

udS0 duS 2
0

0S
2

0udS
dS0

Bild 20
2

0 dS 30
0 duS

Jeder der 1+n  Endpreise ini
n duSS −= 0  ist charakterisiert durch die Anzahl i der

Aufwärtsbewegungen, d.h. durch die Anzahl der up’s in der Folge ),,( 1 nbb K ; die
Reihenfolge ist dabei unerheblich. Die zufällige Wahl einer Folge ),,( 1 nbb K  ent-
spricht aber dem Behältermodell einer Binomialverteilung versehen mit den Ku-
geln »up« und »down« im Mischungsverhältnis p = Anzahl up-Kugeln : Gesamt-
zahl. Die Zufallsvariable nS  ist folglich ),( pnB -verteilt, d.h.

nippi
nduSSP iniini

n ,,1,0für)1()( 0 K=−




== −−

(Zur Binomialverteilung vgl. Basiswissen, Lektion 13)

Beispiel.  Mit den Parameterwerten 4=n , 1000 =S , 6,0=p , 1,1=u  und 9,0=d
ergeben sich die Endpreise mit den zugehörigen Binomial-Wahrscheinlichkeiten
zu

k ini duS −
0 )( 04

iniduSSP −=

0 65,61 0,0256
1 80,19 0,1536
2 98,01 0,3456
3 119,79 0,3456
4 146,41 0,1296

Binomialmodell von Cox/Ross und Rubinstein.  Drei Bestimmungsgleichungen
legen die Modellparameter u, d und p fest. Die erste Gleichung stellt eine Symmet-
riebeziehung zwischen den Multiplikatoren u und d her.

(9) 
d

u 1
=

Interpretation.  Wegen 1=⋅ du  kehrt der Preis nach einer Aufwärtsbewegung ge-
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folgt von einer Abwärtsbewegung (und vice versa) stets zum Ausgangswert zu-
rück. Die Preisentwicklung K,,, 210 SSS  ist somit ein symmetrischer Random
Walk. Die zweite Bestimmungsgleichung lautet

(10) tb
kkk SpdSupS ∆=−+ e)1(

Interpretation. Bedingung (10) ist der Ansatz der risikoneutralen Bewertung (2)
des Abschnitts B und wir werden die zugehörige Wahrscheinlichkeit im folgenden
mit Q bezeichnen. Dazu beachten wir, daß die Preisentwicklung 1+→ kk SS  eines
Teilschrittes t∆  Zweipunkt-verteilt – genauer: ),,( pdSuS kkZP  - verteilt - ist. Nach
dem Konzept der risikoneutralen Bewertung ist aber aus Sicht des Zeitpunktes kt
der erwartete Preis )( 1+kQ SE  gleich dem Terminpreis tb

kS ∆e . Division durch kS
und Auflösen nach p ergibt

(11) tba
du
dap ∆=

−
−

= emit

Zur Herleitung einer dritten Bestimmungsgleichung bemerken wir, daß die Para-
meter u und d die Schwankungsbreite, d.h. genauer die Varianz des Preismodells
festlegen. Größere u-Werte implizieren stärkere Preisbewegungen. Ausgehend
vom Preis kS  im Zeitpunkt kt  ergibt sich für die Varianz )( 1+kSV  der Zufallsgröße

1+kS  einerseits )1(ee
222 −∆∆ ttb

kS σ  (vgl. hierzu Gleichung (8) im Modell von Black
und Scholes; σ  - auch Volatilität genannt – ist dabei die Standard-abweichung der
kontinuierlichen Jahresrendite und wird meist auf empirischem Wege bestimmt).
Andererseits ist im vorliegenden Modell der zufällige Preis 1+kS  ),,( pdSuS kkZP -
verteilt; also

)1(ee))1(()1(
222222222 −=−+−−+ ∆∆ ttb

kkkk SpdupSpdSpuS σ

oder mit Gleichung (10)

(12) ttbpdpu ∆+∆=−+
2222 e)1( σ

Eine (approximative) Lösung der Gleichungen (9), (10) und (12) ist mit

du
dpdu

tb
tt

−
−

===
∆

∆−∆ e,e,e σσ

gegeben (vgl. Anhang). Zusammenfassend stellen wir fest, daß bei n Teilinterval-
len t∆  - also nTt =∆  - der Preis lS  im Zeitpunkt lt  eine binomialverteilte – ge-
nauer: ),( pnB -verteilte – Zufallsvariable ist mit Trägermenge

}{ 0
0

22
0

11
0

0
0 ,,,,, duSduSduSduSTr nunn

S K
l

−−=
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und Dichtefunktion

nippi
nduSf inini

S ,,1,0für)1()( 0 K
l

=−




= −−

Optionspreisbestimmung.  Ziel ist die Bewertung (Preisbestimmung) eines euro-
päischen Call C und Put P auf den Basiswert F mit Basispreis K und Verfall in lt .
Call und Put leisten somit in lt  die Zahlungen

)0,max()P,(und)0,max()C,( llll SKtCFKStCF −=−=

Analog zum Vorgehen von Black und Scholes zeigen nun Cox, Ross und Rubin-
stein, daß sich der Faire Preis der Option als diskontierter Erwartungswert der
Auszahlungen in lt  bestimmt. Abgezinst wird wieder mit einem kontinuierlichen
Zinssatz r; der Erwartungswert wird bezüglich der Binomialverteilung ),( pnB
gebildet, d.h.

(13) rT
FV tCFEtS −= eOption))  ,(()Option  ,( 0 l










⋅⋅−

⋅⋅−
=

∑

∑

=

−−−

=

−−−

(Put)e)(0)  ,max(

(Call)e)(0)  ,max(

0
00

0
00

n

i

rTini
S

ini

n

i

rTini
S

ini

duSfduSK

duSfKduS

l

l

Zur Berechnung des Optionspreises bieten sich zwei Verfahren an:

1. Iteration.  Während der Binomialbaum durch Vorwärtsiteration bestimmt wird,
ergibt sich der Optionspreis durch iteratives Rückwärtsrechnen.

Vorwärtsiteration:  




=+ down  für
up  für

1 dS
uS

S
k

k
k

Rückwärtsiteration:  Mit den Notationen ikC ,  und ikP ,  für den Callpreis bzw.
Putpreis im Zeitpunkt kt  bei i Aufwärtsbewegungen und entsprechend ikS ,  für
den Preis des Basiswertes – also ikiik duSS −= 0,  - gilt

nkpPpPPSKP

nkpCpCCKSC
tr

ikikikinin

tr
ikikikinin

<−+=−=

<−+=−=
∆−

+++

∆−
+++

füre)]1([und)0,max(

füre)]1([und)0,max(

,11,1,,,

,11,1,,,

2. Erwartungswert.  Gemäß Formel (13) werden die zustandsabhängigen Aus-
zahlungen der Option mit den Binomialwahrscheinlichkeiten gewichtet und dann
aufsummiert. Diskontieren des Erwartungswertes ergibt dann den Optionspreis.
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Beispiel.  Eine Aktie A ohne Dividendenzahlungen notiert in 0t  mit dem Preis
100 GE. Zu bewerten ist ein europäischer Call C auf A mit Basispreis 105 GE und
Verfall in 3 Monaten. Der kontinuierliche Zins für 3 Monate beträgt 10%; die Aktie
besitzt eine Volatilität von 40%. Also 1000 =S ; 105=K ; 25,0=T ; 1,0== rb  und

4,0=σ . Wir bestimmen den Callpreis durch ein Binomialmodell mit 3=n
Schritten (um den Rechenaufwand überschaubar zu halten). Mit

121325,0 ==∆t  berechnen wir die Modellparameter:

4927,01und5073,0
8909,01224,1
8909,0e

8909,01und1224,1e

121,0

1214,0

=−=
−
−

=

====

pp

u
du

Mit diesen Angaben kann der Binomialbaum konstruiert werden (vgl. Bild 21).

125,98 141,40
112,24

100 112,24
100

89,09
89,09

Bild 21
79,38 70,72

1. Lösungsverfahren (Iteration).  Beginnend mit den Callpreisen im Zeitpunkt 3t
werden diese iterativ rückwärts gerechnet; z.B.

85,21e)4927,024,75073,040,36(e)]1(24,740,36[

40,36)0,10540,141max(
121,0

2,2

3,3

=⋅+⋅=−+=

=−=
−∆⋅− trppC

C
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Aktien− Call
preis 0t 1t 2t 3t

141,40 36,40
125,98 21,85
112,24 12,77 7,24
100,00 7,32 3,64
89,09 1,83 0
79,38 0
70,72 0

Der Faire Callpreis ist damit GE32,7)C,( 0 =tSFV .

2. Lösungsverfahren (Erwartungswert).  Die Erwartungswertbildung ist in der
folgenden Tabelle aufgearbeitet:

i ii
i duSS −= 3

0,3 )0,105max( ,3,3 −= ii SC ii
i ppip −−


= 3)1(3

ii pC ⋅,3

0 70,72 0 0,1196 0
1 89,09 0 0,3694 0
2 112,24 7,24 0,3804 2,75
3 141,40 36,40 0,1306 4,75

Summe 1,0000 7,50

Der Faire Callpreis ergibt sich durch Abzinsen des Erwartungswertes in lt  auf
den Zeitpunkt 0t :

GE32,7e50,7e))C,(()C,( 25,01,0
0 =⋅=⋅= ⋅−−rT

QFV tCFEtS l

Abschließend vergleichen wir dieses Resultat mit dem Ergebnis aus 5=n  Teilin-
tervallen und dann mit dem exakten Ergebnis aus der Black/Scholes–Formel. Zu-
nächst gilt mit den Modellgrößen

5056,0,9144,0,0936,1,05,0 ====∆ pdut

und dem Iterationsverfahren:
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Aktien− Call
preis 0t 1t 2t 3t 4t 5t

156,39 51,39
143,01 38,54
130,78 26,82 25,78
119,59 17,77 15,11
109,36 11,35 8,68 4,36
100,00 7,06 4,91 2,19
91,44 2,74 1,10 0,00
83,62 0,55 0,00
76,47 0,00 0,00
69,92 0,00
63,94 0,00

Der Faire Callpreis ist damit GE  06,7)C,( 0 =tSFV . Zur Berechnung des Options-
preises mit Black/Scholes bestimmen wir

2190,025,04,0

0190,0
25,04,0

25,0)24,01,0()105100ln(

12

2

1

−=⋅−=

−=
⋅

⋅++
=

dd

d

und damit weiter

GE92,6)5871,01(e105)5080,01(100

)2190,0(e)0190,0(100)C,(
25,01,0

25,01,0
0

=−⋅−−=

−Φ+−Φ=
⋅−

⋅−tSFV

Die Resultate zeigen bei steigender Anzahl n der Teilintervalle eine Verbesserung
des Optionspreises im Binomialmodell. In der Praxis erzielen 30=n  bis 50 Unter-
teilungen in der Regel eine hinreichende Genauigkeit.

Zusammenhang zum Black/Scholes-Modell.  Mit dem zentralen Grenzwertsatz
kann gezeigt werden: Bei feiner werdender Zerlegung der Laufzeit T konvergieren
die Optionspreise nach Cox/Ross/Rubinstein gegen die entsprechenden Options-
preise nach Black/Scholes.
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8 Bewertung amerikanischer Optionen

Gegenüber der europäischen Option (Notationen: =EC  Call und =EP  Put) er-
laubt eine amerikanische Option (Notationen: =AC  Call und =AP  Put) die Aus-
übung während der gesamten Laufzeit 0tt −l . Bei sonst gleichen Ausstattungen
gelten somit für den Fairen Preis die Beziehungen

)P,()P,(und)C,()C,( 0000
A

FV
E

FV
A

FV
E

FV tStStStS ≤≤

Calloption.  Übt der Käufer eines amerikanischen Calls die Option im Zeitpunkt

ltt <  vorzeitig aus und leistet der Basiswert während der Optionslaufzeit keine
Zahlungen (etwa eine Aktie ohne Dividendenzahlungen), so erhält er die Aus-
zahlung KS t − . Hält der Käufer den Basiswert bis zum Verfalltermin lt , so ver-
fügt er über den Betrag ),(e l

l
ttTgrKS ⋅− . Wegen

)0,max(e ),( KSKSKS ttTgr −≤−<− ⋅
lll

l

ist dies bei positivem Zins r weniger, als die Option im Verfall auszahlt. Ein vor-
zeitiges Optieren führt somit zu einem schlechteren Ergebnis und folglich gilt

)C,()C,( 00
E

FV
A

FV tStS =

Leistet der Basiswert im Zeitpunkt ltt <  eine Zahlung B und übt der Käufer den
Call noch vor der Zahlung aus, so ist bei entsprechend hoher Zahlung ein Ergeb-
nis

)0,max(ee ),(),( KSBKS ttTgrttTgr −>+− ⋅⋅
ll

ll

denkbar. Ein vorzeitiges Optieren ist dann vorteilhaft und der Preis des amerika-
nischen Calls ist höher als der Preis des europäischen Calls.

Putoption.  Bei einer Putoption kann vorzeitiges Ausüben selbst dann vorteilhaft
sein, wenn der Basiswert keine Zahlungen während der Optionslaufzeit leistet. Ist
z.B. der Strike 20=K  Euro und der Preis des Basiswertes nahe 0, so erzielt der
Käufer bei sofortiger Ausübung einen Ertrag von 20 Euro. Wartet der Investor da-
gegen bis zum Verfalltermin, so kann der Ertrag nur weniger werden, wobei ne-
gative Preise ausgeschlossen sind. Außerdem ist es günstiger, jetzt 20 Euro als
später zu erhalten. Folglich gilt nur

)P,()P,( 00
E

FV
A

FV tStS ≥

Bild 22 zeigt, daß es bei positivem Zins r stets einen genügend kleinen Preis *S
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des Basiswertes gibt, der ein vorzeitiges Ausüben lohnend erscheinen läßt. Sinkt
der Preis auf diesen kritischen Wert, wird der Put ausgeübt und nimmt sofort den
Wert *SK −  an.

Bild 22

*SK −

Preis und Auszahlung

0 *S
K S

Beziehungen zwischen Callpreis und Putpreis.  Leistet der Basiswert keine Zah-
lungen während der Optionslaufzeit (der Fall rb = ), gilt für europäische Optionen
die Put-Call-Parität

rTE
FV

E
FV KStStS −−=− e)P,()C,( 000

Da die Callpreise einer amerikanischen und europäischen Option übereinstim-
men, folgt

rTA
FV

rTE
FV

E
FV

A
FV KStSKStStStS −− +−=+−=≥ e)C,(e)C,()P,()P,( 000000

und damit

rTA
FV

A
FV KStStS −−≤− e)P,()C,( 000

Hält ein Investor ein Portfolio PF aus amerikanischem Put und Basiswert, so gilt
für den Wert ),( PFtV l  im Verfalltermin

rTArTE

ttTgrEttTgr

ttTgr

KtCFKtCF

KtCFKKS

ttK
tKSSSK

PFtV

e)C,(e)C,(

e)C,(e)0,max(

in Ausübung  beie
 orAusübung v-Nicht bei),max()0,max(

),(

),(),(

),(

+=+≤

+=+−<




<
=+−

=

⋅⋅

⋅

ll

ll

l

llll
l

ll

l

Dies ist die Zahlung eines amerikanischen Calls und einer Geldanlage K in 0t .
Nach dem Gesetz des einheitlichen Preises muß dann für die Preise in 0t  gelten

KtSStS A
FV

A
FV +≤+ )C,()P,( 000
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und damit

KStStS A
FV

A
FV −≥− 000 )P,()C,(

Insgesamt erhalten wir somit die »Put-Call-Parität für amerikanische Optionen«
rTA

FV
A

FV KStStSKS −−≤−≤− e)P,()C,( 0000

Bewertung.  Da die Black/Scholes-Formel und die später behandelte Monte Car-
lo-Simulation nur für europäische Optionen gelten, sind wir bei der Bewertung
amerikanischer Putoptionen auf das Modell von Cox/Ross/Rubinstein verwiesen.
Beachten wir, daß ein amerikanischer Put stets ausgeübt wird, wenn

t
A

FV SKtS −<)P,(

gilt, so müssen wir das Iterationsverfahren wie folgt ändern:
trA

ik
A

ik
ikiA

ik pPpPduSKP ∆−
+++

− −+−= e)]1([,max( ,11,10,

Beispiel.  Eine Aktie A ohne Dividendenzahlungen notiert in 0t  mit dem Preis
100 GE. Zu bewerten ist ein amerikanischer Put auf A mit Basispreis 95 GE und
Verfall in 6 Monaten. Der kontinuierliche Zins für 6 Monate beträgt 7%; die Aktie
besitzt eine Volatilität von 40%. Also 1000 =S ; 95=K ; 5,0=T ; 07,0== rb  und

4,0=σ . In einem Binomialmodell mit 5=n  Teilintervallen – also 1,055,0 ==∆t
- berechnen sich die Modellparameter wie folgt:

5039,01und4961,0
8812,01348,1
8812,0e

8812,0eund1348,1e
1,007,0

1,04,01,04,0

=−=
−
−

=

====
⋅

⋅−⋅

pp

du

Durch Vorwärtsiteration konstruieren wir zuerst den Binomialbaum und berech-
nen dann rückwärts die Putpreise.
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Aktien− Amerikanischer Put
preis 0t 1t 2t 3t 4t 5t

188,22 0,00
165,86 0,00
146,15 0,00 0,00
128,79 0,86 0,00
113,48 3,45 1,72 0,00
100,00 7,80 6,04 3,44
88,12 12,19 10,38 6,88
77,65 18,41 17,35
68,42 26,58 26,58
60,29 34,71
53,13 41,87

Der Faire Preis ist damit GE  80,7)P,( 0 =A
FV tS . Wir beachten dabei, daß z.B. im

Zeitpunkt 3t  bei 0=i  Aufwärtsbewegungen der erwartete Putpreis

92,25e]5039,071,344961,035,17[e)]1([ 007,0
4,01,4 =⋅+⋅=−+ −∆− trpPpP

kleiner ist als die Auszahlung

58,2642,689530
0 =−=− duSK

und damit in diesem Zeitpunkt und Zustand der Put zur Ausübung kommt. Wir
vergleichen den Preis des amerikanischen Put noch mit dem Preis des entspre-
chenden europäischen Put:



Optionspreisbestimmung38

Aktien− Europäischer Put
preis 0t 1t 2t 3t 4t 5t

188,22 0,00
165,86 0,00
146,15 0,00 0,00
128,79 0,86 0,00
113,48 3,37 1,72 0,00
100,00 7,51 5,88 3,44
88,12 11,70 10,05 6,88
77,65 17,59 16,69
68,42 25,26 26,58
60,29 34,04
53,13 41,87

und stellen fest:

)P,(GE 7,80GE 51,7)P,( 00
A

FV
E

FV tStS =<=

Da für den entsprechenden amerikanischen Call gilt (wieder bei 5=u  Teilinter-
vallen)

GE  78,15)C,()C,( 00 == E
FV

A
FV tStS

können wir auch die »Put-Call-Parität für amerikanische Optionen« bestätigen:

73,9110080,778,1595100 −≤−≤−

9 Monte Carlo Simulation

Lognormal-verteiltes Preismodell.  Gegeben ist der Basiswert F einer Option mit
der Laufzeit 0tt −l . Analog zum Black/Scholes–Modell bestimmen wir den Preis

),( FtSS ll =  durch











+








−= ZTTbSS σ

σ
2

exp
2

0l

mit dem heutigen Preis ),( 00 FtSS = , dem risikofreien kontinuierlichen Zins r, der
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Volatilität σ  und einer )1,0(N -verteilten Zufallsvariablen Z. lS  ist der Wert eines
geometrischen Prozesses mit normalverteilten Störvariablen im Endzeitpunkt

lttn = .

Optionspreisbestimmung.  Ziel ist die Bewertung (Preisbestimmung) eines euro-
päischen Call C und Put P auf den Basiswert F mit Basispreis K und Verfall in lt .
Call und Put leisten somit in lt  die Zahlungen

)0,max()P,(und)0,max()C,( llll SKtCFKStCF −=−=

Der Markt erlaube Geldanlagen und –aufnahmen zum kontinuierlichen Zinssatz r.
Für den Diskontierungsfaktor gilt somit

rTdf −= el

Die Monte Carlo Simulation verläuft nun in fünf Schritten:

• Simuliere )1,0(U -verteilte Zufallszahlen nxx ,,1 K .

• Transformiere die x-Werte in )1,0(N -verteilte Zufallszahlen:

nkxz kk ,,1für)(1 K=Φ= −

• Transformiere die z-Werte in Meßwerte des Preises lS :

nkzTTbSs kk ,,1für
2

exp
2

0 K=









+








−= σ

σ

• Berechne die zugehörigen Auszahlungen der Option

Put)()0,max(undCall)()0,max( kkkk sKpKsc −=−=

• Bestimme den fairen Preis der Option
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Beispiel.  Eine Aktie A ohne Dividendenzahlungen notiert in 0t  mit dem Preis
100 GE. Zu bewerten ist ein europäischer Call C auf A mit Basispreis 105 GE und
Verfall in 3 Monaten. Der kontinuierliche Zins für 3 Monate beträgt 10%; die Aktie
besitzt eine Volatilität von 40%. Also 1000 =S ; 105=K ; 25,0=T ; 1,0== rb  und

4,0=σ  (vgl. das Beispiel in Abschnitt 7). Ist kz  eine Realisierung der Zufallsgröße
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Z, so gilt für den Preis lS  im Zeitpunkt lt

kkk zzzTTb
k Ss 2,0005,025,04,025,0)24,01,0()2(

0 e100e100e
22 +⋅⋅+⋅−+− === σσ

Mit den Angaben der Tabelle 1 (beachte: statt 20=n  müßten mindestens
00010=n  Werte simuliert werden) ergibt sich dann der faire Callpreis zu

GE  85,6e
20
1

)C ,(
20

1

025,0
0 == ∑

=

−

k
kFV ctS

k kx kz ks kc k kx kz ks kc

1 0,1396 -1,0820 80,9449 0,0000 11 0,5226 0,0567 101,6476 0,0000

2 0,4633 -0,0921 98,6667 0,0000 12 0,7754 0,7568 116,9257 11,9257

3 0,3230 -0,4592 91,6823 0,0000 13 0,6870 0,4874 110,7917 5,7917

4 0,8155 0,8984 120,2824 15,2824 14 0,3953 -0,2655 95,3038 0,0000

5 0,2770 -0,5917 89,2856 0,0000 15 0,5672 0,1692 103,9607 0,0000

6 0,0426 -1,7218 71,2230 0,0000 16 0,5486 0,1221 102,9854 0,0000

7 0,1435 -1,0645 81,2284 0,0000 17 0,8588 1,0751 124,6104 19,6104

8 0,9721 1,9120 147,3152 42,3152 18 0,8477 1,0267 123,4096 18,4096

9 0,8466 1,0220 123,2929 18,2929 19 0,6468 0,3766 108,3641 3,3641

10 0,6832 0,4766 110,5514 5,5514 20 0,2138 -0,7932 85,7589 0,0000

Tabelle 1 

Bemerkung.  Ihre eigentliche Anwendung bei der Preisbestimmung hat die Monte
Carlo Simulation im Bereich exotischer pfadabhängiger Optionen (vgl. Cremers,
Monte Carlo Simulation).

10 Berechnung der Volatilität

Bezogen auf das Modell ist die Volatilität eine extern zu bestimmende Marktgrö-
ße. Sie ist ein Maß für die Streuung der kontinuierlichen Rendite des Basiswertes
F. Anders als der heutige Preis ),( 00 FtSS =  oder Marktzins ),( 0 lttrr =  ist die
Volatilität nicht unmittelbar aus den Marktdaten abzulesen. Für ihre Bestimmung
gibt es folgende Möglichkeiten:

Historische Volatilität.  Bei diesem Ansatz wird die Volatilität aus der vergange-
nen Preisentwicklung bestimmt. Dazu beobachtet man während eines bestimmten
Zeitraumes (etwa 1 oder 2 Jahre) die Preise ),( FtSS nn = , 1,,2,1 += Nn K , in den
Zeitpunkten =+11 ,, Ntt K heute. Die Zeitabstände nn tt −+1 , Nn ,,1 K= , sind dabei
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gleich (etwa 1 Tag oder 1 Monat). Im nächsten Schritt werden die kontinuierlichen
Renditen

Nn
S

SR
n

n
n ,,1fürln 1 K== +

bestimmt. Mit der Schätzfunktion für die Standardabweichung (vgl. Lektion 12,
Gleichungen (12.29) – (12.31)) bestimmt sich die Volatilität dann wie folgt

21

1

2

1

1
1

1ˆ





















−

−
= ∑ ∑

= =

N

n

N

n
nn R

N
R

N
σ

Multiplizieren wir diesen Wert mit dem Faktor 250  bei Tagesrenditen, 52  bei
Wochenrenditen und 12  bei Monatsrenditen, so erhalten wir die annualisierte
Volatilität, die in den Optionspreismodellen verlangt ist.

Implizite Volatilität.. Gibt es eine gehandelte Option mit ähnlichem Basiswert,
Laufzeit und Strike, so kann diejenige Volatilität bestimmt werden, die in eine ge-
gebene Bewertungsformel (Black/Scholes- oder Binomialmodell) eingesetzt, auf
den Marktpreis der Option führt. Diese implizite Volatilität wird dann auf den Ba-
siswert F übertragen.

11 Anhang

Black/Scholes-Formel.  Zur Herleitung der Black/Scholes-Formel für eine Cal-
loption ist die folgende Integrationsaufgabe zu lösen:

∫∫

∫∫

∞+∞+

+∞+∞

∞−

−=

−=−=

K
S

K
S

K
SS

dxxKfdxxxf

dxxfKxdxxfKxtCFE

)()(

)()()()0,max())C,((

ll

lll

Wir berechnen zunächst das zweite Integral und verwenden dabei die Substituti-
onsregel (vgl. Basiswissen, Lektion 9):

)(und)(mit)()(()( 1
)(

)(

1

1

xgzzgxdzzgzffdxxf
bg

ag

b

a

−==′= ∫∫
−

−

für bestimmte Integrale. Setze
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zTTbSzgx
T

TbSx
xgz σσ

σ

σ +−− ==
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== )2(
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2
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e)(bzw.
)2()ln(

)(

also

dx
xT

dz
xTdx

dz
σσ

11
=⇒=

Mit der Abkürzung )2exp()21()( 2zz −=φ π  für die Dichtefunktion der Stan-
dardnormalverteilung folgt

∫∫∫
+∞+∞+∞
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Wir nutzen die Symmetrie der Standardnormalverteilung und schließen weiter

T
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∫∫ l

Zur Berechnung des ersten Integrals verwenden wir die gleiche Substitution und
erhalten
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Mit der weiteren Substitution Tzy σ−=  und der Symmetrie der Standardnor-
malverteilung gilt schließlich

TdTKgd

dSdyySdxxxf bT
d

bT

K
S
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Φ⋅=φ⋅=

−
∞−
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100
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)(e)(e)(
1

l

Durch Diskontieren erhalten wir für den Preis eines europäischen Call – und mit
analoger Rechnung für den Put - die Formel von Black und Scholes

)(e)(e)C,( 21
)(

00 dKdStS rTTrb
FV Φ−Φ= −− (Call)

)(e)(e)P,( 1
)(

020 dSdKtS TrbrT
FV −Φ−−Φ= −− (Put)
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Dabei ist

Tdd
T

TbKS
d σ

σ

σ
−=

++
= 12

2
0

1 und
)2()ln(

Cox/Ross/Rubinstein-Modellgrößen.  Vorgegeben sind die Bestimmungsglei-
chungen

(9) du 1=

(11) tba
du
dap ∆=

−
−

= emit

(12) ttbpdpu ∆+∆=−+
2222 e)1( σ

Zur Bestimmung der Modellgrößen u, d und p. Mit (11) folgt aus (12)

taaduudadu

du
duudadu

du
adudduaupdpu

∆=−+=−+=

−
−−−

=
−

−+−
=−+

2
e1)()(

)()(
)1(

2

222222
22

σ

Dies ist äquivalent zu

ta
a

du ∆+=+
2

e1 σ

Wegen du 1=  folgt weiter

ta
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cccu ∆+=−+=
2

e1mit1
42

2
σ

Damit sind die Parameter u, d und p bestimmt: Zunächst wird u aus dem vorgege-
benen Marktdaten r und 2σ  berechnet; dann ergibt sich d einfach aus (9) und
schließlich p aus (11).

Approximative Bestimmung der Parameter u, d und p.  Werden in der Reihenent-
wicklung der e-Funktion (vgl. Basiswissen, Lektion 8, Beispiel 8.3.7)

L++++== ∑
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= !32
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32
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k
x

alle Terme der Ordnung 2x  und höher vernachlässigt (dies ist zulässig für kleine
x-Werte), so folgt
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Für kleine Zeitintervalle t∆  kann also vereinfachend angenommen werden:
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Sensitivitäten.  Mit den Notationen der Abschnitte 4 und 6 gilt:
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