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Kurzfassung

Bei modellbasierten Regelungsapplikationen steht und fallt die Regelgiite mit der
Genauigkeit der unterlagerten Modelle. Wahrend bei mechanischen Systemen das
dynamische Verhalten von Massen bzw. Tragheitsmomenten und der Einfluss von
externen Kréiften unter Verwendung des Lagrange-Formalismus nachgebildet werden
konnen, lassen sich dissipative und hochgradig nichtlineare Einfliisse, wie z.B. Rei-
bung und unilaterale Beschrénkungen, nur bedingt modellieren. Bestehende Ansétze
sind entweder zu ungenau in der Beschreibung, zu komplex in der Handhabung oder
numerisch instabil fiir grofe Abtastzeiten und somit unbrauchbar fiir den praktischen
Einsatz in Kombination mit einem Zustandsbeobachter.

Daher wird in dieser Arbeit jeweils ein neues Verfahren zur leistungsbasierten Model-
lierung von Reibungen und Beschrankungen in dynamischen Systemen vorgestellt, die
— in Abhéngigkeit der Parametrierung und der Abtastzeit — sowohl eine hochgenaue
Simulation der betrachteten Vorgénge zulassen als auch ein robustes Verhalten fiir
die praktische Regelungsanwendung bieten. Ein grofler Vorteil der leistungsbasierten
Modellierung ist dabei die Moglichkeit der Beriicksichtigung der Reibungs- und Kon-
taktmodelle im Rahmen des Lagrange-Formalismus. Dies ermdéglicht die analytische
Transformation der Reibungs- und Kontaktkréafte in Wirkrichtung der verallgemeiner-
ten Koordinaten fiir eine beliebige Anzahl an simultanen Kontakten und Reibungen
ohne eine mafigebliche Erhéhung der Modellkomplexitédt. Dadurch kénnen sowohl
einfache Kontakte in Einkorpersystemen als auch komplexe Kontaktszenarien in
Mehrkorpersystemen mit Hilfe eines gleichbleibenden Formalismus modelliert werden.
Die Anpassung der Modelle erfolgt dabei anhand weniger Parameter mit eindeutiger
physikalischer Bedeutung. Dartiber hinaus kann durch die Kombination der beiden
Einzelmodelle das Stof- und Kontaktverhalten mit tangential auftretender Reibung
beriicksichtigt werden, das — besonders im Hinblick auf Mehrkorpersysteme — zu den
grofiten Herausforderungen der Kontaktmodellierung zéhlt.

Im Rahmen der Arbeit werden zunéchst die einzelnen Modellierungsansétze hergelei-
tet, die Vorteile und Unterschiede zu bestehenden Verfahren ausfiihrlich erlautert
und anschlieend das jeweilige Reibungs- und Kontaktverhalten simulativ evaluiert.
Um den praktischen Nutzen der leistungsbasierten Reibungs- und Kontaktmodel-
lierung zu verdeutlichen, werden dariiber hinaus beide Ansédtze im Modell eines
Rehabilitationsroboters berticksichtigt und die daraus resultierende Verbesserung der
Zustandsschéitzung in Kombination mit einem Zentraldifferenzenfilter vorgestellt.






Abstract

The accuracy of model-based control applications depends on the precision of the
underlying models. In contrast to the dynamics of a mass or a moment of inertia,
which can be modelled using the Lagrangian equations, it is hardly possible to
consider highly nonlinear effects such as friction or unilateral constraints within the
equations of a mechanical system. Existing modelling approaches are too imprecise
in their description, too complex to handle, or numerically unstable for small sample
rates. Thus, they are unsuitable for practical applications using a state observer.

To overcome these problems, two new power-based modelling approaches are intro-
duced for friction and constraints, respectively. Depending on the parameterization
and the sample rate, it is possible to achieve a high model precision for simulations
as well as robust model behaviour for practical control applications. Furthermore,
the power-based model functions can be considered within the Lagrangian equations,
which is a significant advantage shared by the friction model and the constraint
model. Thus, the local forces of any number of contacts and friction effects can be
analytically transformed into the direction of the generalized coordinates, which is
still possible if the contacts and friction effects occur at the same time. Since there
is no remarkable increase in modelling effort for an increasing number of contacts or
bodies, it is possible to describe the behaviour of simple single-body contacts as well
as complex contact scenarios in multi-body systems using a consistent modelling
formalism. The model behaviour can be adjusted by a small number of parameters
for each contact or friction effect. Thereby, each parameter is connected with a
certain physical property. If the single modelling approaches are further combined to
an overall approach, it is also possible to describe the contact behaviour conside-
ring tangential friction effects, which belongs to the main challenges of constraint
modelling, especially for multi-body systems.

Within this work, the single modelling approaches for friction and constraints
are deduced at first. Thereby, the differences between the power-based and other
modelling theories are discussed. Subsequently, the properties and advantages of the
proposed models are evaluated within different simulations. The practical benefit of
the power-based models is further illustrated using both approaches for the modelling
of a gait rehabilitation robot. Thereby, the consequent improvement of the state
estimation in combination with a central difference Kalman filter can be shown.
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Kapitel 1
Einleitung

Betrachtet man das dynamische Verhalten mechanischer Systeme, so muss stets auch
das Problem der Systemreibung berticksichtigt werden. Es gibt in der praktischen
Anwendung keine reibungsfreie Mechanik, da bei jeder relativen Bewegung zweier
sich beriihrender Objekte auch immer Reibung auftritt. Die Reibung kann dabei
sowohl rotatorisch, z. B. in Kugel- und Drehgelenken, als auch translatorisch, z. B.
in Linearfithrungen, auftreten. Die Auswirkung der Reibung auf die Systemdynamik
kann dabei jedoch sehr unterschiedlich sein. Ist die Reibungskraft im Vergleich zu
den Kraften, die zur Bewegung der Massen aufgebracht werden miissen, gering,
ist auch der Einfluss der Reibung auf das System weitestgehend vernachléssigbar.
Liegt jedoch die Reibungskraft in der Gréflenordnung der beschleunigenden Kréfte,
wird der Einfluss der Reibung immer dominanter und fithrt zu ungewollten Effekten
wie z.B. dem sogenannten Stick-Slip-Verhalten, bei dem es wiederholt zu einem
ruckartigen Ubergang zwischen Stillstand und Bewegung kommt.

Um den Einfluss der Reibung auf mechanische Systeme moéglichst gering zu halten,
wurden daher im Laufe der Zeit immer neue Verfahren und Materialien entwickelt.
Eine ausfiihrliche Ubersicht der einzelnen Entwicklungsfortschritte, deren Anfinge
bis in die Frithzeit der Menschheitsgeschichte zuriickreichen, ist u.a. in [Dow98] gege-
ben. Bereits im alten Agypten wurden beim Transport tonnenschwerer Steinquader
Rundholzer zur Verringerung der Reibung eingesetzt, ein Konzept, das im Laufe
der Zeit stets verbessert wurde und sich auch heute noch in modernen Kugel- und
Rollenlagern wiederfindet. Dariiber hinaus wurden auch die Gleiteigenschaften unter-
schiedlicher Materialien stetig verbessert und neue Werkstoffe erforscht, angefangen
von den Stein- und Porzellanlagern in den Tépferscheiben in Mesopotamien und im
frithzeitlichen China bis hin zu den heute eingesetzten Teflonbeschichtungen. Doch
auch unter Verwendung neuester Techniken und Materialen konnte und kann die
Reibung nur im Rahmen physikalischer Grenzen verringert werden. Daher stellt die
Reibung aus regelungstechnischer Sicht weiterhin ein in vielen Systemen nicht zu
vernachlissigendes Problem dar.
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Da das Problem der Reibung mechanisch nicht vollstdndig gelost werden kann, ist
es umso wichtiger, den Effekt der Reibung zu verstehen und abschétzen zu kénnen.
Daher untersuchten bereits Leonardo da Vinci und spéter Guillaume Amontons den
systematischen Einfluss von Reibung. Erste Ansétze zur mathematischen Beschrei-
bung von Reibungseffekten wurden aber erstmalig zu Beginn des 19. Jahrhunderts
von Charles-Augustin de Coulomb [Cou21] vorgestellt und spéater unter anderem
durch Richard Stribeck [Str03] erweitert. Die daraus resultierenden statischen Rei-
bungsmodelle bilden den Grundstein einer ganzen Reihe von Modellen, die bis heute
zur Beschreibung von Reibung in mechanischen Systemen eingesetzt werden. Al-
lerdings erlauben diese Modellierungsanséitze zumeist nur eine Approximation der
Reibung in einfachen Systemen. Bei Mehrkorpersystemen mit komplexer Kinematik
erreichen sie hingegen sehr schnell die Grenzen ihrer Anwendbarkeit.

Ein Beispiel fiir ein solch komplexes Mehrkorpersystem stellt der neu entwickel-
te Bewegungstrainer MoreGait II dar, der fiir die Gangrehabilitation inkomplett
Querschnittgeldhmter und Schlaganfallpatienten konzipiert wurde. Innerhalb des
Forschungsprojekts, das vom Bundesministerium fiir Wirtschaft und Energie im
Rahmen des Zentralen Innovationsprogramms Mittelstand gefordert wurde, wurden
am Institut fiir Mess-, Regel- und Mikrotechnik der Universitdt Ulm neue und
innovative Ansédtze zur Regelung, Zustandsbeobachtung sowie zur Parameter- und
Patientenaktivitdtsschatzung untersucht. Dabei stellten auch hier dominante Rei-
bungseffekte im System eine besondere Herausforderung dar, da sie zu signifikanten
Abweichungen in den Schétzergebnissen und somit auch zu einer Verschlechterung
der Regelgiite fithrten. Um eine Verbesserung der Schétzungen zu erreichen, musste
daher auch die Reibung im Modell des Zustandsfilters beriicksichtigt werden. Da
sich die etablierten Reibungsmodelle fiir diesen Zweck jedoch nur als bedingt geeig-
net darstellten, wurde eine neue, leistungsbasierte Methode zur Modellierung von
Reibung entwickelt, die sich aufgrund ihrer verallgemeinerten Beschreibung auch
auf andere, beliebig komplexe Systeme anwenden lasst. Zuséitzlich konnte durch
die ausschlieflliche Verwendung kontinuierlicher Funktionen auch die Anwendung
des Modells innerhalb eines nichtlinearen Zustandsfilters gewédhrleistet werden. Die
theoretische Herleitung dieses neuen und vielseitigen Reibungsmodells sowie des-
sen Verallgemeinerung im Lagrange-Formalismus wird im Rahmen dieser Arbeit
in Kapitel 2 vorgestellt. Dabei werden die Eigenschaften des Modells anhand von
Simulationsbeispielen erldutert und die daraus resultierenden Ergebnisse mit etablier-
ten Modellierungsansatzen verglichen. Der praktische Nutzen des leistungsbasierten
Reibungsmodells bei der Verbesserung der Zustandsschitzung am Bewegungstrainer
wird anschlieend in Kapitel 5 untersucht. Dabei wird zunéchst das Projekt More-
Gait II vorgestellt und anschliefend das Modell des Bewegungstrainers hergeleitet
und mit einem nichtlinearen Zentraldifferenzenfilter kombiniert. Die resultierenden
Ergebnisse der Zustandsschiatzung werden mit Referenzschétzungen auf Basis von
vereinfachten Reibungsmodellen verglichen und anschlieend ausfiihrlich ausgewertet
und diskutiert.
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Zusétzlich zur Reibung wird das dynamische Verhalten des Bewegungstrainers von
weiteren, hochgradig nichtlinearen Effekten beeintrachtigt. Diese treten durch mecha-
nische Beschriankungen auf, die einerseits konstruktionsbedingt unvermeidlich sind
und andererseits dem Schutz des Patienten dienen, indem unzuléssige Winkelbereiche
an Hiuft-, Knie- und Sprunggelenk ausgeschlossen werden. Da fiir die Nachbildung
eines natiirlichen Gangverhaltens der Bewegungsbereich am Kniegelenk maximal
ausgenutzt werden soll und fiir ein angenehmes Trainingsgefiihl eine weiche und
nachgiebige Regelung eingesetzt wird, kann es im laufenden Betrieb mit aktiver
Mitarbeit bzw. Stérung durch den Patienten wiederholt zu einem Kontakt mit der
mechanischen Beschrankung kommen. Da das System dadurch einen Freiheitsgrad
verliert, fiihrt dies meist auch zu einem systematischen Fehler zwischen Modell und
System und somit zu einem deutlichen Fehler bei der Schétzung der Zusténde. Beste-
hende Modellierungsansétze zur Beriicksichtigung von mechanischen Beschrankungen
basieren entweder auf Impulserhaltung und sind daher nicht fiir anhaltende Kontakte
geeignet, oder sie basieren auf stiickweise definierten Modellen mit einer variablen
Anzahl an Zustédnden und einer iiber die Anzahl an Beschrankungen exponentiell
anwachsenden Menge an Teilmodellen. Daher wurde im Rahmen der hier vorgestell-
ten Arbeit auch ein neuer Modellierungsansatz fiir mechanische Beschrankungen
entwickelt, mit dem sowohl unilaterale Kontakte als auch St68e berticksichtigt werden
kénnen. Dieser basiert, ebenso wie das neue dynamische Reibungsmodell, auf einer
leistungsbasierten Beschreibung, die selbst fiir komplexe Systeme handhabbar bleibt,
in den Lagrange-Gleichungen integrierbar ist und auch in Kombination mit einem
Zustandsfilter verwendet werden kann. Die Herleitung des Modellierungsansatzes
sowie die Erlduterung der physikalischen Eigenschaften des Ansatzes und die Ab-
grenzung zu bestehenden Methoden erfolgt dabei zunéchst in Kapitel 3. Darin wird,
wiederum anhand von Simulationen, die Vielseitigkeit der Methode verdeutlicht, die
weit tiber die Anforderungen fiir den Einsatz am Bewegungstrainer hinausreichen. So
kann z. B. neben einfachen Beschrankungen auch ein Durchbrechen von Schranken
modelliert werden. Die Ergebnisse fiir den praktischen Einsatz des Kontaktmodells
am Bewegungstrainer werden gemeinsam mit den Ergebnissen des Reibungsmodells
in Kapitel 5 vorgestellt und ausgewertet.

Da sowohl der in Kapitel 2 vorgestellte Ansatz zur Modellierung von Reibung
als auch das neue Modell zur Beschrinkung von mechanischen Systemen auf leis-
tungsbasierten Funktionsdefinitionen beruht, lassen sich beide Theorien zu einem
Gesamtansatz kombinieren. Dadurch wird die Modellierung von unilateralen Kon-
takten mit tangential auftretender Reibung im Lagrange-Formalismus moglich. Die
Modellierung von Kontakten mit Reibung stellt dabei besonders im Hinblick auf die
mathematische Nachbildung von Mehrkorpersystemen eine enorme Herausforderung
dar, die mit bestehenden Ansédtzen kaum zu bewaltigen ist. Die Zusammenfiihrung
des neuen Reibungs- und Kontaktmodells erfolgt in Kapitel 4, wobei auch hier
gezeigt werden kann, dass der Modellierungsaufwand zwar anwéchst, aufgrund eines
stets gleichbleibenden Formalismus aber weiterhin {iberschaubar bleibt. Fiir die
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Demonstration der Handhabbarkeit und Vielseitigkeit des kombinierten Ansatzes
werden die Kontaktsimulationen aus Kapitel 3 aufgegriffen, um tangentiale Reibung
erweitert und das Systemverhalten mit den Simulationen fiir die Kontakte ohne
Reibung verglichen. Wie in Kapitel 5 gezeigt wird, weist auch der Bewegungstrai-
ner einen solchen reibungsbehafteten Kontakt auf, der im Simulationsmodell des
Trainingsgerédts berticksichtigt werden kann.

Die Arbeit schlieft in Kapitel 6 mit einer Zusammenfassung der vorgestellten Ansét-
ze zur leistungsbasierten Reibungs- und Kontaktmodellierung einschliefflich einer
Bewertung der Ergebnisse und einer Einschétzung der Signifikanz der vorgestellten
Methoden fiir die Modellierung mechanischer und mechatronischer Systeme. Dariiber
hinaus wird ein Ausblick auf weitere Einsatzgebiete und mogliche systematische
Erweiterungen der leistungsbasierten Reibungs- und Kontaktmodelle gegeben.



Kapitel 2

Numerisch robuste Modellierung
von Reibungseffekten

In diesem Kapitel wird ein neuer Ansatz fiir ein dynamisches Reibungsmodell vor-
gestellt, das in den Lagrange-Gleichungen berticksichtigt werden kann. Nach einer
Diskussion der bestehenden Modellierungsanséitze in Abschnitt 2.1 wird hierfiir in
Abschnitt 2.2 zunéchst ein statisches Modell auf Basis von Leistungsfunktionen ein-
gefithrt und anschliefflend verallgemeinert und dynamisch erweitert. In Abschnitt 2.3
werden die Eigenschaften des neuen Modells anhand eines simulativen Vergleichs mit
einem etablierten Modellierungsansatz diskutiert, gefolgt von einer abschliefenden
Bewertung des leistungsbasierten Reibungsmodells in Abschnitt 2.4.

2.1 Grundlagen der Reibungsmodellierung

Reibung tritt in jedem mechanischen System auf, in dem mindestens zwei sich
beriihrende Objekte relativ zueinander bewegt werden. Da diese Eigenschaft in der
Robotik und der Mechatronik auf nahezu jede praktische Anwendung zutrifft, ist
Reibung eines der gingigsten Probleme im Hinblick auf die Modellierung, die Simu-
lation und die Regelung dynamischer Systeme. Daher sind in den letzten 200 Jahren
diverse Modellierungsansatze entstanden, mit dem Ziel, das physikalische Verhalten
der Reibung mathematisch nachzubilden. Unter Vernachldssigung der in [ASBO07]
beschriebenen, stochastischen Prozesse, kann man entsprechend den Ausfithrungen in
[WSWEKO8] von fiinf dominanten Reibungseigenschaften ausgehen, die den Einfluss
der Reibung auf die Dynamik des Gesamtsystems bestimmen. Dabei beschreiben
drei Eigenschaften das statische und zwei das dynamische Reibungsverhalten. Bei
der Modellierung von Reibung wird daher auch zwischen der Klasse der statischen
und der Klasse der dynamischen Reibungsmodelle unterschieden, deren wichtigste
Eigenschaften in den nachfolgenden Abschnitten zusammenfassend erlautert werden.
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Fiir einen ausfiihrlichen und weitreichenden Vergleich der unterschiedlichen Mo-
dellierungsansétze sei hier jedoch auf die Literaturzusammenfassungen in [ADC94;
WSWKO08]| verwiesen.

2.1.1 Statische Reibungsmodelle

Die statischen Reibungsmodelle gehen auf die Beobachtungen von Charles Augustin
de Coulomb zuriick, der in [Cou2l] erstmalig den Zusammenhang zwischen Normal-
kraft, Gleitreibungskoeffizient und Reibungskraft mathematisch beschrieben hat. Die
Gleitreibung, die auch als trockene Reibung oder Coulomb-Reibung bekannt ist, ist
unabhéngig vom Betrag der Geschwindigkeit, hdngt jedoch von deren Vorzeichen
ab, wodurch sie im Stillstand ein sprungférmiges Verhalten aufweist. Der Begriff der
statischen Reibung bezieht sich dabei auf den direkten Zusammenhang zwischen
Geschwindigkeit und Reibungskraft ohne zusétzliche Eigendynamik. Fiir weitere
Untersuchungen der Eigenschaften der Coulomb-Reibung hinsichtlich unterschiedli-
cher Materialien und Temperaturen wurden im Laufe der Jahre unzihlige praktische
Messungen durchgefiihrt. Die daraus resultierenden Ergebnisse zum thermischen und
stofflichen Verhalten des Gleitreibungskoeffizienten sind unter anderem in [Bow82;
Pop10] beschrieben. Da sie jedoch fiir die nachfolgenden Betrachtungen der Reibungs-
modellierung keine Relevanz besitzen, werden sie nicht weiter betrachtet. Trotz der
Vielzahl an Untersuchungen zur Gleitreibung blieb die grundlegende mathematische
Definition von Coulomb bis heute unveréndert. Sie wird in ihrer urspriinglichen Form
noch immer in vielen Reibungsmodellen eingesetzt und wird daher auch als Grundlage
bei der Herleitung des neuen Reibungsmodells in Abschnitt 2.2.1 verwendet.

Knapp 100 Jahre nach Coulomb tiberarbeitete Richard Stribeck dessen Modell und
fithrte in [Str03] einen zusétzlichen Term zur Beschreibung der Haftreibungskraft
und deren Abklingverhalten ein. Dadurch konnte erstmalig die erhéhte Reibungskraft
im Stillstand, die zum Teil deutlich iber dem Wert der Coulomb-Reibung liegt und
erst beim Ubergang in die Bewegung auf den Wert der Gleitreibung abfillt, in einem
mathematischen Modell beriicksichtigt werden. Fiir den Ubergang zwischen Haft- und
Gleitreibung wurden dabei im Laufe der Zeit diverse Basisfunktionen definiert, die sich
unter anderem durch exponentielles [Tus47], verallgemeinert exponentielles [BP82],
GauB’sches [ADC94] sowie Lorentz’sches [HS90] Abklingverhalten auszeichnen. Die
mathematische Definition des Stribeck-Effekts mit Gauf3’schem Abklingverhalten ist
dabei am weitesten verbreitet. Sie wird daher ebenfalls in Abschnitt 2.2.1 vorgestellt
und als Ausgangspunkt fiir das nachfolgend vorgestellte Reibungsmodell verwendet.

In den meisten statischen Reibungsmodellen, wie z. B. in [ADC94; MDSHO05], wird
neben der Coulomb-Reibung und dem Stribeck-Effekt noch ein dritter und letzter
dominanter Reibungseffekt berticksichtigt. Dieser beschreibt das linear ansteigende
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Verhalten der Reibungskraft iiber der Geschwindigkeit und wird daher als lineare
bzw. viskose Dampfung bezeichnet. Anders als bei der Coulomb-Reibung und dem
Stribeck-Effekt ist die Reibungskraft der viskosen Démpfung im Nulldurchgang
der Geschwindigkeit stetig differenzierbar, wodurch sie bei der Modellierung ein
numerisch robustes Verhalten aufweist.

Eine Ubersicht unterschiedlicher statischer Reibungsmodelle ist in [ADC94; BP82;
HS90; Tus47; WSWEKO8] zu finden. Die darin beschriebenen Modelle bestehen
dabei im Allgemeinen aus unterschiedlichen Kombinationen der drei oben genannten
Einzeleffekte. Fiir praktische Anwendungen wird die statische Reibung jedoch oftmals
zu einem rein viskosen Reibungsverhalten vereinfacht, wie nachfolgend in Abschnitt
2.1.3 noch erlautert wird.

2.1.2 Dynamische Reibungsmodelle

Wie in [HS90; LF98] gezeigt wurde, tritt bei der experimentellen Untersuchung
des Reibungsverhaltens mit oszillierendem Geschwindigkeitsverlauf eine verzogerte
Dynamik zwischen Geschwindigkeit und gemessener Reibungskraft auf, die mit den
statischen Reibungseigenschaften nicht erkldrbar ist. Daher wurden die statischen
Reibungsmodelle nachtriaglich um dynamische Eigenschaften erweitert. Die dyna-
mischen Reibungsmodelle beriicksichtigen dabei, neben viskoser, Coulomb- und
Stribeck-Reibung, zusétzlich das Hysterese-Verhalten der Reibungskraft und das
Reibungskraftgedichtnis. Wie in [OACt98] dargelegt wird, weisen beide Effekte
einen signifikanten Einfluss auf das Gesamtsystemverhalten auf, weshalb die Verwen-
dung von dynamischen Reibungsmodellen fiir eine moglichst exakte Beschreibung
der Reibungseffekte dringend empfohlen wird.

Folgt man den Ausfithrungen in [WSWKO08], resultiert das Hystereseverhalten der
Reibungskraft beim Nulldurchgang der Geschwindigkeit von einem mikroskopischen
Federverhalten der Haftreibungskraft unmittelbar vor dem Ubergang in die Gleitpha-
se. Das Verhalten basiert dabei auf einer elastischen Deformation der Kontaktfléache.
Bildlich gesprochen kann dieses Verhalten als ein Ineinandergreifen zweier Biirsten
angesehen werden. Werden die Biirsten gegeneinander ausgelenkt, resultiert aus der
Deformation der Borsten eine Riickstellkraft in Richtung der Ruhelage. Ubersteigt
jedoch die auf die Biirsten wirkende Kraft die Riickstellkraft, bewegen sich die
Biirsten relativ zueinander und die Borsten greifen nicht mehr ineinander. Daher
tritt das Hysterese-Verhalten nur im Bereich des Stillstands auf.

Die dynamischen Auswirkungen des Reibungskraftgedachtnisses treten hingegen
lediglich bei makroskopischen Bewegungen auf, wie in [HS90] erstmalig gezeigt wurde.
Betrachtet man einen periodischen, jedoch unidirektionalen Geschwindigkeitsverlauf,
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so konnen sich bei gleicher Geschwindigkeit unterschiedliche Reibungskrafte ergeben.
Die Hohe der Reibungskraft hingt dabei vom vorangegangenen Kraftverlauf ab. War
die Geschwindigkeit zuvor gering und die Reibungskraft im Bereich der Stribeck-
Reibung, so ist die Reibung héher als wenn die Geschwindigkeit zuvor grofi und
die Reibungskraft im Bereich der Coulomb-Reibung war. Dadurch schlieit die
Ceschwindigkeit-Kraft-Kennlinie einen Bereich ein, dessen Fliche, wie in [OAC98]
beschrieben, mit zunehmender Frequenz der eingepréigten Geschwindigkeit grofier
wird.

Kombiniert man die Stillstands-Hysterese mit dem Kraftgedéchtnis, erhidlt man
das dominante dynamische Verhalten der Reibung. Um dieses innerhalb eines Rei-
bungsmodells beriicksichtigen zu kénnen, muss das zuvor statische Reibungsmodell
um einen oder zwei Zustédnde erweitert werden. Die Dynamik des Reibungsmodells
wird dabei durch eine Differentialgleichung erster bzw. zweiter Ordnung beschrieben.
Ein erster Ansatz zur Beschreibung der Reibungsdynamik mit einer Differentialglei-
chung erster Ordnung wurde von Dahl in [Dah68] beschrieben. Das Dahl-Modell
beriicksichtigt zwar das dynamische Verhalten der Reibung, allerdings wird dabei
der Stribeck-Effekt vernachldssigt. Spéater kamen weitere Modelle hinzu, wie z. B.
die Modelle von Bliman und Sorin [BS93; BS95]. Diese stimmen bei entsprechender
Parametrierung zwar mit dem Dahl-Modell iiberein, ihr dynamisches Verhalten kann
aber auch durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben werden,
wodurch einerseits die Beriicksichtigung der Haftreibung moglich wird, andererseits
aber die Komplexitit des Reibungsmodells zunimmt. Fiir eine ausfithrliche Ubersicht
und weitere Vergleiche dynamischer Reibungsmodelle, wie z. B. dem Modell von
Dankowicz [Dan99] und Swevers [SAGP00], sei auf die Literaturzusammenfassungen
in [ASBO7; OACt9s; WSWKO08] verwiesen. Darin ist ebenfalls das LuGre-Modell
nach [COAL93; COALY5; 01s96] beschrieben, das als einer der vielversprechends-
ten Modellierungsansétze mit hoher Genauigkeit und geringer Komplexitét gilt.
Es kann ebenfalls als eine Weiterentwicklung des Dahl-Modells gesehen werden,
hat aber im Gegensatz zu den Modellen von Bliman und Sorin den Vorteil, dass
fiir die Berticksichtigung der Haftreibung und aller weiteren Reibungseffekte eine
Differentialgleichung erster Ordnung ausreichend ist. Daher wird das LuGre-Modell
in Abschnitt 2.3 ausfiihrlich erldutert und als Referenz fiir das in Abschnitt 2.2
vorgestellte dynamische Reibungsmodell verwendet.

2.1.3 Anwendbarkeit bestehender Reibungsmodelle

Betrachtet man die statischen und dynamischen Reibungsmodelle im Hinblick auf
Genauigkeit und praktischen Nutzen, so weisen alle zuvor aufgefiihrten Modellie-
rungsansétze spezifische Vor- und Nachteile auf, die nachfolgend genauer erldutert
werden.
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Die statischen Modelle sind einfach in ihrer Beschreibung und kénnen ohne dyna-
mische Erweiterung auch in komplexeren Systemmodellen beriicksichtigt werden.
Dadurch bleibt der Modellierungsaufwand geringer als bei dynamischen Modellen.
Da sie jedoch keine Hysterese und kein Reibungskraftgedédchtnis aufweisen, miissen
Abstriche hinsichtlich der Genauigkeit gemacht werden. Fiir Simulationen mit kleinen
Abtastzeiten hélt sich der Modellfehler zwar in Grenzen, jedoch steigt er mit grofierer
Abtastzeit deutlich an. Ein zusétzliches Problem bei grofien Abtastzeiten ist der meist
sprungformige Kraftverlauf beim Nulldurchgang, der zu einem numerisch instabilen
Modellverhalten fiihren kann. Zwar gibt es, wie in [MDSHO5] beschrieben, auch
statische Modellierungsansétze, die die Reibungskraft iiber stetig differenzierbare
Trajektorien definieren und daher numerisch robuster sind, diese weisen jedoch durch
den flachen Verlauf der Reibungskraft im Stillstand einen deutlichen systematischen
Modellfehler auf.

Die dynamischen Modelle zeichnen sich in der Simulation durch eine deutlich genauere
Approximation des Reibungsverhaltens aus. Da sie zum Teil auf Betrags- anstelle
von Sprungfunktionen basieren, zeigen sie neben der hoheren Genauigkeit auch
ein robusteres Modellverhalten. Allerdings werden diese Vorteile durch einen teils
deutlichen Anstieg der Modellkomplexitét erkauft, da fiir jede im System auftretende
Reibung die Anzahl der Zusténde des Gesamtsystems um mindestens eins erhéht
werden muss. Betrachtet man dariiber hinaus umfangreiche Mehrkorpersysteme,
so wird die Transformation der Reibungskraft von ihrem Angriffspunkt auf das
Gesamtsystem mit jedem zusétzlichen Korper aufwéndiger und uniibersichtlicher,
da kein entsprechender Formalismus existiert. Daher ist der Einsatzbereich der
bestehenden Reibungsmodelle weitestgehend auf einfache Anwendungen beschrankt.

Mochte man dariiber hinaus statische oder dynamische Reibungsmodelle in Kombina-
tion mit einem Zustandsbeobachter einsetzen, stellen die nicht stetig differenzierbaren
Gleichungen ein erhebliches Problem dar, da sie nur unter grofiem Aufwand und mit
stiickweise definierten Modellen fiir den Zustandsschétzer angepasst werden kénnen
oder direkt zu einer Singularitdt fithren. Vereinfacht man hingegen die Modelle so
weit, dass sie stetig differenzierbar sind, fiihrt dies zu einer deutlichen Abweichung
des Modellverhaltens, wodurch die Zustandsschéitzung signifikant verfalscht wird.
Daher sind bestehende Verfahren aus der Literatur im Hinblick auf eine prézise
Zustandsschétzung in praktischen Anwendungen stark limitiert und fiir komplexe
Mehrkorpersysteme mit multiplen Reibungspunkten weitestgehend ungeeignet.
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2.2 Robuste Modellierung dynamischer
Reibungseffekte

Da, wie in Abschnitt 2.1.3 dargelegt wurde, die Moglichkeiten bestehender Reibungs-
modelle hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit stark beschriankt sind, wird nachfolgend ein
génzlich neuer Ansatz zur Modellierung von Reibung vorgestellt. Dieser beinhaltet
alle statischen und dynamischen Reibungseffekte, weist eine hohe Genauigkeit und ein
numerisch robustes Verhalten auf und kann einfach auf komplexe Mehrkorpersysteme
angewendet werden. Dariiber hinaus konnen mit dem neuen Modellierungsansatz
beliebig viele Reibungspunkte mit einer festen Anzahl an zusétzlichen Zustédnden
beriicksichtigt werden. Der Ansatz basiert dabei auf einer stetig differenzierbaren
Definition der Reibungskréifte iiber der Geschwindigkeit und wurde in seiner grund-
legenden Idee bereits in [SBD14a] und [SBD14e] vorveroffentlicht.

In den nachfolgenden Abschnitten wird der Ansatz aus [SBD14a] und [SBD14e]
erweitert und verallgemeinert, wodurch sich das Anwendungsspektrum des Rei-
bungsmodells deutlich verbreitert. Hierfiir werden die statischen Reibungseffekte
nicht mehr {iber das Verhéltnis von Kraft und Geschwindigkeit, sondern iiber den
Zusammenhang von Leistung und Geschwindigkeit definiert. Somit entsprechen sie
in ihrem Ansatz der klassischen Idee einer Dissipationsfunktion, die fiir rein viskose
Reibung z. B. auch in [Kuy97] verwendet wird. Die fir die statischen Reibungseffekte
spezifischen Definitionen der Leistungsfunktionen sind in Abschnitt 2.2.1 ebenso
beschrieben wie die daraus resultierenden Kraftfunktionen, die sich aus der parti-
ellen Ableitung der Dissipationsfunktion nach der Geschwindigkeit ergeben. Der
grof3e Vorteil der Reibungsmodellierung durch Leistungsfunktionen besteht dabei
in der Verallgemeinerbarkeit der Reibungseffekte im Lagrange-Formalismus, fir
die lediglich die fiir die Reibung relevante Geschwindigkeit in Abhéngigkeit der
verallgemeinerten Geschwindigkeiten und Koordinaten angegeben werden muss. Die
Transformation der Reibungskréfte in Wirkrichtung der verallgemeinerten Kréfte
erfolgt dabei durch das Ableiten nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten
und wird ausfiihrlich in Abschnitt 2.2.2 erldutert. Die dynamische Erweiterung des
Reibungsmodells, die in [SBD14a] noch fiir jede einzelne im System auftretende
Reibung durchgefiithrt werden musste, wird in Abschnitt 2.2.3 fiir die bereits verallge-
meinerten Reibungskréfte durchgefithrt. Dadurch kann, unabhéngig von der Anzahl
der zu berticksichtigenden Reibungspunkte, die maximale Anzahl an zusétzlichen
Zustanden fiir die dynamische Erweiterung des Reibungsmodells auf die Anzahl der
verallgemeinerten Koordinaten begrenzt werden. Dies erméglicht die Verwendung
eines einheitlichen Formalismus fiir beliebig komplexe Systeme und dadurch einen
stets iiberschaubaren Modellierungsaufwand.
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2.2.1 Leistungsbasierte Modellierung statischer
Reibungseffekte

Als Grundlage fir das neue dynamische Reibungsmodell wird zunéchst ein statisches
Reibungsmodell eingefiihrt, das sich aufgrund der kontinuierlichen Definitionen der
verwendeten Leistungsfunktionen im Lagrange-Formalismus verallgemeinern l&sst.
Das statische Modell beinhaltet dabei nicht nur die Rayleigh’sche Dissipations-
funktion, die zur Beriicksichtigung der viskosen Reibung schon heute im Lagrange-
Formalismus Anwendung findet, sondern bildet dariiber hinaus auch die Effekte
der Haft- und Gleitreibung ab. Die statischen Modelle der Coulomb- und Stribeck-
Reibung setzen sich dabei ebenfalls aus stetig differenzierbaren Tragerfunktionen in
Form von Reibungsleistungen zusammen, die eine moglichst exakte Approximation
der Reibungseffekte in der Simulation gewéhrleisten sowie gleichzeitig ein numerisch
robustes Verhalten bei der modellbasierten Zustandsschatzung in Kombination mit
einem nichtlinearen Beobachteransatz aufweisen. Die geschwindigkeitsabhéngigen
Leistungsfunktionen der einzelnen Reibungseffekte sind dabei wie folgt definiert:

Viskose Reibung

Als erster und einfachster Term des statischen Reibungsmodells wird zunéchst die
viskose Reibungskraft

9Dy (v)
ov

FP(v) = =dv (2.1)
eingefiihrt. Diese hingt vom linearen Dampfungsfaktor d ab und beschreibt das
proportionale Verhalten zwischen der viskosen Reibungskraft F'P und der Geschwin-
digkeit v. Die viskose Reibung ist der einzige Reibungseffekt, der bereits im Lagrange-
Formalismus berticksichtigt werden kann. Hierfiir wird zunéchst die Rayleigh’sche
Dissipationsfunktion

Dy (v) = %va (2.2)

definiert, die den Einfluss der viskosen Reibung auf das Gesamtsystem in Form
einer geschwindigkeitsabhéngigen Leistung beschreibt. Der Zusammenhang zwischen
Reibungsleistung und Reibungskraft ist dabei durch die partielle Ableitung der
Dissipationsfunktion nach der Geschwindigkeit gegeben. Der Verlauf der Dissipa-
tionsfunktion und der Reibungskraft ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Durch die
einfache Berticksichtigung der viskosen Reibung in den Lagrange’schen Gleichungen
und ihr lineares Verhalten wird fiir regelungstechnische Anwendungen mit geringem
Reibungseinfluss oft die gesamte Reibung auf diesen Einzeleffekt reduziert. Dadurch
konnen auch weiterhin lineare Regelungs- und Beobachteransétze verwendet werden.
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(a) Rayleigh’sche Dissipationsfunktion (b) Viskose Reibung FP

Abbildung 2.1: Leistungsverhalten der Rayleigh’schen Dissipationsfunktion
und daraus abgeleitete Reibungskraft

Fiir Anwendungen, in denen die Reibung jedoch einen signifikanten Einfluss auf die
Systemdynamik besitzt, reicht eine Vereinfachung der Reibung auf viskose Effekte
nicht mehr aus um eine zufriedenstellende Regelgiite zu erreichen. Hierfiir ist die
Beriicksichtigung weiterer, nichtlinearer Reibungseffekte im Systemmodell notwendig.
Einer dieser dominanten dissipativen Effekte ist die Coulomb-Reibung:

Coulomb-Reibung

Die Coulomb- oder auch Gleitreibung ist einer der ersten beobachteten Reibungseffek-
te und wurde bereits in [Cou21] erstmalig beschrieben. Die Gleitreibung beschreibt
eine der Geschwindigkeit entgegengesetzte Kraft, die jedoch unabhéngig vom Be-
trag der Geschwindigkeit ist und nur von deren Vorzeichen abhéngt. Die gédngige
mathematische Definition der Coulomb-Reibung

Fo(v) = poF L sign(v) = Fgsign(v), (2.3)

die u.a. in [WSWKO08] zu finden ist, erfolgt dabei unter Verwendung der Signum-
Funktion und héngt neben der Geschwindigkeit v von der Normalkraft F'; und dem
Gleitreibungskoeffizienten uc ab, die zur Gleitreibungsamplitude

Fc = ,LLCFJ_. (2.4)

zusammengefasst werden koénnen. Aufgrund des Sprungvehaltens der klassischen
Beschreibung der Coulomb-Reibung in Gleichung (2.3), eignet sich dieser Ansatz
nicht fir die Beriicksichtigung der Coulomb-Reibung als Leistungsterm im Lagrange-
Formalismus, da hierfiir stetig differenzierbare Funktionen notwendig sind. Daher
wird im Rahmen dieser Arbeit der Effekt der Gleitreibung iiber die kontinuierliche
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(a) Leistungsfunktion der Gleitreibung (b) Vergleich von Fc und FE

Abbildung 2.2: Charakteristische Leistungsfunktion der Coulomb-Reibung
und Vergleich der daraus resultierenden Gleitreibung mit
einer klassischen Gleitreibungsndherung

Dissipationsfunktion

De(v) = Fove log <cosh (“)) (2.5)

vc

angenahert. Diese hdngt neben der Coulomb-Amplitude Fe und der Geschwindig-
keit v von einem weiteren Parameter vc ab, der die Steigung der approximierten
Gleitreibung im Nulldurchgang definiert. Die Leistungsfunktion D¢ sowie die daraus
durch partielle Ableitung resultierende Reibungskraft

= 9Dc(v) = Fotanh (v) = ucF, tanh (U> (2.6)
v Ve

FD
¢ (v) ve

sind in Abbildung 2.2 dargestellt. Darin wird auch der unterschiedliche Verlauf der
klassischen Reibungskraft F- und der kontinuierlichen Reibungskraft F, g verdeutlicht,
der sich aus der Approximation der Signum-Funktion mit Hilfe eines hyperbolischen
Tangens ergibt.

Wihlt man dabei die Ubergangsgeschwindigkeit vc, bei der die Funktion annihernd
die Coulomb-Kraft erreicht hat, sehr klein, so ergibt sich ein steilerer Ubergang
von FE und dadurch auch ein realistischeres Reibungsverhalten. Dementsprechend
fiihrt ein groflerer Wert fiir ve zu einem flacheren Nulldurchgang und dadurch
zu einem numerisch robusteren Modellverhalten. Dadurch kann das Modell auch
fiir Simulationen mit groflen Abtastzeiten, Zustandsschéitzungen in Kombination
mit einem nichtlinearen Beobachter oder modellpradiktiven Regelungen eingesetzt
werden. Eine Auslegungsvorschrift fiir den Parameter v¢ kann hierbei nicht hergeleitet
werden, da der Wert nicht nur von der Kombination der Abtastzeit und des Verfahrens



14 Numerisch robuste Modellierung von Reibungseffekten

zur Losung der Differentialgleichungen abhéngt, sondern auch vom verwendeten
Beobachteransatz und der Dynamik des Gesamtmodells. Daher muss dieser Wert im
Allgemeinen fiir jede Anwendung empirisch bestimmt werden.

Kombiniert man nun die Gleitreibung mit der viskosen Reibung, so kénnen mit
Ausnahme der Hafteffekte wiahrend des Stillstands alle charakteristischen Reibungs-
eigenschaften beschrieben werden. Da jedoch gerade die haftenden Stillstandseigen-
schaften zu einem ungewollten Regelverhalten fiihren kénnen, wird das statische
Reibungsmodell abschliefend noch um den nichtlinearen Effekt der Stribeck-Reibung
erweitert:

Stribeck-Reibung

Der Stribeck-Effekt definiert das Haftverhalten zwischen zwei Oberflichen und wurde
erstmalig in [Str03] beschrieben. Die Adhésionskraft zwischen den Oberflichen héingt
dabei von unterschiedlichen Faktoren ab, z.B. vom Material, der Geometrie und
der Temperatur. Wie in [WSWKO08] dargelegt wird, kann sie als additiver Term zur
Gleitreibung in der allgemeinen Form

Py(v) = (B = Fo) g(v) sign(v) = (s — pc) Frg(v)sign(v) — (27)

definiert werden. Der additive Term der Haftreibung ergibt sich aus der Diffe-
renz zwischen Stribeck-Amplitude £y und Coulomb-Amplitude £, dem Vorzeichen
der Geschwindigkeit sowie dem charakteristischen Abklingverhalten der Stribeck-
Kurve, das durch die nichtlineare Funktion g(v) definiert ist. Fiir die Definition von
g(v) wurden seit der erstmaligen Beschreibung durch Stribeck viele unterschiedli-
che Ansitze propagiert. Ein Uberblick iiber die gingigsten Definitionen, wie z. B.
exponentielles, verallgemeinert exponentielles, Gauf3’sches, Lorentz’sches oder Popp-
Stelter-Verhalten, ist in [WSWKO08] gegeben. Am héufigsten verwendet wird jedoch
der Gaufy’sche Ansatz, der durch die Glockenfunktion

v

gv) = (&)’ (2.8)

beschrieben wird. Das Abklingverhalten hiangt dabei nur von dem Parameter vg
ab, der auch als Stribeck-Geschwindigkeit bezeichnet wird. Eine Vorschrift fiir
die Berechnung der Stribeck-Geschwindigkeit in Abhéngigkeit des Materials, der
Geschwindigkeit und der Temperatur existiert allerdings nicht. Somit muss vg fir jede
Konfiguration mit Hilfe eines experimentellen Aufbaus empirisch ermittelt werden.

Das Gauf’sche Abklingverhalten findet auch in der kontinuierlich approximierten
Stribeck-Reibung Anwendung, wird aber so angepasst, dass die Multiplikation mit
der Signum-Funktion der Geschwindigkeit nicht mehr benétigt wird, da dies der
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Abbildung 2.3: Charakteristische Leistungsfunktion der Stribeck-Reibung
und Vergleich der daraus resultierenden Haftreibung mit
einer klassischen Haftreibungsnaherung

Voraussetzung einer stetig differenzierbaren Leistungsfunktion widerspricht. Daher
wird hier als Leistungsfunktion fiir die Haftreibung

2
De(v) = —Figes 3 () (2.9)
mit
FA = Fy — Fotanh (”S) — dbg = (Ms — pic tanh (“)) Fi —dbs  (2.10)
(e (e

eingefiihrt. Die Geschwindigkeit g unterscheidet sich dabei von der klassischen
Definition der Stribeck-Geschwindigkeit. Wie in Abbildung 2.3 dargestellt, definiert
sie den Geschwindigkeitswert, bei dem die Haftkraft maximal wird. Das Maximum
fallt dabei aufgrund der kontinuierlichen Definition nicht mehr mit dem Stillstand
zusammen, dadurch dndert sich auch die Berechnung der Amplitude der Haftkraft,
d.h. F$ muss um die Coulomb-Reibung und die viskose Reibung bei v = 95 bereinigt
werden. Vernachléssigt man in einzelnen Anwendungen des Reibungsmodells die
viskose Reibung oder die Gleitreibung, so miissen die entsprechenden Terme in
Gleichung (2.10) zu null gewahlt werden.

Der resultierende Kraftverlauf des Stribeck-Effekts, der in Abbildung 2.3(b) dar-
gestellt ist, ergibt sich wiederum durch die partielle Ableitung von Gleichung (2.9)
nach v zu

Fg (v) B %
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Betrachtet man nun das Abklingverhalten
v 2
33 (%) (2.12)

der Haftkraft, das auch schon den Vorzeichenwechsel beinhaltet, so ist die Ahnlichkeit
zur GauBglocke aus Gleichung (2.8) noch immer ersichtlich. Uber den Parameter o
kann auch hier, vergleichbar zur Coulomb-Approximation, zwischen einem méglichst
steilen Ubergang der Haftkraft im Stillstand fiir ein realistisches Haftreibungsver-
halten und einer flacheren Steigung fiir ein numerisch robusteres Verhalten gewéhlt
werden. Muss im Hinblick auf die Robustheit des Modells 95 jedoch sehr grofl gewéhlt
werden, so kann es vorteilhaft sein, den Stribeck-Effekt komplett zu vernachlassigen,
da ansonsten Hafteffekte in Geschwindigkeitsbereichen auftreten, in denen lediglich
viskose Reibung und Gleitreibung zu erwarten sind. Dies wiirde jedoch zu einem phy-
sikalisch falschen Verhalten und somit zu einer Verschlechterung des Reibungsmodells
fithren.

Statisches Reibungsmodell

Basierend auf den dissipativen Leistungsfunktionen fir viskose, Coulomb- und
Stribeck-Reibung lasst sich die Gesamtleistungsfunktion des statischen Reibungsmo-
dells

()" (2.13)

N|=

1 N 1_
Dr(v) = §dv2 + Foug log (cosh <UUC>> — FSAﬁge;

iiber die additive Uberlagerung der Gleichungen (2.2), (2.5) und (2.9) definieren.
Analog dazu lasst sich die statische Gesamtreibungskraft

_ ODgr(v)
Y

iiber die Summe der Gleichungen (2.1), (2.6) und (2.11) oder iiber die partielle
Ableitung von Dy nach v bestimmen. Die Gesamtdissipationsfunktion des Reibungs-
modells ist in Abbildung 2.4(a) dargestellt, der Vergleich zwischen der approximierten
Reibungskraft nach Gleichung (2.14) und der klassischen Reibungskraftdefinition

ER(v) — FP(v) + FE(v) + F2(v), (2.14)

Fr(v) = Fy(v) + Fo(v) + Fs(v) (2.15)

in Abbildung 2.4(b). Wahlt man dabei das Verhéltnis von Stribeckgeschwindigkeit
vs, Maximalkraftgeschwindigkeit g und Coulomb-Geschwindigkeit v im Verhéltnis

vg = 205 = 4vg, (2.16)
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Abbildung 2.4: Leistungsfunktion des statischen Reibungsmodells und Ver-
gleich der daraus resultierenden Krafttrajektorie mit einem
klassischen Reibungskraftmodell

so erhélt man den Verlauf aus Abbildung 2.4(b). Dabei ist zu erkennen, dass ab einer
Geschwindigkeit von v > 0g die beiden Kurven von Fgr und Ff? nahezu identisch
sind und dabei ein physikalisch plausibles Verhalten aufweisen. Bei v < 9g zeigen
hingegen beide Funktionen unterschiedliche Probleme basierend auf der Art ihrer
Definition. Wéhrend bei der klassischen Nédherung der Sprung der Reibungskraft zu
einem numerisch instabilen Modellverhalten fithren kann, weist die kontinuierliche
Approximation im Bereich um v = 0 keine bzw. kaum Reibungskraft auf, wodurch
ein gravierender Unterschied zwischen dem Modell- und dem tatséchlichen Reibungs-
verhalten besteht. Wie jedoch in Abschnitt 2.2.3 noch gezeigt wird, kann durch die
dynamische Erweiterung des kontinuierlichen Reibungskraftmodells die Problematik
der Nullkraft im Stillstand kompensiert und gleichzeitig das robuste numerische
Verhalten bewahrt werden. Vor der dynamischen Erweiterung soll jedoch zunéchst
die Verallgemeinerung des statischen Reibungsmodells im Lagrange-Formalismus
erfolgen.

2.2.2 Verallgemeinerung statischer Reibungseffekte im
Lagrange-Formalismus

Bisher wurde die Definition des statischen Reibungsmodells lediglich als skalarer
Fall betrachtet. Nachfolgend soll nun aber auch die Wirkrichtung der Reibungskraft
beriicksichtigt werden, die im Allgemeinen entgegengesetzt zur Geschwindigkeit v
definiert ist. Wahrend die Berticksichtigung der Reibungskraft und ihrer Wirkrichtung
in eindimensionalen Reibungszenarien fiir alle géngigen Reibungsmodelle problemlos
moglich ist, ist sie fiir mehrdimensionale Probleme mit vektorieller Beschreibung der
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Reibungskraft alles andere als trivial. Wie nachfolgend gezeigt werden kann, ist dies
mit dem neuen Reibungsmodell aber sehr einfach méglich. Um die Reibungskraft im
Lagrange-Formalismus einbinden zu kénnen, muss diese zunéchst in die Wirkrichtung
der verallgemeinerten Koordinaten transformiert werden. Dafiir ist es ausreichend,
die tangentiale Geschwindigkeit v(q, ¢) zwischen den interagierenden Objekten in
Abhéangigkeit der verallgemeinerten Koordinaten g sowie deren Zeitableitungen g zu
beschreiben. Fiir translatorische Reibungen, wie sie z. B. beim Ziehen eines Objekts
iiber eine Fliche auftreten, kann hierfiir zunéchst der relative Geschwindigkeitsvektor
v(g, q) in kartesischen Koordinaten definiert werden. Berechnet man anschlieend
die Standardnorm fiir v(q, ), so erhdlt man fir die betragsméfliige tangentiale
Geschwindigkeit

vla.q) = | [0 9]

Der zusétzliche Term e dient dabei der numerischen Stabilisierung des verallge-
meinerten Reibungsmodells. Fiir einfache Fille, bei denen die Bewegung nur in
Richtung einer kartesischen Koordinate erfolgt und somit v = v; mit i = z,y, z gilt,
kann € = 0 gewdhlt werden. Fiir allgemeinere Félle muss allerdings € > 0 sein, wie
nachfolgend noch an praktischen Beispielen gezeigt wird. Der Stabilisierungsterm
kann jedoch sehr klein gewéhlt werden, sodass € keinen nennenswerten Einfluss auf
die Gesamtdynamik aufweist. Das Vorgehen bei rotatorischer Reibung, wie sie z. B.
bei Dreh- oder Kugelgelenken auftritt, ist dabei analog, jedoch wird anstelle des
Angriffspunkts die Orientierung des Lagers in Abhéngigkeit von q definiert.

= JoR@@) 2.t H e (217)
2

Setzt man v(q, ¢) in die Dissipationsfunktion (2.13) des statischen Reibungsmodells
ein, so erhélt man die verallgemeinerte Leistungsfunktion

ve,j

™ 1 Uj(%@) A - %_%<%q;1>>
25 (q,q) +Fc jve,jlog(cosh | =222 ) ) — F§dg je .
(2.18)

Treten im System gleichzeitig m unterschiedliche Reibungspunkte auf, so konnen diese
durch das Aufsummieren der Einzelfunktionen Dg ; zusammengefasst werden. Um
aus der Dissipationsfunktion aus Gleichung (2.18) die generalisierten Reibungskrifte

Q?(q,(]):% mit i=1,...,n (2.19)
qi

zu erhalten, wird diese nicht mehr partiell nach v, sondern nach den n verallgemei-
nerten Geschwindigkeiten ¢; abgeleitet. Der generalisierte Reibungskraftvektor Q7
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kann dabei als direkte Erweiterung in die Lagrange-Gleichungen

d0L(q.q)  9L(q.q)
dt 8ql 8q

=Qi - QF(q.q) (2.20)

eingebunden werden. Dies entspricht der Beriicksichtigung der Rayleigh’schen Dissi-
pationsfunktion, wie sie u.a. in [Kuy97] beschrieben ist. Der Ausdruck

k l

stellt dabei die Lagrange-Funktion dar, die sich aus der Differenz der Summen aller
kinetischer Energien T} und aller potenzieller Energien V; im System berechnet.
Dariiber hinaus werden iiber die einzelnen Terme @); die generalisierten externen
Krifte in Richtung der verallgemeinerten Koordinaten beriicksichtigt. Betrachtet
man nun Gleichung (2.20), so ldsst sich erklaren, warum das Reibungsmodell bisher
stets als statisch bezeichnet wurde, obwohl sich die Reibungskréifte in Abhéngig-
keit der Geschwindigkeiten verdndern. Das statische Reibungsmodell besitzt keine
Figendynamik und fithrt dadurch zu keiner zusétzlichen Differentialgleichung im
Lagrange-Formalismus, sie fithrt lediglich zu einer Anpassung der vorhandenen
Gleichungen.

Die Auswirkung der Verallgemeinerung auf die Verteilung der resultierenden Rei-
bungskraft kann an einem zweidimensionalen Beispiel veranschaulicht werden. Geht
man von einer Bewegung in der Ebene aus, bei der der kartesische Vektor der Relativ-
geschwindigkeit v = [¢; go]T zwischen den interagierenden Objekten in Abhingigkeit
der beiden verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; und ¢» definiert ist, so erhilt
man aus der Dissipationsfunktion

221 52 2
1 . /2 ) 2 L,q1+q}2,+6
D(q) = §d (¢ +d3+€*) + Fovclog <cosh<ql+%+€>> — F&oge” 203

e
(2.22)

durch partielles Ableiten nach ¢; mit ¢ = 1, 2 die beiden generalisierten Reibungskrifte

22y 2 2
%) ) D) . l_q1+q2+f
. . - q1 + q5 +e 4di N 202
QP () = dg; + Fctanh<” ) +rad, I, (2.23)
ve Vit +d3+€? o

die in diesem speziellen Fall nur vom Geschwindigkeitsvektor ¢ abhingen. Im Term
der Coulomb-Reibung lésst sich nun die Notwendigkeit von € erkennen. Ohne den
zuséatzlichen Stabilisierungsterm wirde im Falle eines Stillstands die Wurzel im
Nenner der verallgemeinerten Coulombkréfte zu null. Dies kann in praktischen
Implementierungen zu numerischen Instabilitdten fiithren, obwohl € aus analytischer
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Abbildung 2.5: Dissipationsfunktion und resultierende Kraft einer zweidi-
mensionalen Reibung in Abhéngigkeit der verallgemeinerten
Geschwindigkeiten ¢;

Sicht unnoétig ist, da die Grenzwerte

lim ——L =0 fir i=1,2 (2.24)
=0 /4% + g3

auch ohne Stabilisierungsterm gegen null streben. Die Wurzel kann nur fiir den
Fall, dass die Geschwindigkeit von lediglich einer verallgemeinerten Geschwindigkeit
abhéngt und € = 0 ist, mit der Geschwindigkeit im Zahler gekiirzt werden, wodurch
der Term der Coulomb-Reibung in Gleichung (2.23) wiederum der Gleitreibungskraft
in Gleichung (2.6) entspricht.

Die Verldufe der zweidimensionalen Leistungsfunktion aus Gleichung (2.22) und der
resultierenden Reibungskrifte QP (¢) nach Gleichung (2.23) sind in den Abbildungen
2.5(a)-2.5(c) dargestellt. Die Leistungsfunktion D(g) bildet einen Kegel tiber die
verallgemeinerten Geschwindigkeiten aus, der, abgesehen von den vertauschten
Achsen, bei der Ableitung nach ¢; und ¢ die gleiche Charakteristik fiir QP (g) und
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QP (g) ergibt. Wird eine der beiden Geschwindigkeiten zu null gesetzt, weist das
Verhalten der Reibungskraft in Richtung der anderen Koordinate ein identisches
Verhalten wie in Abbildung 2.4(b) auf.

Sind jedoch ¢; und g2 ungleich null, so erreichen die einzelnen Werte QP (¢) nicht
mehr die maximale Reibungskraft Fy. Dies liegt daran, dass die tiberlagerte Ge-
samtreibung beider Bewegungsrichtungen die Amplitude Fy nicht iiberschreiten
darf. Der Betrag der Gesamtreibung kann dabei tiber die Standardnorm des verall-
gemeinerten Reibungskraftvektors Q” (¢) berechnet werden und ist in Abbildung
2.5(d) dargestellt. Auch in dieser verallgemeinerten Form zeigt sich der Nachteil der
kontinuierlichen Approximation im rein statischen Fall. Der Anstieg von ||Q7(q)||2
in Richtung Stillstand sollte eine durchgéingige Kuppe ausbilden, fillt aber fiir kleine
Geschwindigkeiten steil zu null ab. Um diesen Effekt zu kompensieren und um ein
moglichst exaktes Reibungsmodell zu erhalten, ist es daher notwendig auch die
dynamischen Effekte der Reibung zu beriicksichtigen, die in Form von Hystere-
se und Reibungskraftgedédchtnis auftreten. Dies kann durch eine Erweiterung des
Lagrange-Formalismus mit zusétzlichen Differentialgleichungen erfolgen.

2.2.3 Dynamische Erweiterung der Lagrange-Gleichungen

Das dynamische Verhalten der Reibungskraft, das sich aufgrund von Hysterese
und Reibungskraftgedédchtnis ergibt, kann durch eine dynamische Erweiterung der
Lagrange-Gleichungen abgebildet werden. Betrachtet man zunéchst das Hysterese-
Verhalten, so kann eine Verzogerung der statischen Reibungskriifte QP (q,q) zur
eingehenden Geschwindigkeit ¢ durch ein linear zeitinvariantes (engl.: linear time
invariant, LTI) Filter erreicht werden. Folgt man dabei den Uberlegungen anderer
Ansitze, wie sie z.B. in [COAL95] und [Dan99] beschrieben sind, sollte, um das
Modell moglichst einfach zu halten, das dynamische Verhalten der Reibung mit
einer Differentialgleichung erster Ordnung beschrieben werden, was in diesem Fall
einem Tiefpassfilter erster Ordnung entspricht. Da die Reibungsleistung D(q, ¢) in
insgesamt n verallgemeinerte Reibungskrifte QP (g, ) transformiert wird, erfolgt die
Erweiterung des Lagrange-Formalismus um n Differentialgleichungen erster Ordnung.

Zuniichst werden hierfiir die verallgemeinerten statischen Reibungskriifte QP in den
Lagrange-Gleichungen (2.20) durch die dynamischen Kréfte Qgi ersetzt und die

Differentialgleichungen um die Dynamik de’i der Tiefpassfilter erweitert. Dadurch
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Abbildung 2.6: Hystereseverhalten der Reibungskraft le durch Modeller-
weiterung mit einem LTI-Tiefpassfilter bei sinusférmigem
Filtereingang mit variierenden Frequenzen f

ergibt sich die erweiterte Lagrange-Form

d 0L(q,q) 0L(g,4) | p
— — .= Q, 2.2
a9 94 +Q4;, =@ (2.25a)
- 1 (9D(q,9)
D ) D
= — , 2.25b
Qd,z TF,'L' ( 3(11 Qd,z ( )
mit 7 = 1,...,n sowie den statischen Reibungskriften QP als Eingangsgréfien

und Ty ; als Zeitkonstanten der Tiefpassfilter. Die Filterung der verallgemeinerten
Reibungskrifte hat dabei sowohl Vor- als auch Nachteile. Kommen in einem System
m Reibungspunkte und n Koordinaten ¢; vor, so erweitert man das System fiir m < n
um mehr Differenzialgleichungen als zwingend notwendig wiren. Im Gegensatz dazu
bleibt die Erweiterung aber fiir m > n auf n zuséitzliche Differentialgleichungen
begrenzt. Der grofite Vorteil dieses Ansatzes ist jedoch, dass durch die feste Anzahl an
Filtern ein immer gleichbleibendes Schema auf verschiedenste Systeme angewendet
werden kann.

Um den Effekt der LTI-Filterung auf das Reibungsmodell zu verdeutlichen, wird
wiederum der aus der Reibung in der Ebene resultierende Kraftverlauf aus Gleichung
(2.23) betrachtet und als Eingang des Tiefpassfilters verwendet. Fiir den Eingang der
statischen Reibungskraft wird fiir ¢; ein sinusférmiger Verlauf mit einer Amplitude
von 0,17 und variabler Frequenz f verwendet, wihrend die zweite Geschwindigkeit
G2 aus Griinden der Anschaulichkeit gleich null gesetzt wird. Somit bleibt ng =0
und die resultierende dynamische Reibungskraft QE 1, die aus der Filterung von QP
mit der Zeitkonstanten T% ; = 3ms resultiert, verhélt sich wie in Abbildung 2.6(b)
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dargestellt. Dabei wird deutlich, dass das dynamische Verhalten der Reibungskraft
ein stark frequenzabhéngiges Verhalten aufweist. Dies ist zwar teilweise erwiinscht,
da z.B. die Stribeck-Amplitude mit wachsender Frequenz kleiner wird und dies
auch ein in der Realitit auftretender und in [COAL95], [SAGP00] und [WSWKOS]
beschriebener Effekt ist, gleichzeitig fithrt es aber auch zu einem problematischen
Verhalten im Hinblick auf die Breite der Hystereseliicke. Fiir das gewéhlte Beispiel
ist bei einer Frequenz von f = 1Hz die Hystereseliicke zu schmal und die Kraft im
Nulldurchgang ist noch immer nahezu null, d.h. die Filterkonstante 7% ; = 3 ms ist fiir
niedere Frequenzen zu klein. Bei einer Frequenz von f = 5 Hz wird die Hystereseliicke
zwar deutlich breiter, aber dafiir wird die Flankensteilheit der Reibung im Ubergang
flacher. Fiir noch héhere Frequenzen wiirde der flache Ubergang das Modellverhalten
verfilschen, daher wére fiir hohe Frequenzen eine kleinere Zeitkonstante von Vorteil.

Um ein einheitlich parametriertes Filter fiir alle Frequenzbereiche nutzen zu kénnen,
wird das LTI-Filter aus Gleichung (2.25b) mit konstanten Parametern Tg ; durch ein
lineares Filter mit variierenden Parametern (engl.: linear parameter-varying, LPV)
ersetzt, das durch die Differentialgleichungen

-p _ ai(¢) (0D(q,q) D
Qa; = Tr ( 94, —Qdﬂ) (2.26a)
mit
a;(¢;) =1 - e_((’:’) (2.26h)

definiert ist. Die Filterparameter werden nun tiber die Faktoren a;(¢;) an die Ge-
schwindigkeitszusténde ¢; angepasst. Dafiir werden sie, vergleichbar zur statischen
Approximation der Stribeck-Reibung, in Form von Gaufiglocken mit den Vertei-
lungsfaktoren ¢r ; definiert. Die Filterdynamik passt sich somit der Dynamik des

modellierten Gesamtsystems an. Das Verhalten der variablen Zeitkonstanten aT(Fq)

iber die Geschwindigkeit ist in Abbildung 2.7(a) dargestellt. Fiir Geschwindigkei-
ten ¢; > gr; ist die Filterverzogerung der Gleichungen (2.25b) und (2.26) nahezu
identisch, da a;(¢; > dr,;) ~ 1 entspricht. Ab einer Geschwindigkeit von ¢; = ¢r
steigt die Zeitkonstante des Filters allerdings exponentiell an und strebt fiir ¢; — 0
in Richtung unendlich. Dies vereinfacht die Differentialgleichungen (2.26a) zu

QY =0 (2.27)

und fithrt somit im Falle eines Stillstands zu einem klassischen Integratorstorverhalten
des Reibungsmodells. Wie in der praktischen Anwendung in Kapitel 5 noch gezeigt
wird, ergibt sich daraus besonders im Hinblick auf die Verwendung des Modells mit
einem Zustandsbeobachter ein sehr vorteilhaftes Verhalten.
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Abbildung 2.7: Hystereseverhalten der Reibungskraft le durch Modeller-
weiterung mit einem LPV-Tiefpassfilter mit ¢r; = 0g bei
sinusformigem Filtereingang mit variierenden Frequenzen f

Betrachtet man nun die Hysteresekurve des LPV-Filters in Abbildung 2.7(b) mit
gr,1 = 0g im Vergleich zur Kurve des LTI-Filters in Abbildung 2.6(b) bei gleichem
Testszenario, so ldsst sich beim LPV-Filter eine deutlich breitere Hystereseliicke
erkennen. Die Steilheit der Hystereseflanken bleibt dabei jedoch unverédndert und auch
die Reibungskraft im Stillstand liegt fiir beide Frequenzen zwischen der Stribeck- und
der Coulomb-Amplitude. Dadurch ldsst sich nun durch geeignete Wahl der Parameter
Tr,; und ¢p ; eine breite Hystereseliicke mit einer steilen Flanke kombinieren. Eine
Vorschrift fiir die Parametrierung kann hier jedoch nicht gegeben werden, da sie
mafigeblich von den Randbedingungen der Simulation bzw. der Anwendung abhéngt.

Bisher wurde die Bewertung der Einzelstufen, wie sie in Abbildung 2.8 nochmals
vereinfacht als Blockschaltbild dargestellt sind, lediglich auf das Hystereverhalten

LTI-Tiefpassfilter

|

D QD !

1 d,i dyi!
TF,: fdt :

a QP(q,q)

Abbildung 2.8: Blockschaltbild der stiickweisen Erweiterung des statischen
Reibungsmodells um ein LTI- bzw. LPV-Filter
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Abbildung 2.9: Vergleich von statischem Reibungsmodell und dynamischen
Reibungsmodellen mit LTI- und LPV-Filter bei anhalten-
dem Stillstand

reduziert. Betrachtet man aber zusétzlich noch das statische Verhalten bei konstanter
Geschwindigkeit, besonders bei langfristigen Stillstinden, so wird die Notwendig-
keit der Verwendung eines LPV-Filters im Hinblick auf das zuvor schon erwéhnte
Reibungskraftgedédchtnis nochmals verdeutlicht. In Abbildung 2.9 ist die Anregung
des Reibungsmodells mit zwei kiinstlichen Geschwindigkeitsverldufen fiir ¢; und
G2 dargestellt. Wahrend die zweite verallgemeinerte Geschwindigkeit konstant null
bleibt, wird anhand des Nulldurchgangs und ldngerer Stillstandszeiten von ¢; das
Verhalten der statischen Kraft QP und der dynamischen Reibungskraft QT von
LTI- und LPV-Filter untersucht. ’

In der initialen Stillstandsphase sind alle drei Kréfte gleich null. Dies liegt daran, dass
das Reibungskraftgedédchtnis von der Krafthistorie abhédngt und zu diesem Zeitpunkt
keine Information iiber die Vergangenheit vorliegt. Wahrend der dynamischen Phase,
in der sich ¢ dndert, verhalten sich alle drei Kréifte nahezu identisch, sie unterschei-
den sich lediglich beim Nulldurchgang durch die unterschiedlichen Verzogerungen der
Hysteresekurve, die in der Vergroflerung zu erkennen sind. Bei der zweiten Stillstand-
sphase wird hingegen der Unterschied der einzelnen Modellstufen deutlich. Wahrend
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die statische Reibungskraft sofort und die LTI-gefilterte Reibungskraft nach kurzer
Verzogerung zu null absinkt, wird die LPV-gefilterte Reibungskraft dauerhaft auf
einem Wert knapp unterhalb der Stribeck-Amplitude gehalten. Da der Stillstand
auf eine Phase negativer Geschwindigkeit folgt, zeigt auch die Reibungskraft ein
negatives Vorzeichen. Im Vergleich dazu ist der Verlauf der Geschwindigkeit kurz vor
der letzten Stillstandsphase positiv und somit auch die resultierende Stillstandskraft.
Die Ursache fiir dieses Verhalten ist das Verschieben der Filterdynamik zu null,
dadurch wirkt das LPV-Filter wiahrend des Stillstands wie ein Halteglied bzw. wie
ein Gedéchtnis und vervollstdndigt somit das dynamische Reibungsmodell.

2.3 Simulative Evaluation des robusten
Reibungsmodells

Das in Abschnitt 2.2 hergeleitete leistungsbasierte Reibungsmodell wurde bisher auf
seine Verallgemeinerbarkeit und auf die Eigenschaften der dynamischen Erweiterung
untersucht. Um jedoch eine Aussage iiber das Verhalten und die Genauigkeit des
Reibungsmodells in physikalischen Simulationen treffen zu kénnen, wird es in diesem
Abschnitt anhand eines Stick-Slip-Experiments mit einem der am weitest verbreiteten
dynamischen Reibungsmodelle verglichen, dem LuGre-Modell.

2.3.1 Das LuGre-Modell

Das LuGre-Modell wurde von Olson, de Witt und Astrom entwickelt und erstmalig in
[COAL93], [COAL95] und [01s96] beschrieben. Weitere Betrachtungen zum LuGre-
Modell sowie die Unterschiede zu anderen dynamischen Reibungsmodellen, wie
z.B. dem Dahl-Modell, sind in [WSWKO8] zu finden. In diesem Abschnitt werden
daher nur die wichtigsten Eigenschaften fiir das grundlegende Verstdndnis und die
Anwendung des Modells im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt, fiir eine ausfithrliche
Diskussion des LuGre-Modells sei auf die oben genannte Literatur verwiesen.

Das dynamische Verhalten des LuGre-Modells wird, ebenso wie beim leistungsba-
sierten Reibungsmodell, durch eine Differentialgleichung erster Ordnung

v
fi(v)

definiert, wobei z einem internen Reibungszustand in Form einer virtuellen Po-
sition, v der Relativgeschwindigkeit der Objekte und krg der Konstanten eines

2 =v—kLg z (2.28)
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mikroskopischen Federverhaltens entspricht. Uber die Funktion
fi(v) = Fo + (Fs — Fo)g(v) (2.29)

werden die Coulomb-Reibung und der Stribeck-Effekt in Gleichung (2.28) berticksich-
tigt. Das Abklingverhalten g(v) der Haftreibung ist hierbei identisch zu Gleichung
(2.8) gewdhlt. Das Stillstandsverhalten des Reibungsmodells wird iiber die virtuelle
Position z und die Federkonstante ky,g abgebildet. Werden im Falle eines Stillstands
die Reibungsobjekte gegeneinander ausgelenkt, so werden sie {iber das Federverhalten
in die Ruhelage zuriickgezogen. Die Riickstellkraft der Feder kann dabei den Wert der
Stribeck-Reibung nicht {iberschreiten und sinkt fiir hohere Geschwindigkeiten v auf
den Wert der Gleitreibung ab. Dieses Verhalten wird tiber den ersten Summanden
der Gleichung

Fio =kygz +dLg? + fg(’l)) (2.30)

abgebildet, die die Abhéngigkeit der Reibungskraft F1,¢ von z, 2 und v beschreibt.
Der zweite Term der Reibungskraft entspricht der Dadmpfung des mikroskopischen
Federterms mit der viskosen Dampfungskonstanten dr,g, wiahrend der letzte Funk-
tionsterm die makroskopische Démpfung abbildet und in der Regel als viskose
Reibung

fa(v) =dv (2.31)

angenommen wird.

Im Vergleich zum verallgemeinerten Reibungsmodell aus Abschnitt 2.2 benétigt das
LuGre-Modell somit zwei Parameter weniger, wobei der Einfluss der Parameter auf
das Verhalten des Reibungsmodells ebenso leicht nachvollziehbar ist wie im leis-
tungsbasierten Reibungsmodell. Zwar beinhalten die beiden Modelle die identischen
Reibungseffekte, aber anhand der unterschiedlichen physikalischen Bedeutung der
Parameter zeigt sich auch der grundlegende Unterschied in den Modellanséitzen.
Wiéhrend das LuGre-Modell iiber ein Verhéltnis von Kraft und virtueller Auslenkung
definiert ist, wird das neue dynamische Reibungsmodell iiber das Verhéltnis von
Leistung und Geschwindigkeit beschrieben. Der Einfluss der Reibungsmodelle auf ein
physikalisches System ist dabei jedoch vergleichbar, wie im nachfolgenden Abschnitt
gezeigt wird.

2.3.2 1D-Stick-Slip-Szenario eines Masse-Feder-Elements

FEines der am héaufigsten verwendeten Beispiele zur simulativen Evaluation von
dynamischen Reibungsmodellen ist das eindimensionale Stick-Slip-Experiment, das
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Tm TzF
Ir Iyp '
k

Abbildung 2.10: Benchmark-System fiir das Stick-Slip-Experiment: Ziehen
einer Masse m tiber eine Feder mit konstanter Geschwin-
digkeit des Federendes zzp

in Abbildung 2.10 dargestellt ist. Dabei wird eine Masse m indirekt iiber eine Feder
mit Federkonstante k und konstanter Geschwindigkeit yzr des Federendes entlang
einer waagrechten Fliche gezogen. Durch den Einfluss der Reibung zwischen der
Masse und der Kontaktfliche kommt es dabei zum sogenannten Stick-Slip-Verhalten
bei dem die Masse nicht der kontinuierlichen Bewegung der Feder folgt, sondern
periodisch zwischen Phasen des Stillstands und der Bewegung hin und her wechselt.

Der Grund fiir dieses Verhalten liegt in der Haftkraft der Oberflichenreibung und der
indirekten Kraftiibertragung der Feder. Zu Beginn des Experiments ist die Kraft Fyp,
die die Feder auf die Masse ausiibt, geringer als die Haftkraft und die Masse bleibt
in ihrer urspriinglichen Position. Durch die weitere Ausdehnung der Feder steigt Fyzp
kontinuierlich an, bis sie das Niveau der Haftkraft iibersteigt und die Masse somit in
eine Phase des Gleitens tibergeht. Da in der Gleitphase die Spannung der Feder und
somit auch Fzp abnimmt, erreicht die Masse erneut eine Stillstandsposition und der
beschriebene Vorgang beginnt von Neuem.

Fiir die Modellierung des Stick-Slip-Experiments wird zunéchst die Lagrange-Funktion

1 1
ﬁ = T — V = imxfn — ik (ZITZF — Tm — ZZF)2 (232)
nach Gleichung (2.21) unter Beriicksichtigung der kinetischen Energie 7 sowie der
in der Feder gespeicherten potenziellen Energie V aufgestellt. Die verwendeten
Parameter fiir das Stick-Slip-Modell sind in Tabelle 2.1 aufgefiihrt und fiir beide

m in kg kin% lzp in m FsinN ﬁ‘cinN din%

0,1 10 0,1 1,4 1 0,1

Tabelle 2.1: Allgemeine Simulationsparameter des Stick-Slip-Experiments
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Modellierungsansétze identisch. Die Léange lzr beschreibt dabei die Differenz der
Federendposition xzy und der Massenschwerpunktsposition x,,, bei der Fzp = 0 ist.

Die wahrend des Experiments auftretende Reibung wird zunéchst iiber den verallge-
meinerten Ansatz der Dissipationsfunktion nach Gleichung (2.18) durch

1 N -
D(im) = =di? + Fovclog (cosh (;)) — Ffige

[N

1(ém )2

2\ 0
- (%) (2.33)
abgebildet. Setzt man nun die Gleichungen (2.32) und (2.33) in die erweiterten
Lagrange-Gleichungen aus (2.25a) mit dem LPV-Filterverhalten aus Gleichung
(2.26) ein und verwendet man als verallgemeinerte Koordinate ¢ = x,, sowie ¢ = iy,
fiir die verallgemeinerte Geschwindigkeit, so ergeben sich die Differentialgleichungen
des Masse-Feder-Modells mit Reibung zu

k 1
kLoD 2.34
§=_ (xzr — q — lzF) dev (2.34a)
. . . i)\2
gp = 29 (dq + Fg tanh (q) + R L) Qé’) : (2.34b)
Te vc Us

Da in diesem Fall die verallgemeinerte Geschwindigkeit ¢ und die fiir die Reibung
relevante Geschwindigkeit vy, identisch sind, kann der Stabilisierungsterm zu € = 0
gewdhlt werden.

Alternativ wird die Reibung des Stick-Slip-Szenarios mit Hilfe des LuGre-Modells
berticksichtigt, das durch die Gleichungen (2.28)-(2.31) definiert ist. Fiir den eindi-
mensionalen Fall kann dies sehr einfach durch Anpassung der Differentialgleichungen
(2.34) erfolgen, indem man den Term Q7 in Gleichung (2.34a) durch die Reibungs-
kraft aus Gleichung (2.30) und die Dynamik der Reibung in (2.34b) durch die
Dynamik des LuGre-Modells nach Gleichung (2.28) ersetzt. Die daraus resultierende
Gesamtdynamik des reibungsbehafteten Masse-Feder-Modells verdndert sich dadurch
zZu

.k 1 . . .

qg= . (Z'ZF —q— ZZF) — %FLG mit  Fyg = kLaz + dugz 4+ dq, (2.35&)
S

Fe + (Fs — Fc)g(d)

f=d—k (2.35D)
Vergleicht man die beiden resultierenden Gesamtmodelle aus den Gleichungen (2.34)
und (2.35), so fillt auf, dass fiir den einfachen eindimensionalen Fall das LuGre-
Modell eine kompaktere Systembeschreibung erméglicht. Durch den verallgemeinerten
Ansatz der Reibungsmodellierung wird dieser Nachteil bei komplexeren Systemkon-
figuration mehr als ausgeglichen, wie im nachfolgenden Abschnitt noch gezeigt
wird.



30 Numerisch robuste Modellierung von Reibungseffekten

Simuliert man nun beide Modelle in MATLAB unter Verwendung der Runge-Kutta-
Methode vierter Ordnung zur Loésung der Differentialgleichungen, so kénnen die
Modelle quantitativ und qualitativ miteinander verglichen werden. Beide Modelle
durchlaufen das gleiche Simulationsszenario fiir unterschiedliche Abtastzeiten. Fiir
kleine Abtastzeiten wird das Modellverhalten im Hinblick auf eine méoglichst ex-
akte Nachbildung des physikalischen Systemverhaltens untersucht, wohingegen fiir
grofle Abtastzeiten zusétzliches Augenmerk auf die Robustheit gelegt und somit ein
Abweichen der Systemdynamik in Kauf genommen werden muss.

Modellverhalten bei kleinen Abtastzeiten

Um die mit den einzelnen Modellen erreichbare Approximationsgiite qualitativ zu eva-
luieren, wird die Abtastzeit fiir die Simulation zunéchst zu T' = 0,1 ms gewéhlt. Dabei
wird angenommen, dass 1" deutlich kleiner ist als die Zeitkonstante der dynamischen
Reibungseffekte und somit eine genaue Simulation der Vorgéinge ermdoglicht. Zwar
konnte in der Literatur keine Angabe iiber die tatsdchliche Gréfenordnung der Zeit-
konstanten gefunden werden, da aber eine weitere Verkleinerung der Abtastzeit keine
signifikante Verdnderung in den Simulationsergebnissen der beiden Modelle bewirkt,
erscheint diese Annahme durchaus gerechtfertigt. Die Simulationsparameter fiir das
LuGre- und das verallgemeinerte Reibungsmodell sind in Tabelle 2.2 aufgelistet. Die
jeweiligen Parameter wurden dabei empirisch bestimmt. Die Simulationsergebnisse
der unterschiedlichen Anséitze sind in Abbildung 2.11 dargestellt.

Betrachtet man die kinematischen Simulationsergebnisse in Abbildung 2.11(a), so
ist fiir das dynamische Systemverhalten auf Basis der beiden Modellierungsansétze
kaum ein Unterschied zu erkennen. Die jeweiligen Positionstrajektorien und Ge-
schwindigkeitsverlaufe liegen nahezu deckungsgleich iibereinander. Innerhalb der
ersten funf Sekunden, in denen sich das Federende mit konstanter Geschwindigkeit
fortbewegt, bildet sich das charakteristische Stufenverhalten der Massenposition
aus. Dabei ist wihrend der Stillstandsphasen kein Driften der Massenpositionen zu
erkennen und auch die Geschwindigkeiten wéhrend der Gleitphasen sind, abgesehen
von einem minimalen Phasenversatz, identisch.

LuGre-Modell ‘ Verallgemeinertes Reibungsmodell
Parameter Wert ‘ Parameter Wert ‘ Parameter Wert

kLc 10000 % Ve 0,00005 7 qr 0,0001 %

dig 100 % 0g 0,0001 = Tr 0,0003 s

Tabelle 2.2: Parametrierung der Reibungsmodelle fiir 7' = 0,1ms
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(a) Kinematischer Vergleich des Stick-Slip-  (b) Vergleich der auftretenden Federkrifte
Verhaltens mit verallgemeinertem Rei- Fzr,; und der zugehorigen Reibungs-
bungsmodell und LuGre-Modell krifte Fr.g und QY

Abbildung 2.11: Simulationsergebnisse des Stick-Slip-Experiments fiir eine
Abtastzeit von T=0,1 ms mit den Indizes ZF fir Zugfeder,
LG fir LuGre-Modell und D fiir Dissipationsfunktion

Einen signifikanten Unterschied erkennt man allerdings im kinetischen Systemver-
halten, das durch die Trajektorien der Federkréfte Fzp; und der Reibungskréfte
Frc und QF in Abbildung 2.11(b) veranschaulicht wird. Zunéchst zeigen die Rei-
bungskréifte beider Modelle wéhrend des Stillstands eine exakte Kompensation der
Federkrifte, die bis zum Erreichen der Stribeck-Reibung anhélt. Danach fallen, mit
einsetzender Bewegung, beide Reibungskrifte auf den Wert der Coulomb-Reibung
ab und zeigen mit ansteigender Geschwindigkeit eine leichte Erhéhung aufgrund
der viskosen Reibungseffekte. Betrachtet man nun den Ubergang zwischen den
Stillstands- und Gleitphasen, so sind fiir das LuGre-Modell deutliche Ausreifler in
den Reibungskréiften zu erkennen. Am Ende des Stillstands sinkt die Reibungskraft
fiir kurze Zeit unter das Niveau der Gleitreibung ab, wohingegen am Ende der Gleit-
phase ein zweiter Kraftausreifier in entgegengesetzter Richtung zu erkennen ist. Fiir
beide Ausreifier gibt es keine physikalisch nachvollziehbare Erklarung. Andert man
die Parametrierung des LuGre-Modells, werden die Ausreifler zwar kleiner, jedoch
kann dadurch auch die Kompensation der Federkraft nicht mehr bis zum Wert der
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Stribeck-Reibung aufrechterhalten werden. Beim verallgemeinerten Reibungsmodell
hingegen ist ein solches Verhalten zu keiner Zeit zu erkennen.

Das gleichférmige Ziehen an der Feder wird nach fiinf Sekunden abrupt beendet und
xzp im Anschluss daran konstant gehalten. Das Masseelement, das sich zu diesem
Zeitpunkt noch in Bewegung befindet, geht daraufhin auch in den Stillstand {iber
und es wird ein statisches Gleichgewicht der Feder- und Reibungskrifte erreicht.
Beide Modelle zeigen dabei wiederum ein nahezu identisches Verhalten, wobei das
verallgemeinerte Modell einen numerisch vernachléssigharen Positionsdrift aufweist,
der erst nach einem langen Zeitraum in den Positionswerten erkennbar wird. Das
Modell mit LuGre-Reibung weist hingegen keinen Drift in der Position auf.

Somit stellen beide Modelle, abgesehen von kleineren systematischen Fehlern, eine
sehr gute Approximation des realen Systemverhaltens dar.

Modellverhalten bei gro3len Abtastzeiten

Die in den ersten Simulationen verwendete Abtastzeit von T'=0,1 ms fiithrt zwar zu
einer sehr genauen Approximation der im System auftretenden Reibung, jedoch ist
sie in praktischen Applikationen nur selten zu erreichen. Daher wird das identische
Stick-Slip-Experiment mit einer Abtastzeit von T=10ms wiederholt, die auch in
Kapitel 5 fiir das Anwendungsbeispiel der Zustandsschitzung an einem Rehabilitati-
onsroboter verwendet wird. Dabei miissen neben der Abtastzeit auch die spezifischen
Parameter des LuGre-Modells und des verallgemeinerten Reibungsmodells angepasst
werden. Die Einstellung der Parameter erfolgte wiederum fiir beide Modelle empirisch.
Die resultierenden Parameter, die in Tabelle 2.3 dokumentiert sind, mussten dabei,
aufgrund der mit der grofleren Abtastzeit sinkenden Robustheit des Simulationsmo-
dells, deutlich konservativer gewéhlt werden als die Parameter in Tabelle 2.2 fiir
kleine Abtastzeiten.

Betrachtet man die Auswirkungen der konservativen Parameterwahl auf die Simula-
tionsergebnisse in Abbildung 2.12, so erkennt man deutliche Unterschiede zu den

LuGre-Modell ‘
Parameter  Wert ‘ Parameter Wert ‘ Parameter Wert

krLa 600 & ve 0,005 gr 0,001 2

drc 20 k& s 0,01 2 T 0,03 s

S

Verallgemeinertes Reibungsmodell

Tabelle 2.3: Parametrierung der Reibungsmodelle fiir T7=10ms
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(a) Kinematischer Vergleich des Stick-Slip-  (b) Vergleich der auftretenden Federkrifte
Verhaltens mit verallgemeinertem Rei- Fzr,; und der zugehorigen Reibungs-
bungsmodell und LuGre-Modell krifte Fr.g und QY

Abbildung 2.12: Simulationsergebnisse des Stick-Slip-Experiments fiir eine
Abtastzeit von T=10ms mit den Indizes ZF fir Zugfeder,
LG fir LuGre-Modell und D fiir Dissipationsfunktion

Simulationsergebnissen aus Abbildung 2.11. Das charakteristische Stufenbild der
Massenposition, das in Abbildung 2.11(a) wéhrend der ersten fiinf Sekunden fiir beide
Modelle korrekt nachgebildet wird, ist in Abbildung 2.12(a) durch einen Drift der
Positionen wiahrend den Stillstandsphasen leicht verfalscht. Durch den Drift dndert
sich auch die Frequenz des Stick-Slip-Verhaltens und dadurch der gesamte zeitliche
Verlauf der Simulationsergebnisse. Dabei ist die Auswirkung auf das LuGre-Modell
im Bereich der Stufen grofler als auf das verallgemeinerte Reibungsmodell. Dies ist
auch in den Geschwindigkeitsverldufen des Massenelements erkennbar. Die maximale
Geschwindigkeit, die wihrend der Simulation auftritt, sinkt fir das LuGre-Modell
deutlich ab, wohingegen das Geschwindigkeitsverhalten mit neuem Reibungsmodell
vergleichbar zu den Ergebnissen mit kleiner Abtastzeit ist.

Der Grund hierfiir ist in den kinematischen Ergebnissen in Abbildung 2.12(b) ersicht-
lich. Zwar kénnen beide Reibungskréfte die Federkraft nicht mehr exakt kompensieren,
jedoch erfolgt die Kompensation der Federkraft mit dem neuen Reibungsmodell
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weiterhin bis zum Niveau der Stribeck-Reibung, wiahrend die Reibung des LuGre-
Modells schon deutlich unterhalb von Fy in die Gleitphase tibergeht. Daher ist das
verallgemeinerte Reibungsmodell dem LuGre-Modell im Hinblick auf die Nachbildung
des dynamischen Verhaltens iiberlegen. Dies &ndert sich jedoch fiir den statischen
Teil gegen Ende der Simulation.

Betrachtet man das Verhalten der beiden Modelle in den letzten drei Sekunden der
Simulation, in denen zzr in konstanter Position verbleibt, so fithrt das LuGre-Modell
zu einer exakten Kompensation der Federkraft und somit zu einem dauerhaften
Stillstand der Masse m. Mit dem verallgemeinerten Modell ist hingegen ein deutlicher
Drift der Masse zu erkennen, der fiir kleine Abtastzeiten noch vernachléssigbar war.
Somit ist das LuGre-Modell im Hinblick auf das statische Verhalten in der Simulation
genauer als das neue Reibungsmodell. Fiir die praktische Anwendung mit einem
Zustandsbeobachter, wie sie in Kapitel 5 beschrieben wird, ist dieses Verhalten
jedoch nicht ausschlaggebend, da der Positionsdrift, der durch das Reibungsmodell
nicht kompensiert werden kann, durch den Beobachter unterbunden wird, und somit
die Vorteile des verallgemeinerten Modells im dynamischen Bereich {iberwiegen.

2.3.3 2D-Stick-Slip-Szenario eines Masse-Feder-Elements

Erweitert man das Stick-Slip-Experiment aus dem vorangegangenen Abschnitt um
einen weiteren Freiheitsgrad, d.h. das Federende wird zuséitzlich zur z-Richtung auch
in y-Richtung bewegt, so dndert sich die Lagrange-Funktion aus Gleichung (2.32)
durch die zuséatzliche Koordinate zu

1, 1 ?
L= im (‘rfn + y12n) - ik (\/(DCZF — ilﬂm)2 + (yzr — ym)2 - lZF> ) (2.36)
wobei lediglich die betragsméfliige Geschwindigkeit des Massenelements sowie die
Liange der Federauslenkung neu berechnet werden miissen. Die Anpassung des
varallgemeinerten Reibungsmodells erfolgt auf dhnlich einfache Weise. Zunéchst
bildet man den erweiterten Geschwindigkeitsterm

Um = /22, + U2, + €2 (2.37a)

der Masse m nach Gleichung (2.17) und setzt diesen anschlieflend anstelle von @y, in
Gleichung (2.33) ein. Dadurch erhélt man die Dissipationsfunktion

1 A m 1_1(vm 2
D(vm) = §dv12n + Fcvclog (cosh (Z(j)) — F{tge? 2 (%2) , (2.37b)
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(a) Simulationsergebnisse fiir die Koordina-  (b) Simulationsergebnisse fiir die verallge-
ten und Geschwindigkeiten der Masse meinerten Reibungskréfte

Abbildung 2.13: Kinematische und kinetische Simulationsergebnisse des 2D-
Stick-Slip-Experiments mit verallgemeinertem Reibungs-
modell fiir eine Abtastzeit von T=0.1ms

die die Reibung in der z-y-Ebene beschreibt. Wendet man nun erneut die Glei-
chungen (2.25a) und (2.26) unter Beriicksichtigung des neuen Koordinatenvektors
q = [Tm ym|* auf die Gleichungen (2.36) und (2.37) an, so erhiilt man die Diffe-
rentialgleichungen fiir das zweidimensionale Stick-Slip-Modell, die im Vergleich zu
den Differentialgleichungen des eindimensionalen Modells deutlich umfangreicher
sind und daher in Anhang A.1 zu finden sind. Auch wenn die Gleichungen mit jeder
Dimension komplexer werden, bleibt der Ansatz fiir die Reibungsmodellierung stets
iiberschaubar und somit einfach anwendbar.

Fiir die Simulation des zweidimensionalen Systems mit verallgemeinertem Reibungs-
modell werden ebenfalls die Parameter aus Tabelle 2.1 verwendet. Die Abtastzeit
fir die Simulation betrdgt T=0,1 ms, daher werden die reibungsmodellspezifischen
Parameter sowohl fiir die ;- als auch fiir die go-Richtung identisch zu den Werten in
Tabelle 2.2 gewéhlt. Da die fiir die Reibung relevante Geschwindigkeit v,, nicht mehr
mit einer der verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; identisch ist, wird e = 1076
als Stabilisierungsterm verwendet. Dariiber hinaus wird die bisherige, gleichférmige
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Abbildung 2.14: Vergleich der betragsméfligen Geschwindigkeit des Massen-
schwerpunkts iiber den verallgemeinerten Koordinaten g;
und der Geschwindigkeit des Federendes iiber den Koordi-
naten xzp und yzp

Bewegung des Federendes in z-Richtung nun durch eine sinusférmige Positionsdnde-
rung in y-Richtung iiberlagert. Die kinematischen Simulationsergebnisse in z-y- bzw.
¢1-g2-Richtung sind in Abbildung 2.13(a) dargestellt.

Betrachtet man die Trajektorien von g; und g¢s, sind auch hier die bereits bekann-
ten stufenférmigen Verdnderungen der Massenpositionen erkennbar, die in ihren
Richtungen den jeweiligen Solltrajektorien zzp und yzr folgen. Im Gegensatz zum
eindimensionalen Fall ist die Hohe der einzelnen Positionstufen nicht mehr konstant,
sondern dndert sich in Abhéngigkeit der z-y-Konfiguration der Federauslenkung bzw.
des daraus resultierenden Kraftvektors. Die Gleitphasen der Masse in Richtung ¢;
und ¢o treten dabei, wie in den Geschwindigkeitstrajektorien zu erkennen ist, stets
simultan auf und sind somit auch physikalisch plausibel. Um eine bessere Vorstellung
des kinematischen Systemverhaltens zu erhalten, ist in Abbildung 2.14 zusétzlich der
Verlauf der Geschwindigkeiten des Federendes und der Masse m iiber die jeweiligen
Positionskoordinaten dargestellt. Dabei wird besonders der Unterschied zwischen der
gleichférmigen Bewegung des Federendes und der ruckartigen Bewegung der Masse
ersichtlich, die von einer Stillstandsposition zur néchsten springt.

Betrachtet man die in Richtung der Koordinaten transformierten, verallgemeinerten
Reibungskrifte QF; und QF, in Abbildung 2.13(b), so fillt auf, dass die Kraft QF,
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stets unterhalb der Coulomb-Reibung bleibt und auch Qd7371 das Niveau der Stribeck-
Reibung nur zu zwei Zeitpunkten erreicht. Dennoch sind in den kinematischen
Ergebnissen in Abbildung 2.13(a) insgesamt vier Gleitphasen zu erkennen, die
ohne ein Uberschreiten der reibungsbedingten Haftkraft Fy nicht auftreten kénnen.
Betrachtet man jedoch die betragsmifige Uberlagerung von le und QEZ, die

sich aus der Norm ||QY |2 des verallgemeinerten Kraftvektors ergibt, so erkennt
man fiir den Vergleich von ||QY ||2 mit der Federkraft Fyp in Abbildung 2.13(b) ein
dquivalentes Verhalten wie in den vorherigen Simulationen. Der Betrag der Kraft
kompensiert die Federkraft bis zum Erreichen von Fy und fillt dann mit einsetzender
Bewegung bis auf F¢ ab. Nachdem die Masse erneut den Stillstand erreicht hat, fillt
die Reibungskraft unter den Wert der Coulomb-Reibung, da nur noch die deutlich
geringere Federkraft kompensiert werden muss. Somit zeigt auch das Verhalten der
Stick-Slip-Simulation fiir den zweidimensionalen Fall ein physikalisch realistisches
Verhalten und eine genaue Approximation der modellierten Reibung ohne dabei den
Modellierungsaufwand signifikant zu erhohen.

Versucht man hingegen das LuGre-Modell zur Modellierung des zweidimensionalen
Stick-Slip-Experiments zu verwenden, so st6f8t man schnell an die Grenzen der
praktischen Anwendbarkeit. Zwar kann tiber den Betrag der Massengeschwindigkeit
vy aus Gleichung (2.37a) auch auf den Betrag der auf die Masse wirkenden Rei-
bungskraft F1,q geschlossen werden, eine automatische Transformation von Fi,g auf
die Wirkrichtung der generalisierten Kréfte steht jedoch nicht zur Verfiigung. Somit
muss der Einfluss der Reibung auf das Gesamtsystem zusétzlich manuell beriicksich-
tigt und berechnet werden, was mit jeder zusétzlichen Dimension einen erheblichen
Mehraufwand bedeutet und das Systemmodell zunehmend uniibersichtlicher macht.
Daher wird hier auf die Simulation des zweidimensionalen Stick-Slip-Experiments
auf Basis des LuGre-Modells verzichtet.

2.4 Fazit

Das in Abschnitt 2.2 vorgestellte dynamische Reibungsmodell ist ein vielseitiges
und effektives Werkzeug zur Beriicksichtigung von Reibung in mechanischen und
mechatronischen Systemen. Es beinhaltet alle fiinf dominanten Reibungseffekte, die
in Form von viskoser Reibung, Gleitreibung, Haftreibung, Hysterese und Reibungs-
kraftgedichtnis auftreten, und erméglicht dadurch eine préazise Approximation des
Reibungsverhaltens dynamischer Systeme. Wie in Abschnitt 2.3.2 gezeigt wurde,
ist die Genauigkeit mit dem dynamischen LuGre-Modell aus Abschnitt 2.3.1 ver-
gleichbar, das zu den am weitest verbreiteten und genauesten Reibungsmodellen
zahlt. Das neue Reibungsmodell ist dabei zwar fiir Reibungskontakte in einfachen
Einkorpersystemen minimal aufwéndiger, dafiir folgt es jedoch einem stets gleich
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bleibenden Formalismus, der als Erweiterung zu den Lagrange’schen Gleichungen
zweiter Art angesehen werden kann. Dadurch wird selbst die Modellierung multipler
Reibungskontakte in Mehrkorpersystemen moéglich, ohne dass der Modellierungsauf-
wand merklich ansteigt. Die Verallgemeinerbarkeit der Reibung, die in Abschnitt 2.3.3
flir ein 2D-Stick-Slip-Szenario gezeigt wurde, ist dariiber hinaus bei den in der Li-
teratur zu findenden Ansétzen bisher nur fiir stark vereinfachte Reibungsmodelle,
wie z. B. der Rayleigh’schen Dissipationsfunktion, moglich und stellt daher einen
auferordentlichen Vorteil gegeniiber anderen dynamischen Reibungsmodellen dar.

Durch die Verwendung von stetig differenzierbaren Basisfunktionen kann neben
der hochgenauen Approximation der Reibung fiir kleine Abtastzeiten auch ein
auflerst robustes Modellverhalten fiir groflere Abtastzeiten gewéhrleistet werden.
Wie in Abschnitt 2.3.2 gezeigt wurde, verschlechtert sich die Modellgenauigkeit
mit ansteigender Abtastzeit zwar ebenso wie beim LuGre- und anderen Modellen,
jedoch bleibt das qualitative, dynamische Verhalten weitestgehend erhalten. Wie in
Kapitel 5 gezeigt wird, kann der daraus resultierende, quantitative Fehler jedoch
in der praktischen Anwendung durch einen Zustandsbeobachter korrigiert werden.
Dariiber hinaus fithrt die Kombination aus Beobachter und Reibungsmodell nicht
nur zu einer verbesserten Schétzung der auftretenden Reibung, sondern auch zu
einer deutlich exakteren Bestimmung aller geschétzten Werte.

Die praktischen Einsatzmoglichkeiten des Reibungsmodells wurden bereits bei der
Zustandsschétzung an einem Rehabilitationsroboter nachgewiesen. Die in [SBD14b]
vorgestellte Applikation erméglicht dabei das parallele Schétzen und Separieren von
kinematischen Zustanden, Reibung und Patientenaktivitit, wohingegen in [SBD14c]
eine kombinierte Zustands-, Reibungs- und Parameterschitzung présentiert wurde.
Beide Ansétze ermoglichten eine signifikante Verbesserung der geschétzten Zustande
und Parameter und verdeutlichen dadurch die Signifikanz des Reibungsmodells {iber
die simulative Anwendung hinaus. Ein weiteres Anwendungsbeispiel zur verbesserten
Schitzung der kinematischen Zusténde des Rehabilitationsroboters unter Verwendung
des Reibungsmodells sowie eine ausfithrliche Beschreibung des verwendeten Prototyps
folgen im Anwendungsteil in Kapitel 5.



Kapitel 3

Modellierung des
Kontaktverhaltens reibungsfreier
Objekte

In diesem Kapitel wird ein neuer und vielseitiger Ansatz zur Modellierung von
Stoflen und unilateralen Kontakten in mechanischen Systemen vorgestellt, der auf
leistungsbasierten Restriktionsfunktionen beruht und daher ebenso wie das Rei-
bungsmodell aus Kapitel 2 im Lagrange-Formalismus beriicksichtigt werden kann.
Bevor die theoretische Herleitung des Modellierungsansatzes erfolgt, werden in Ab-
schnitt 3.1 zunéchst die bestehenden Kontakttheorien vorgestellt und deren Vor- und
Nachteile ausfithrlich diskutiert. Dabei wird die Notwendigkeit eines einfacheren und
allgemeineren Kontaktmodells dargelegt. In Abschnitt 3.2 werden anschliefend die
einzelnen Terme des Kontaktmodells hergeleitet und zur verallgemeinerten Restrikti-
onsfunktion zusammengefasst, die direkt in die Lagrange-Gleichungen zweiter Art
eingebunden werden kann. Wéhrend der Herleitung wird dabei auf die physikalischen
Eigenschaften und Zusammenhéinge des leistungsbasierten Beschréankungsmodells
eingegangen. Die simulative Evaluation der Kontakttheorie erfolgt in Abschnitt 3.3
anhand von unterschiedlichen Simulationsszenarien, deren Ergebnisse diskutiert
und bewertet werden. Abschlieffend erfolgt in Abschnitt 3.4 eine Zusammenfassung,
Einordnung und Bewertung des neuen, leistungsbasierten Kontaktmodells.

3.1 Grundlagen der Kontaktmodellierung

Unilaterale Kontakte treten in nahezu allen mechanischen Systemen auf. Sie beschrei-
ben sowohl die Kollisionsdynamik zweier oder mehrerer Objekte, die mit relativer
Geschwindigkeit aufeinanderprallen, als auch das statische Krafteverhaltnis bei
dauerhaften Kontakten. Dabei reichen die unterschiedlichen Kontaktszenarien von
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Abbildung 3.1: Aufprall einer elastischen Kugel mit Radius sy, Kompressi-
onsradius s., Objektabstand s; und relativer Geschwindig-
keit v auf einer Ebene

einfachen Kollisionen glatter Einkorpersysteme bis hin zu komplexen Mehrkorper-
systemen mit mehreren gleichzeitigen Kontakten und tangential zur Kontaktflache
auftretender Reibung. Obwohl solche Kontaktprobleme in vielen praktischen Applika-
tionen auftreten, existiert nur eine begrenzte Anzahl an Modellierungsanséitzen, die
weitestgehend auf drei unterschiedlichen, mathematischen Formulierungen beruhen.
Diese Formulierungen wurden urspriinglich fiir einfache Stéfe von Einkorpersystemen
entwickelt, wie z. B. dem in Abbildung 3.1 dargestellten Kontakt zwischen einer
Kugel und einer Ebene.

Die ersten beiden urspriinglichen Formulierungen basieren auf den Beschreibungen der
Kontakteigenschaften nach Newton und Poisson. Die Ansétze sind eng miteinander
verwandt und werden z. B. in [Glo01; Glo04; PG96] ausfiihrlich diskutiert. In beiden
Beschreibungen wird dabei vorausgesetzt, dass die kollidierenden Objekte starr, glatt
und kugelférmig sind, dadurch wird die Kontaktwirkung zwischen den Objekten
auf ihre Normalkomponente reduziert. Die Beschreibung des Kontaktverhaltens der
ideal starren Korper beruht dabei auf den Gesetzen der Impulserhaltung. Somit
wird die Zeitspanne des Kontakts als infinitesimal angenommen, wodurch sich der
Kontaktprozess in nur zwei Phasen aufteilt. Die erste Phase ist in Abbildung 3.1(a)
dargestellt und beschreibt das Objektverhalten vor dem Kontakt, wihrend die zweite
Phase, dargestellt in Abbildung 3.1(c), das Verhalten nach dem Zusammenstof
beschreibt. Der Unterschied in den Ansétzen nach Newton und Poisson liegt in der
Betrachtung des Kontakts zwischen den beiden Phasen. Wéhrend in der Definition
nach Newton der infinitesimale Kontakt als ein einzelner Vorgang definiert ist, wird
in der Kontaktbeschreibung nach Poisson der Moment des Kontakts in zwei Vorgénge
aufgeteilt. Fir die Beschreibung von einfachen St68en in Einkérpersystemen sind aber
beide Ansétze austauschbar. Daher griindet sich die Theorie der Starrkérperkontakte,
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Abbildung 3.2: Statischer Kontakt zwischen einer Kugel mit Radius sy,
Kompressionsradius s, und Objektabstand s; und einer
Ebene unter Einfluss der Gewichtskraft G (s. < s1 < sg)

die auch als Stereomechanik bezeichnet und ausfiihrlich in [Gol01] beschrieben wird,
auf diesen beiden Formulierungen.

Da die Annahme starrer Korper jedoch keinen Riickschluss auf die wéhrend des
Kontakts auftretenden Normalkréfte zulésst, ist die Stereomechanik nicht fiir anhal-
tende, statische Kontakte anwendbar, wie z. B. fiir das in Abbildung 3.2 dargestellte
Szenario einer auf dem Boden liegenden Kugel. Méchte man neben den dynamischen
Kontakten auch statische Falle betrachten, so ist dies iiber den dritten urspriinglichen
Ansatz moglich, der auf den Arbeiten von Hertz beruht und u. a. in [Gol01; Joh03;
Pop10; Str04] beschrieben wird. Fiir diesen Modellierungsansatz werden die Objekte
als elastisch und die Beschriankungen als starr angenommen, wodurch eine mathema-
tische Beschreibung zwischen der Deformation der Kérper und der Kontaktkréfte
hergeleitet werden kann. Die Elastizitdat des Korpers wird dabei durch eine nichtlinea-
re Feder approximiert, die auch als Hertz’sche Feder bezeichnet wird. Die Definition
der Feder berticksichtigt alle physikalischen und geometrischen Eigenschaften der
interagierenden Objekte. Zusammen mit den weniger etablierten Kontaktmodellen,
die sich in der mathematischen Definition des Federverhaltens unterscheiden und
die u.a. in [Joh03] aufgefuhrt sind, bildet der Hertz-Kontakt die Grundlage des
zweiten groflen Zweigs der Kontakttheorien. Dieser beinhaltet alle kontinuierlichen
Kontaktmodelle, die auf dem Verhéltnis von Kraft und Deformation basieren.

Beide grofien Theoriezweige wurden im Rahmen nachfolgender Arbeiten stetig er-
weitert und angepasst, sodass mit den Modellierungsansétzen neben den bereits
beschriebenen, einfachen auch komplexere Kontaktszenarien abgebildet werden kon-
nen. Dabei wurden die Modelle zunachst um dissipative Eigenschaften erweitert, die
die energetischen Verluste wahrend des Stoflprozesses nachbilden. Fiir die Starrkor-
pertheorie wurde hierfiir ein zusétzlicher Parameter eingefiihrt, der u. a. in [Str04]
beschrieben wird. Der sogenannte Restitutionskoeffizient bezeichnet dabei das Ver-
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héltnis zwischen der Objektgeschwindigkeit vor und nach dem Zusammenstof3. Bei
den Modellierungsansitzen mit nachgiebigem Kontaktverhalten kann hingegen das
dissipative Verhalten iiber eine Erweiterung der Hertz’schen Feder durch lineare
oder nichtlineare Dampfer beriicksichtigt werden, wie sie z. B. in [HC75; MO99]
vorgeschlagen werden.

Betrachtet man dariiber hinaus das Verhalten von Mehrkorpersystemen mit multiplen
und gleichzeitig auftretenden Kontakten, stellen sich die urspriinglichen Formulie-
rungen aufgrund der entstehenden Komplexitét als ungeeignet dar. Im Gegensatz
zu Einkorpersystemen wirken die Kontaktmechanismen nicht nur auf das einzelne
Segment, das dem Kontakt unterliegt, sondern zusétzliche auch auf jeden anderen
Kérper, der mit diesem Segment verbunden ist. Daher wurden weitere, anspruchsvol-
lere Ansitze fiir die Erweiterung der stereomechanischen Kontakte unter Verwendung
verallgemeinerter Impulserhaltungssitze entwickelt, die z. B. in [Bra91; Glo04; HM94;
May07; Mor88; WKA92; ZA05] beschrieben sind.

Bei der Annahme elastischer Korper ist die Erweiterung der Modelle auf Mehrkorper-
systeme einfacher als fiir starre Objekte, da die Kontaktkréifte auf das Gesamtsystem
transformiert werden kénnen. Jedoch fithren auch hier die Erweiterungen der konti-
nuierlichen Kontaktmodelle, wie sie z. B. in [K1i99; LN94] vorgeschlagen werden, zu
einem schnell anwachsenden Modellierungsaufwand. Eine weiterfithrende Ubersicht
iiber die beiden Theoriezweige und die zugehorigen Modelle kann [GS02; Khul3|
entnommen werden. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung der Modellierungsansétze
sei hier auf die Standardwerke von Goldsmith [Gol01] und Stronge [Str04] verwiesen.

Unabhéngig von der Betrachtung von Ein- oder Mehrkorpersystemen weisen beide
Theoriezweige Probleme im Hinblick auf ihre Anwendbarkeit und ihre Verallgemei-
nerbarkeit auf. Wie bereits erwahnt, ist der stereomechanische Ansatz nicht fir
statische Kontakte anwendbar, da er keine Informationen iiber die auftretenden
Kontaktkrafte beinhaltet. Ist jedoch die Normalkraft nicht bekannt, ist es kaum
moglich die wahrend des Kontakts auftretenden, tangentialen Reibungseffekte zu
beriicksichtigen. Dariiber hinaus kann die diskrete Beschreibung des Kontaktmodells
zu numerischen Problemen in der Anwendung fithren, die mit jedem zusétzlichen
Korper und jedem weiteren Kontakt grofler werden. Verwendet man hingegen An-
sitze mit kontinuierlichem Kraftverlauf, benotigen diese aufgrund der stiickweisen
Definition der Basisfunktionen eine variable Modellstruktur. Steigt dabei die Anzahl
der zu berticksichtigenden Kontakte an, vervielfacht sich die Anzahl der méglichen
Kontaktkombinationen, wodurch der Modellierungsaufwand bei komplexen Mehrkor-
persystemen mit einer Vielzahl an unilateralen Kontakten sehr stark anwachst und
die Fehleranfélligkeit zunimmt.

Um eine robuste und einfache Modellierung von Kontaktvorgéingen zu ermoglichen,
die, unabhéngig von der Systemkomplexitét, einem immer gleichen, physikalisch inter-
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pretierbaren Formalismus folgt, wird in diesem Kapitel ein neuer Modellierungsansatz
vorgestellt, dessen grundlegende Idee bereits vorab in [SBD15b] verdffentlicht wurde.
Der Ansatz basiert auf einer mathematischen Beschreibung der Beschriankungsleis-
tung durch Restriktionsfunktionen und stellt daher einen neuen Theoriezweig in
der Modellierung von mechanischen Kontakten dar. Dabei werden die charakteris-
tischen Eigenschaften der Beschriankungen nicht iiber Impulserhaltung oder dem
Verhéltnis von Deformation und Kraft beschrieben, sondern iiber den Zusammen-
hang von Leistung und Geschwindigkeit definiert. Daher ist der Ansatz mit der Idee
der Modellierung statischer Reibungseffekte auf Basis von Dissipationsfunktionen
vergleichbar, die bereits in Abschnitt 2.2.1 vorgestellt wurde. Fiir die Gleichungen
des Beschrankungsmodells werden ebenfalls ausschliellich kontinuierliche Basisfunk-
tionen verwendet, die aufgrund ihrer stetigen Differenzierbarkeit numerisch robuster
sind und dariiber hinaus auch in den Lagrange-Gleichungen zweiter Art berticksichtigt
werden konnen. Zusétzlich bietet die kontinuierliche Beschreibung die Moglichkeit,
dass der Ansatz, wie in Kapitel 5 gezeigt wird, auch in Kombination mit einem
Zustandsbeobachter eingesetzt werden kann. Diese Eigenschaften stellen im Hinblick
auf die Einsatzmoglichkeiten und die Anwendbarkeit des Modells einen erheblichen
Vorteil im Vergleich zu den zuvor beschriebenen Beschriankungstheorien aus der
Literatur dar. Wie in [SBD13] erstmalig gezeigt werden konnte, ist der vorgestellte
Modellierungsansatz sowohl auf Ein- als auch fiir Mehrkorpersysteme anwendbar,
wobei der Aufwand fiir eine beliebige Anzahl an Kontakten unverdndert bleibt. Dies
kann dadurch gewéhrleistet werden, dass die charakteristischen Eigenschaften eines
jeden Kontakts weiterhin iber eine geringe Anzahl an physikalischen Parametern
eingestellt werden kann. Somit bleibt das Kontaktmodell auch fiir komplexe Systeme
handhabbar.

3.2 Kontaktmodellierung mit leistungsbasierten
Restriktionsfunktionen

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Modellierungsansatz fiir unilaterale Kontakte
basiert auf einer Restriktionsfunktion, die das energetische Verhalten kollidierender
Objekte vor, wihrend und nach einem Kontakt beeinflusst. Die Funktion setzt sich
dabei aus den beiden Einzeltermen der Aktivierungsfunktion R, und der kontaktspe-
zifischen Leistungsfunktion R, zusammen. Die Aktivierungsfunktion beschreibt den
Grad der Interaktion zwischen dem Objekt und der Beschréankung in Abhéngigkeit
der Objektdistanz s, . Dabei ist sowohl die Beriicksichtigung starrer Kérper als auch
die Annahme elastischer Objekte moglich. Die Aufgabe der Leistungsfunktion besteht
in der Beschreibung der charakteristischen Schrankeneigenschaften, die die Kontakt-
dauer, die Eindringtiefe bzw. Deformation und den Grad der Energiedissipation
beinhalten. Multipliziert man die Leistungsfunktion R, mit der Aktivierungsfunk-
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tion R,, so erhidlt man die Beschreibung des neuen Kontaktmodells in Form der
Restriktions- bzw. Beschrankungsfunktion

R(SL,UL) ZRa(SL)RP(UL). (3.1)

Eine ausfiithrliche Beschreibung der einzelnen Terme und ihrer jeweiligen Aufgaben
ist in den nachfolgenden Abschnitten zu finden.

3.2.1 Aktivierungsfunktion

Fir die Simulation eines Stofl- oder Kontaktszenarios muss zunéchst iiberpriift
werden, ob eine Berithrung zwischen zwei Objekten vorliegt und wie stark die Inter-
aktion zwischen den Objekten ist. Unabhéngig vom gewdhlten Modellierungsansatz
muss hierfir zunédchst eine Funktion fiir die Kollisionsdetektion definiert werden,
iiber die kontinuierlich bestimmt wird, ob eine Beschrankung aktiv ist oder nicht.
Die charakteristischen Eigenschaften der unterschiedlichen Aktivierungsfunktionen
héngen dabei vom physikalischen Ansatz der jeweiligen Kontakttheorie ab.

Fiir die auf Impulserhaltung basierenden Kontaktmodelle starrer Korper kann die
Kollisionsdetektion iiber eine Abstandsfunktion g(s,) erfolgen, wie sie in [Glo01;
PG96] vorgeschlagen wird. Fiir den Fall des Stoszenarios aus Abbildung 3.1 wird die
Abstandsfunktion beispielsweise iiber die Gleichung g(s; ) = s, — so représentiert,
die den Abstand zwischen der Kugel und der Ebene beschreibt. In Abhéngigkeit von
g(s1) kann anschlieflend zwischen drei diskreten Szenarios unterschieden werden: Ist
g(s1) > 0, sind Objekt und Beschrankung eindeutig voneinander getrennt und es gibt
keine Interaktion zwischen den beiden. Ist hingegen g(s) = 0, beriihren sich Kugel
und Ebene in einem beliebigen Punkt, dabei tritt eine sprungférmige Anderung
der Geschwindigkeit auf, die den Gesetzen der Impulserhaltung folgt. Im dritten
und letzten Fall fir g(s; ) < 0 wiirden sich Objekt und Beschriankung tiberlappen.
Da dies jedoch die Annahme starrer Korper verletzen wiirde, stellt dieser Fall
einen undefinierten Zustand dar. Basierend auf diesen drei Annahmen lésst sich ein
Stoflszenario starrer Korper iiber die Ungleichung s > s definieren, das fiir s; = sg
eine Neuberechnung des Impulsgleichgewichts erfordert. Die Aktivierungsfunktion
weist somit ein diskretes Umschaltverhalten auf, wie es in Abbildung 3.3(a) dargestellt
ist.

Fiir die kraftbasierten Modelle der Hertztheorie, die auf der Annahme elastischer
Korper basieren, ist, wie in [Gol01; Khul3; Popl0] beschrieben, der Zustand sich
iiberlappender Objekte zwingend notwendig. Nur so kann ein mathematischer Zu-
sammenhang zwischen Kompression und Kontaktkraft etabliert werden, der iiber
das Verhalten einer Hertz’schen Feder mit stiickweise definierten Kraftfunktionen
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Abbildung 3.3: Vergleich der unterschiedlichen Aktivierungsfunktionen fir
impulsbasierte, kraftbasierte und leistungsbasierte Kontakt-

modelle.

beschrieben wird. Fiir s; < s¢ wird iiber die Feder eine positive Kraft aufgebracht,
die ihrer Auslenkung entgegen wirkt. Ist hingegen s; > s, wird die Federkraft
konstant zu null gesetzt, um dadurch eine Wechselwirkung zwischen den Kérpern zu
unterbinden. Daher wird fiir die Hertztheorie mit stiickweise definiertem, elastischem
Kontakt eine diskrete Aktivierungsfunktion verwendet, wie sie in Abbildung 3.3(b)

dargestellt ist.

Betrachtet man das Verhalten der unterschiedlichen Aktivierungsfunktionen in
Abbildung 3.3, so erkennt man die bereits erwdhnten Schwéchen der etablierten
Theoriezweige hinsichtlich der Verallgemeinerbarkeit der Modelle oder deren An-
wendbarkeit bei komplexen Mehrkérpersystemen. Durch die Annahme starrer Kérper
und dem daraus resultierenden, sprunghaften Impulsverhalten in Abbildung 3.3(a)
ist die Stereomechanik nicht fiir anhaltende, statische Kontaktszenarios geeignet.
Die kraftbasierten Ansétze konnen diese zwar sehr gut abbilden, sind jedoch unprak-
tikabel fiir Mehrkorpersysteme mit Mehrfachkontakt, da aufgrund der stiickweise
definierten Funktion der Hertz’schen Feder und der daraus resultierenden Aktivie-
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rungsfunktion nach Abbildung 3.3(b) ein permanentes Umschalten zwischen vielen
unterschiedlichen Modellen stattfindet. In praktischen Anwendungen fiihrt dies zum
Einsatz aufwandiger Zustandsautomaten, die, zusétzlich zu den Einzelkontakten,
alle Kombinationen der einzelnen Aktivierungsfunktionen beriicksichtigen miissen.

Der neue Modellierungsansatz wurde hingegen sowohl fiir die Beriicksichtigung dy-
namischer Stéfe als auch fiir die Beschreibung statischer Kontakte entwickelt, ohne
dabei ein diskretes Umschalten der Modellstruktur zu benétigen. Die Schranken-
detektion der leistungsbasierten Kontakttheorie erfolgt iiber eine kontinuierliche
Aktivierungsfunktion

1 —tanh (r¢ (s — rc))

Ra (SJ_) = 9 5

(3.2)

die auf einer Sigmoidfunktion in Form eines hyperbolischen Tangens basiert. Die
diskreten Kollisionsdetektionen aus den Abbildungen 3.3(a) und 3.3(b) werden
dabei durch die kontinuierliche Approximation in Abbildung 3.3(c) ersetzt, wobei
Ra(s1) € (0,1) V s; € R gilt. Das Intervall der Aktivierungsfunktion bildet den
Grad der Interaktion zwischen der Beschriankung und dem Objekt ab, wobei fir
R. — 0 keine Wechselwirkung stattfindet und fiir R, — 1 ihr Maximum erreicht
wird. Hinsichtlich des stetigen Ubergangsverhaltens der Aktivierungsfunktion lassen
sich zwei charakteristische Parameter definieren: der Transitionskoeffizient

artanh (r,) (3.3)

ry =
S0 — Sc

und der Schrankenoffset

ro = 30 ; Se (3.4)

wobei sg durch die Objektgeometrie vorgegeben ist und s. < sy als Adaptionspara-
meter angesehen werden kann.

Betrachtet man den initialen Kontaktfall mit s; = sg, so ist die Annahme eines
kontinuierlichen Ubergangs durchaus schliissig, da fiir einen infinitesimalen Kontakt
zwischen einem elastischen Korper und seiner Beschrinkung eine verschwindend
geringe Interaktion zu erwarten ist. Der Grad der Wechselwirkung fiir s; = so kann
dabei iiber den Zusammenhang R, (so) = 1‘% festgelegt werden. Mit zunehmender
Kompression des elastischen Kérpers iiber das Intervall s, < s; < sq steigt auch der
Grad der Interaktion bis zu einem Wert von R,(s.) = 1*% an. Der Approximati-
onsparameter 7, € (0.5,1) beschreibt somit das Interaktionsniveau fiir s; = s.. Fiir
noch starkere Kompressionen im Bereich s; < s bleibt der hohe Grad der Wech-
selwirkung hingegen nahezu unverindert. Der einzige Nachteil der kontinuierlichen
Approximation der Aktivierungsfunktion ist ein verbleibender Einfluss der Beschran-
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kung im Bereich s; > sg, in dem kein Kontakt zwischen Objekt und Beschrankung
vorliegt. Wird jedoch r, — 1 gewahlt, ist dieser Einfluss vernachlassigbar gering, da
Ra(sy) fir sy > so gegen null geht. Da 7, nur ein Approximationsparameter fiir die
Aktivierungsfunktion darstellt, der ansonsten keinen Einfluss auf das physikalische
Kontaktverhalten aufweist, wird der Parameter fiir alle nachfolgenden Simulationen
und Anwendungen zu r, = 0,99 gewéhlt.

Obwohl die Aktivierungsfunktion in der angegebenen Form nur fiir elastische Kérper
definiert ist, ist es auch moglich durch s. — sy den Fall eines starren Korpers
nachzubilden. Dabei vereinfacht sich die Aktivierungsfunktion zu
. 1—sign(s; —s
Rar(si) = lim Ra(si) = & é o). (3.5)

Sc—*S0

Dadurch wird schon im Falle eines infinitesimalen Kontakts eine maximale Wechsel-
wirkung zwischen Objekt und Beschrankung erzielt. Der Spezialfall der Aktivierungs-
funktion fiir starre Korper, der durch Gleichung (3.5) definiert ist, kann ebenso fir
den leistungsbasierten Ansatz verwendet werden wie die kontinuierliche Funktion aus
Gleichung (3.2), allerdings resultieren daraus die gleichen Probleme, die auch in der
Stereomechanik auftreten. Wéhrend die Modellierung dynamischer Kontaktprozesse
auf Basis der Aktivierungsfunktion starrer Kérper problemlos moglich ist, kénnen da-
durch, wie nachfolgend in Abschnitt 3.3 noch gezeigt wird, keine statischen Kontakte
abgebildet werden. Daher wird fiir alle praktischen Anwendungen nachdriicklich eine
Parametrierung der Aktivierungsfunktion mit s, < so empfohlen.

3.2.2 Schrankenspezifische Leistungsfunktion

Der schrankenspezifische Term der Restriktionsfunktion definiert die physikalischen
Kontakteigenschaften der Beschrénkung und ist mit der Idee der Energiedissipation
vergleichbar, die auch der Modellierung von Reibung in mechanischen Systemen
zugrunde liegt. Wie in Kapitel 2 schon ausfiihrlich erldutert wurde, wird dabei
die Energieabfuhr des Systems wihrend einer infinitesimalen Zeitspanne iiber eine
geschwindigkeitsabhéngige Leistungsfunktion definiert. Die grundlegenden energe-
tischen Vorginge, die wiahrend der Kompressionsphase eines Stofles stattfinden,
werden dabei in Abbildung 3.4(a) verdeutlicht. Zunéchst wird in Abhéangigkeit der
Restriktionsfunktion R die gesamte kinetische Energie abgefiihrt, die aus der Rela-
tivgeschwindigkeit v, zwischen Objekt und Beschrankung resultiert. Anders als bei
Reibungseffekten wird dem System jedoch nur ein Teil AT, der kinetischen Energie
dauerhaft entzogen. Die verbleibende Energie Ty wird von einem virtuellen Speicher
aufgenommen und anschliefend wéhrend der Restitutionsphase als kinetische Energie
an das Objekt zuriickgegeben. Dabei treten, wie in Abbildung 3.4(b) dargestellt,
weitere dauerhafte Energieverluste AT, auf.
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(a) Kompressionsphase (b) Restitutionsphase

Abbildung 3.4: Energetisches Kontaktverhalten auf Basis der schrankenspe-
zifischen Leistungsfunktion

Die Eigenschaften der schrankenspezifischen Leistungsfunktion unterscheiden sich da-
her grundlegend von den Eigenschaften der Dissipationsfunktionen aus Kapitel 2, da
sich mit dem Vorzeichen der Geschwindigkeit auch das Vorzeichen der Leistungsfunk-
tion dndert. Fiir Geschwindigkeiten v; < 0, d.h. wihrend der Kompressionsphase, ist
die Leistungsfunktion negativ und dem betrachteten System wird Energie entzogen.
Ist hingegen v, > 0, so ist die Leistung positiv und die gespeicherte Energie fliefit
in das System zuriick. Dabei muss sichergestellt werden, dass die Energie, die in
das System zuriickfliet, stets kleiner oder gleich der kinetischen Energie ist, die
dem System zuvor entzogen wurde, da nur so das Einhalten der physikalischen
Kontaktgesetze gewidhrleistet werden kann.

FEine Funktion, die all diese Voraussetzungen erfiillt und daher die Grundlage fiir
den vorgestellten Modellierungsansatz darstellt, ist die hier eingefiihrte schranken-
spezifische Leistungsfunktion

Ry (0.) = (% _ Log(cosh (rav. )) (COS;;CE”“))) - (3.6)

die von der Relativgeschwindigkeit v; abhéngt. Die physikalische Parametrierung
der Leistungsfunktion erfolgt dabei {iber den Dissipationskoeffizienten rq4 und den
Kraftkoeffizienten ry.

Der Parameter rq € (0, 00) definiert den Grad der energetischen Verluste wéhrend
des Stofles und ist daher vergleichbar mit einem klassischen Ddmpfungsparameter.
Der Adaptionsbereich der Leistungsfunktion reicht dabei von elastischen St68en mit
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Abbildung 3.5: Kontaktspezifische Leistungsfunktion in Abhéngigkeit der
Geschwindigkeit in Normalenrichtung v

vollstdndiger Energieerhaltung fiir

. v
Rper(vi) = rldlgo Rp (vi) = ot (3.7)

bis hin zu plastischen St68en mit einer vollstdndigen Absorption der kinetischen
Energie fir

Ropi(vi) = lm Ry (i) = —=——=71=9 "0 gy, >0 (3.8)

'UJ__|UJ_| _ Jvuire fI.iI"’Ul<0,
rq4—00 2

Bei elastischen Stéen wird das Leistungsverhalten der Beschrdnkung iiber eine
Gerade durch den Ursprung mit einer Steigung von % nachgebildet. Die Symmetrie
der Leistungsfunktion garantiert dabei die vollstdndige Erhaltung der kinetischen
Energie, da fiir die Beschleunigung des Objekts wihrend der Restitutionsphase die
gleiche Leistung zur Verfliigung steht wie fiir das Abbremsen des Objekts in der
Kompressionsphase. Im Falle eines plastischen Stofies verdoppelt sich fiir v, < 0 die
Bremsleistung aufgrund der zusétzlichen Energiedissipation, die aus der dauerhaften
Verformung des Objekts resultiert. Gleichzeitig sinkt die fiir die Beschleunigung des
Objekts zur Verfligung gestellte Leistung auf null ab. Daher verliert das kollidierende
Objekt wéahrend des Stofles die gesamte von v, abhéngige Energie und bleibt im
Punkt maximaler Kompression stecken. Betrachtet man reale Kontaktprozesse und
Stoflszenarien, so weisen diese ein durchgingig viskoelastisches Verhalten auf, d.h. es
wird nur ein Teil der kinetischen Energie abgefiihrt. Dabei liegt die in Abbildung 3.5(a)

dargestellte Leistungsfunktion R, zwischen den beiden Extremfillen fiir plastische
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und elastische Stofe, wobei die Restitutionsleistung betragsméfig stets kleiner ist
als die Bremsleistung wéihrend der Kompressionsphase.

Die maximale Leistung der Beschrankung hingt von der Aufprallgeschwindigkeit
v} und dem Kraftkoeffizienten r¢ ab. Der Parameter ry € [0,00) stellt dabei ein
Ma#B fiir die Steifigkeit der mechanischen Schranke dar und definiert gleichzeitig
die maximale Normalkraft, die wihrend der Kompression von der Beschrankung
aufgebracht werden kann. Diese betrégt r¢ fiir plastische Stole, T fiir elastische
Stofe und einen festen Wert dazwischen fiir viskoelastische Kontakte. Fiir den Fall,
dass rf = 0 gewéhlt wird, ist somit die maximale Restriktionsleistung fiir alle Ge-
schwindigkeiten gleich null und die Beschrédnkung verschwindet. Betrachtet man
den anderen Extremfall fiir ¢ — oo, so ist die Leistung wéhrend des Kontakts
unendlich grof3; wodurch die Kontaktdauer infinitesimal wird und die Beschrankung
ein stereomechanisches Verhalten aufweist. Beide Extremfélle sowie der Einfluss des
Kraftkoeffizienten auf die Leistungsfunktion sind in Abbildung 3.5(b) dargestellt.
Somit bietet der neue, leistungsbasierte Modellierungsansatz die Moglichkeit, eine
Vielzahl unterschiedlicher Kontaktszenarien nachzubilden, wobei lediglich die Kollisi-
on eines starren Objekts mit einer starren Beschrénkung nicht beriicksichtigt werden
kann. Da aber eine mechanische Beschrénkung mit unendlicher Restriktionsleistung
in praktischen Applikationen nicht vorkommen kann, ist dies kein nennenswerter
Nachteil der leistungsbasierten Kontakttheorie.

Zusammenfassend kann die schrankenspezifische Leistungsfunktion als ein System
bestehend aus einem virtuellen Antrieb und einem Energiespeicher angesehen werden.
Der Kraftkoeffizient bestimmt dabei die maximale Leistung des Antriebs, wohinge-
gen der Dissipationskoeffizient dessen Wirkungsgrad bei der Energietransformation
wahrend der Kompressions- und der Restitutionsphase spezifiziert. Da der virtuelle
Antrieb das System aber nur im Falle eines Stofles oder Kontakts beeinflusst, muss
die Leistungsfunktion, wie im nachfolgenden Abschnitt beschrieben, noch mit der
Aktivierungsfunktion aus Abschnitt 3.2.1 kombiniert werden.

3.2.3 Formulierung der Restriktionsfunktion

Die Kombination der Aktivierungsfunktion R,(s1) aus Abschnitt 3.2.1 mit der
Leistungsfunktion Rp(v, ) aus Abschnitt 3.2.2 erfolgt iiber die Multiplikation der
Gleichungen (3.2) und (3.6). Aus dem Produkt der beiden Funktionen erhélt man
die Restriktionsfunktion

R(sp.00) = (1 — tanh (r; (51 —rc))> (v; B IOg(wS;;(ETdM> e (3.9)
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die vom Objektabstand s und der zugehorigen relativen Geschwindigkeit v, abhéngt
und die Gesamtbeschreibung der Beschriankung darstellt. Die Kontakteigenschaften
der Restriktionsfunktion werden iiber die vier bereits eingefithrten Koeffizienten
r; definiert. Die Parameter der Aktivierungsfunktion r; und r. kénnen als Steifig-
keit und Geometrie des Objekts angesehen werden, wohingegen die Parameter der
Leistungsfunktion 7t und rq die Widerstandskraft und das Dampfungsverhalten der
Beschrankung beschreiben. Durch die geringe Anzahl an Koeffizienten mit eindeutiger
physikalischer Bedeutung bleibt der Ansatz somit stets einfach zu handhaben.

Durch die Restriktionsgleichung (3.9) werden alle viskoelastischen Kontaktszenarien
im Bereich Ry < R < R reprisentiert, die von den beiden Extremfillen fiir
plastische Kontakte

Ra(s)vire fur v, <0,
Rpl (SLavL) = { ( J(_)) o fiir ’Ui > 0 (310)

und fiir elastische Stofie

Rt (5.1,01) = Ra(s.1) 57 (3.11)
eingeschlossen werden. Die von den Restriktionsfunktionen R(s1,v1), Rpi(s1,v1)
und Rei(s1, vy ) aufgespannten Leistungsflichen iiber dem Objektabstand s; und der
Geschwindigkeit v sind in den Abbildungen 3.6(a)-3.6(c) dargestellt. Im Bereich der
maximalen Interaktion s; < s. zeigt sich ein nahezu konstantes Leistungsverhalten
iiber s, , wohingegen deutliche Verdnderungen der charakteristischen Leistung tiber
der Geschwindigkeit v; zu erkennen sind. Diese entsprechen in ihrer Form dem
Funktionsverlauf aus Abbildung 3.5(a) mit einem nichtlinearen, asymmetrischen
Verhalten fiir viskoelastische St68e, einem stiickweise definierten, linearen Verhalten
fir plastische Kollisionen und einem linearen, symmetrischen Funktionsverlauf fiir
elastische Kontaktszenarios. Uber den Bereich s, < s, < sg erfolgt ein stetig
differenzierbarer Ubergang zwischen dem Bereich der maximalen Wechselwirkung
und dem kontaktfreien Bereich s; > sg, in dem nur eine vernachlissigbar geringe
Interaktion auftritt.

Im Vergleich zur Stereomechanik oder den Hertz’schen Kontaktmodellen sind die
Restriktionsgleichungen R und R, fir elastische und viskoelastischen Stofe stetig
differenzierbar fiir alle s; ,v; € R. Dies stellt einen signifikanten Vorteil in der prak-
tischen Anwendung der Kontakttheorie dar, da dadurch eine Reinitialisierung der
Modellzustédnde bei Impulserhaltung bzw. ein Umschalten zwischen einzelnen Modell-
gleichungen mit Hertz’scher Feder tiberfliissig wird. Lediglich der plastische Fall, der
iiber die stiickweise definierte Funktion Ry abgebildet wird, zeigt in der praktischen
Anwendung ein unerwiinschtes Sprungverhalten und dadurch ein d&hnlich problema-
tisches Verhalten im Hinblick auf die numerische Robustheit des Ansatzes wie bei
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(c) Plastische Restriktionsleistung (f) Plastische Kontaktkraft

Abbildung 3.6: Vergleich von Restriktionsleistungen und Kontaktkraften
fiir viskoelastische, elastische und plastische Kontakte
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anderen Kontakttheorien. Da jedoch plastische Kontakte ndherungsweise durch einen
viskoelastischen Stofl mit sehr starker Dampfung approximiert werden konnen, stellt
dies keine signifikante Einschrankung fiir praktische Modellierungsaufgaben dar.

3.2.4 Reaktionskrifte, Kontaktverluste und Impulsverhalten

Da die Beschreibung der Kontaktdynamik in anderen Modellierungsansétzen iiber die
Kontaktkrifte, die Energiedissipation und/oder die Anderung des Impulsverhaltens
erfolgt, wird in diesem Abschnitt der Zusammenhang zwischen diesen Eigenschaften
und der leistungsbasierten Restriktionstheorie hergeleitet. Dadurch wird ein direkter
Vergleich der unterschiedlichen Modellierungsansitze moglich, der weitere Unter-
suchungen hinsichtlich der physikalischen Plausibilitdt des neuen Kontaktmodells
erlaubt.

Der Zusammenhang zwischen der wahrend des Kontakts auftretenden Normal-
kraft und der Restriktionsfunktion kann analytisch iiber die partielle Ableitung
von Gleichung (3.9) nach der relativen Geschwindigkeit v; bestimmt werden. Die
Kontaktkréfte bei viskoelastischen Kollisionen werden dabei durch die Funktion

IR (s1,v 1 — tanh (rqv
Py (sron) = 0t o (AR ) s )0
(N 2

(3.12)

bei plastischen Kontakten durch die Funktion

o 8,R'pl (SJ_»'UJ_) - Ra(SL)Tf fiir v, <0,
Fip()==—73""=0"0  firv. >0 (3.13)
und bei elastischen Stéf8en durch
IR,
Fl o (SL):M :Ra(SL)E (3.14)
8'UJ_ 2

beschrieben. Dabei vereinfacht sich der schrankenspezifische Leistungsterm R, (v)
der Restriktionsfunktion zu einer Sigmoidfunktion in Form eines hyperbolischen
Tangens, der im viskoelastischen Fall die Geschwindigkeit v, auf das Kraftintervall
F.(vy) € (0,r¢) abbildet. Fiir die beiden Extremfille plastischer und elastischer
Kontakte nimmt der Kraftterm jeweils einen konstanten Wert an, wobei die Kraft fiir
elastische Kontakte iiber den gesamten Geschwindigkeitsbereich F; o = % und die
Kraft bei plastischen Kontakten fiir negative Geschwindigkeiten F ,; = r¢ bzw. null
fir v, > 0ist. Da die maximal auftretende Kontaktkraft durch den Kraftkoeffizienten

r¢ beschrankt ist, kann dieser physikalisch als maximale Widerstandskraft des fiir
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die Beschriankung verwendeten Materials angesehen werden. Die Annahme, dass ein
mechanischer Anschlag nur eine begrenzte Gegenkraft aufbringen kann, ist dabei
deutlich plausibler als die Annahme eines unbeschriankten Kraftanstiegs, wie sie
bei Ansétzen mit einer geddmpften Hertz’schen Feder getroffen wird. Als positiver
Nebeneffekt der weichen Beschrénkung wird nicht nur das Simulationsverhalten des
Kontaktmodells robuster, es eréffnet sich dariiber hinaus auch die Moglichkeit ein
Durchbrechen der Beschrankung zu simulieren. Die dafiir benttigte Anpassung der
Restriktionsfunktion wird ausfiihrlich in Abschnitt 3.2.5 beschrieben.

Wie in Abbildung 3.4 veranschaulicht wird, hat die von der mechanischen Beschrén-
kung aufgebrachte Kraft F. keinen direkten Einfluss auf das dynamische Verhalten
des aufprallenden Objekts. Um dennoch das kinematische Verhalten nachbilden zu
koénnen, muss zunéichst die Normalkraft F'| = R,F,. bestimmt werden, die auf den
Schwerpunkt des anfliegenden Korpers wirkt. Die charakteristischen Eigenschaften
der daraus resultierenden Kontaktkrifte F';, F'| ;j und F| o sind in den Abbil-
dungen 3.6(d)-3.6(f) dargestellt. Die aufgespannten Flichen der Kontaktkraft sind
dabei iiber die Gleichungen (3.12)-(3.14) direkt mit den Leistungsverldufen in den
Abbildungen 3.6(a)-3.6(c) korreliert. Fiir den Fall eines elastischen Stofles ist das
Kontaktverhalten unabhéngig von der relativen Geschwindigkeit v, , wodurch sich
die Gleichung der Normalkraft zu einer rein positionsabhidngigen Funktion verein-
facht. Die vereinfachte Funktion ist dabei mit der Beschreibung einer nichtlinearen
Feder mit beschrankter Maximalkraft vergleichbar. Bei plastischen Kollisionen tritt
hingegen ein sprungformiges Verhalten der Kontaktkraft im Nulldurchgang der Ge-
schwindigkeit auf, der aus der stiickweise stetigen Definition der Leistungsfunktion
resultiert. Dadurch wird fiir diesen Fall eine deutlich aufwéndigere Kontaktbeschrei-
bung mit einer diskret schaltenden Modellstruktur benétigt. Dies kann jedoch in
praktischen Anwendungen zu numerischen Problemen fithren, vor allem dann, wenn
das Kontaktmodell mit einem Zustandsbeobachter kombiniert werden soll. Fiir den
standardméfBigen Fall viskoelastischer Stofle zeigt der Verlauf der Kontaktkraft ein
unverwechselbares Verhalten, das in seiner charakteristischen Form nicht mit dem
Verhalten linearer oder nichtlinearer Feder-Déampfer-Modelle vergleichbar ist, da der
resultierende Kraftverlauf sowohl iiber dem Objektabstand s, als auch tiber die Ge-
schwindigkeit v ein nichtlineares Verhalten aufweist. Dabei bleibt die Normalkraft
auch fiir sehr kleine Aufprallgeschwindigkeiten positiv, wodurch ein Haftverhalten
des Kontakts ausgeschlossen werden kann. Dieses Verhalten ist bei kraftbasierten
Modellierungsansatzen nicht selbstverstandlich, wie bei der Untersuchung des in
[HC75] beschriebenen linearen Kelvin-Voigt-Modells und des nichtlinearen Feder-
Démpfer-Modells aus [MO99] festgestellt werden kann.

Der Zusammenhang von Krafttrajektorie und Energiedissipation wird offensichtlich,
wenn man die Normalkraft entsprechend Abbildung 3.7(a) iiber dem Objektab-
stand s, auftragt. Der eingeschlossene Bereich der Krafttrajektorie entspricht dabei
der Menge an kinetischer Energie AT, die dem System wéhrend des Kontakts dau-
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Abhéngigkeit des Objektabstands zeitlichen Bezug zu den Kontaktphasen

Abbildung 3.7: Charakteristisches Verhalten der Kontaktkraft, der kineti-
schen Energie und des Impulses fiir viskoelastische, elasti-
sche und plastische Kontaktszenarien.

erhaft entzogen wird. Fiir elastische Stofle mit einem symmetrischen Verlauf der
Kontaktkraft F'| resultiert daraus ein kongruentes Verhalten der verzogernden Kraft
wahrend der Kompression und der beschleunigenden Kraft in der Restitutionsphase.
Da die Trajektorien der beiden Phasen deckungsgleich sind, ergeben sich fir den
elastischen Stofl somit keine energetischen Verluste. Der Betrag der kinetischen
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Energie T' wihrend des Kontakts ist dabei tiber die Gleichung

S1.,0 S1.0 1 —t h e
T=T_ */ FL@](SL)dSL =T 7/ Tt an (Tt (SL T ))dSL

S1 el S el 4
* 1 tanh — e

~T. — / rp—— o (’Z (52 =re)) g, (3.15)
S1 el

mit der Objektdeformation verknipft. Diese hdngt neben s; zusétzlich von der
initialen kinetischen Energie 7" und dem urspriinglichen Abstand s, o ab. Um die
Integration von F'| ¢ zu vereinfachen, kann die obere Integrationsgrenze s, o ins
Unendliche verschoben werden, da die Interaktion zwischen Objekt und Beschran-
kung fiir s; o > s¢ infinitesimal klein und dadurch auch die in diesem Bereich
von der Krafttrajektorie eingeschlossene Flédche vernachléassigbar ist. Ist hingegen
51,0 < 80, d.h. die initiale Position befindet sich bereits im aktiven Beschrankungs-
bereich, fithrt die Auswertung des vereinfachten Integrals zu einem verfilschten
Ergebnis, daher muss fiir diesen Fall zwingend das exakte Integral gelést werden.
Der minimale Abstand zwischen Korper und Schranke bzw. die maximal auftretende
Objektdeformation kann auf Basis des vereinfachten Integrals iiber die Ndherung

5 L g (e —1 (3.16)
S1lel ®Tec— ogle "t — .
1el e g

berechnet werden, in dem die kinetische Energie zu T' = 0 gesetzt wird.

Die Berechnung des energetischen Verhaltens und der maximalen Kompression
bei plastischen Sté8en ist mit dem Vorgehen fiir elastische Kontakte identisch, da
sich beide Extremfille nur durch den konstanten Maximalwert der Kontaktkraft
unterscheiden. Berechnet man den minimalen Abstand im Stillstandspunkt der
plastischen Kollision, so erhélt man den Zusammenhang

1 o
§1pl R T — T log (e2 e — 1) . (3.17)

Da fiir diesen Fall der in Abbildung 3.7(a) dargestellte energetische Zusammenhang
AT = AT, + AT, = T_ gilt, wird die gesamte kinetische Energie des Objekts wih-
rend des Stofles dissipiert. Die Kompressionsverluste AT, sind dabei mit der von
der plastischen und elastischen Kontaktkraft eingeschlossen Flidche identisch. Beim
Erreichen des Stillstands wird die verbleibende Energie Ty = ATr, die wéhrend der
Kompressionsphase zwischengespeichert wurde, dem System instantan entzogen,
da durch das Verschwinden der Kontaktkraft die dissipierte Energie AT, aus der
eingeschlossenen Fliche der elastischen Kontaktkraft und der Abszisse resultiert.
Das Objekt verbleibt dabei dauerhaft im Umkehrpunkt bei minimaler Distanz 5, i,
da keine Restitutionsphase stattfindet.
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Abbildung 3.8: Objektdeformation und Kontaktphasendauer bei elastischen,
viskoelastischen und plastischen Kontakten in Abhéngigkeit
der energetischen Verluste

Die Herleitung allgemeiner Losungen fiir §; und den Zusammenhang von Position
und Energie ist bei viskoelastischen Kontakten nicht moéglich, da

T:T,—/ <1—tan§1(rdm_)>Tfl—tanh(r;(sj_—rc))dsj_ (3.18)
S1 el

zusétzlich von der relativen Geschwindigkeit v; abhédngt. Durch die Wechselwirkung
von Kraft, Position und Geschwindigkeit, die iiber eine nichtlineare Differentialglei-
chung beschrieben wird, erhdlt man daher fiir zwei Objekte mit gleicher initialer
Energie, aber variierender Aufprallgeschwindigkeit, unterschiedliche Eindringtiefen.
Diese resultieren aus der Verdnderung des Abstands zwischen der viskoelastischen
und der elastischen Krafttrajektorie, die in Abbildung 3.7(a) dargestellt sind. Da-
durch variieren die von den beiden Trajektorien eingeschlossenen Fldchen und somit
auch die energetischen Verluste AT, und AT, wiahrend der Kompressions- bzw. der
Restitutionsphase. Der Restitutionskoeffizient besitzt somit ein von der Geschwindig-
keit des Aufpralls abhéngiges Verhalten, das in seiner charakteristischen Form auch
in realen Applikationen auftritt und in Abschnitt 3.3.1 ausfiihrlich diskutiert wird.
Wie in Abbildung 3.8 veranschaulicht wird, ist aber eine grundsétzliche Eingrenzung
der minimalen Objektdistanz auf das Intervall 5| o < 81 < 8, 1 moglich, das sich
aus den beiden Féllen fiir plastische und elastische Kontakte ergibt.

Die Beziehung zwischen dem Impuls p und dem Objektabstand s; kann aus dem
Zusammenhang zwischen der kinetischen Energie T und s, abgeleitet werden, der
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durch Gleichung (3.18) definiert ist. Mit bekannter Masse m ist das Impulsverhalten
p = V2mT sign(v) (3.19)

direkt an das Verhalten der kinetischen Energie T' gekoppelt. Dadurch ergeben sich
fir die Beschreibung des Impulsverhaltens viskoelastischer Kontakte die gleichen
Randbedingungen wie fiir das Energieverhalten.

Eine aussagekraftigere Beschreibung des Impulsverhaltens erhélt man aus der zeit-
abhingigen Gleichung

t t

p=p+ [ Filsi(r)vs(r))dr~p_ + / Fi(si(r)ou(r)dr. (320

t_ o]

Da aber auch hier die Normalkraft F'| , der Objektabstand s und die Geschwindigkeit
v lber eine nichtlineare Differentialgleichung voneinander abhéngig sind, ist die
Berechnung des Impulsverhaltens nur iiber eine numerische Losung bei bekannten
Randbedingungen und Objekteigenschaften mdoglich.

Allerdings konnen das qualitative Verhalten der Kontaktkraft iiber der Zeit und die
daraus resultierende Impulsdnderung, die in Abbildung 3.7(b) dargestellt sind, auf
physikalische Plausibilitdt untersucht werden. Beginnend mit dem Startzeitpunkt
des Kontakts t_ bei s| = sq ist zunéchst bei allen Stoflszenarien ein kontinuierlicher
Anstieg der Kontaktkraft zu erkennen, dessen Steigung vom Dampfungskoeffizienten
rq abhéngt. Die Normalkraft F', steigt dabei fiir plastische und elastische Kontakte
monoton an und erreicht im Moment des Stillstands bei ¢§ ihr Maximum. Betrachtet
man die Dauer der unterschiedlichen Kompressionsphasen ¢ = t§ —t_ fiir i € {pl,el}
und vergleicht diese mit dem Verhalten aus Abbildung 3.8, so wird deutlich, dass die
Kompressionsphase plastischer Stofle stets kiirzer ist als die Dauer der Kompression
bei elastischen Kontakten. Dies liegt vor allem daran, dass bei plastischen Kollisionen
hoéhere Normalkréfte auftreten, wodurch das Objekt schneller abgebremst wird.

Im direkten Anschluss an den Stillstand zeigt sich in der Restitutionsphase des
elastischen Stofles ein zeitlich symmetrischer Kraftverlauf. Dadurch ist die Dauer der
Restitutionsphase, die mit der Trennung von Objekt und Beschrankung bei tfﬂ endet,
mit der Dauer der Kompressionsphase identisch. Integriert man den gespiegelten
Kraftverlauf iiber die Dauer der beiden Phasen, so bleibt das symmetrische Verhalten
auch fiir die Impulstrajektorie erhalten und es gilt pS' = —p_, d.h. der Betrag des
Impulses ist vor und nach der Kollision gleich. Im Gegensatz dazu zeigt sich fiir den
plastischen Kraftverlauf ein asymmetrisches Verhalten iiber der Zeit. Im Moment
des Stillstands kommt es zu einem sofortigen Verschwinden der Normalkraft und der
Impuls bleibt dauerhaft gleich null. Dadurch gibt es keine Restitutionsphase und es
findet keine Trennung von Objekt und Beschrankung statt.
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Der zeitliche Verlauf viskoelastischer Stéfe, der exemplarisch in Abbildung 3.8 dar-
gestellt ist, liegt wiederum zwischen dem plastischen und dem elastischen Extremfall.
Dabei verkirzt sich die Kompressionsphase mit grofler werdendem Dissipations-
koeffizienten, wohingegen die Dauer der Restitutionsphase und damit auch die
Gesamtdauer des Kontakts ansteigt. Betrachtet man das Verhalten der aus dem elas-
tischen Kontakt resultierenden Normalkraft in Abbildung 3.7(b), so erkennt man eine
Verschiebung des Maximums in die Phase der Kompression, wodurch die Zeitpunkte
maximaler Kraft und maximaler Deformation nicht mehr tibereinstimmen. Diese
charakteristische Eigenschaft der Krafttrajektorie zeigt sich auch in Messwerten vis-
koelastischer Kontaktversuche, wie sie z. B. in [Cro52; Mas49] zu finden sind. Dies ist
daher ein weiteres Indiz fiir die physikalische Plausibilitédt des neuen Kontaktmodells.
Da sich dabei neben der zeitlichen Verschiebung von maximaler Deformation zu
maximaler Kraft auch der Gesamtverlauf der Kraft verdndert, ergibt sich aus der
zeitlichen Integration eine Verringerung des Gesamtimpulses wahrend des Kontakts,
der mit der bereits zuvor beschriebenen Energiedissipation vergleichbar ist.

3.2.5 Modellierung von Schrankendurchbriichen

Bisher wurde bei der Definition der Restriktionsfunktion stets davon ausgegangen,
dass die Beschrankung zwar eine begrenzte Leistung besitzt, die Schranke an sich
aber unendlich ausgedehnt ist, wodurch es fiir elastische und viskoelastische Kontakte
nach einer endlichen Zeit immer zu einer Phase der Restitution und damit zu einem
Zuriickprallen des Objekts kommen muss. Dieses Verhalten spiegelt sich auch in der
kontinuierlichen Aktivierungsfunktion aus Abbildung 3.3(c) wider, da fiir alle s; < s
die Beschrankung aktiv bleibt und das Objekt somit aus der Beschrénkung hinaus
beschleunigt wird. In praktischen Anwendungen sind Beschréankungen jedoch nicht
unendlich ausgedehnt, sondern haben, wie in Abbildung 3.9 dargestellt, eine endliche

Abbildung 3.9: Kollision einer Kugel mit einer endlich ausgedehnten Be-
schriankung der Breite sa
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Abbildung 3.10: Angepasste Aktivierungsfunktion fiir endlich ausgedehnte
Beschrankungen

Breite sa. Fiir den Fall, dass ein anfliegendes Objekt mehr kinetische Energie besitzt
als iiber die Beschrankungsleistung im Bereich der Schranke abgefithrt werden kann,
kommt es daher zu einem Durchbrechen der Beschrankung.

Die Nachbildung eines solchen Verhaltens konnte im Rahmen der Literaturrecherche
fiir keine der etablierten Kontakttheorien gefunden werden, allerdings ist sie unter
Verwendung des leistungsbasierten Beschrénkungsmodells durchaus moglich. Hierfir
muss die Aktivierungsfunktion aus Gleichung (3.2) lediglich von einer zweiten,
verschobenen und gespiegelten Aktivierungsfunktion subtrahiert werden. Daraus
resultiert die in Abbildung 3.10 dargestellte, adaptierte Aktivierungsfunktion

5 1 —tanh (ry (s1 —7c)) 1 —tanh (7 (s1 — 7))

Ra(s1) = . : (3.21)

mit den zusétzlichen Parametern 7. und 7, die das Austrittsverhalten des Objekts
bei einem Schrankendurchbruch beschreiben. Der Ubergangskoeffizient # und die
Position des mittleren Aktivierungslevels 7. konnen iiber die Parametergleichungen

2
7y = ————artanh (r,) (3.22)
So — Sc
und
Fo = 20 ;F % (3.23)

bestimmt werden. Dabei wird 59 = sy — sa entsprechend Abbildung 3.9 iiber
den Anfang der Beschrankung sy und die Breite der Schranke sa berechnet und
§. wiederum als Adaptionsfaktor angesehen. Die Parameter r. und r¢, die die
Aktivierung beim Eintritt des Objekts in die Beschriankung definieren, kénnen
weiterhin {iber die Gleichungen (3.3) und (3.4) fiir unendlich ausgedehnte Schranken
berechnet werden.
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Dringt also ein Objekt mit hoher kinetischer Energie in die Beschrinkung ein
und erreicht dabei den Bereich fiir s| < 3., dann nimmt die Interaktion zwischen
Beschrankung und Objekt und damit auch die Widerstandskraft der Schranke
kontinuierlich ab und verschwindet fir s; < §y nahezu vollstandig. Dadurch erreicht
das Objekt den unbeschrénkten Bereich jenseits der Schranke und setzt die Bewegung
ab diesem Punkt wieder ungehindert fort. Die kinetische Energie des Objekts ist nach
Durchbrechen der Schranke jedoch geringer, da beim Durchqueren des beschrankten
Bereichs kontinuierlich Energie abgefiihrt wird. Fiir die Berticksichtigung einer
endlichen Schranke innerhalb der Restriktionsgleichung (3.9) muss lediglich die
urspriingliche Beschreibung der Aktivierungsfunktion R, aus Gleichung (3.2) durch
die adaptierte Beschreibung R, aus Gleichung (3.21) ersetzt werden. Dadurch erhlt
man die Restriktionsfunktion fiir begrenzte Schranken

e e GRSl

(3.24)

Eine Anderung des Formalismus ist dabei nicht notwendig, wodurch auch dieses
Szenario ohne zusétzlichen Aufwand durch das leistungsbasierte Kontaktmodell
abgebildet werden kann.

Betrachtet man auch hier den Extremfall mit s. — sg und 5. — 3g, so erhélt man
iiber
. 1 —tanh (r¢ (s —rc))

Rayr(s1) = lim — lim
Sc—+80 2 3.—50

1 — tanh (7 (s — 7))

_ sign (51 — Sp) —sign (s1 — so) (3.25)
. .

einen sprungférmigen Aktivierungsbereich, der ebenfalls in Abbildung 3.10 dargestellt
ist und in seiner Form der Interaktion eines starren Korpers mit einer Beschréin-
kung entspricht. Dariiber hinaus besteht jedoch auch die Moglichkeit beliebige
Kombinationen des starren und elastischen Ein-/Austrittsverhaltens sowie andere
mathematische Basisfunktionen fiir die Beschreibung der Aktivierung zu verwenden.
Fiir alle nachfolgenden Betrachtungen, wie sie z. B. im Simulationsbeispiel fiir einen
Schrankendurchbruch in Abschnitt 3.3.1 erfolgen, wird jedoch der Fokus auf die
elastische Beschreibung aus Gleichung (3.21) gelegt.
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3.2.6 Beriicksichtigung der Beschrinkungsfunktion im
Lagrange-Formalismus

Die herausragende Eigenschaft des neuen, leistungsbasierten Modellierungsansatzes
ist dessen einfache Anwendbarkeit. Neben der physikalisch interpretierbaren Para-
metrierung des Objekt- und Schrankenverhaltens iiber nur vier Koeffizienten, die
bereits ausfithrlich in den Abschnitten 3.2.1 und 3.2.2 beschrieben wurden, kann
dies vor allem durch die Beriicksichtigung der Restriktionsfunktion im Rahmen der
Lagrange-Gleichungen zweiter Art gewdhrleistet werden. Der Lagrange-Formalismus
ist einer der gédngigsten Modellierungsansétze fiir mechanische und mechatronische
Systeme und besticht dabei durch seine einfache Handhabung. Eine Beriicksichtigung
unilateraler Kontakte auf Basis vorhandener Kontaktmodelle war bisher jedoch nicht
moglich. Fir die Anwendung der Lagrange-Gleichungen wird zunéchst jedem der
n Freiheitsgrade des Systems eine verallgemeinerte Koordinate ¢; mit ¢ =1,...,n
zugeordnet. Auf Basis der verallgemeinerten Koordinaten ¢; und den zugehorigen
Geschwindigkeiten ¢; konnen die Gleichungen aller im System vorhandenen kineti-
schen und potentiellen Energien T;(q, q) bzw. Vi (q) aufgestellt werden. Summiert
man anschliefend alle kinetischen Energien auf und zieht die potentiellen Energien
ab, so erhélt man die Lagrange-Funktion

L=)"T;-) Vi (3.26)
j k

Wirken zusétzlich auch externe, nicht konservative Krafte oder Momente auf das
System ein, kénnen diese iiber den zusétzlichen Vektor der generalisierten Kréfte
Q € R” im Formalismus beriicksichtigt werden. Dariiber hinaus kann durch eine
dynamische Erweiterung der Lagrange-Gleichungen auch die Modellierung von Rei-
bungseffekten erfolgen. Da das entsprechende Vorgehen bereits in Abschnitt 2.2.3
ausfiithrlich beschrieben wurde und der Zusammenhang zwischen Kontakt und Rei-
bung in Kapitel 4 hergeleitet wird, soll hier auf eine Beriicksichtigung von Reibung
verzichtet werden. Dadurch ergibt sich fiir die Lagrange-Gleichungen zweiter Art der
Zusammenhang

doL oc
dt 8q, aqi

=Q,, i=1,...,n. (3.27)

Da die leistungsbasierte Definition der Restriktionsfunktion R mit der Beschreibung
der Dissipationsfunktion D des statischen Reibungsmodells aus Abschnitt 2.2.1 ver-
gleichbar ist, kann diese auch auf die gleiche Art und Weise im Lagrange-Formalismus
eingebettet werden. Hierfiir werden zunéchst der Objektabstand s (g) und die relati-
ve Geschwindigkeit v, (g, ¢) zwischen Objekt und Beschrankung in Abhéngigkeit der
verallgemeinerten Koordinaten g und der zugehérigen Geschwindigkeiten ¢ definiert.
Der verallgemeinerte Objektabstand und die Geschwindigkeit konnen anschliefend
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in die Aktivierungsfunktion R, (g) und die schrankenspezifische Leistungsfunktion
Rp.m(q,q) der m-ten Beschrankung eingesetzt werden. Dies kann dabei fiir eine
beliebige Anzahl an Beschrankungen erfolgen, wodurch auch die Beriicksichtigung
von mehreren, unabhéngig parametrierbaren Kontakten méglich wird. Multipliziert
man nun die jeweiligen Aktivierungs- und Leistungsfunktionen, so erhélt man die
Restriktionsfunktionen der Einzelkontakte R,,(q, q), die zur Gesamtrestriktionsfunk-
tion

R(q,q) =

5 (1 — tanh (rem (s;,m (q) — rc,m)))

m

. (UJ_,m (g,9) _ log (cosh (ra,mvi.m (g, Q)))) e (3.28)

2 27‘d,m

aufsummiert werden kénnen. Die Transformation der senkrecht zur Kontaktflache
wirkenden Normalkréfte in Wirkrichtung der generalisierten Kréfte ); erfolgt ebenso
wie beim Reibungsmodell aus Kapitel 2 iiber die partielle Ableitung der Restriktions-
funktion R (q, ) aus Gleichung (3.28) nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten
¢;- Dadurch erhélt man den verallgemeinerten Kontaktkréftevektor Q7. der sich aus
den Termen

QF (q.q) = 120 (3.29)

4qi

zusammensetzt. Werden die verallgemeinerten Kontaktkriifte QT (g, ¢) im Lagrange-
Formalismus beriicksichtigt, so erweitern sich die Lagrange-Gleichungen aus (3.27)
zu

doL oL

S99 = Q; R(q,q), i=1,...,n. :
dta(h aql Q1+Q7, (qaq)’ ? ) y TV (3 30)

Neben der Transformation der Kontaktkréfte in Wirkrichtung von @ ist es auch
weiterhin moglich die Normalkréfte

8Rm(q, UJ_,m(qa q))
avl,m(q7 q)

2 274, m

b ('UJ.‘m(qu) _ log (cosh (T(1,7nUL,m(Q7Q))))
)

= Ra,m(q

Pl (q.q) = .
Lm(a,q) o1 m(q,q)

(3.31)

der einzelnen Kontakte analytisch zu bestimmen. Hierfiir muss lediglich die Restrik-
tionsfunktion R,,(q, q) des jeweiligen Kontakts partiell nach der relativen Geschwin-
digkeit v, m(q,q) abgeleitet werden. Die Kenntnis der Normalkréfte ist vor allem
dann notwendig, wenn, wie in Kapitel 4 gezeigt wird, zusétzlich zur senkrechten
Kontaktkraft auch tangentiale Reibungskréfte berticksichtigt werden sollen.
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3.3 Simulative Evaluation des leistungsbasierten
Kontaktmodells

Die Vielseitigkeit der leistungsbasierten Restriktionsfunktion soll in diesem Abschnitt
anhand von vier Simulationsszenarien mit unterschiedlichen Anwendungsschwer-
punkten demonstriert werden. In Abschnitt 3.3.1 wird zunéchst ein einfaches Stof3-
szenario zwischen einer Kugel und einer Ebene bei unterschiedlichen Schranken- und
Objektkonfigurationen betrachtet. Dabei werden die statischen und dynamischen
Kontakteigenschaften in Abhéngigkeit der Aufprallgeschwindigkeit und des Dissi-
pationskoeffizienten sowie unter dem Einfluss externer Kréafte untersucht. Ist die
Beschriankungleistung zu gering um die kinetische Energie des anfliegenden Korpers
abzubauen, kommt es zu einem Durchbrechen der Schranke. Dieses Verhalten wird
ebenfalls in Abschnitt 3.3.1 anhand eines Simulationsszenarios untersucht, in dem
eine Kugel mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten auf eine endliche Beschrankung
aufschligt. In Abschnitt 3.3.2 folgt anschliefend ein deutlich komplexeres Beispiel,
in dem die Beschrankung eines Mehrkorpersystems in Form eines inversen Dop-
pelpendels mit zwei teilweise gleichzeitig auftretenden Kontakten betrachtet wird.
Dabei steht neben dem physikalischen Verhalten vor allem die Verallgemeinerbarkeit
im Rahmen des Lagrange-Formalismus im Fokus. In Abschnitt 3.3.3 wird dariiber
hinaus gezeigt, dass der Ansatz unter Verwendung finiter Elemente auch fiir die
Simulation ausgedehnter dreidimensionaler Objekte anwendbar ist. Hierfiir wird das
Aufprallverhalten eines Wiirfels auf einer Ebene simuliert und ausgewertet.

Alle nachfolgend vorgestellten Szenarios wurden in MATLAB implementiert und
simuliert. Fiir die numerische Losung der Differentialgleichungen wurde dabei das
klassische Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung mit fester Abtastzeit verwendet.

3.3.1 Einfache Stofle und Kontakte in Einkorpersystemen

Ein klassisches Kontaktproblem, das in nahezu allen Standardwerken beschrieben
wird, z.B. in [Gol01; PG96; Popl0; Str04], ist der Aufprall einer glatten Kugel
auf eine unendlich ausgedehnte Ebene. Dieses duflerst simple Szenario, das auch in
Abbildung 3.1 dargestellt ist, wird dabei haufig fiir die Analyse und den Vergleich der
Kontaktdynamik unterschiedlicher Modellierungsansétze verwendet, da dieser Fall im
Gegensatz zu komplexeren Kontakten von allen Theorien abgedeckt wird. Dariiber
hinaus kann das Szenario unter geringem Aufwand als Laborexperiment aufgebaut
werden, wodurch eine groffe Anzahl an praktischen Messergebnissen existiert, die
zur Bewertung der Kontaktmodelle herangezogen werden kénnen. Ein ausfithrlicher
Uberblick iiber die unterschiedlichen Laboraufbauten und die daraus resultierenden
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Parameter  Wert  Einheit Parameter Wert Einheit

m 0,05 kg m 0,05 kg
S0 10,00 mm S0 10,00 mm
Sc 9,00 mm Sc 9,50 mm
Tt 200,00 N Tt 20,00 N
T4 590 s/m
(a) Horizontaler Kontakt ohne (b) Vertikaler Kontakt unter
externe Kréfte Einfluss der Schwerkraft

Tabelle 3.1: Simulationsparameter fiir den Aufprall einer glatten Kugel auf
einer unendlich breiten Ebene bei einer Abtastzeit von 0,01ms

Messergebnisse ist in [Bra91; Gol01] zu finden. In diesem Abschnitt soll lediglich eine
qualitative Einordnung der Simulationsergebnisse auf Basis der Restriktionsfunktion
im Vergleich zu den charakteristischen Eigenschaften der Messdaten erfolgen, um
so die physikalische Plausibilitdt des neuen Modellierungsansatzes zu tiberpriifen.
Die Diskussion und Beurteilung des physikalischen Verhaltens wird dabei auf Basis
einer horizontalen und einer vertikalen Kontaktkonfiguration durchgefiihrt, bei denen
zusétzlich die Objektparameter und die Schrankeneigenschaften variiert werden.

Horizontaler Kontakt ohne externe Kréfte

Im ersten Beispiel, das dem Kontaktszenario in Abbildung 3.1 nachempfunden ist,
wird das dynamische Kontaktverhalten einer elastischen Kugel untersucht, die mit
einer unendlich ausgedehnten Ebene kollidiert. Besonderes Augenmerk wird dabei auf
die Anderungen des Restitutionskoeffizienten, der Kontaktdauer, der auftretenden
Maximalkraft und der maximalen Deformation des Objekts gelegt, die aus den
Variationen des Dissipationskoeflizienten 74 und der Aufprallgeschwindigkeit v
resultieren. Die iibrigen Parameter r;, die Masse m und die Objekteigenschaften, die
durch sp und s. definiert werden, entsprechen dabei den Werten aus Tabelle 3.1(a)
und bleiben iiber alle Simulationen unverandert.

Werden die Simulationsergebnisse der charakteristischen Eigenschaften iiber rq und
v, abgebildet, so erhdlt man die in Abbildung 3.11 dargestellten Flachenverldufe. Der
Restitutionskoeffizient e, = —v7 /vl € [0, 1] ist fiir diesen Fall in seiner kinematischen
Form definiert, die das Verhéltnis der relativen Objektgeschwindigkeit vor und nach
dem Stof} beschreibt. Eine zusétzliche Betrachtung der kinetischen oder energetischen
Definitionen des Restitutionskoeffizienten, die z. B. in [Str04] beschrieben sind, ist
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Abbildung 3.11: Restitutionskoeffizient e,, Kontaktdauer At, Maximalkraft
F', und Deformation §; in Abhéngigkeit der Aufprallge-
schwindigkeit v und des Dissipationskoeffizienten rq

hier nicht notwendig, da sie fiir einfache Kontakte glatter Einkdrpersysteme identisch
zum kinematischen Restitutionskoeffizienten sind.

Wie in Abbildung 3.11 zu erkennen ist, zeigt e, iiber die Aufprallgeschwindigkeit und
den Dissipationskoeffizienten ein nahezu identisches Verhalten. Wahrend der streng
monotone Abfall des Restitutionskoeffizienten bei ansteigendem Démpfungsparame-
ter aus den bisherigen Betrachtungen zu erwarten ist und in einer vergleichbaren
Form auch bei allen anderen Modellierungsansitzen auftritt, so ist die Abhangigkeit
des Restitutionskoeffizienten e, vom Betrag der Aufprallgeschwindigkeit bei anderen
Modellen keine Selbstverstandlichkeit. Wird die Aufprallgeschwindigkeit betragsmé-
Big kleiner, nehmen auch die energetischen Verluste ab und der Restitutionskoeffizient
steigt stetig an, bis er im Falle eines dauerhaften Stillstands e, = 1 erreicht. Fiir
den Fall eines statischen Kontakts tritt somit keine Energiedissipation auf. Aus
physikalischen Gesichtspunkten ist dieses Verhalten realistisch, da die geschwin-
digkeitsabhéngige Charakteristik von e, mit den Beobachtungen der praktischen
Kontaktexperimente in [Bra91l; Gol01] und dem Verhalten anderer Kontaktmodelle
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in [GS02; MO99] tibereinstimmt. Die Abhéingigkeit von der Aufprallgeschwindigkeit
resultiert dabei aus der nichtlinearen Definition der leistungsbasierten Restriktions-
funktion und kann als implizite Eigenschaft angesehen werden. Wird diese Eigen-
schaft in den etablierten Ansétzen der Stereomechanik oder der Hertz-Kontakte
berticksichtigt, so erfordert die Approximation des Restitutionskoeffizienten dort
eine Erweiterung der Modellgleichungen.

Die Dauer des Kontakts At wird weitestgehend von der Aufprallgeschwindigkeit
bestimmt. Dabei steigt die Kontaktdauer fiir betragsméfig kleiner werdende Ge-
schwindigkeiten stetig an und strebt immer weiter gegen den Fall eines dauerhaften,
statischen Kontakts, bei dem die Kontaktdauer unendlich wird. Nimmt der Betrag
von v hingegen zu, wird At zunéchst so lange kleiner, bis die Kontaktdauer ihr
Minimum erreicht. Ausgehend vom Minimum wird At jedoch erneut grofler, da fiir
noch hohere Geschwindigkeiten die energetischen Kontaktverluste ansteigen und
sich der Kontakt zunehmend plastisch verhélt. Die Simulationsergebnisse fiir die
Kontaktdauer stimmen im Bereich zwischen Stillstand und Minimum qualitativ mit
dem charakteristischen Verhalten der Messergebnisse aus [And30; Gol01] iiberein, der
erneute Anstieg von At wird in den Labordaten hingegen nicht ersichtlich. Da jedoch
nur Messungen fiir verhaltnisméfBig kleine Aufprallgeschwindigkeiten vorliegen, wird
dieses Verhalten aber auch nicht widerlegt. Im Gegensatz zur Abhéngigkeit von
der Geschwindigkeit zeigt die Variation von 74 nur eine geringfiigige Verdnderung
in Bezug auf At, da aus einer Erhohung des Dissipationskoeffizienten lediglich ein
minimaler Anstieg der Kontaktdauer resultiert.

Nimmt der Betrag der Aufprallgeschwindigkeit und damit auch die kinetische Energie
des anfliegenden Objekts zu, steigt die maximale Kontaktkraft F'| zunichst stetig
an, bis sie mit F "' — r¢ ihre Sattigung erreicht. Ein vergleichbares Verhalten mit
einer iiber der Geschwindigkeit zunehmenden Kontaktkraft ist auch in [Gol01]
dokumentiert. Da in den Messdaten jedoch keine Félle enthalten sind, bei denen
die Widerstandskraft des Schrankenmaterials iiberschritten wird, ist keine qualitativ
vergleichende Aussage {iber dieses Schrankenverhalten moéglich. Allerdings ist es unter
physikalischen Gesichtspunkten offensichtlich, dass eine mechanische Beschriankung
lediglich eine begrenzte Gegenkraft aufbringen kann. Daher ist das charakteristische
Verhalten der simulierten Gegenkraft durchaus als plausibel einzustufen.

Eine spezielle Eigenschaft des neuen Modells wird bei der Betrachtung des minima-
len Objektabstands bzw. der maximalen Deformation ersichtlich. Ist die kinetische
Energie des anfliegenden Objekts hoher als die Energie, die wihrend der Kompressi-
onsphase gespeichert werden kann, so resultiert daraus ein zusétzliches Eindringen
des Objekts in die Beschriankung mit einem minimalen Abstand, der mit §; < s
iiber den Adaptionsfaktor der Objektsteifigkeit hinaus geht. Durch dieses Alleinstel-
lungsmerkmal eréffnet sich die Moglichkeit neben dem Zuriickprallen des Koérpers
auch ein Durchbrechen der Schranke zu simulieren, wie spéter noch gezeigt wird.
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Abbildung 3.12: Ubergang zwischen Stofiszenario und dauerhaftem Kontakt
fiir starre und elastische Korper

Vertikaler Kontakt unter Beriicksichtigung der Schwerkraft

Die zweite Konfiguration des Einkoérperkontakts erfolgt in vertikaler Richtung. Dabei
wird eine Kugel aus ihrer Ruhelage in Héhe s, o losgelassen und durch die Schwer-
kraft in Richtung des Bodens beschleunigt. Wahrend die Kugel zunéchst mehrmals
auf der Oberfliche aufschlagt und abprallt, verliert sie mit jedem Kontakt einen
Teil ihrer kinetischen Energie und es kommt zu dem in Abbildung 3.2 dargestellten
statischen Kontakt mit einer dauerhaften Objektdeformation. Die fiir die Simulation
verwendeten Parameter sind in Tabelle 3.1(b) aufgelistet und die daraus resultieren-
den Simulationsergebnisse fiir die Objektkinematik und die Normalkréfte werden
iiber der Zeit in Abbildung 3.12 prasentiert. Dariiber hinaus wird dort in einer zu-
séitzlichen Grafik der Verlauf der Kontaktkraft iiber dem Objektabstand dargestellt,
um dadurch das Stillstandsverhalten des Kontaktszenarios zu verdeutlichen. Um die
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Kollisionscharakteristik der elastischen Kugel mit den Kontakteigenschaften eines
starren Korpers vergleichen zu kénnen, werden zusétzlich die Simulationsergebnisse
fiir ein identisches Szenario mit gleicher Parametrierung, jedoch unter Verwendung
der Aktivierungsfunktion aus Gleichung (3.5) dargestellt. Dadurch kann zum einen
gezeigt werden, dass der leistungsbasierte Modellierungsansatz auch fir starre Kérper
mit begrenzter Widerstandskraft der Beschrankung eingesetzt werden kann, ande-
rerseits aber, wie in der Stereomechanik, keine sinnvolle Approximation dauerhafter
Kontakte mehr moglich ist.

Werden die kinematischen Ergebnisse der unterschiedlichen Szenarien mit starrer
und elastischer Kugel zunéchst in der Kollisionsphase bei hoher Aufprallgeschwin-
digkeit verglichen, so zeigen die Trajektorien des Objektabstands und der relativen
Geschwindigkeit ein sehr dhnliches Verhalten, das sich lediglich durch eine kleine
Positionsdifferenz auszeichnet. Diese wird durch die Kompression des elastischen
Korpers und der daraus resultierenden kleineren Normalkraft hervorgerufen, da die
starre Kugel mit groflerer Kontaktkraft schneller abgebremst werden kann. Das
minimale Eindringen des starren Korpers in die Beschrankung, das in der Abstand-
strajektorie zu erkennen ist, wird dabei von der Leistungsbegrenzung der Ebene
hervorgerufen. Fiir kleinere Eindringtiefen bis hin zu einem perfekt stereomechani-
schen Stofl misste hingegen der Kraftkoeffizient sehr grof§ bzw. unendlich werden. Da
dieser Effekt fiir den dargestellten Vergleich allerdings nur eine untergeordnete Rolle
spielt, soll hier auf eine Anpassung von 7 verzichtet werden. Betrachtet man das
weitere Geschwindigkeitsverhalten der Kugel, so erkennt man mit jedem weiteren,
verlustbehafteten Kontakt eine Abnahme der Aufprallgeschwindigkeit und dadurch
auch ein deutlich unterschiedliches Verhalten von starrem und elastischem Objekt.
Wihrend die elastische Kugel nach und nach vom anfinglichen Stofiszenario zu
einem statischen Kontakt mit konstanter Normalkraft ibergeht, bleibt das impuls-
formige Kontaktverhalten der starren Kugel erhalten. Dies wird vor allem durch das
sprungformige Verhalten der Kontaktkraft F'| iiber den Abstand s, hervorgerufen.
Entweder ist F', wiahrend der freien Bewegung gleich null und somit kleiner als die
Gewichtskraft G, dann wird die Kugel zur Ebene hin beschleunigt, oder die Kraft
nimmt im Kontaktfall den Wert F'; = 3 an und ist somit grofer als G, wodurch die
Kugel von der Beschriankung weg beschleunigt wird. Da sich dabei kein Gleichgewicht
zwischen Gewichts- und Kontaktkraft etablieren kann, erhélt man ein dauerhaft
oszillierendes Verhalten, das vor allem in der Geschwindigkeitstrajektorie ersichtlich
wird. Die Krafttrajektorie des elastischen Korpers weist hingegen einen glatten und
stetigen Verlauf auf, wodurch die von der Beschriankung aufgebrachte Kraft die
Gewichtskraft im Bereich G € [0, %] exakt kompensieren kann. Daher sollte fiir die
Anwendbarkeit der leistungsbasierten Restriktionsfunktion auf statische Kontakte
stets die Annahme eines zumindest minimal elastischen Korpers getroffen werden.

Eine weitere interessante Eigenschaft des neuen Kontaktmodells ist die Abhéngigkeit
des Restitutionskoeflizienten e, von der Schwerkraft und anderen externen Kréaften.
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Abbildung 3.13: Abhéngigkeit des Restitutionskoeffizienten e, von externen
Kréften fiir die Annahme starrer und elastischer Koérper

Der Einfluss duflerer Krafte wird dabei fiir kleiner werdende Aufprallgeschwindig-
keiten immer gréfer und erreicht im Ubergang von Sto zu statischem Kontakt
sein Maximum. Je langsamer die Geschwindigkeit ist, desto stdrker weicht der Re-
stitutionskoeffizient von dem in Abbildung 3.11 dargestellten Verhalten bei einem
horizontalen Stofl ohne duflere Kréifte ab. Driickt die externe Kraft das Objekt in
die Beschréankung hinein, steigen dadurch die energetischen Verluste an und e, wird
kleiner. Durch die Zunahme der dissipierten Energie kommt es zu einem schnelle-
ren Abklingen der Aufprallgeschwindigkeit und somit auch zu einem schnelleren
Ubergang vom StoBverhalten zu einem statischen Kontakt. Dieses charakteristische
Verhalten des Restitutionskoeffizienten, das in Abbildung 3.13 dargestellt ist, tritt
aber nicht nur in den Simulationsergebnissen auf, sondern ist in seiner grundlegenden
Form auch in den Messdaten enthalten, die in [Gol01] abgebildet sind. Das variable
Verhalten von e, basiert dabei grofitenteils auf der Elastizitdt des Objekts und hat
fiir Starrkérperkontakte somit nur einen vernachléssigbar kleinen Einfluss. Allerdings
nimmt das Rauschverhalten von e, bei starren Kérpern und kleiner werdenden
Geschwindigkeiten stark zu. Das Rauschen entsteht dabei aufgrund numerischer
Fehler, die aus dem sprungférmigen Verhalten der Kontaktkraft in Kombination mit
einer endlich kleinen Abtastzeit resultieren.

Durchbrechen von Schranken mit endlicher Ausdehnung

In den beiden zuvor vorgestellten Kontaktsimulationen wurde fiir die Beschrankung
stets eine Schranke mit unendlicher Ausdehnung angenommen. Wie jedoch in Ab-
schnitt 3.2.5 bereits erortert wurde, ist diese Annahme fir reale Beschrankungen
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Parameter Wert Einheit | Parameter Wert Einheit

S0 0,10 m m 0,05 kg
Se 0,08 m SA 0,20 m
re 10 kN 50 ~0,10 m
Td 0,05 s/m 3¢ —-0,05 m

Tabelle 3.2: Simulationsparameter fiir den Kontakt einer Kugel mit einer
begrenzten Schranke bei einer Abtastzeit von 0,01 ms

in mechanischen Systemen nicht zutreffend. Daher soll nachfolgend ein weiteres
Simulationsszenario fiir ein Einkérpersystem betrachtet werden, das der Kollision
einer Kugel mit einer Schranke der Dicke sa aus Abbildung 3.9 entspricht. Fiir eine
iibersichtlichere Darstellung wird in diesem Beispiel der Einfluss der Gravitation
vernachléssigt und lediglich ein eindimensionales Kontaktproblem in horizontaler
Richtung simuliert. Somit kann fiir das Simulationsmodell direkt die Restriktions-
funktion fiir endlich ausgedehnte Schranken R aus Gleichung (3.24) verwendet
werden. Leitet man diese partiell nach v; ab und teilt die daraus resultierende
Kontaktkraft durch die Masse der Kugel m, so erhélt man die Differentialgleichung
des dynamischen Objektverhaltens

0] = 4%L (tanh (74 (s — 7)) — tanh (ry (s — 7)) (1 — tanh (rquy)).  (3.32)
Die Koeffizienten der Gleichung (3.32) kénnen anhand der Werte in Tabelle 3.2 tiber
die Parametergleichungen (3.3), (3.4), (3.22) und (3.23) berechnet werden. Die Werte
sind dabei in ihrer GréBenordnung solchen Werten nachempfunden, wie sie auch beim
Beschuss einer Mauer durch eine Kanone praktisch vorkommen kénnten. Simuliert
man nun bei gleichbleibender Startposition s; ¢ = 0,2m den Beschuss der Schranke
fiir die beiden Initialwerte v = —200+ und v, = —2707% der Objektgeschwindigkeit,
so andert sich auch die kinetische Energie der Kugel und es ergeben sich signifikante
Abweichungen in den Simulationsergebnissen, die in den Abbildungen 3.14 und 3.15
dargestellt sind.

Betrachtet man zunéchst die Ergebnisse fiir die kinematischen Gréflen in Abbil-
dung 3.14, so fallt besonders die Divergenz der Trajektorien des Objektabstands s
auf. Wihrend der Abstand fiir v; = —2007% innerhalb der Beschrénkung ein Mini-
mum erreicht und anschliefend wieder zunimmt, ist das Verhalten der Trajektorie
bei hoherer Initialgeschwindigkeit monoton fallend. Somit kommt es bei der Kugel
mit niedriger kinetischer Energie T' zu einer klassischen Kollision mit Zuriickprallen,
wohingegen bei hoher kinetischer Energie die Kugel die Beschrankung durchbricht.
Eine Beschleunigung der Kugel findet dabei lediglich im Bereich der Beschrédnkung
statt, wodurch die Geschwindigkeit vor und nach dem Kontakt konstant ist. Dabei
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Abbildung 3.14: Vergleich des kinematischen Verhaltens, der Beschran-
kungsleistung und der kinetischen Energie fiir Simulationen
mit unterschiedlichen Initialgeschwindigkeiten v

wird fiir v = —270% das Objekt lediglich abgebremst und die Geschwindigkeit
bleibt tiber die gesamte Zeit negativ. Bei v = —2007 folgt hingegen auf die Phase
der Verzogerung zusétzlich eine Phase der Beschleunigung, in der die Geschwindigkeit
das Vorzeichen wechselt. Dieses Verhalten spiegelt sich auch in den Trajektorien der
kinetischen Energie wider, da fiir eine hohe Initialgeschwindigkeit stets T > 0 ist,
die kinetische Energie bei kleiner Aufprallgeschwindigkeit zwischenzeitlich aber zu
null abfillt, obwohl die Beschrankungsleistung fiir schnelle Objekte wiahrend der
Kontaktphase einen betragsméfig hoheren Wert annimmt.

Die unterschiedlichen Ergebnisse der beiden Objektkollisionen kénnen anhand des
Verlaufs der Kontaktkraft F| in Abbildung 3.15 anschaulich erldutert werden. Dringt
die Kugel in die Beschrinkung ein, so steigt zunéchst fiir beide Szenarien die Kontakt-
kraft sehr schnell an und erreicht dabei den Bereich der maximalen Interaktion, der
durch die Kraftebene {iber s; und v, innerhalb der Beschrinkung abgebildet wird.
Die maximale Normalkraft ist dabei auf den Wert von ry = 10 kN begrenzt, dadurch
resultiert aus dem Zusammenhang v, = F| /m fiir beide Kollisionen eine identische
Verzogerung der Kugel, wobei die Restriktionsleistung bei gleicher Kraft, aber ho-
herer Geschwindigkeit zunimmt. Dariiber hinaus benétigt das Objekt bei héherer
Geschwindigkeit eine ldngere Zeitdauer und Strecke, um vollstdndig abgebremst zu
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Abbildung 3.15: Vergleich der Kontaktkrafttrajektorien fiir ein an der
Schranke zuriickprallendes und ein die Schranke durch-
brechendes Objekt mit unterschiedlichen Initialgeschwin-
digkeiten v

werden. Fiir v; = —2007 ist die Strecke bzw. in diesem Fall die Breite der Schranke
ausreichend, um das Objekt zu stoppen. Mit abnehmender Geschwindigkeit reduziert
sich dabei die Normalkraft der Beschrankung und das Objekt wird anschlieend mit
kleinerer Kraft aus der Beschrankung heraus beschleunigt. Die Beschleunigung der
Kugel bei viskoelastischen Kontakten ist dabei stets geringer als die Verzogerung,
wodurch das Objekt die Beschrankung mit kleinerer Geschwindigkeit verldsst. Fiir
héhere Geschwindigkeiten, wie z. B. v = —2707%, reicht hingegen die Breite der
Schranke nicht fiir ein vollstdndiges Abbremsen der Kugel aus. Somit fillt die Nor-
malkraft nicht tiber die Geschwindigkeit, sondern iiber den Abstand s, ab, da die
Aktivierungsfunktion der Beschrinkung zu null wird. An diesem Punkt durchbricht
das Objekt die Beschrinkung und fliegt anschlieBend ungehindert mit konstanter,
aber kleinerer Geschwindigkeit weiter. Soll nun die Beschréinkung dahingehend ange-
passt werden, dass die Schranke auch durch ein Objekt mit héherer Energie nicht
mehr durchbrochen werden kann, hat man die gleichen Mé&glichkeiten, wie sie auch
fiir die Verstarkung einer Mauer bestehen. Entweder man verbreitert die Mauer, was
in diesem Fall einer Vergréflerung der Breite s entspricht, oder man verwendet ein
Material mit hoherer Widerstandskraft. Die Anpassung der Widerstandskraft erfolgt
im Falle der leistungsbasierten Restriktionsfunktion tiber den Kraftkoeffizienten ryg,
daher kann dieser als direkter Materialparameter interpretiert werden. Somit zeigt
sich auch bei der Simulation des Schrankendurchbruchs die einfache, physikalisch
interpretierbare Parametrierung des leistungsbasierten Kontaktmodells.
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Abbildung 3.16: Inverses Doppelpendel mit zwei unilateralen Kontakten

3.3.2 Mehrkorpersysteme unter Einfluss mehrerer, paralleler
Kontakte

Um die einfache Anwendbarkeit und das robuste Verhalten des neuen Modellierungs-
ansatzes zu verdeutlichen, wird im nachfolgenden Szenario das Kontaktverhalten
eines Mehrkorpersystems mit mehrfachen Beschrankungen untersucht. Das Auftreten
paralleler Kontakte in Mehrkorpersystemen ist mit den etablierten Kontaktmodel-
len nur bedingt moéglich und fithrt zu uniibersichtlichen Modellbeschreibungen, die
in ihrer Komplexitat nur noch durch Modelle mit kontaktbedingten, tangentialen
Reibungskriften {ibertroffen werden. Fiir den neuen Modellierungsansatz stellen
solche Szenarios hingegen kein Problem dar, da durch den gleichbleibenden Forma-
lismus und die unabhéngige Parametrierung der Einzelkontakte stets eine einfache
Ansatzfunktion fiir das Modellierungsproblem aufgestellt werden kann. Die daraus
resultierenden Systemgleichungen koénnen dabei zwar ebenfalls sehr umfassend sein,
allerdings koénnen sie automatisiert unter Verwendung eines Computer-Algebra-
Programms aufgestellt werden, wodurch die Fehlerrate bei der Modellierung deutlich
abnimmt.

Als konkretes Anwendungsbeispiel soll hier das inverse Doppelpendel aus Abbil-
dung 3.16 betrachtet werden, dessen Bewegungsbereich durch den Boden einge-
schrankt ist und bei dem es zu zwei gleichzeitig auftretenden Kontakten zwischen
den Massen m; und der Beschriankung kommen kann. Die Verbindung der Massen
und Gelenke erfolgt dabei durch ideal starre Stdbe, die keine eigene Masse aufweisen.
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Dariiber hinaus wirken neben der Schwerkraft keine weiteren externen oder dissipati-
ven Krifte auf das System. Dies fiihrt dazu, dass sich die Gesamtenergie des Systems
nur durch die energetischen Verluste wiahrend der Kollisionen verdndern kann. Wie
in Abbildung 3.16(a) dargestellt ist, werden die verallgemeinerten Koordinaten bei
der Initialisierung des Simulationsbeispiels zu 1,9 = ‘%’r und ¢z 9 = —F gewéhlt,
wobei sich das Pendel zu Beginn im Stillstand befindet.

In der Phase der freien Bewegung werden beide Segmente aufgrund der Schwerkraft
zunéchst so lange in Richtung des Bodens beschleunigt, bis die Masse msy mehrfach
auf dem Boden auf- und zuriickprallt. Wahrend den einzelnen Kollisionen wird dem
System ein Teil der kinetischen Energie entzogen und es bildet sich ein dauerhafter
Kontakt zwischen mo und dem Boden aus. Die Masse mo gleitet dabei entsprechend
Abbildung 3.16(b) entlang der Beschréankung, bis die Masse m; ebenfalls auf dem
Boden aufschldgt. Durch mehrfaches Zuriickprallen von m; wird dem System nach
und nach die verbleibende kinetische Energie entzogen und das Pendel erreicht die
in Abbildung 3.16(c) dargestellte Ruhelage.

Die Modellgleichungen des inversen Doppelpendels mit Beschrankung werden iiber
die erweiterten Lagrange-Gleichungen

doL oL OR .

306, 0q 93 1=1,2 (3.33)
ohne die Terme externer und dissipativer Kréafte hergeleitet. Hierfiir werden zunéchst
die verallgemeinerten Koordinaten zu q = [¢; <p2]T gewahlt und daraus die zugehd-
rigen verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢ = [¢1 gbz]T abgeleitet. Auf Basis von
q und g werden anschlieflend die Beschreibungen der potentiellen und kinetischen
Energien des Pendels aufgestellt, die durch die Gleichungen

1
leamll%gb%, (3.34a)
Ty=1m (I8 +13 + 20115 cos(ip2)) @3 + 2lo (Io + 11 cos(p2)) 12 + 13¢5 ), (3.34D)
2= oMU T 02 142 COS(P2) ) ¥ 2 (b2 T 01 COS(p2)) P1¥P2 T i3P3 |, (9
Vi=magsin(p1)l, (3.34c)
VQ:mgg(Sin(cpl)ll + sin(¢1 + @2)12) (3.34d)

definiert sind. Addiert man die Terme der kinetischen Energien T; und zieht davon
die Terme der potentiellen Energien V; ab, so erhélt man die Lagrange-Funktion
L nach Gleichung (3.26). Die Differentialgleichungen des unbeschrénkten Pendels
koénnen durch Einsetzen von £ in die linke Seite der Gleichung (3.33) hergeleitet
werden. Auf eine Darstellung der Differentialgleichungen des Doppelpendels wird
an dieser Stelle jedoch verzichtet, da sie fiir das Verstdndnis des Kontaktmodells
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Parameter Wert Einheit ‘ Parameter Wert Einheit ‘ Parameter Wert Einheit

my 0,10 kg Schranke 1: Schranke 2:

Mo 0,10 kg 80,1 10 mm 80,2 10 mm
l1 0,10 m S¢,1 6 mm 5¢,2 6 mm
l2 0,10 m Tf1 400 N Tt,2 400 N
T 0,01 m Td1 4 s/m Td2 4 s/m

Tabelle 3.3: Simulationsparameter des beschriankten Doppelpendels bei einer
Abtastzeit von 0,1ms

eine untergeordnete Rolle spielen. Sie kénnen aber in Anhang A.2 oder in [RS84]
nachgeschlagen werden.

Die Restriktionsfunktion R des Simulationsbeispiels besteht aus zwei Termen, die
das Beschréinkungsverhalten der beiden Massen m; und ms beschreiben. Der erste
Beschrankungsterm héngt dabei vom vertikalen Abstand und der relativen Ge-
schwindigkeit zwischen der Masse m; und dem Boden ab, die durch die Gleichungen

51,1 = yo +sin(e1)l, (3.35a)
vy 1 = cos(p1)lir (3.35b)

definiert sind. Fiir den zweiten Term werden die entsprechenden Gleichungen

s1,2 =yo +sin(p1)l + sin(e1 + @2)la, (3.36a)
vy 9 = cos(p1)lipr + cos(p1 + p2)la (1 + P2) (3.36b)

fiir den Zusammenhang zwischen der Masse ms und der Beschrankung aufgestellt.
Werden die Gleichungen (3.35) und (3.36) in die verallgemeinerte Restriktionsfunk-
tion aus Gleichung (3.28) eingesetzt, so erhdlt man die Gesamtbeschreibung der
Beschrinkung nach Gleichung (A.3), die aufgrund ihrer umfangreichen Terme in
Anhang A.2 zu finden ist und deren Parameter fiir die Simulation entsprechend
Tabelle 3.3 gewéhlt wurden. Der generalisierte Aktivierungsterm aus Gleichung (A.3)
transformiert die durch den Boden definierte Beschrankung in die Ebene der verallge-
meinerten Koordinaten ¢ und @9, wodurch man den in Abbildung 3.17 dargestellten
Bewegungsbereich erhélt. Die erste Koordinate ¢, ist dabei auf das Intervall zwischen
0 und 7 beschrankt, wohingegen ¢s unbeschréankt ist, sofern das erste Segment des
Pendels fiir ¢o; = 5 senkrecht steht, da nur in dieser Position das zweite Segment
des Pendels frei rotieren kann. Wie in der Trajektorie der Aktivierungsfunktion
in Abbildung 3.17 zu erkennen ist, tritt der Fall einer freien Rotation des zweiten
Pendelsegments in der betrachteten Simulation nicht auf, da dies durch die Wahl

der initialen Pendelwinkel ausgeschlossen wurde.
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max [Ra,1(q), Ra2(q)]

1 in rad

2 in rad

Abbildung 3.17: Verallgemeinerter Beschrankungsbereich des Doppelpen-
dels iiber ¢1 und @9 und Verlauf der Aktivierungsfunktion
fiir das Simulationsszenario

Die Normalkrafte zwischen den Massen und der Beschrénkung werden durch das
Einsetzen von Gleichung (A.3) in Gleichung (3.29) in Wirkrichtung der Winkel ¢
und @9 transformiert. Somit treten die verallgemeinerten Kontaktkriifte QR fiir
dieses Szenario in Form eines Moments auf. Die beiden Momente kénnen tiber die
Gleichungen (A.4a) und (A.4b) berechnet werden und sind, anders als bei Kontakten
von Einkorpersystemen, nicht mehr ausschliellich durch die Multiplikation zweier
Sigmoid-Funktionen definiert, sondern weisen dariiber hinaus noch jeweils einen
zusétzlichen Faktor auf. Diese Faktoren, die von den Geschwindigkeiten v, ;(q, q)
abhdngen, teilen dabei die Kontaktkréfte auf die generalisierten Kontaktmomente
im Vektor Q™ auf.

Die Simulationsergebnisse fiir die Trajektorien der verallgemeinerten Momente Q™
der generalisierten Koordinaten g und der zugehorigen Geschwindigkeiten ¢ sind in
Abbildung 3.18 ebenso dargestellt wie die Summen der potentiellen und kinetischen
Energien By ; = T; +V;, ¢ = 1,2, der Massen m; und die daraus resultierende
Gesamtenergie des Systems Ey, = Ex; + Ex 2. Nachdem das Pendel aus seiner
initialen Ruhelage losgelassen wird, nehmen die Winkelgeschwindigkeiten ¢; zunéchst
betragsméBig zu, bis nach ¢ =~ 0,1 s ein erster Kontakt zwischen der Masse mo und dem
Boden auftritt. In den Trajektorien der verallgemeinerten Momente QF wird dabei
ein gleichzeitiger Einfluss des Kontakts auf beide Freiheitsgrade des Systems deutlich,
der innerhalb einer kurzen Zeitspanne einen groffien Teil der Systemenergie dissipiert.
Auf den ersten Kontakt des Pendels mit dem Boden folgt eine Phase weiterer
Kollisionen, die besonders in den Trajektorien der Momente und Geschwindigkeiten
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Abbildung 3.18: Trajektorien der Koordinaten g, Geschwindigkeiten ¢ und
Kontaktkrafte QR des Doppelpendels sowie der Energien
Es, ; der Massen m; und des Gesamtsystems E's;

deutlich werden. Die Intensitidt des Aufpralls nimmt dabei mit jedem Kontakt ab,
da sich durch die energetischen Verluste, die mit jedem Stof} einhergehen, auch die
Aufprallgeschwindigkeit der ndchsten Kollision reduziert. Nachdem das sto3férmige
Kontaktverhalten zwischen Beschrankung und Masse mg immer mehr zu einem
anhaltenden, unilateralen Kontaktverhalten ibergeht, wechselt ms in eine Phase
des Gleitens, bei der lediglich ein minimaler Energieverlust auftritt. Dabei wird
die verbleibende potentielle Energie in kinetische Energie umgewandelt und die
verallgemeinerten Geschwindigkeiten g steigen stetig an. Mit dem Aufprall der Masse
my auf dem Boden bei ¢t = 0,3 s wird die Gleitphase des Pendels abrupt gestoppt und
es tritt ein zweiter signifikanter Energieverlust auf. Wie dabei in den Trajektorien der
Momente und der Energien zu erkennen ist, wirkt sich die aus dem Aufprall von m;y
resultierende Kraft lediglich auf das verallgemeinerte Moment QT und die Energie
Es; 1 aus. Dieses Verhalten ist dabei keineswegs tiberraschend, da die Definition der
Restriktionsfunktion R4 fiir die Masse m; unabhéngig von (5 und ¢9 erfolgt und
eine Krafteinwirkung in Richtung der zweiten generalisierten Koordinate somit nicht
erfolgen kann. Durch die Kopplung der beiden Pendelsegmente wirkt sich das in
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Abbildung 3.19: Normalkréafte F'; ;(v, ;) und kinetische Energie T (v, )
fiir den Kontakt der Massen m; mit der Beschrankung

Richtung von ¢ angreifende Moment jedoch auf alle kinematischen Gréflen g und g
aus. Vergleichbar zum Kontaktverhalten von ms folgt auf den ersten Aufprall von
my eine Serie weiterer Stofe, bei denen dem Pendel die restliche Energie entzogen
wird, wodurch das System seine endgiiltige Ruhelage erreicht. Die verallgemeinerten
Kontaktmomente, die wiahrend des statischen Kontakts auftreten, entsprechen dabei
exakt denjenigen Momenten, die zwei in den Drehgelenken positionierte Antriebe
aufbringen miissten, um das unbeschréinkte Pendel in seiner horizontalen Position
zu halten.

Vergleicht man die Trajektorien der Geschwindigkeiten ¢ bzw. der verallgemeinerten
Momente Q™ mit dem Verlauf der Trajektorie der Gesamtenergie, so ldsst sich kein
direkter Zusammenhang erkennen, wie er beim Aufprall einer Kugel auf einer Ebene
gegeben war. Daher soll dariiber hinaus auch der Zusammenhang zwischen den
Kontaktkraften in Normalenrichtung F'| ; mit ¢ = 1,2, die aus dem Einsetzen der
Gleichung (A.3) in Gleichung (3.31) resultieren, und der kinetischen Energie

1 . 1 . . .
Ti=5m (11 cos(i1)¢1)? + 5me (11 cos(p1)@1 + la cos(p1+2) (P1+$2))° (3.37)

in Abhéngigkeit der relativen Geschwindigkeiten v, ; untersucht werden. Die Glei-
chungen (A.5a) und (A.5b), die das Verhalten von F'| ; beschreiben, sind vergleichbar
mit den Beschreibungen der Kollisionskrifte in einem Einkérpersystem. Die daraus
resultierenden Trajektorien fiir das Simulationsszenario des Doppelpendels sind in
Abbildung 3.19 dargestellt. Die Hohe der maximalen Normalkréfte hingt mafigeblich
von der kinetischen Energie in Normalenrichtung ab, die das System beim initialen
Aufprall besitzt. Umso hoher T’ ist, desto grofier werden die auftretenden Nor-
malkréfte. Vergleicht man nun F ; und 7’| mit dem dissipativen Verhalten der
Gesamtenergie in Abbildung 3.18, so erkennt man einen starken Zusammenhang zwi-
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schen den Trajektorien, wie er auch bei einfachen Kontakten von Einkorpersystemen
auftritt.

Dariiber hinaus er6ffnet die Berechnung der Normalkraft die Méglichkeit, das Kon-
taktverhalten zwischen Pendel und Beschrinkung um tangential auftretende Rei-
bungseffekte zu erweitern, die wahrend der Gleitphase der Masse my auftreten. Die
Erweiterung des Simulationsszenarios um Reibungseffekte wird in Kapitel 4 vorge-
stellt und diskutiert, dabei wird das beschrankte Pendelmodell mit dem dynamischen
Reibungsmodell aus Kapitel 2 kombiniert.

3.3.3 Beschrinkung dreidimensionaler Objekte

In den bisherigen Simulationsszenarios wurde stets die Annahme getroffen, dass
das kollidierende Objekt eine kugelférmige Geometrie aufweist. Bei praktischen
Anwendungen ist diese Annahme jedoch nur selten zutreffend, da besonders bei
mechanischen Systemen viele Bauteile fertigungsbedingt Strukturen mit Kannten
und Ecken aufweisen. Allerdings bietet die leistungsbasierte Restriktionsfunktion
auch hierfiir eine Losung. Folgt man der Idee der finiten Elemente, so kann die
Form eines jeden beliebigen Objekts durch eine Vielzahl kleiner Kugeln nachgebildet
werden.

Ein einfaches Beispiel fiir dieses Vorgehen ist in Abbildung 3.20 fiir den Kontakt
eines Wiirfels mit einer Ebene dargestellt. Hierzu ist es ausreichend den Wiirfel
iiber Kontaktsphéren in den Eckpunkten zu approximieren, da iiber diese Punkte
alle moglichen Szenarien fiir den Kontakt einer Ecke, einer Kante oder einer Fliche
des Wiirfels mit der Ebene abgebildet werden konnen. Betrachtet man anstelle
des Kontakts mit einer Ebene den Kontakt eines Wiirfels mit einer nicht glatten

5 z
J}J8
6 / T
\7/€ y
4
k

Abbildung 3.20: Kollisionssimulation eines Wiirfels mit einer Ebene unter
Verwendung finiter Kontaktelemente
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Oberflache, so konnen die Kontaktsphiren auch auf den Seiten des Wiirfels verteilt
werden. Dabei bleibt das nachfolgend vorgestellte Vorgehen fiir das einfache Sze-
nario aus Abbildung 3.20 unverdndert, lediglich der Rechenaufwand steigt mit der
zunehmenden Anzahl an Elementen stetig an.

Fiir die Modellierung des Wiirfels werden zunéchst {iber die Kantenldnge k die
Positionen

1 1 [—17 [—17
k k k k
Pl,w =|-1 57 P2,w = 1 57 P3,w = 1 57 P4,w =|-1 57
| —1] | —1] | —1] | —1]
[ 1] [ 1] [—17 [—17
k k k k
Psy=|-1|=-, Pow=| 1| =, Pryw=| 1| =, Psw=|-1| = (3.38)
1] 2 ' 1|2 12 1l 2

der acht Eckpunkte im Wiirfelkoordinatensystem bestimmt, dessen Ursprung im
Schwerpunkt des Wiirfels Psp = [rsp ysp 2sp]T liegt. Die Orientierung des Wiirfels
im Inertialsystem wird dabei durch die Winkel «, 8 und v bestimmt. Fiir die
Transformation der Koordinaten P; ., vom korperfesten in das Inertialsystem wird
hier die zyz-Konvention aus [DHO7; GPS06] verwendet, die hauptsichlich in der
Fahrzeug- und Luftfahrttechnik eingesetzt wird. Dabei wird das Inertialsystem
zunichst mit der Rotationsmatrix

cos(y) sin(y) O
R.(vy) = |—sin(y) cos(y) 0 (3.39)
0 0 1

um den Gierwinkel v um die Hoch- bzw. z-Achse gedreht, gefolgt von einer zweiten
Drehung um die intermediare g’-Achse mit der Rotationsmatrix

cos(B) 0 —sin(p)
R,(B)=] 0 1 0 (3.40)
sin(8) 0 cos(p)

um den Nickwinkel 5 und einer abschlieSenden Drehung mit der Rotationsmatrix

1 0 0
R,/(a)= |0  cos(ew) sin(a) (3.41)
0 —sin(a) cos(a)

um den Rollwinkel @ um die endgiiltige z”-Achse. Die Gesamtrotation vom Inertial-
system ins korperfeste System erfolgt somit iiber die Rotationsmatrix

Rx”y/z(av B, 7) =Ry (Q)Ry/(ﬁ)Rz (7)v (3'42)
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die sich aus der Multiplikation der Matrizen (3.39)-(3.41) ergibt. Entsprechend dazu
kann iiber die transponierte Rotationsmatrix R;/,y,z(a, B,7) die Transformationen
aus dem korperfesten in das inertiale Koordinatensystem erfolgen.

Fiihrt man nun die verallgemeinerten Koordinaten q = [zsp ysp zsp a 8 7]7T fiir die
drei translatorischen und die drei rotatorischen Freiheitsgrade ein, so lassen sich die
Positionen P; der Kontaktpunkte in globalen Koordinaten iiber die Gleichung

zi(q)
Pl(q) = yz(q) = R/z”,y/,z(q417 gs, qG)Pi,w + PSP(qlv q2, q3) (343)
zi(q)

berechnen. Die Positionen P; ,, der Kontaktsphéren in kérperfesten Koordinaten
werden also zunéchst iiber R, in ein zum Inertialsystem paralleles System trans-
formiert und anschlieBend um die Schwerpunktposition Pgp des Wiirfels verschoben.

Fir den Kontakt mit der z/y-Ebene konnen nun die vertikalen Positionen z;(q) der
Eckpunkte P;(q) sowie deren zeitliche Ableitungen %;(q, q) = grad(z;(q))q in die
Gleichung (3.28) der Restriktionsfunktion eingesetzt werden, wobei s ;(q) = 2(q)
und v, ;(q,q) = %(q,q) entspricht. Somit erhdlt man fiir die Beschreibung der
Kontakte aller acht Eckpunkte des Wiirfels die verallgemeinerte Restriktionsfunktion

8 . . . .
R(q,q)= Z (1 —tanh (Tt,iQ(Zi (9) —Tc,i))) (Zi (g, q) log(cosh (27;1,121‘ (g, Q)))) rei.

(3.44)

Dariiber hinaus wird die Lagrange-Funktion

L(q,q) =Ti(q) + T:(q,9) — V(q) (3.45)

des Wirfels aufgestellt, die sich aus drei Termen zusammensetzt. Die potentielle
Energie

V(g) = mgqs (3.46)

héngt dabei lediglich von der vertikalen Position g3 = zgp des Schwerpunkts, der
Wiirfelmasse m und der Erdbeschleunigung g ab. Des Weiteren erhélt man die
translatorische kinetische Energie

. 1 ) ) .
Ti(q) = §m(6ﬁ ++33) (3.47)

aus der Geschwindigkeit des Wiirfelschwerpunkts und der Masse m. Fiir die rotatori-
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Parameter Wert Einheit | Parameter Wert Einheit

k 100 mm m 0,1 kg
50,i 2 mm TEq 400 N
Se,i 1 mm Tdi 0,3 s/m

Tabelle 3.4: Simulationsparameter fiir den Kontakt eines Wiirfels mit einer
Ebene auf Basis finiter Elemente bei einer Abtastzeit von 0,1 ms

sche kinetische Energie

T.(0,d) = 3" (0, 4) (a0 (3.45)

mit dem Tréagheitstensor J = %kaI fiir die Drehung eines Wiirfels um seine drei

Haupttragheitsachsen muss zunéchst der Geschwindigkeitsvektor

Wy {4 cos(gs) cos(ge) — g5 sin(ge)
w(q,q) = |wy| = |qacos(gs)sin(gs) — g5 cos(gs) (3.49)
Wy d6 — Gasin(gs)

nach [GPS06] berechnet werden, der die Rotationsgeschwindigkeiten hinsichtlich der
raumfesten Achsen beschreibt.

Setzt man die Gleichungen (3.44) und (3.45) in die Lagrange-Gleichungen (3.30)
ein, wobei keine externen Kréfte einwirken und somit @@ = 0 ist, so erhélt man
die Differentialgleichungen fiir das Kontaktszenario zwischen Wiirfel und Ebene.
Die aus der Lagrange-Funktion resultierenden Differentialgleichungen (A.6) des
unbeschrinkten Wiirfels sind in Anhang A.3 dargestellt. Auf die Darstellung der
resultierenden Gleichungen fiir die Kontaktkréfte F'| ; senkrecht zur Ebene und die
verallgemeinerten Kontaktkrifte QT sei hier jedoch verzichtet, da die Gleichungen
mehrere Seiten umfassen wiirden. Die Kriftegleichungen kénnen jedoch unter Ver-
wendung eines Computer-Algebra-Programms mit geringem Aufwand aus den in
den Gleichungen (3.38)-(3.44) beschriebenen Ansatzfunktionen abgeleitet werden.

Fiir die Simulation des Kontaktverhaltens werden die Koeffizienten der Differential-
gleichung auf Basis der Parameter in Tabelle 3.4 berechnet und die Initialwerte fiir
die verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten zu

] T

go=[0m Om Im Orad Orad Orad (3.50a)

und

go=[22 1m om jomd prd rad)” (3.50b)

S S S
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Abbildung 3.21: Schwerpunktstrajektorie mit Projektion auf die x/y-Ebene
fiir den Kontakt eines Wiirfels mit einer Ebene

gewahlt. Die daraus resultierenden Simulationsergebnisse fiir die Position und Ori-
entierung des Wiirfels sind in Abbildung 3.21 dargestellt und die Trajektorien der
verallgemeinerten Geschwindigkeiten und Kontaktkrifte in Abbildung 3.22. Da diese
Ergebnisse fiir eine grundlegende Erlauterung der Kontaktprozesse ausreichen, wird
aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf eine zusétzliche Betrachtung der kinematischen
Trajektorien und Kontaktkrafte der einzelnen Kontaktsphéren verzichtet.

Betrachtet man die Schwerpunktstrajektorie des Wiirfels und deren Projektion auf die
x/y-Ebene in Abbildung 3.21, so erkennt man, dass sich der Schwerpunkt des Wiirfels
in z- und y-Richtung gleichméfig weiterbewegt. Die Geschwindigkeiten £gp und gysp,
die in Abbildung 3.22 dargestellt sind, bleiben dabei unverdndert auf dem Wert der
jeweiligen Startgeschwindigkeiten @sp g = 2% und gysp,o = 1. Die gleichférmige
Bewegung bleibt deshalb ungestort, weil die Kontaktkrafte zwischen den einzelnen
Kontaktspharen und der z/y-Ebene exakt senkrecht zur Ebene stehen und dadurch
auch nach der Transformation der Kréifte in Wirkrichtung der verallgemeinerten
Koordinaten zsp und ysp keine Kontaktkrifte @ und QFF auftreten. Aus dem
gleichen Grund gilt auch fiir das verallgemeinerte Kontaktmoment Q?f = 0. Da
fiir die Rotation des Wiirfels die xyz-Konvention verwendet wird, erfolgt die erste
Drehung stets um die vertikale z-Achse, die senkrecht auf der Kontaktebene steht.
Somit kann aus dem Kontakt kein Drehmoment um die Hochachse resultieren,
wodurch auch die Rotationsgeschwindigkeit um die z-Achse unveréndert bei w, = 0
bleibt.
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Abbildung 3.22: Verallgemeinerte Geschwindigkeiten ¢; und generalisier-
te Kontaktkriifte QF fiir das Simulationsszenario eines
Wiirfels auf einer Ebene

Da die Normalkraft wihrend des Kontakts nicht zwingend zentral unterhalb des
Schwerpunkts angreift, fiihrt der Kontakt iiber den entsprechenden Hebel zu einem
Anstieg der beiden Momente Q7 und Q? um die verbleibenden Rotationsachsen des
Wiirfels, wobei die Verteilung der Momente von der Ausrichtung des Wiirfels zum
Zeitpunkt des Kontakts abhangt. Durch das Auftreten der Rotationsmomente &ndern
sich auch die globalen Winkelgeschwindigkeiten w, und w,, da ein Teil der kinetischen
Energie in z-Richtung in Rotationsenergie umgewandelt wird. Dies wird vor allem
bei genauerer Betrachtung der Geschwindigkeitstrajektorien des Wiirfelschwerpunkts
ersichtlich. Vergleicht man die Trajektorie der Geschwindigkeit Zgp des Wiirfels in
Abbildung 3.22 mit der Geschwindigkeitstrajektorie des Kontakts zwischen einer
Kugel und einer Ebene aus Abbildung 3.12, so fillt auf, dass die Geschwindigkeit der
Kugel mit jedem Kontakt monoton abnimmt, wohingegen die Geschwindigkeit Zsp
des Wiirfels mit dem Kontakt auch zunehmen kann. Dies liegt daran, dass wahrend
des Kontakts die translatorische Energie in z-Richtung und die rotatorische Energie
bidirektional umgewandelt werden. Ist der von Zgp abhéngige Teil der kinetischen
Energie zwischenzeitlich sehr klein, kommt es zu dem in Abbildung 3.21 dargestellten
Verhalten, bei dem die Sprunghdhe des Wiirfels zunéchst klein wird und anschliefend
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wieder deutlich ansteigt. Die Gesamtenergie des Wiirfels ist aber auch in diesem
Fall monoton fallend. Das Verhalten des simulierten Kontakts zwischen Wiirfel und
Ebene ist daher bei qualitativ physikalischer Betrachtung durchgehend plausibel.

3.4 Fazit

Der in diesem Kapitel vorgestellte Modellierungsansatz fiir unilaterale Kontakte
basiert auf Restriktionsfunktionen, die einen stetig differenzierbaren Zusammen-
hang zwischen der Schrankenleistung und der Objektgeschwindigkeit definieren.
Somit stellt diese Art der Schrankenmodellierung einen neuen, dritten Theoriezweig
zur dynamischen Kontaktmodellierung dar, der sich deutlich von den etablierten
Anséatzen der Stereomechanik und der federbasierten Kontaktmodellierung unter-
scheidet. Die Restriktionsfunktionen kénnen dabei in den Lagrange-Formalismus
eingebunden werden, der zu den am weitest verbreiteten Modellierungsansitzen
in der klassischen Mechanik und der Mechatronik z&hlt. Durch die Einbindung in
die Lagrange-Gleichungen zweiter Art kann das leistungsbasierte Kontaktmodell
sowohl fiir einfache Einkorperkontakte als auch fiir komplexe Mehrkorpersysteme
mit mehrfachen, gleichzeitig auftretenden Kontakten angewendet werden. Diese
Eigenschaft ist in dieser Form fiir keinen anderen Modellierungsansatz gegeben und
stellt somit einen einzigartigen Vorteil gegeniiber den etablierten Theorien dar.

Der Fokus des Kontaktmodells liegt dabei vor allem in der makroskopischen Be-
schreibung der Dynamik des Gesamtsystems und beriicksichtigt nebenbei auch
die begrenzte Widerstandskraft von Schranken und das geschwindigkeitsabhéngige
Verhalten des Restitutionskoeffizienten. Uber die Restriktionsfunktionen kénnen,
mit Ausnahme des Kontakts zweier Starrkorper, alle moglichen Objekt- und Kon-
taktkonfigurationen nachgebildet werden, die von einer elastischen bis hin zu einer
nahezu perfekt plastischen Stofidynamik reichen und dariiber hinaus auch statische
Kontakte abdecken. Da in praktischen Anwendungen keine ideal starren oder plas-
tischen Stofe auftreten konnen, fiihrt der Ausschluss dieser Kontakte zu keinem
nennenswerten Nachteil des neuen Beschrankungsmodells. Diese Einschriankungen
des Modellierungsansatzes, die aus der stetig differenzierbaren Definition der Restrik-
tionsfunktion resultieren, fithren im Gegenzug zu einem vorteilhaften Verhalten im
Hinblick auf die Robustheit bei der Kontaktsimulation. Ein weiterer Vorteil des hier
vorgestellten Ansatzes ist die einfache Anwendbarkeit der Restriktionsfunktionen,
da sich die einzelnen Beschrankungen iiber nur vier physikalisch interpretierbare
Parameter anpassen lassen und somit die Handhabbarkeit des Ansatzes selbst fiir
komplexe Kontaktszenarien mit einer Vielzahl an Beschrankungen gegeben bleibt.
Somit kann der Ansatz unter Verwendung finiter Elemente auch fiir die Modellierung
des Kontaktverhaltens beliebig geformter Korper eingesetzt werden.
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Dariiber hinaus erméglichen die spezifischen Eigenschaften des leistungsbasierten
Kontaktmodells auch die Erweiterung des Modells um weitere Randbedingungen, die
in anderen Ansétzen nur unter groflem Aufwand abgebildet werden konnen. Dazu
zahlt vor allem die Beriicksichtigung von tangentialer Reibung, die wihrend des
Kontakts rauer Oberflichen auftreten kann. Da die Leistungsfunktion auch eine Ab-
leitung der Normalkrifte zulésst, kann das Kontaktmodell mit dem Reibungsmodell
aus Kapitel 2 kombiniert werden. Dabei bleibt, wie anschliefend in Kapitel 4 gezeigt
wird, auch der einfache Anwendungsformalismus erhalten, wodurch auch hier die
Modellierung von Kontakten in Ein- und Mehrkorpersystemen moglich ist.

Zusammenfassend kann daher gesagt werden, dass die leistungsbasierte Restriktions-
funktion ein vielseitiges, robustes und leistungsfahiges Werkzeug fiir die Modellierung
unterschiedlichster unilateraler Kontakte darstellt, das den etablierten Kontakttheo-
rien in vielerlei Hinsicht tiberlegen ist.






Kapitel 4

Dynamisches Kontaktverhalten mit
tangentialer Reibung

In den vorangegangenen Kapiteln wurde die leistungsbasierte Modellierung von
Reibungseffekten und unilateralen Kontakten vorgestellt. Dabei wurde fiir das Rei-
bungsmodell von einer konstanten Normalkraft und fiir das Beschrankungsmodell
von einem Kontakt glatter Kérper ausgegangen. In praktischen Anwendungen treten
beide Effekte aber meist in Kombination auf, daher wird in diesem Kapitel das
Reibungsmodell aus Kapitel 2 mit dem Kontaktmodell aus Kapitel 3 zu einem Ge-
samtansatz zusammengefasst. Hierfiir erfolgt in Abschnitt 4.1 zunéchst ein Uberblick
iiber bestehende Ansétze und eine Abgrenzung des neuen Modellierungsansatzes, be-
vor in Abschnitt 4.2 die Modellgleichungen fiir den Gesamtansatz hergeleitet werden.
Das kombinierte Modell wird anschliefend in Abschnitt 4.3 simulativ evaluiert und
in Abschnitt 4.4 bewertet und eingeordnet.

4.1 Grundlagen der Modellierung
reibungsbehafteter Kontakte

Wie bereits in Kapitel 1 ausfithrlich erldutert wurde, existieren Reibungs- und
Kontaktprozesse in nahezu allen mechanischen Systemen. Daher haben sich iiber
die Jahre auch mehrere Modellierungsansétze fiir Reibung und Beschrankungen
etabliert, die bereits in den Abschnitten 2.1 und 3.1 diskutiert wurden. Bei der
Betrachtung der unterschiedlichen Anséitze wurde dabei deutlich, dass allein die
Modellierung eines einzelnen dieser Effekte ein erhebliches Problem im Hinblick
auf die Anwendbarkeit, die Verallgemeinerbarkeit und die numerische Robustheit
darstellen kann. Im Allgemeinen treten Reibungen und unilaterale Kontakte aber in
Kombination auf, da die Reibungskraft eines bewegten Objekts mafigeblich von der



90 Dynamisches Kontaktverhalten mit tangentialer Reibung

Normalkraft zwischen dem Objekt und seiner Beschriankung abhingt. Betrachtet
man daher die Schwierigkeiten bei der Modellierung der Spezialfille von Reibung
mit konstanter Normalkraft oder von Kontakten zwischen glatten Objekten, die in
den Kapiteln 2 und 3 dargelegt wurden, so erhélt man bereits einen ersten Eindruck,
wie komplex die Modellierung eines kombinierten Kontakts auf Basis der etablierten
Reibungs- und Kontaktmodelle sein kann.

Fiir den reibungsbehafteten Kontakt von Einkorpersystemen existieren sowohl Er-
weiterungen fiir stereomechanische als auch fiir kraftbasierte Kontaktmodelle. Folgt
man den Erlauterungen in [Gol01; Str04], so werden fiir die impulsbasierten Modelle
starrer Korper die Reibungsverluste in Abhéngigkeit des Restitutionskoeffizienten e,
und der Reibungskoeffizienten pc und pg beschrieben. Allerdings kann tiber diesen
Ansatz lediglich eine grobe Naherung der tatséchlichen Reibungsvorgénge erreicht
werden. Dabei ist der Ansatz, ebenso wie bei reibungsfreien Kontakten, auf die
Verluste bei einem Stofl zwischen Objekt und Hindernis beschriankt, wodurch auch
hier weiterhin der Stofl im Mittelpunkt steht. Legt man jedoch den Fokus auf die
Modellierung der Reibung bei persistenten Kontakten, bei denen sich die Normalkraft
zwischen Objekt und Beschrankung durch dufere Einfliilsse zwar verdndert, aber
dabei stets grofler null ist, so kann auf Basis der Impulserhaltung keine Aussage
iiber das dynamische Reibungsverhalten gemacht werden. Dies ist lediglich unter
Verwendung der Kontakttheorien moglich, die auf dem Verhéltnis von Deforma-
tion und Kraft definiert sind. Da hier die Normalkréfte tiber die Auslenkung der
Hertz’schen Feder direkt berechnet werden kénnen, kann die Normalkraft als Eingang
fiir ein zusétzliches Reibungsmodell verwendet werden. Betrachtet man hierbei einen
zweidimensionalen Kontakt mit einem Freiheitsgrad senkrecht und einem parallel zur
Kontaktebene, so lédsst sich das kraftbasierte Kontaktmodell mit einem etablierten
Reibungsmodell wie z. B. dem LuGre-Modell kombinieren. Hat man hingegen einen
dreidimensionalen Kontakt mit einem zusétzlichen Freiheitsgrad parallel zur Kontakt-
fliche, so treten dieselben Probleme hinsichtlich der Verallgemeinerbarkeit auf, wie
sie schon zuvor in Abschnitt 2.3.3 fiir das LuGre-Reibungsmodell dargelegt wurden.
Daher ist es auch hier von Vorteil, das leistungsbasierte Reibungsmodell aus Kapitel 2
zu verwenden, bei dem eine automatische Transformation der Reibungskréfte in
Richtung der beiden Freiheitsgrade parallel zur Kontaktfliche erfolgt.

Sollen dariiber hinaus reibungsbehaftete Kontakte von Mehrkorpersystemen abge-
bildet werden, so wird die ohnehin schon aufwindige Modellierung von Kontakten
glatter Kérper nochmals deutlich umfangreicher. Da die stiickweise definierten Kon-
taktgleichungen der Hertz’schen Federn mit jeder weiteren Beschrankung zu einem
exponentiellen Ansteigen der Anzahl an bendtigten Modellen fithren und die Rei-
bung fiir jedes dieser Modelle separat angepasst werden muss, wachst der Aufwand
sehr schnell an und ist praktisch kaum handhabbar. Daher sind auch in der Li-
teratur nur wenige Beispiele, wie z.B. in [FMM92], fiir Mehrkorpersysteme mit
reibungsbehafteten Kontakten zu finden.
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Mit den leistungsbasierten Reibungs- und Kontaktmodellen aus den Kapiteln 2
und 3 stehen allerdings zwei Ansédtze zur Verfiigung, die fiir sich selbst gesehen
eine deutliche Vereinfachung und Verallgemeinerung der Modellierung der einzelnen
Effekte ermoglichen. Wie dariiber hinaus erstmalig in [SBD15a] gezeigt wurde,
kénnen die beiden Modellierungsansétze zu einem Gesamtmodell zusammengefasst
werden, das Kontakte mit Reibung in Ein- und Mehrkérpersystemen abbilden kann.
Dabei wird nachfolgend gezeigt, dass die Vorteile der beiden Einzelmodelle erhalten
bleiben, da auch hier ein gleichbleibender Formalismus angewendet werden kann, der
einfach zu parametrieren ist und zu einem Modell ohne Schaltbedingungen fiihrt.

4.2 Modellierung unilateraler Kontakte mit
tangentialer Reibung

Die Kombination von Kontaktmodell und Reibungsmodell erfolgt unidirektional, d.h.
die aus den Restriktionsfunktionen resultierenden Normalkrifte zwischen Objekt und
Beschriankung beeinflussen das Verhalten der Reibung, wohingegen die Reibungskraf-
te keinen Finfluss auf die Kontaktkréfte in Normalenrichtung haben. Daher werden
beim kombinierten Modellierungsansatz zunéchst die Beschrankungen auf Basis der
Gleichungen (3.28) und (3.30) des reibungsfreien Kontaktmodells eingefiithrt und
nach Gleichung (3.31) die Normalkréfte der einzelnen Kontaktpunkte hergeleitet.
Hierbei muss jedoch beachtet werden, dass die Gleichungen fiir die Normalkréfte

2rd,m

a 'UL,'m(qﬂ.]) _ log (COSh (7'11,'rrz'Ui,7rL(q7Q)))
) 2

Fim(q,4) = Ram(q vy m(q,q)

= Ram(q)Fe.m(q,q) (4.1)

in ihre Faktoren fiir die Schrankenaktivierungen R, m(q) und fir die Widerstands-
krafte der Beschrankung F. (g, ) unterteilt werden.

Da die Reibung an einem Punkt m nur im Fall eines aktiven Kontakts einen Ein-
fluss auf das System aufweist, wird zunéchst die einheitslose Aktivierungsfunktion
aus Gleichung (4.1) mit den einzelnen Summanden der Dissipationsfunktion aus
Gleichung (2.18) fiir viskose Reibung, Coulomb-Reibung und Stribeck-Reibung mul-
tipliziert. Das Produkt des viskosen Reibungsterms und R, ,,»(q) ergibt somit die
kontaktbedingte viskose Dissipationsfunktion

1

Dz},m(q, q) = Ra,m(q)idmvim(q, q)7 (42)

wobel v, m(q, ¢) die tangentiale Geschwindigkeit zwischen Objekt und Kontaktpunkt
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beschreibt. Des Weiteren erhélt man die kontaktbedingten Dissipationsfunktionen
fiir die Coulomb-Reibung

) - Vi,m (4,
D 1004) = Ran ()P i ot (ot (2L DY) g

und fiir die Stribeck-Reibung
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Das weitere Vorgehen ist nun mit den einzelnen Modellierungsschritten aus Kapitel 2
fiir das Reibungsmodell mit konstanter Normalkraft identisch. Zunéchst werden die
einzelnen Reibungseffekte, die durch die Gleichungen (4.2)-(4.4) definiert sind, fur
alle m Kontakte mit Reibung aufsummiert. Dadurch erhilt man die kontaktbedingte
Dissipationsfunktion
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flir das statische Reibungsmodell, die sich im Vergleich zur Dissipationsfunktion
aus Gleichung (2.18) zwar deutlich umfangreicher und komplexer darstellt, bei
stiickweiser Herleitung tiber die Gleichungen (4.2)-(4.4) aber weiterhin iibersichtlich
und handhabbar bleibt.

Wird die Dissipationsfunktion aus Gleichung (4.5) nach den verallgemeinerten Ge-
schwindigkeiten ¢ abgeleitet, erhilt man die Gleichungen fiir die verallgemeinerten
Krifte, die aber noch von den konstanten Normalkréften F '|,m abhingen. Ersetzt
man nun die Krifte F ' m durch die variablen Widerstandskréfte F,(g,q) der
einzelnen Kontaktpunkte aus Gleichung (4.1), ist die Abhéngigkeit der kontaktbe-
dingten statischen Reibung von q und ¢ vollstdndig beschrieben. Die statischen
Reibungskréfte konnen nun in das LPV-Filter nach Gleichung (2.26) eingesetzt wer-
den, wodurch man die Differentialgleichungen fiir die kontaktbedingten dynamischen
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Reibungskrafte Q%i erhélt. Somit ergeben sich fiir den kombinierten Modellie-
rungsansatz mit unilateralen Kontakten und tangentialer Reibung die erweiterten
Lagrange-Gleichungen zu

d0L(qg,q) _ 9L(q,9)

dt 04, By T ORiTON =@ o
1) fapra
SR ( a(_‘ )| —Q2,). (4.6b)
F,i di Fi m=Fcm(q,q)

Vergleicht man die erweiterten Lagrange-Gleichungen des Gesamtansatzes mit den
Gleichungen (2.25a) und (2.26) des reinen Reibungsmodells bzw. der Gleichung (3.30)
des Kontaktmodells, so féllt auf, dass die Lagrange-Gleichungen nun sowohl von den
verallgemeinerten Kontaktkraften als auch von den dynamischen Reibungskraften
abhédngen, wobei sich, mit Ausnahme der Abhéngigkeit der Dissipationsfunktion
von den Normalkréften, keine nennenswerte Anderung des Modellierungsansatzes
ergibt. Daher bleiben auch die grundlegenden FEigenschaften des Reibungs- und
des Kontaktmodells hinsichtlich Robustheit, Dynamik und Verallgemeinerbarkeit
erhalten, die bereits in den Kapiteln 2 und 3 ausfiihrlich diskutiert wurden. Die
Evaluation des Gesamtansatzes erfolgt im nachfolgenden Abschnitt anhand von zwei
unterschiedlichen Simulationsszenarien fiir reibungsbehaftete Kontaktprozesse.

4.3 Simulative Evaluation des Kontaktmodells mit
Reibung

Die Evaluation der erweiterten Lagrange-Gleichungen fiir die Modellierung von
unilateralen Kontakten mit tangentialer Reibung erfolgt anhand von zwei Simu-
lationsszenarien, die bereits in Abschnitt 3.3 zur Untersuchung des dynamischen
Verhaltens reibungsfreier Kontakte verwendet wurden. In der ersten Simulation in
Abschnitt 4.3.1 wird die Anwendbarkeit und das Kontaktverhalten des kombinierten
Modells fir Mehrkorpersysteme untersucht. Hierfiir wird das inverse Doppelpendel
um Reibungseffekte erweitert, die wahrend der Gleitphase in Abbildung 3.16 auftre-
ten. In Abschnitt 4.3.2 wird anschlieend anhand eines zweiten Szenarios der Einfluss
von Reibung auf das dynamische Kontaktverhalten eines dreidimensionalen Objekts
mit verteilter Masse evaluiert. Dabei wird erneut das vereinfachte Wiirfelmodell
aus Abbildung 3.21 betrachtet. Die Simulationen der Modelle wurden wiederum
in MATLAB unter Verwendung des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung zur
Losung der Differentialgleichungen durchgefiihrt. Auf das Simulationsbeispiel fiir
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den Kontakt einer Kugel mit einer Ebene wird nachfolgend verzichtet, da durch die
Evaluation des Modellierungsansatzes fiir verteilte Objekte und Mehrkérpersysteme
auch auf die Anwendbarkeit des Ansatzes fiir Einkorpersysteme geschlossen werden
kann.

4.3.1 Mehrkorpersysteme unter Einfluss mehrerer, paralleler
Kontakte mit tangentialer Reibung

Fiir den Nachweis der einfachen Anwendbarkeit und der physikalischen Plausi-
bilitdt des kombinierten Modellierungsansatzes auf Basis der Restriktions- und
Dissipationsfunktionen wird das Modell des inversen Pendels aus Abschnitt 3.3.2
um kontaktbedingte Reibungseffekte erweitert, die aus der relativen Bewegung in
z-Richtung zwischen der Masse mo des Doppelpendels und dem Boden resultieren.
Dadurch wirkt dem Pendel in der Gleitphase von mgy eine Reibungskraft Fgr 2 entge-
gen, die das System entsprechend Abbildung 4.1 beeinflusst. Die Reibungseffekte fiir
den Kontakt von m werden hierbei vernachléssigt, da aufgrund der Pendelgeometrie
lediglich eine infinitesimale Relativgeschwindigkeit v, ; zwischen der Masse m; und
der Beschréankung auftreten kann und somit auch die Reibungseffekte keinen nennens-
werten Einfluss auf das Systemverhalten aufweisen. Ein erster Modellierungsansatz
dieses Szenarios wurde bereits vorab in [SBD15a] verdffentlicht. Dabei wurde das
Reibungsmodell jedoch speziell auf das Szenario angepasst, da zum Zeitpunkt der
Veroffentlichung noch keine verallgemeinerte Form des kombinierten Ansatzes zur
Verfligung stand. Fiir das nachfolgend vorgestellte Modell wird jedoch der allgemeine
Ansatz aus Abschnitt 4.2 verwendet.

Als Ausgangspunkt des Pendelmodells konnen weiterhin die Gleichungen (3.34) fiir
die kinetischen und potentiellen Energien sowie die Gleichungen (3.35) und (3.36)
fiir die Beschrénkung der Massen m; und ms des reibungsfreien Pendels verwendet
werden. Leitet man die daraus resultierende Restriktionsfunktion (A.3) partiell nach
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Abbildung 4.1: Inverses Pendel mit kontaktbedingter Reibung
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v1 2 ab, so erhdlt man Gleichung (A.5b), die die Kontaktkraft F'| o = Ra2Fc 2
zwischen der Masse my und der Beschriankung beschreibt und deren Faktoren in das
statische Reibungsmodell eingesetzt werden kénnen. Als weitere Eingangsgrofie in
das Reibungsmodell wird zusétzlich die tangentiale Geschwindigkeit

v,,2(q, q) = —sin(p1)l1p1 — sin(p1 + w2)l2 (@1 + P2) (4.7)

der Masse ms entlang des Bodens hergeleitet. Auf Basis der Aktivierungsfunktion
der Kontaktkraft und der tangentialen Geschwindigkeit kann nun die Dissipations-
funktion fiir den reibungsbehafteten Kontakt aufgestellt werden. Dabei wird aus
Griinden der Ubersichtlichkeit die Dampfungskonstante der viskosen Reibung zu
d = 0 angenommen. Dies fithrt zu einer vereinfachten Dissipationsfunktion

DR(q,q) = Ra2(q)F1 2 (/vac log (cosh <U"2(q’q))>

vc
. 2
’LA)S R %7% (1;I|Y?b(sq7q))
— | ps — potanh | —= ) ) vge (4.8)
Ve

der im System auftretenden Reibungseffekte. Die vereinfachte Form des kombinierten
Modellierungsansatzes ist fiir solche Anwendungen sinnvoll, bei denen nur geringe
Relativgeschwindigkeiten auftreten oder bei denen die Dampfungskonstante sehr
klein ist, da dadurch der Modellierungs- und Rechenaufwand minimiert werden kann.
Die hier getroffene Annahme stellt jedoch keine Beschrankung des Ansatzes dar, da
das weitere Vorgehen auch fiir d # 0 in gleicher Weise erfolgt. Zunéchst wird die
Gleichung (4.8) partiell nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢ abgeleitet,
wobei auch hier weiterhin g = [¢; QDQ]T gilt. Anschlieflend wird die konstante Normal-
kraft | 5 durch die variable Widerstandskraft F, 5 aus Gleichung (A.5b) ersetzt und
die daraus resultierenden, statischen Reibungskréfte in die Dynamikgleichung (2.26)
des LPV-Tiefpassfilters eingesetzt. Dadurch erhélt man die Gleichungen (A.7a) und
(A.7b) der kontaktbedingten, verallgemeinerten Reibungskréfte Q%i, die aufgrund
ihres Umfangs in Anhang A.4 zu finden sind.

Dariiber hinaus besteht hier auch die Moglichkeit der Berechnung der statischen Rei-
bungskraft F o entgegen der tangentialen Geschwindigkeit v, 2, die vergleichbar zur
Berechnung der Normalkraft bei unilateralen Kontakten ist. Hierfiir muss lediglich
die Dissipationsfunktion aus Gleichung (4.8) partiell nach v, o abgeleitet werden, wo-
durch man die parallel zur Kontaktfliche auftretende, statische Reibungskraft nach
Gleichung (A.8) erhélt. Diese ist besonders bei der Bewertung der Simulationsergeb-
nisse von Vorteil, da F) o {iber die Reibungskoeflizienten mit der Normalkraft F o
korreliert ist und somit direkt bewertet werden kann. Der Zusammenhang zwischen
der Normalkraft und den verallgemeinerten Reibungskréften Q%i ist hingegen nicht
zwangslaufig offensichtlich.
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Parameter Wert Einheit | Parameter Wert Einheit

Pendel: Reibung:

my, mg 0,10 kg e 0,10 mm/s
l1, s 0,10 m Ds 0,10 mm/s

Y0 0,01 m Vo 0,01 mm/s

Schranken: Ty 0,50 ms

50,1, $0,2 10 mm d 0 Ns/m

Sc,15 Se,2 6 mm pe  {0;0,18;0,36} -

TE1, TE2 400 N us  {0;0,20;0,40} -

Td,1, Td2 4 s/m

Tabelle 4.1: Simulationsparameter des beschrankten Doppelpendels mit Rei-
bung bei einer Abtastzeit von 0,1 ms

Simuliert man nun das Kontaktszenario des reibungsbehafteten Pendels bei gleichblei-
benden Startbedingungen ¢; g = %w, P20 = —gw und ¢; = 0 mit den Parametern
aus Tabelle 4.1 und variiert dabei die Reibungskoeffizienten, so erhdlt man die
Ergebnisse, die in Abbildung 4.2 dargestellt sind. Darin erkennt man signifikante
Unterschiede in den Trajektorienverldufen, die sich fiir einen reibungsfreien Kontakt
(uc = 0,0, us = 0,0), einen Kontakt mit mittlerer Reibung (uc = 0,18, ug = 0,2)
und einen Kontakt mit grofier Reibung (uc = 0,36, us = 0,4) ergeben. Die Reibungs-
koeffizienten fiir mittlere und hohe Reibung sind dabei in der gleichen Groflenordnung
gewahlt, wie sie auch beim Kontakt unterschiedlicher Metalle auftreten kénnen. Die
Trajektorien des ersten Szenarios ohne Reibung sind mit den Simulationsergebnissen
aus Abschnitt 3.3.2 identisch und werden daher nicht mehr ausfiihrlich diskutiert.
Allerdings lassen sich an ihnen die Unterschiede zu den Simulationsergebnissen mit
Reibung anschaulich erldautern.

Betrachtet man das Verhalten des Kontakts bei mittlerer Reibung, so sind die
Trajektorien fiir die ersten knapp 0,1 s identisch, da der Einfluss der Reibung erst
mit dem Kontakt zwischen der Masse ms und dem Boden wirksam wird. Daher
sind die Kontaktkréfte F| o wiahrend des ersten Aufpralls noch nahezu identisch.
Zusétzlich tritt nun allerdings auch eine Reibungskraft F| 5 =~ pcF| o auf, die in
etwa dem Produkt aus der Normalkraft F; » und dem Gleitreibungskoeffizienten ¢
entspricht und der gleitenden Bewegung auf der Oberflache entgegenwirkt. Dadurch
nimmt wihrend der Gleitphase die Gesamtenergie Fy, des Systems stetig ab und
die Bewegung des Pendels entlang der Koordinaten ¢; wird verlangsamt. Dies fiihrt
dazu, dass der Kontakt zwischen m; und dem Boden nun zu einem deutlich spéteren
Zeitpunkt stattfindet als bei einem reibungsfreien Pendel, wodurch auch der Anstieg
der Kontaktkraft F'| ; verzogert erfolgt. Durch das Zuriickprallen von m; wéahrend des
Kontakts kommt es zu einem Vorzeichenwechsel bei v, 2 und dadurch auch zu einem
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Abbildung 4.2:

Zeit in s
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Simulationsergebnisse des Doppelpendels mit unterschied-
licher Reibung fiir die Koordinaten ¢;, die Normalkréifte
F| ;, die verallgemeinerten Reibungsmomente Q%’i, die Ge-
samtenergie Py, und die statische Reibungskraft F) o
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Vorzeichenwechsel der Reibungskraft. Betrachtet man dabei die verallgemeinerten
Reibungskrifte Q%i, so scheint es zunichst {iberraschend, dass sich die Reibung
nahezu ausschliefllich auf das Moment um die zweite verallgemeinerte Koordinate (o
beschrankt. Allerdings ldsst sich dies dadurch erkléren, dass bei einem Pendel, das
sich entsprechend Abbildung 4.1 bewegt, ein identisches kinematisches Verhalten
durch eine variable Reibung im Drehgelenk der Masse m; erreicht werden kann
und 9 die Bewegung um ebendieses Gelenk beschreibt. Nachdem das Pendel nach
mehreren Stofen zwischen m und der Beschrédnkung in einen dauerhaften, statischen
Kontakt iibergeht, erreicht das Pendel mit mittlerer Reibung die gleiche Ruhelage
wie das reibungsfreie Pendel.

Betrachtet man nun das gleiche Szenario bei hoher Reibung, so ist das Trajektorien-
verhalten nur in der initialen Phase der freien Bewegung und wahrend der ersten
Stofe zwischen msy und dem Boden mit den Ergebnissen der beiden ersten Szenarien
vergleichbar. Mit dem Ansteigen der Kontaktkraft F'| o tritt auch hier eine Reibungs-
kraft F, o < pck| o auf, die jedoch deutlich unter dem Produkt aus der Normalkraft
und dem Gleitreibungskoeffizienten liegt. Dies ist darin begriindet, dass die Kraft F), o,
die bendtigt wird um ein Gleiten des Pendels entlang der Oberfliche zu verhindern,
kleiner ist als die maximale Gleitreibungskraft pcF| 2. Wiirde sich die tatséchlich
anliegende Reibungskraft nicht auf diesen niedrigeren Wert einpendeln, dann wiirde
die Masse my in ein entgegengesetztes Gleiten iibergehen, was jedoch physikalisch
nicht zu begriinden wére. Durch das Auftreten der nun statischen Reibungskraft F) o
erreicht das Pendel schon nach ca. 0,2s eine neue Ruhelage, bei der die Masse m;
dauerhaft in der Luft gehalten wird. Daraus resultiert eine verbleibende, rein poten-
tielle Gesamtenergie Fs. und die Normalkraft F'| ; verschwindet. Die Normalkraft
F| 5 ist nun allerdings hoéher, da neben des Gewichts der Masse my auch ein Teil
des Gewichts der Masse m; kompensiert werden muss. Der verbleibende Teil der
Gewichtskraft wird dabei durch das Lager im Koordinatenursprung aufgenommen.

Fasst man die unterschiedlichen Reibungsszenarien des inversen Doppelpendels zusam-
men, so konnten fiir das kombinierte Gesamtmodell bestehend aus verallgemeinerten
Restriktions- und Dissipationsfunktionen stets physikalisch plausible Ergebnisse
verzeichnet werden, die aufgrund des robusten Modellverhaltens fiir beliebige Pa-
rametrierungen reproduziert werden konnten. Wie am Beispiel des Doppelpendels
gezeigt werden konnte, ist der Modellierungsaufwand fiir Mehrkorpersysteme dabei
weiterhin iiberschaubar, wihrend gleichzeitig viele unterschiedliche interne Krifte
und Momente ermittelt werden konnen, die zu einem deutlich besseren Verstdndnis
der Kontaktvorgénge beitragen.
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4.3.2 Beschrinkung dreidimensionaler Objekte mit
kontaktbedingter Reibung

In Abschnitt 4.3.1 wurde bereits ein erstes Simulationsbeispiel fiir den reibungs-
behafteten Kontakt eines Mehrkorpersystems mit einer Beschriankung vorgestellt.
Allerdings war dabei der Kraftvektor der Reibung stets gleichbleibend entlang der
z-Koordinate ausgerichtet. Dadurch kann anstelle des verallgemeinerten Reibungsmo-
dells auch ein alternativer Ansatz wie in [SBD15a] oder auf Basis des LuGre-Modells
gewahlt werden, da eine Verallgemeinerung der Reibungskréfte nicht zwingend not-
wendig ist. Im nachfolgenden Simulationsbeispiel wird jedoch erneut das Modell
des Wiirfels aus Abschnitt 3.3.3 betrachtet und um Reibungseffekte in allen acht
Ecken des Wiirfels erweitert. Da sich der Wiirfel dabei chaotisch {iber die Ebene
bewegt, verdndert sich auch die Orientierung der acht Reibungskraftvektoren, wo-
durch die Anwendung des verallgemeinerten Reibungsmodells aus Kapitel 2 flir die
Modellierung des Kontaktszenarios notwendig wird. Dabei kénnen auch hier als
Ausgangspunkt die Funktionen und Gleichungen des beschréankten Wiirfels ohne
Reibung aus Abschnitt 3.3.3 verwendet werden. Wie bereits beim reibungsbehafteten
Kontakt des Doppelpendels wird auch hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf den
Einfluss der viskosen Reibung verzichtet und der Dampfungsterm fiir alle Eckpunkte
zu d = 0 gewahlt.

Fiir die Beriicksichtigung der Reibung wird zunéchst die Restriktionsgleichung (3.44)
partiell nach den relativen Geschwindigkeiten 2;(q, ¢) senkrecht zur Kontaktebene
abgeleitet. Dadurch erhélt man fiir die Kontaktkréfte der einzelnen Eckpunkte die
Gleichungen

FL,i (qa q) = Rayi(q)FC7’i(q7 q)

_ (1—tanh (rmézi (q)—nﬂ)) <1—tanh (r;,iz'i (q,q))> e (4.9)

Zusatzlich zu den Faktoren der Normalkréfte werden auch die Geschwindigkeiten
der einzelnen Kontaktpunkte in der z/y-Ebene bendtigt. Diese lassen sich direkt aus
den Gleichungen (3.43) der Eckpunkte P; = [z; y; z;]T ableiten, wodurch man die
zweidimensionalen Geschwindigkeitsvektoren

wla) = =] = [Fdrand (410

erhélt. Bildet man nun fiir die Geschwindigkeitsvektoren v; die Standardnorm
nach Gleichung (2.17) unter Beriicksichtigung des Stabilisierungsterms e, so erhélt
man fiir die tangentialen Geschwindigkeiten der Eckpunkte iiber dem Boden den
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Zusammenhang

oni(q, @) = H [Ui(q,q)}

= \/vi,i(q,iJ) +v2 (g, q) + €. (4.11)

€ 2

Die Geschwindigkeiten v, ; konnen anschlieBend zusammen mit den Aktivierungs-
funktionen R, ; aus Gleichung (4.9) in die kontaktbedingte Dissipationsfunktion (4.5)
eingesetzt werden. Die daraus resultierende Wiirfeldissipationsfunktion

8 .
] n Vi,i B
DR(‘L q) = Z ’R’ayi(q)FL,i (ﬂC,iUC,i log (cogh (M))

i=1 v,

g 1,1(7""“?(‘“"))2
— (,us’i — pc,; tanh ( S, )) f;s,ie2 N s ) (4.12)

V0,

wird nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢ abgeleitet und anschliefiend die
konstanten Normalkrifte F '| ; durch die variablen Widerstandskréfte F; ; aus Glei-
chung (4.9) ersetzt. Dadurch erhélt man die verallgemeinerten, statischen Kontakt-
kréfte, die abschliefiend in das LPV-Tiefpassfilter nach Gleichung (2.26) eingesetzt
werden, wodurch man die Differentialgleichungen der Reibungen

_(‘?g;)z R :
: _ 1— oD ( ’ )
QR = — ( 3@;1 :

) — Q%]) (4.13)
FJ_,'i: c,i(qvt'I)

in Richtung der verallgemeinerten Koordinaten ¢; erhélt. Mit der Dynamikglei-
chung der Reibung (4.13) sowie der Restriktionsgleichung (3.44) und der Lagrange-
Funktion (3.45) des Wiirfels ohne Reibung kann nun nach Gleichung (4.6) das
Gesamtmodell des reibungsbehafteten Wiirfels ohne externe Krifte Q aufgestellt
werden. Die resultierenden Gleichungen sind auch hier aufgrund der Rotation der
Wiirfelecken und der Abhéngigkeit der Reibung von den Normalkréften der Kontakte
zu umfangreich um noch in addquater Weise dargestellt werden zu konnen, sie

Parameter Wert Einheit ‘ Parameter Wert Einheit

HC,i 0,25 - Ve, 0,05 mm/s

s, 0,30 - 084 0,10 mm/s

d,j 0 NS/Hl TF,]‘ 0,1 ms

€ 107% m/s dr.;j 0,1 mm/s | mrad/s

Tabelle 4.2: Reibungsparameter fiir den Kontakt eines Wiirfels mit einer
Ebene auf Basis finiter Elemente bei einer Abtastzeit von 0,1 ms
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Abbildung 4.3: Vergleich der Schwerpunktstrajektorien und der zugehori-
gen Projektionen auf die z/y-Ebene fir den Kontakt eines
Wiirfels mit und ohne Reibung

konnen jedoch auf Basis der gegebenen Ansatzfunktionen nachtraglich mit Hilfe
eines Computer-Algebra-Programms erzeugt werden.

Simuliert man nun das Gesamtmodell mit den Kontakt- bzw. Wiirfelparametern
aus Tabelle 3.4 fir den reibungsfreien Kontakt zwischen Wiirfel und Ebene und
den Reibungsparametern aus Tabelle 4.2, so erhélt man die Simulationsergebnisse,
die in den Abbildungen 4.3 und 4.4 dargestellt sind. Als Anfangsbedingung fiir die
Position des Wiirfels und dessen Orientierung werden weiterhin die Initialwerte aus
Gleichung (3.50a) und fiir die Geschwindigkeiten die Startwerte aus Gleichung (3.50b)
verwendet. Fiir die Zustdnde der Reibung werden die Initialwerte zu

Q2,=[0N ON ON ONm ONm 0,001Nm]" (4.14)

gesetzt. Der letzte Wert wird dabei ungleich null gewéhlt, da es fiir den Fall, dass
sowohl die Startgeschwindigkeit als auch die initiale Reibung zu null gesetzt werden,
zu numerischen Initialisierungsproblemen kommen kann. Diese werden dadurch
hervorgerufen, dass aufgrund der fehlenden Reibung keine Anderung der Geschwin-
digkeit erfolgt und aufgrund der fehlenden Geschwindigkeit keine Anderung der
Reibung, da die Werte gegenseitig voneinander abhéngen. Fiir die z-Komponente
der translatorischen Geschwindigkeit ist dies nicht notwendig, da hier die Erdbe-
schleunigung zu einer direkten Verdnderung der Geschwindigkeit und somit zu einer
Initialisierung des Reibungsmodells fiihrt.
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Abbildung 4.4: Verallgemeinerte Geschwindigkeiten ¢;, Kontaktkrifte Q%
und Reibungskrifte QP fiir das Simulationsszenario eines
Wiirfels auf einer Ebene

Betrachtet man nun zunéchst die Schwerpunktstrajektorie des Wiirfels in Abbil-
dung 4.3 sowie deren Projektion auf die z/y-Ebene, so wird direkt der Einfluss der
Reibung auf die Flugbahn des Wiirfels ersichtlich. Da die Kontaktkraft nur eine
Komponente senkrecht zur Ebene besitzt, bewegt sich der Wiirfel ohne Reibung
mit konstanter Geschwindigkeit in z- und y-Richtung fort, wihrend der Wiirfel mit
Reibung beim ersten Kontakt von seiner urspriinglichen Bahn abgelenkt wird. Wie in
Abbildung 4.4 zu erkennen ist, erfolgt die seitliche Ablenkung auch hier nicht durch
die verallgemeinerten Kontaktkréifte Q¥ bzw. QJ¢, da diese weiterhin durchgéingig
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gleich null sind, sondern durch die verallgemeinerten Reibungskréfte Q%I und Q%y.
Dabei wird ebenfalls deutlich, dass die Reibung in der Ebene keinen Einfluss auf die
z-Komponente des Wiirfels besitzt, da Q%Z = 0 ist.

Durch die Reibung, die nun wahrend des Kontakts auf den Wiirfel einwirkt, werden
aber nicht nur die tangentialen Geschwindigkeiten igp und gsp sukzessive abgebaut
und dadurch die zuriickgelegte Strecke verringert, sondern es wird auch zusétzlich
rotatorische Energie dissipiert. Dies fiihrt einerseits dazu, dass sich die Rotations-
geschwindigkeiten w;, w, und w, durch die Reibung schneller verringern als bei
einem Wiirfel ohne Reibung, andererseits kann dadurch aber auch die Rotationsge-
schwindigkeit um die Hochachse durch den bilateralen Energieaustausch zwischen
translatorischer und rotatorischer Bewegung kurzzeitig auf Kosten der Sprunghdhe
des Wiirfels ansteigen.

Fithrt man das glelche Simulationsszenario mit nur minimal verdnderten Startbedin-
gungen q, g, oder QR o durch, so erhélt man zum Teil stark abweichende Ergebnisse,
da das Wiirfelmodell mit Beschrankung und Reibung wie ein hochgradig chaotisches
System darstellt. Dabei kann es auch zum Fall einer kardanischen Blockade kom-
men, die in Anhang A.3 fiir den Fall eines unbeschrankten Wiirfels ohne Reibung
beschrieben wird, hier jedoch nicht weiter diskutiert werden soll. Abgesehen von der
kardanischen Blockade erhélt man aber auch hier fiir alle Startbedingungen physika-
lisch plausible Simulationsergebnisse, die fiir eine realitdtsnahe Approximation der
Reibungs- und Kontaktprozesse auf Basis der hier vorgestellten Modelle sprechen.

4.4 Fazit

Wie in diesem Kapitel gezeigt werden konnte, lassen sich die einzelnen Ansétze
aus Kapitel 2 zur Modellierung von Reibung bei konstanter Normalkraft und aus
Kapitel 3 zur Modellierung reibungsfreier, unilateraler Kontakte unter geringem
Aufwand zu einem leistungsbasierten Gesamtansatz zur Modellierung von Kontakten
mit Reibung vereinen. Die positiven Eigenschaften hinsichtlich der Robustheit des
resultierenden Modells bleiben dabei weiterhin erhalten, da auch das Gesamtmodell
lediglich aus stetig differenzierbaren Funktionen besteht. Dadurch kann auch der
Gesamtansatz weiterhin im Lagrange-Formalismus verallgemeinert werden, wobei
nur wenige zusétzliche Schritte bei der Kombination und Ableitung der Funktionen
zu berticksichtigen sind. Diese folgen aber auch hier einem genau vorgeschriebenen
Ablauf, wodurch der Modellierungsaufwand fiir die Ansatzfunktionen weiterhin
iiberschaubar bleibt, wie am Beispiel des reibungsbehafteten Doppelpendels in
Abschnitt 4.3.1 fiir Mehrkorpersysteme und am Beispiel des dreidimensionalen
Wiirfels in Abschnitt 4.3.2 gezeigt werden konnte.
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Die resultierenden Differentialgleichungen der Gesamtmodelle sind dabei zwar so
umfangreich, dass sie hier nicht mehr sinnvoll dargestellt werden konnen, es ist
jedoch ausreichend die entsprechenden Ansatzfunktionen aufzustellen und daraus
mit Hilfe eines Computer-Algebra-Programms die Modellgleichungen ableiten zu
lassen. Dadurch bleibt selbst bei der Erstellung komplexester Kontaktmodelle die
Fehleranfilligkeit der leistungsbasierten Modellierungsansétze gering. Vergleicht man
dies mit dem Vorgehen fiir Modellierungsansétze auf Basis einer Hertz’schen Feder,
bei der jeder reibungsbehaftete Kontakt manuell angepasst werden muss, ist dies ein
deutlicher Vorteil des hier vorgestellten Ansatzes.

Die simulierten Ergebnisse, die auf Grundlage der resultierenden Differentialglei-
chungen erzielt werden konnten, weisen dabei zu jedem Zeitpunkt ein physikalisch
plausibles Verhalten auf, sodass von einer guten Approximation der realen Kon-
taktverhéltnisse ausgegangen werden kann. Dariiber hinaus kann nicht nur eine
Aussage iiber die verallgemeinerten Kontakt- und Reibungskrifte des Gesamtsystems,
sondern auch iiber die in jedem einzelnen Kontaktpunkt auftretenden Reibungs- und
Kontaktkréfte tangential bzw. senkrecht zur Beschriankung getroffen werden. Daher
kann abschlieflend gesagt werden, dass das leistungsbasierte Gesamtmodell fiir Kon-
takte mit Reibung als vielseitiges und robustes Werkzeug fiir die Modellierung von
mechanischen Kontaktvorgéngen eingesetzt werden kann, das einfach anzuwenden
ist und das fiir die Beschreibung der meisten real auftretenden Anwendungsfélle eine
ausreichend genaue Approximation darstellen sollte.



Kapitel 5

Leistungsbasierte Modellierung in
der praktischen Anwendung

Die Leistungsfihigkeit der in den Kapiteln 2 bis 4 vorgestellten Anséitze zur Mo-
dellierung von Reibung und unilateralen Kontakten wurde bisher nur simulativ
untersucht. Die treibende Kraft hinter der Entwicklung der leistungsbasierten und
verallgemeinerbaren Kontakt- bzw. Reibungstheorien lag jedoch in einem praktischen
Anwendungsfall, der in diesem Kapitel vorgestellt werden soll. Dabei handelt es sich
um den Bewegungstrainer MoreGait II, der zur Gangrehabilitation von inkomplett
Querschnittgelahmten und Schlaganfallpatienten eingesetzt wird und dessen Dy-
namik von dominanten Reibungseffekten und mechanischen Beschrankungen zum
Schutz des Patienten beeinflusst wird. Der Einfluss auf das kinematische Verhalten
des Bewegungstrainers ist dabei so grof3, dass die Genauigkeit der zur Regelung
bendétigten Zustandsschéatzung nur unzureichend ist, sofern diese Effekte nicht bereits
in der Phase der Modellierung beriicksichtigt werden. Um dieses Problem zu 16sen,
werden die in dieser Arbeit vorgestellten, leistungsbasierten Modellierungsansétze
hier erstmalig praktisch angewendet.

Zunéchst sollen jedoch in Abschnitt 5.1 der therapeutische Hintergrund sowie der
Aufbau und die Funktionsweise des Rehabilitationsroboters erldutert werden. Da-
bei werden auch die fiir die Zustandsschatzung problematischen Reibungen und
Beschrankungen vorgestellt. AnschlieBend wird in Abschnitt 5.2 ein mathemati-
sches Modell des Trainingsgerats hergeleitet, das sowohl Reibung mit konstanter
Kontaktkraft als auch unilaterale Kontakte mit und ohne Reibung beinhaltet. Die
unterschiedlichen Ausbaustufen des Modells werden in Abschnitt 5.3 mit einem
nichtlinearen Zustandsbeobachter in Form eines Zentraldifferenzenfilters kombiniert.
Die Vor- und Nachteile der jeweiligen Kontakt- und Reibungsmodelle werden anhand
von Schétzergebnissen aus der Applikation an einem Labormuster des Gangtrainers
vorgestellt und diskutiert, bevor in Abschnitt 5.4 eine abschlieende Bewertung der
leistungsbasierten Ansétze in der praktischen Anwendung erfolgt.
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5.1 Der Bewegungstrainer MoreGait II

Robotergestiitzte Gangrehabilitation ist ein essentieller Bestandteil bei der thera-
peutischen Behandlung von Patienten mit neuromuskuldren Funktionsstorungen.
Folgt man den Ausfiihrungen in [KRLO06], liegt dies vor allem daran, dass nur durch
ein intensives Training mit einer hohen Anzahl an zyklischen Wiederholungen des
Gangmusters eine Verbesserung der Gehféhigkeit erzielt werden kann. Da eine ma-
nuelle Unterstiitzung des Gangtrainings durch physiotherapeutisches Fachpersonal
eine duflerst belastende Tatigkeit mit hohem Personalaufwand darstellt, kann eine
ausreichende Intensitét des Trainings nur bedingt gewédhrleistet werden. Daher wer-
den Physiotherapeuten in ihrer alltdglichen Arbeit zunehmend durch automatisierte
Trainingsgerdte unterstiitzt, wodurch dem Patienten deutlich ldngere Trainingsein-
heiten ermdoglicht werden. Dadurch wird sowohl das Personal entlastet als auch
die notwendige Trainingsintensitét erreicht. In der stationdren Rehabilitation der
Patienten werden fiir diesen Zweck meist Grofigerite eingesetzt, die zwar grof3, schwer
und teuer sind, aber auch einen &uflerst positiven Einfluss auf die Regeneration
der Gehfdhigkeit der Patienten haben. Die Effektivitdt dieses robotergestiitzten
Gangtrainings konnte auch in Studien, z. B. in [WZRT05], nachgewiesen werden.

Im Anschluss an die stationdre Behandlung folgt jedoch meist eine duflerst kritische
Phase in der Lokomotionstherapie, da es dem Patienten oft nicht moglich ist, das
umfangreiche und intensive Trainingsprogramm ohne maschinelle Unterstiitzung wei-
ter fortzufiihren. Dadurch kénnen die bereits durch das stationéire Training erzielten
Fortschritte stagnieren oder im schlimmsten Fall sogar wieder verloren gehen. Daher
ist es naheliegend, das maschinell assistierte Gangtraining auf die hausliche Rehabili-
tationsphase auszuweiten und kompakte, leichte und giinstige Rehabilitationsroboter
zu entwickeln. Ein erster Ansatz fiir solch ein kompaktes Heimgerdt wurde am
Institut fiir Mess-, Regel- und Mikrotechnik der Universitdt Ulm in Zusammenarbeit
mit dem Universitédtsklinikum Heidelberg konzipiert und umgesetzt. Anhand einer
ersten Kleinserie von Prototypen wurde das in [Knel0] beschriebene Trainingsgerit
im Rahmen einer klinischen Studie am Universitatsklinikum Heidelberg auf seine
therapeutische Wirksamkeit getestet. Die Studienergebnisse, die in [RPS*11] vorge-
stellt wurden, zeigten dabei, dass die robotergestiitzte Rehabilitation im Heimbereich
bei chronischen Patienten zu einer signifikanten Verbesserung der Gehfdhigkeit im
Hinblick auf die Ausdauer und die Ganggeschwindigkeit fithren kann.

Aufgrund dieser vielversprechenden Ergebnisse wurde ein Nachfolgeprojekt ins Le-
ben gerufen und das Konzept des Bewegungstrainers technisch und ergonomisch
iiberarbeitet. Die fiir den Antrieb urspriinglich verwendeten pneumatischen Muskeln
wurden durch Elektromotoren ersetzt, da diese eine einfachere Handhabung und
Wartung ermoglichen. Dariiber hinaus wurde auf Patientenwunsch die Kinematik des
Trainingsgeréts angepasst, wodurch beim neuen Geriét ein realistischeres Gangbild



5.1 Der Bewegungstrainer MoreGait IT 107

Linearantrieb

@ Gelenke

Abbildung 5.1: Skizze des iiberarbeiteten Bewegungstrainers MoreGait II
mit Patient in der Seitenansicht

mit einem raumgreifenden Schritt nachgebildet werden kann. Dadurch hat sich der
Aufbau des neuen Trainingsgeréts, der in Abbildung 5.1 skizziert ist, im Vergleich
zu den ersten Prototypen aus [Knel0] deutlich verdndert. Aus Sicherheitsgriinden
verbleibt der Patient im Gerdt weiterhin in einer halbliegenden Position. Die Beine
des Patienten sind dabei iiber Orthesen und Gurtnetze mit dem Exoskelett des
Trainingsgeréts verbunden. Durch die innovative Anordnung der Robotergelenke mit
einem zuséatzlichen Drehgelenk unterhalb der Fuflsohle ist es moglich, mit nur zwei
Freiheitsgraden, die durch den Hiiftwinkel und die Position des Schlittens auf der
Linearfithrung definiert sind, nahezu natiirliche Gelenkwinkeltrajektorien an Hiifte,
Knie und Sprunggelenk nachzubilden. Hierfiir werden iiber die elektrischen Antriebe
an der Hiifte und der Linearfithrung vorgegebene Trajektorien abgefahren, die auf
Basis von Ganglabordaten fiir den Bewegungstrainer optimiert wurden. Um dabei
kleine und leichte Antriebe verwenden zu kénnen, wird ein Teil der Gewichtskraf-
te von Exoskelett und Patientenbein durch zusétzliche Spiralfedern kompensiert,
wodurch die Antriebe entlastet werden.

Da eine gute Approximation der natiirlichen Gangtrajektorien nicht ausreichend ist,
um eine ausreichende Anregung der Lokomotionszentren im zentralen Nervensystem
zu erzeugen, muss fiir das motorische Lernen zusétzlich der Druck beim Abrollen des
Fufles simuliert werden, der beim Gehen nativ durch die Gewichtskraft auftritt. Durch
die halbliegende Position des Patienten kann nur so ein motorisches Lernen auf Basis
der Neuroplastizitidt des Nervensystems erfolgen. Daher besitzt der Bewegungstrainer
unterhalb der Fuflsohle eine elektromechanische Stimulationseinheit in Form einer
Klaviatur, die in [KnelO] auch als Stimulativer Schuh bezeichnet wird. Ein auf
diesem Konzept basierendes Labormuster des Bewegungstrainers wird aktuell am
Universitatsklinikum Heidelberg anhand von Probandentests auf seine therapeutische
Wirksamkeit getestet.
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Fiir die Nachbildung der Gangtrajektorien auf dem Bewegungstrainer wurden im
Rahmen des Projekts unterschiedliche Verfahren zur Trajektorienregelung untersucht,
die in [Harl4; Oppl4; SBD14d] beschrieben sind und einen guten Kompromiss
zwischen Regelgiite, Robustheit und Patientenkomfort darstellen. Allerdings bildet
eine gute Trajektorienregelung in Kombination mit der Simulation des Abrollens des
Fufles nur die Basis fiir eine erfolgreiche Rehabilitation. Da der Patient meist nicht nur
motorische, sondern auch sensorische Defizite aufweist und das Heimtraining, anders
als die klinische Rehabilitation, nicht von einem Physiotherapeuten iiberwacht wird,
ist eine automatisierte Bewertung der Trainingsleistung und deren Riickmeldung
vom Gerdt an den Patienten notwendig. Hierfiir wurden wihrend des Projekts
unterschiedliche Ansétze zur Schétzung der Patientenaktivitdt und zur Schitzung
der Massen der einzelnen Beinsegmente des Patienten untersucht, die in [SBD14b;
SBD14c; Ziel4] beschrieben sind und als Basis fiir eine Feedbackmodalitéat verwendet
werden kdnnen.

Nachfolgend wird der Bewegungstrainer jedoch lediglich als Anwendungsbeispiel fiir
die in den vorherigen Kapiteln vorgestellten Kontakt- und Reibungsmodelle heran-
gezogen. Erste Ergebnisse fiir die Verwendung des Reibungsmodells aus Kapitel 2
im Rahmen einer Zustandsschitzung wurden bereits in [SBD14b; SBD14c] vorab
verdffentlicht. In Abschnitt 5.3 folgen weitere Ergebnisse fiir die Zustandsschétzung
mit Reibungsmodell und erstmalig auch Ergebnisse fiir die Verwendung des Kon-
taktmodells aus Kapitel 3 in Kombination mit einem Zentraldifferenzenfilter, das in
Abschnitt 5.3.1 vorgestellt wird. Das dabei verwendete Modell, das im nachfolgenden
Abschnitt hergeleitet wird, wird in dieser oder &hnlicher Form auch fir alle anderen
Anwendungen zur Regelung oder Parameterschitzung am Rehabilitationsroboter
MoreGait IT verwendet.

5.2 Modellierung des Rehabilitationsroboters

Am mechanischen Aufbau des Bewegungstrainers treten alle in den Kapiteln 2 bis 4
behandelten Kontakt- und Reibungsprozesse auf. Daher wird in diesem Abschnitt
schrittweise ein vereinfachtes Gesamtmodell des Rehabilitationsroboters hergelei-
tet, das sowohl fiir die Simulation als auch fiir die Zustandsschitzung verwendet
werden kann und dessen erste Ansétze bereits in [SBD13] vorgestellt wurden. Die
einzelnen Modellierungsschritte werden dabei exemplarisch fiir ein Bein des Reha-
bilitationsroboters durchgefiihrt, da beide Seiten des Bewegungstrainers baugleich
sind und sich die beiden Beine nicht gegenseitig beeinflussen kéonnen. Zunéchst
wird in Abschnitt 5.2.1 unter Verwendung der Lagrange-Gleichungen zweiter Art
ein reibungs- und kontaktfreies Basismodell des Rehabilitationsroboters hergelei-
tet, das anschliefend in Abschnitt 5.2.1 um zwei dominante Reibungseffekte, in
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Abschnitt 5.2.3 um drei reibungsfreie Kontakte und abschlieBend in Abschnitt 5.2.4
um einen reibungsbehafteten Kontakt erweitert wird.

5.2.1 Reibungs- und kontaktfreies Basismodell

Das reibungs- und kontaktfreie Basismodell besitzt in der ausfiihrlichsten Darstellung
und unter Beriicksichtigung des Patienten sechs Freiheitsgrade und eine Vielzahl
an Parametern. Entsprechend Abbildung 5.1 sind die Freiheitsgrade durch den
Hiftwinkel des Exoskeletts, die Position des Schlittens auf der Linearfiihrung, die
Auslenkung des Kraftmessprofils unterhalb der Stimulationseinheit und die drei
Gelenkwinkel des Patienten an Hiift-, Knie- und Sprunggelenk definiert. Die Kopplung
zwischen Exoskelett und Patientenbein erfolgt hierbei iiber Feder-Dampfer-Elemente.

Wie sich jedoch gezeigt hat, kann das vollstdndige Modell bei Einhaltung ausrei-
chender Genauigkeit im Hinblick auf seine Freiheitsgrade und Parameter deutlich
vereinfacht werden. Nimmt man anstelle der Feder-Dampfer-Kopplungen zwischen
Exoskelett und Bein eine steife Kopplung an, so reduziert sich die Anzahl der Freiheits-
grade auf drei und die Massenparameter der einzelnen Bein- und Exoskelettsegmente
kénnen zusammengefasst werden. Aufgrund der geringen Winkelgeschwindigkeiten
werden die Trégheitsmomente der einzelnen Segmente vernachléssigt und die ver-
teilten Massen als Punktmassen angenommen. Diese werden anschliefend in die
Gelenke des Bewegungstrainers verschoben. Somit verbleiben fiir das Modell des
Bewegungstrainers lediglich die drei in Abbildung 5.2 dargestellten, konzentrierten
Teilmassen: die Kniegelenkmasse myg enthélt einen Teil der Massen von Ober-
und Unterschenkel, die Sprunggelenkmasse mgg einen Teil des Unterschenkels und
der Stimulationseinheit bzw. des Fufles und die dritte Masse mgy, setzt sich aus
der Schlittenmasse und der restlichen Masse der Stimulationseinheit und des Fufles
zusammen. Der verbleibende Teil der Oberschenkelmasse, der nicht in mgg eingeht,
wird dem Hiftgelenk zugeordnet. Da die Punktmasse im Hiiftgelenk jedoch keine
translatorische Bewegung aufweist, hat sie keinen Einfluss auf das System und wird
daher nicht weiter beriicksichtigt. Dieses Vorgehen spart nicht nur weitere Parameter
zur Bestimmung der Schwerpunktposition ein, sondern hat auch Vorteile hinsichtlich
der Robustheit der Massenschitzung am Bewegungstrainer. Wie bereits in [SBD14c]
erldutert wurde, wirkt sich eine ungenaue Schwerpunktposition, wie sie aufgrund
der unbekannten Physiologie des Patienten zu erwarten ist, nachteiliger auf die
Parameterschitzung aus als die Annahme der Schwerpunkte in den Gelenken.

Da die Kraftmessung unterhalb der Stimulationseinheit nur fiir die Parameterschét-
zung bendtigt wird, diese aber hier nicht weiter betrachtet werden soll, kann auch
das Kraftmessprofil als ideal steif angenommen werden, wodurch sich die Anzahl der
Freiheitsgrade nochmals reduziert. Unter Beriicksichtigung aller vereinfachenden An-
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Abbildung 5.2: Schematischer Aufbau des vereinfachten Bewegungstrainer-
modells

nahmen erhélt man somit den in Abbildung 5.2 dargestellten schematischen Aufbau
des Basismodells, das im Hinblick auf die Erweiterungsstufen in den nachfolgenden
Abschnitten mit Stufe 0 (S0) bezeichnet wird.

Als Koordinatenursprung des Modells wird fiir alle weiteren Betrachtungen die Positi-
on des Hiuftgelenks verwendet. Die kartesischen Koordinaten aller Massenpositionen
sowie die Auslenkungen der Federn kénnen anhand der beiden verallgemeinerten
Koordinaten

g= m (5.1)

berechnet werden. Dabei bezeichnet ¢ den Lotwinkel der Verbindungslinie zwischen
Hiift- und Kniegelenk und s die Position des Schlittens auf der Linearfithrung.

Die Position

TKG Sil’l((p)los
Pra = = 5.2
KG |:yKG:| |:_ COS((P)ZOS] ( )
der Kniegelenkmasse myq ist auf eine Kreisbahn um das Hiiftgelenk beschréankt und

héngt somit nur von der ersten verallgemeinerten Koordinate und der Oberschenkel-
lange log ab. Auch die Position

1
—————=5 1+ T3L,0
PSL _ |:$SL:| _ £/ 1+tan2(51,a) (53)

tan(dra)
SL ——S
4 1+tan2(dpa) YsL,0
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Abbildung 5.3: Berechnung der Sprunggelenkposition Pgg in Abhéngigkeit
der Positionen von Kniegelenk Pgkg und Schlitten Pgy,

der Schlittenmasse mgy, hingt nur von einer Koordinate ab, da sich der Schlitten ledig-
lich entlang der Linearfiihrung bewegen kann. Sie berechnet sich aus der Steigung dy,a
der Linearfiihrung und der Position des Schlittendrehgelenks Pgy, o = [*s1,.0, YsL.o]"
im unteren Anschlagpunkt. Die Kopplung der verallgemeinerten Koordinaten erfolgt
iiber die Sprunggelenkmasse mgg. Wie in Abbildung 5.2 ersichtlich ist, besteht
hierbei jedoch das Problem, dass mit den vorhandenen Positionen Pkxg und Psp,
sowie den Léngen des Unterschenkels lys und der Stimulationseinheit IgT keine
eindeutige Losung fiir die Sprunggelenkposition Pgq existiert, da die Schnittpunkt-
berechnungen fiir die beiden Kreise um Pkg und Pgp, stets zwei Losungen ergeben,
die nur in einem Punkt zusammenfallen kénnen.

Da aber aufgrund der mechanischen Beschriankungen des Systems, die nachfolgend
in Abschnitt 5.2.3 im Modell beriicksichtigt werden, nur eine eindeutige Losung
iibrig bleibt, vereinfacht sich die Berechnung von Pgg entsprechend Abbildung 5.3.
Hierfiir wird zunéchst unter Verwendung des Arkustangens der Hilfswinkel

a1 = arctan (yKG_ySL> (5.4)
ISL — TKG

berechnet. Fiir die Bestimmung des zweiten Hilfswinkels

IBs + ZI2<G,SL — 37
2lyslka,sL

Qi = arccos < (5.5)

wird der Kosinussatz auf die Langen des Unterschenkels lyg, der Stimulationseinheit
lsT und auf den Abstand

Ikast =V (rxe — 2s1)? + (yka — yst)? (5.6)

zwischen Schlitten und Kniegelenk angewendet. Aus den beiden Hilfswinkeln kann
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anschlieffend der Lotwinkel

™

pus = 5 T a1~y (5.7)

des Unterschenkelprofils ermittelt und somit die Position des Sprunggelenks

rsa sin(pus)lus
Por = =P 5.8
56 {ysc} KG L COS(WUS)ZUJ (5:8)

berechnet werden. Zusétzlich zu den Massenpositionen werden fiir die Anwendung
des Lagrange-Formalismus auf den Bewegungstrainer auch die Endpositionen der im
System verbauten Federn bendétigt. Fiir das Ende der Feder an der Linearfithrung
kann ebenfalls die Position Pg, des Schlittens verwendet werden, da sich diese nur
um einen konstanten Offset vom tatséchlichen Angriffspunkt der Feder unterscheidet.
Dieser kann direkt in der Schlittenposition spr o beriicksichtigt werden, an der die
Feder entspannt und somit die auf den Bewegungstrainer wirkende Kraft gleich null
ist. Die Endposition der Hiiftfeder

_ |zar| _ | sin(¢ — dur)lar
Prr = |:yHF:| N {— cos(p — Our)lur (5:9)

kann in Abhéngigkeit des Hebelarms lgp sowie des Offset-Winkels dyp berechnet
werden.

Basierend auf den Positionen P; kann nun der Lagrange-Formalismus auf den
Bewegungstrainer angewendet werden. Hierbei wird jedoch nicht der vollstdandige
Formalismus verwendet, sondern lediglich eine vereinfachte Variante ohne Zentrifugal-
und Coriolisterme. Der Einfluss dieser Terme auf das System hédngt ebenso wie der
Einfluss der Trigheitsmomente vor allem von den rotatorischen Geschwindigkeiten
des Systems ab. Da diese jedoch sehr gering sind, ist das Vernachlédssigen der Terme
eine konsequente Weiterfithrung der vereinfachenden Annahmen, die auch schon zur
Reduktion der Parameter getroffen wurden. Somit bleiben lediglich die Vektoren der
Potenzialkrafte und die Massenmatrix im Basismodell tibrig.

Die Massenmatrix

M(g) =Y Oy (0wt Dy 0wt {KG,SG,SL} (5.10)
= m; A o My, 1 ’ ’ .

a — 0q ~ Oq 99 ~ Oq

ergibt sich aus dem Kronecker-Produkt ® der partiellen Ableitungen der Massenpo-
sitionen P; = [x;, y;]T nach den verallgemeinerten Koordinaten g multipliziert mit
den zugehorigen Massen m;. Der Potenzialkraftevektor g(q) = gy (q) + gr(q) setzt
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sich aus zwei Teilen zusammen, dabei beschreibt

yi
gu(@) =) 62 mig (5.11)

den Einfluss der Erdbeschleunigung ¢ auf die Massen des Bewegungstrainers und

ov; .
gr(q) = aiqj» j € {HF,LF} (5.12)
J

den Einfluss der in den Federn gespeicherten potentiellen Energien

kur

Vir = N (| Pur — Pur,oll2 — lHF,0)2
kHF 2
~ 9 <\/(xHF — zur,0)® + (yur — yur,0)® — lHF,0> (5.13)
_ 2 kup 9
und Vpp = 5 (I[1PsL — Prroll2 — lLro)” = 7(8 — SLF0)%, (5.14)

die von den Federkonstanten k;, den Abstdnden zwischen den beweglichen Enden
der Federn P; und den festen Enden P sowie der Lénge lgr o bzw. der Position
sF,0 der ungespannten Federn abhéngen. Zusétzlich zu den internen, potentiellen
Kriften wirken noch zwei weitere, externe Krifte auf den Bewegungstrainer ein.
Diese werden von den beiden elektrischen Antrieben in Form eines Drehmoments
M an der Hiifte und als Kraft F' an der Linearfithrung aufgebracht. Die beiden
Antriebskrifte beeinflussen das System exakt in der gleichen Richtung, in der auch
die beiden verallgemeinerten Koordinaten definiert sind, somit entsprechen sie den
verallgemeinerten Kréften

Q=M F". (5.15)

Basierend auf den Termen (5.10)-(5.12) und (5.15) ergibt sich das Computed-Torque-
Modell

M(q)g+9g(q) = Q, (5.16)

des Rehabiliationsroboters. Dieses kann in ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung

. q

g = Tso,U) = _ 5.17

50 = Fsol@s0:%) = | p1-1(9) (@ - g(a)) (5:17)

iiberfiihrt werden, welches die Zustandsraumdarstellung des Basismodells mit den

Zusténden @gy = [q* qT]T, den Systemeingangingen u = Q und den messbaren
Ausgéingen y = q darstellt.
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(a) Getriebereibung des Hiiftantriebs. (b) Gleitlagerreibung der Linearfithrung.

Abbildung 5.4: Dominante Reibungseffekte des Rehabilitationsroboters.

5.2.2 Beriicksichtigung dominanter Reibungseffekte

Im Basismodell aus Abschnitt 5.2.1 sind die im System auftretenden Reibungen noch
nicht beriicksichtigt. Da diese jedoch einen erheblichen Einfluss auf das dynamische
Verhalten des Bewegungstrainers aufweisen, wird das Systemmodell SO aus Gleichung
(5.17) in diesem Abschnitt um die beiden in Abbildung 5.4 dargestellten, dominanten
Reibungseffekte der Antriebe erweitert. Das Getriebe des Hiiftantriebs und vor
allem die Gleitlagerung der Linearfiihrung weisen hohe Reibungen auf, die zum
Teil die Krafte und Momente iibersteigen, die notwendig sind, um die Massen
des Bewegungstrainers bei den gegebenen Solltrajektorien zu beschleunigen. Die
kugelgelagerten Gelenke an Hiifte, Knie, Sprunggelenk und Stimulationseinheit haben
hingegen keinen nennenswerten Effekt auf das Systemverhalten und kénnen daher
vernachlissigt werden. Wie in den Abbildungen 5.4(a) und 5.4(b) dargestellt wird,
héngen die beiden dominanten Reibungseffekte jeweils von nur einer verallgemeinerten
Geschwindigkeit ab. Das Reibungsmoment des Getriebes My wirkt entgegen der
Hiiftwinkelgeschwindigkeit ¢ = w und die Reibungskraft an der Linearfithrung Fg
entgegen der Schlittengeschwindigkeit $ = v.

Um die Vorteile des dynamischen Reibungsmodells gegeniiber dem statischen Rei-
bungsmodell ohne Tiefpassfilter in der nachfolgenden Zustandsschéatzung in Ab-
schnitt 5.3 verdeutlichen zu kénnen, wird das Basismodell zunéchst lediglich ent-
sprechend Gleichung (2.20) um die verallgemeinerten, statischen Reibungskréafte
erweitert. Dadurch erweitert sich das Computed-Torque-Modell aus Gleichung (5.16)
zu

M(q)q+g(q) +QF(q.9) =Q (5.18)
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mit

. 9D(q,4)

D )

, = 5.19
Qi (q:9) %, (5.19)
wobei D(q, g) und QP (q, §) durch die Gleichungen (A.9) und (A.10) in Anhang A.5
definiert sind. Transformiert man das erweiterte Computed-Torque-Modell aus Glei-
chung (5.18) in die Zustandsraumdarstellung

: q
@1 = fgi(@s1,u) = lMl(q) (Q ~QP(q,q) - g(q))] (5.20)

mit den Zustinden ws; = [¢" ¢" T, so erhilt man die erste Ausbaustufe (S1) des
Modells. Die Zustandsgleichungen (5.20) koénnen in Abschnitt 5.3 direkt mit dem
Zentraldifferenzenfilter kombiniert werden. Dabei bleiben die Ein- und Ausgénge des

Systems zum Basismodell identisch.

Fiir die nichste Erweiterungsstufe (S2) des Robotermodells miissen lediglich die
statischen Reibungskréfte aus Gleichung (A.10) in das LPV-Tiefpassfilter nach Glei-
chung (2.26) eingesetzt werden, wodurch man die zusétzlichen Differentialgleichungen

. 2
1 —ei(q;ii)

Tr ;

QdD,i = (Q?(‘LQ) - QdD,i) (5-21)

fir das dynamische Verhalten der Reibungskréfte erhilt. Erweitert man nun den
Zustandsvektor um die beiden Reibungszustinde QdDﬂ- ZU X5y = [qT g’ Qd?1 Q€2]T
und ersetzt QP (g, ¢) in Gleichung (5.18) durch den Reibungskraftvektor QY (g, §)
mit den Dynamikgleichungen (5.21), so kann auch dieses Modell als ein System aus

Differentialgleichungen erster Ordnung in der Form

q
G5y = feo(asa,u) = | M~ (q) (Q -Qf(q,q) - g(tl)) (5.22)
Qq(a,4)

dargestellt werden, wobei auch hier die Ein- und Ausgénge des Systems unveréndert
bleiben. Somit sind mit den beiden Ausbaustufen S1 und S2 nun zwei Modelle
vorhanden, die eine Approximation des realen Trainingsgeréits mit Reibung darstellen
und mit einem nichtlinearen Zustandsbeobachter kombiniert werden kénnen. Anhand
eines Vergleichs der beiden Modelle werden in Abschnitt 5.3 nochmals die besonderen,
positiven Eigenschaften des LPV-gefilterten Reibungsmodells in Kombination mit
einem Zustandsbeobachter verdeutlicht, die das statische Reibungsmodell in dieser
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Form nicht besitzt. Beide Modelle stellen aber nur dann eine gute Approximation des
Gerats dar, wenn das Exoskelett keiner mechanischen Beschrankung unterliegt. Um
aber auch diesen Fall abbilden zu kénnen, wird das Modell des Bewegungstrainers
mit dynamischer Reibung aus Gleichung (5.22) im nachfolgenden Abschnitt um das
Kontaktmodell aus Kapitel 3 erweitert.

5.2.3 Beriicksichtigung mechanischer Beschrankungen

In den bisherigen Betrachtungen wurde stets davon ausgegangen, dass sich der Bewe-
gungstrainer innerhalb seiner beiden Freiheitsgrade unbeschrankt bewegen kann. Wie
aber bereits in den vorangegangenen Abschnitten erwéhnt wurde, ist diese Annahme
am Prototypen nicht zutreffend. Am Gerét existieren drei unilaterale Kontakte in
Form von mechanischen Anschlidgen, bei denen aufgrund der Geratekinematik keine
tangentialen Geschwindigkeiten auftreten. Daher werden diese Kontakte nachfolgend
als reibungsfrei angenommen und auf Basis der Restriktionsfunktionen aus Kapitel 3
in das Modell des Bewegungstrainers aufgenommen. Als Alternative fiir das hier
vorgestellte Kontaktmodell wurde in [Peul2] auch die Modellierung der Anschlige
anhand eines Zustandsautomaten mit mehreren Modellen untersucht. Dieser An-
satz soll hier jedoch nicht weiter diskutiert werden, da sich ein Umschalten von
Modellen mit unterschiedlicher Ordnung nicht oder nur sehr schlecht mit einem
Zustandsbeobachter kombinieren l&sst.

Der erste mechanische Anschlag des Trainingsgeréts ist in Abbildung 5.5(a) dar-
gestellt. Dieser schiitzt das Kniegelenk des Patienten wahrend des Trainings vor
einer Uberstreckung, d.h. einem Abknicken des Kniegelenks entgegen der natiir-
lichen Bewegungsrichtung. Der Knieanschlag ist auch der Grund dafiir, dass die
Berechnung der Sprunggelenksposition in Abschnitt 5.2.1 von zwei Lésungen auf eine
reduziert werden kann. Wahrend des Patiententrainings ist diese Beschrankung auch
im Hinblick auf die Modellierung von besonderer Bedeutung, da das Knie wahrend
des Trainings nahezu vollstdndig gestreckt wird. Dies fithrt in Kombination mit einer
nachgiebigen Regelung, wie sie in [SBD14d] vorgestellt wurde, dazu, dass schon
durch geringe Storeinfliisse seitens des Patienten der mechanische Anschlag aktiv
wird und sich somit auch die Geradtekinematik signifikant verdndert. Daher wird
bei der praktischen Anwendung in Abschnitt 5.3 besonderes Augenmerk auf diese
Beschréankung gelegt.

Um die Restriktionsfunktion fiir den Knieanschlag aufstellen zu kénnen, muss hier
jedoch keine translatorische Bewegung einer Kugel beschrieben werden. Anstelle
des Abstands s, zwischen Objekt und Beschriankung kann in diesem Fall die Be-
schrankung in rotatorischen Koordinaten definiert werden. Hierfiir wird die Differenz
Ap(q) = ¢ — pus(q) zwischen dem Lotwinkel am Hiiftgelenk ¢ und dem Lotwin-
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S = SUA

(a) Anschlag zum Schutz (b) Oberer Anschlag (OA) (c) Unterer Anschlag (UA)
des Kniegelenks der Linearfithrung der Linearfithrung

Abbildung 5.5: Mechanische Beschrankungen am Kniegelenk und an der
Linearfihrung des Rehabilitationsroboters

kel des Unterschenkels ¢yg aufgestellt, der durch Gleichung (5.7) definiert ist. Ist
¢ > ¢us(q), so befindet sich das Kniegelenk im erlaubten Bewegungsbereich und
das Exoskelett unterliegt der Dynamik des unbeschrénkten Modells. Zusammen mit
der zeitlichen Ableitung der Winkeldifferenz Ay = grad(A¢p)qg erhilt man somit die
Restriktionsfunktion

Ria (a,d) = (1 ~ tanh (s (A (@) - rC,KA»)
) (A<P (qufl) _ log (cosh (;if::fgb (q,Q)))) TEKA (5.23)

fiir den mechanischen Knieanschlag (KA). Die ausfiihrliche Darstellung des Dif-
ferenzwinkels A ist durch Gleichung (A.11) in Anhang A.5 gegeben. Da dieser
Term bereits sehr grof} ist und der Umfang bei der Berechnung der Geschwindigkeit
A¢ und der anschliefenden Berechnung der verallgemeinerten Krifte durch die
verketteten Ableitungen nochmals deutlich ansteigt, sei hier auf die vollstandige
Darstellung der Restriktionsfunktion und aller daraus resultierenden Gleichungen
verzichtet.

Der zweite mechanische Anschlag ist in Abbildung 5.5(b) und der dritte in Abbil-
dung 5.5(c) dargestellt. Sie definieren das obere bzw. untere Ende der Linearfithrung
und legen somit den Bewegungsraum des Schlittens fest. Da die Reglerdynamik
am Schlitten deutlich hoher ist als am Hiiftgelenk und der Patient entlang der
Linearfithrung weniger Storkréfte aufbringen kann, spielen diese beiden Anschléage in
der praktischen Anwendung aber nur eine untergeordnete Rolle. Da beide Beschran-
kungen nur von der Schlittenkoordinate s und der verallgemeinerten Geschwindigkeit
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v = $ abhéngen, ist die daraus resultierende Restriktionsfunktion der Linearfithrung

. 1—tanh(r s—s -7 v log(cosh (r )
Rur (¢,q) = ( t’UA((z ua)=Teua)) <2 _ los( 27“d(U(:UA ))>7’f,UA
1—tanh(ry 0a((soa—s)—7c04)) v log(cosh (—rq.0av))
+ —-—= - T't,0A
2 2 2Td,OA

(5.24)

von Uberschaubarem Umfang. Die zusétzlichen Parameter sya und spa in der
Aktivierungsfunktion stellen dabei einen zusétzlichen Offset fiir den unteren bzw.
den oberen Anschlag dar, da nach der Definition aus Abschnitt 3.2.1 der Bezugspunkt
fiir den Objektabstand s, in der Beschrankungsebene liegen muss. Dartiber hinaus
gilt es zu beachten, dass die Objektdistanz zum oberen mechanischen Anschlag in
entgegengesetzter Richtung zur verallgemeinerten Koordinate definiert ist, daher muss
sowohl fiir den Abstand in der Aktivierungsfunktion als auch fir die Geschwindigkeit
in der Leistungsfunktion das Vorzeichen gedreht werden.

Summiert man nun die Restriktionsfunktionen des Knieanschlags und der Linearfiih-
rung auf und leitet die resultierende Gesamtrestriktionsfunktion R = Rxa + Rrr
nach den Geschwindigkeiten ¢; ab, so erhélt man auch hier die verallgemeinerten
Kontaktkrifte QF, die zu einer erneuten Erweiterung des Computed-Torque-Modells
aus Gleichung (5.18) in der Form

M(q)g+9(a) +QF(q.9) - Q% =Q (5.25)

fithren. Dadurch verdndert sich die Zustandsraumdarstellung des Modells zu
q
i3 = Fs(@snw) = [M7(0) (Q+Q%(a.4) - QF(a.0) ~9(@) | (5.26)

. D .

Qq(q:9)
und man erhilt die dritte Ausbaustufe des Modells (S3), wobei die Zusténde, Ein-
génge und Ausgénge zur vorherigen Modellstufe S2 unverdndert bleiben. Da mit der
Beriicksichtigung der Restriktionsfunktionen nun auch die mechanischen Beschrén-
kungen im Modell abgebildet werden, resultiert aus dem Kontakt des Exoskeletts
mit den Beschrankungen kein Modellfehler mehr, wodurch sich die in Abschnitt 5.3
vorgestellte Zustandsschétzung in diesen Arbeitspunkten deutlich verbessern sollte.
Eine weitere Beschrénkung des Bewegungstrainers wurde aber bisher noch nicht be-

riicksichtigt, da diese auch zu tangentialer Reibung fithrt und daher im nachfolgenden
Abschnitt gesondert behandelt wird.
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Abbildung 5.6: Mechanische Beschriankung der Stimulationseinheit (ST) mit
senkrechter Kontaktkraft F| gt und tangential auftretender
Reibung Qg,STQ

5.2.4 Modellierung des reibungsbehafteten Kontakts
zwischen Stimulationseinheit und Linearfiihrung

Die abschliefende Erweiterung des Gesamtmodells umfasst den Sonderfall eines
Kontakts mit Reibung nach Abbildung 5.6. Bewegt sich das Knie des Exoskeletts
nach oben und der Schlitten wird in seiner aktuellen Position gehalten, so kippt
die Spitze der Stimulationseinheit (ST) iiber das Gelenk unterhalb der Fufisoh-
le in Richtung der Linearfithrung ab. Dabei kann es zu einem Kontakt zwischen
der Stimulationseinheit und der Linearfithrung kommen. Wird nun der Schlitten
auf der Linearfithrung bewegt, so bewegt sich der Kontaktpunkt der Stimulations-
einheit entlang der Linearfithrung und es entsteht Reibung zwischen den beiden
Bauteilen. Dieser Fall soll durch den reibungsbehafteten Kontakt aus Kapitel 4 im
Modell berticksichtigt werden. Im ersten Schritt werden daher die Kontaktkréfte
zwischen der Linearfithrung und dem Schuhmodul hergeleitet. Hierfiir wird zunéchst
der Kontaktpunkt Pgr der Stimulationseinheit definiert, der in Abhéngigkeit der
Schlittenposition Pgr, aus Gleichung (5.3) und der Sprunggelenksposition Pgg aus
Gleichung (5.8) hergeleitet werden kann. Hierfiir wird zunichst der Lotwinkel der
Stimulationseinheit

sz = T + arctan (H) (5.27)
2 Ts1, — Isa

berechnet. Zusammen mit dem Offsetwinkel égr g und der Lénge lgr 5 erhélt man
die Koordinaten

_ |zstB| _ sin(est + dsT,B)
Pgsrp = [ST . } = Pg1, + [_ cos(pst + Os1.5) lsTB (5.28)

)
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des beschriankten Kontaktpunkts. Nun muss der Abstand dgr g zwischen dem Kon-
taktpunkt und der Linearfiihrung, die durch die Gerade

y = fi(z) = tan(éLr)r + yLr,0 — tan(dLr)ZLF 0 (5.29)

dargestellt wird, berechnet werden, wobei ér,r den Aufstellwinkel und zrro bzw.
yLr,0 den Startpunkt der Linearfithrung nach Abbildung 5.2 beschreibt. Im néchsten
Schritt wird eine zweite Gerade

1 TST,B

,mx +ysTB + m (530)

y = fax) =

senkrecht zur Linearfithrung definiert, die durch den Kontaktpunkt Pgr p verlduft.
Aus dem in Abbildung 5.6 dargestellten Schnittpunkt

tan(SLr ISTB - g pg 4 LF
17 gl a.(Il(I:sLi‘) (yST)B + tai Ils((syL F) y F,0 tan((s )xLF)O)
Py = 25 PeTn ~tan(dLp ) TR
17-?;; n(?(I:SL)F)(ZJSI,B+t7alls(t§1E)_yIF,0+tan(5IF)1‘LF,O +yur,0—tan(drr) L o

(5.31)

der beiden Geraden aus den Gleichungen (5.29) und (5.30) erhélt man nun iber die
Standardnorm der Differenz zwischen dem Kontaktpunkt aus Gleichung (5.28) und
dem Schnittpunkt aus Gleichung (5.31) den Abstand

dstg = ||Pst,B — Px|| (5.32)

der als Objektabstand s; = dgrp in die Restriktionsgleichung (3.9) eingesetzt
werden kann.

Somit ergibt sich zusammen mit der relativen Geschwindigkeit v, gt = grad(dsr B)g
die Leistungsfunktion

R — (1 — tanh (¢, st (dsT,B — TcST)))
ST — 2

~(grad(dst,B)q  log (cosh (rq,sTgrad(dsr,B)q)) .
2 2Td,ST £ST

(5.33)

fiir den Kontakt der Stimulationseinheit mit der Linearfithrung. Hier gilt es jedoch
zu beachten, dass der betragsméaflige Abstand zwischen dem Kontaktpunkt und
der Linearfithrung in die Restriktionsfunktion eingeht. Daher miissen die Kontakt-
parameter hinsichtlich Steifigkeit und Beschrankungsleistung so gewéhlt werden,
dass der Kontaktpunkt die Linearfiihrung nicht iiberschreitet, da ansonsten ein
Vorzeichensprung bei der Geschwindigkeit erfolgt und die Restriktionsfunktion nicht
mehr giiltig ist. Die Berechnung der verallgemeinerten Kontaktkréfte Q?T und der
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Kontaktkrafte F'| gt senkrecht zur Linearfithrung kann wie bisher iiber das parti-
elle Ableiten von Rgt nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; bzw. der
relativen Geschwindigkeit v g1 erfolgen. Auf eine Darstellung der vollstdndigen
Gleichungen sei aber auch hier aufgrund deren Umfangs verzichtet.

Da die Normalkraft F'| g7 am Kontaktpunkt nun bekannt ist und die tangentiale
Kontaktgeschwindigkeit der zweiten verallgemeinerten Geschwindigkeit v entspricht,
ist das Aufstellen der Dissipationsfunktion fiir die Reibung ohne grofien Aufwand
moglich. Auch hier wird auf eine Beriicksichtigung der viskosen Reibung verzichtet,
wodurch das weitere Vorgehen mit den einzelnen Schritten bei der Modellierung des
Pendels und des Wiirfels in Kapitel 4 identisch ist. Leitet man die kontaktbedingte
Dissipationsfunktion

~ v
DE =RastFl st (uc,STUC,ST log <COSh ( >)
VC,ST

2 1_1( _w»
- (U&ST — po,sT tanh (vS’ST)> b gre’ (’US’ST) ) (5.34)

vC,sT

partiell nach ¢; ab und ersetzt die konstante Normalkraft F 'L st durch die varia-
ble Widerstandskraft der Beschrankung F¢ gr, so erhélt man fiir die statischen
Reibungskrifte

Q%,ST,l =0, (5.35a)

da keine Abhéngigkeit von w besteht, und

v
Qg,ST,Q =F g7 (,uc,sT tanh ( >
UC,ST

3 1_1 v :
+<#S,ST—#C,STtanh (USST>) L. Z(US‘ST) > (5.35b)

ve,sT /) Us,sT

Der statische Reibungskraftvektor Q%ST beeintrachtigt die Dynamik des Gesamt-

modells in gleicher Weise wie die statischen Reibungskréfte Ql-D mit konstanter
Normalkraft, wodurch sich die Differentialgleichungen (5.21) des Reibungsmodells zu

"y 2
1 —e_(qFl”")

T

QdD,R,i = (QF(g.q) + Q%,ST,i(qv q) — QdD,i) (5.36)

erweitern. Berlicksichtigt man neben den angepassten Reibungskraften auch die
zusétzlichen Kontaktkrifte in den Modellgleichungen, so erhélt man fiir die mathe-
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matische Darstellung des Trainingsgerats das vollstdndige Computed-Torque-Modell

M(q)i+9(a) +Qfr(a:4) - Q% - Q% =Q (5.37)
und die daraus resultierende Zustandsraumdarstellung
q
i1 = Fa(wsi,w) = [M (@) (Q+Q%(a,) + Q%(a.) — QFr(a.d) — 9(a))

QZR(‘L q)
(5.38)

fir die vollstandige Modellausbaustufe (S4) mit weiterhin unverdnderten Zustdnden
und Ein-/Ausgéingen im Vergleich zur Modellstufe S3.

Die Modellstufe S4 beriicksichtigt alle signifikanten Einfliisse, die die Gerdtedynamik
wéahrend des Trainingsbetriebs beeinflussen kénnen, wobei alle in den Kapiteln 2
bis 4 vorgestellten Kontaktprozesse eine praktische Relevanz besitzen. Daher ist
dieses Modell besonders als Referenz fiir die simulative Evaluation unterschiedlicher
Regelungsansitze, z. B. [Har14; Oppl4; SBD14d], und Parameterschitzalgorithmen,
z. B. [SBD14c; Ziel4], geeignet, da hierbei die Robustheit und Schétzgiite bei aktiven
Beschrankungen und hochgradig nichtlinearen Reibungseinfliissen vorab getestet
werden kann. Auf eine simulative Auswertung des in diesem Abschnitt vorgestellten
Modells und dessen einzelner Erweiterungsstufen wird hier jedoch verzichtet, da
die Leistungsfahigkeit der leistungsbasierten Kontakt- und Reibungsmodelle bereits
in den Kapiteln 2 bis 4 ausgiebig gezeigt wurde und die Simulationsergebnisse
keinen zusétzlichen Informationsgewinn liefern. Alternativ werden im nachfolgenden
Abschnitt aber die Erweiterungsstufen S1 bis S3 des Modells am realen Prototyp in
Kombination mit einem nichtlinearen Zustandsbeobachter getestet. Das vollstédndige
Modell aus Gleichung (5.38) kann dabei jedoch nicht evaluiert werden, da der
Kontakt zwischen dem Metallgehduse der Stimulationseinheit und den Gleitschienen
der Linearfiihrung zu einer dauerhaften Beschddigung der Gleitlager fithren wiirde.

5.3 Zustandsschitzung am Rehabilitationsroboter

Die Leistungsfahigkeit und Vielseitigkeit der neuen Modellierungsansétze fiir Reibungs-
und Kontaktprozesse wurde fiir Simulationszwecke bereits ausfithrlich in den jeweili-
gen Kapiteln demonstriert, daher steht in diesem Abschnitt der praktische Nutzen der
leistungsbasierten Modellierungsverfahren im Vordergrund. Hierfiir werden sukzessi-
ve die Ergebnisse der Zustandsschétzung aus der Applikation der unterschiedlichen
Modellstufen S1 bis S3 mit einem nichtlinearen Beobachter vorgestellt, die an dem in
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Abbildung 5.7: Prototyp des Rehabilitationsroboters MoreGait 11

Abbildung 5.7 dargestellten Labormuster des Bewegungstrainers durchgefithrt wurde.
Zunachst werden die Ergebnisse unter Verwendung des statischen Reibungsmodells
mit den Ergebnissen auf Basis des dynamischen Reibungsmodells verglichen und
die jeweiligen Vorteile herausgearbeitet. Anschlieend wird die Verbesserung der Zu-
standsschétzung bei zusétzlicher Beriicksichtigung der mechanischen Kontaktmodelle
verdeutlicht. Auf eine Zustandsschétzung unter Verwendung des Basismodells SO und
des Gesamtmodells wird hierbei verzichtet, da einerseits aufgrund der sehr hohen
Reibungskrifte die Diskrepanz zwischen dem Basismodell und dem realen System zu
grof} ist, um sinnvolle Schétzwerte zu erhalten und andererseits ein Kontakt zwischen
der Stimulationseinheit und der Linearfithrung zu Schiden am Gerat fithren kann.

Bevor jedoch in den Abschnitten 5.3.2 und 5.3.3 der Versuchsaufbau und die resul-
tierenden Ergebnisse beschrieben und bewertet werden, wird im folgenden Abschnitt
zunéchst das Zentraldifferenzenfilter (engl.: central difference Kalman filter, CDKF)
vorgestellt, das auf Basis der Modelle S1 bis S3 aus dem gemessenen Hiiftwinkel
und der Schlittenposition die zugehoérigen Geschwindigkeiten und Reibungen im
Zustandsvektor schétzt.
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5.3.1 Das Zentraldifferenzenfilter

Fiir die Zustandsschitzung am Bewegungstrainer wird ein Zentraldifferenzenfilter
verwendet, das zur Klasse der Sigmapunkt-Kalman-Filter (SPKF) gehort. Anders
als beim Erweiterten Kalman-Filter (EKF) ist fiir die Zustandsschatzung mit ei-
nem SPKF keine partielle Ableitung der Systemfunktionen erforderlich, da fiir die
Schatzung neben dem Erwartungswert der Zustdnde auch Stichproben um den
Arbeitspunkt herum ausgewertet werden. Dabei folgt der Ablauf der klassischen
Pradiktor-Korrektor-Struktur des Kalman-Filters, allerdings mit dem Unterschied,
dass die endgiiltige Schitzung {iber den gewichteten Mittelwert der einzelnen Stich-
proben erfolgt. Die Menge aller Stichproben inklusive des Erwartungswerts werden
entsprechend dem Symbol fiir die Standardabweichung auch als Sigmapunkte bezeich-
net. Die Verwendung eines Sigmapunkt-Filters ist hier besonders im Hinblick auf die
umfangreichen Modellgleichungen des Bewegungstrainers von Vorteil, da die Kontakt-
und Reibungsmodelle sehr steife Systemeigenschaften darstellen, die bei einer parti-
ellen Ableitung zu numerischen Problemen fiithren kénnen. Die Verwendung eines
EKF wire aber aufgrund der fiir das Modell verwendeten, stetig differenzierbaren
Leistungsfunktionen prinzipiell moglich. Folgt man den Ausfithrungen in [Fox07],
erreicht man dariiber hinaus mit SPKF eine genauere Schétzung von Mittelwert
und Kovarianz der Zusténde als bei der Verwendung eines EKF erster Ordnung. Der
Rechenaufwand der beiden Ansétze ist dabei in etwa gleich gro8.

Das bekannteste Filter unter den SPKF ist das Unscented-Kalman-Filter (UKF), das
erstmalig in [JUD95] vorgestellt wurde. Die Verteilung der 2n+1 Sigmapunkte erfolgt
beim UKF nach stochastischen Gesichtspunkten, wobei die Stichproben symmetrisch
um den Erwartungswert der n zu schitzenden Zustinde gelegt werden. Die Streuung
der Punkte erfolgt dabei in Abhéngigkeit der gewichteten Kovarianz. Dadurch liegen
alle Sigmapunkte auf einem skalierten Ellipsoid um den Erwartungswert. Durch die
Unscented-Transformation (engl.: unscented transform) kénnen in jedem Abtast-
schritt die Anderungen des Erwartungswerts und der Kovarianz der stochastischen
Variablen x geschitzt werden, obwohl diese einer nichtlinearen Transformation durch
die Modellgleichungen unterliegen. Fiir eine ausfiihrliche Erlduterung des UKF inklu-
sive der Beschreibung unterschiedlicher Implementierungsformen sei hier jedoch auf
die weiterfithrende Literatur verwiesen, insbesondere auf [Fox07; Mer04]. Das UKF
wurde ebenfalls an einem Labormuster des Rehabilitationsroboters implementiert
und getestet und zur Zustandsschétzung fiir eine iterativ lernende Regelung verwen-
det. Sowohl die Implementierung des Filters als auch die Regelung werden in [Opp14]
erldutert. Fir die meisten praktischen Anwendungen am Bewegungstrainer, die u.a.
in [SBD14b; SBD14c; SBD14d] beschrieben sind, wird allerdings das im Folgenden
vorgestellte CDKF verwendet. Zwar ist die Genauigkeit der Schétzergebnisse von
UKF und CDKF am Trainingsgeréit nahezu identisch, was auch den Beobachtun-
gen bei anderen praktischen Anwendungen entspricht, die z. B. in [Piel0; SRHT07]
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beschrieben werden, allerdings ist die Parameteranzahl beim CDKF geringer und
die Verteilung der Sigmapunkte im Gegensatz zum UKF physikalisch begriindet,
wodurch die Wahl fiir die hier beschriebene Anwendung auf das CDKF fiel.

Das Zentraldifferenzenfilter wurde nahezu zeitgleich von zwei unterschiedlichen For-
schergruppen in [IX00] und [NPROO] propagiert. Der strukturelle Aufbau des CDKF
ist nahezu identisch zum UKF und unterscheidet sich im Wesentlichen nur durch die
Verteilung der Sigmapunkte. Zwar existieren fiir das UKF Vorgaben zur Parame-
trierung, die eine geeignete Wahl der Gewichte fiir die Skalierung der Kovarianzen
ermoglichen und die auch zu einem sehr guten Ergebnis bei der Schétzung der
Zusténde fithren, folgt man allerdings den Ausfiihrungen in [Fox07], so ist es duflerst
schwierig zu begriinden, dass die Verteilung der Sigmapunkte sinnvoll ist. Beim
CDKEF stellt sich diese Frage hingegen nicht, da die Lage der Sigmapunkte schon bei
der Herleitung des Ansatzes physikalisch begriindet wird. Die Idee des CDKF besteht
darin, dass die Ableitungen der Modellgleichungen durch einen Differenzenquotienten
mit endlichem Intervall h approximiert werden kénnen. Der Differenzenquotient
wird dabei, &hnlich der Wahl der Sigmapunkte beim UKF, symmetrisch um den
Arbeitspunkt gewéahlt. Somit erhdlt man fiir die Ndherung einen Zentraldifferenzen-
quotienten, aus dem auch der Name des Filters hervorgeht. Dabei wird vorausgesetzt,
dass die Modellgleichungen auf Basis von Polynomen der Ordnung 2n ausreichend
genau approximiert werden konnen. Im Filteralgorithmus nach [NPROO] wird fiir
die Polynominterpolation der Taylorreihe die Formel nach Stirling verwendet und
fir mehrdimensionale Félle erweitert. Das CDKF folgt also bei der Verteilung der
Sigmapunkte der Idee des EKF, allerdings wird die analytische Ableitung durch eine
numerische Ableitung der Modellgleichungen ersetzt. Geht man dabei von einem
Filterproblem mit Gauf3-Verteilung aus, so kann gezeigt werden, dass die Approxi-
mationsgenauigkeit durch die Stirling-Interpolation hoher ist als bei der Verwendung
des linearen Glieds der Taylor-Reihe, wie es beim EKF der Fall ist. Dariiber hinaus
wird in [Fox07] beschrieben, dass bei einer Gau$-Verteilung und entsprechender
Wahl der Gewichte des UKF die Mittelwertberechnung des UKF und des CDKF ein
identisches Ergebnis liefern. Fiir die exakten mathematischen Erlduterungen und
Beweise der einzelnen Aussagen sei aber auch hier auf das Standardwerk [Mer04] oder
auf [Fox07] verwiesen, in denen auch die unterschiedlichen Implementierungsformen
fir die Zustandsschiatzung und die Parameterbestimmung dargelegt werden.

Der Algorithmus des verwendeten Zentraldifferenzenfilters entspricht der Wurzelim-
plementierung nach [Mer04]. Lediglich der letzte Teil des Korrekturschritts ist dem
Algorithmus nach [Fox07] entnommen. Im Gegensatz zur Standardform hat die Wurze-
limplementierung des CDKF den Vorteil, dass die Berechnung der Zustandskovarianz
direkt in der Cholesky-zerlegten Form stattfinden kann. Diese ist aus numerischer und
programmiertechnischer Sicht besser zu implementieren und fithrt daher sowohl zu
einem geringeren Rechenaufwand als auch zu einem robusteren Algorithmus, wobei
die Genauigkeit nur unmerklich kleiner wird. Geméafl den Ausfiihrungen in [Mer04] ist
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die Wurzelform daher stets der Standardform vorzuziehen. Da die Implementierung
des CDKF auf einer diskreten Beschreibung des Systemverhaltens beruht, wurde
der Algorithmus um ein Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung ergénzt, wodurch
das Filter auch in Kombination mit den kontinuierlichen Modellgleichungen aus Ab-
schnitt 5.2 verwendet werden kann. Die einzelnen Pradiktions- und Korrekturschritte
des Algorithmus samt Sigmapunkt-Berechnung und Runge-Kutta-Verfahren des hier
verwendeten Zentraldifferenzenfilters sind in Anhang B dargestellt und wurden in
dieser Form auch fiir alle nachfolgenden Zustandsschatzungen verwendet.

5.3.2 Implementierung und Versuchsaufbau

Fiir die Zustandsschétzung am Rehabilitationsroboter MoreGait IT muss zunéchst das
nichtlineare Zentraldifferenzenfilter aus Abschnitt 5.3.1 auf der Regler-Hardware des
in Abbildung 5.7 dargestellten Labormusters implementiert werden. Diese besteht
aus einem Industrie-PC (IPC) mit x86-Architektur und einer Taktfrequenz von
500 MHz. Als Betriebssystem wird fiir den Rechner ein Echtzeit-Linux mit preempt-
Kernel verwendet, der eine Abtastzeit von 10 ms aufweist. Der Rechner kommuniziert
iiber zwei unabhéngige CAN-Schnittstellen fiir das linke und das rechte Bein mit je
zwei unterlagerten Steuerungen. Diese messen einerseits die aktuellen Winkel bzw.
Positionen an Hiifte und Linearfithrung und regeln andererseits die Momente bzw.
Krifte an den elektrischen Antrieben ein, die in den Modellen des Trainingsgeréts als
Ein- und Ausginge verwendet werden. Die Einregelzeiten fiir die Antriebsmomente
sind dabei deutlich kleiner als die Abtastzeit des Echtzeitbetriebssystems, wodurch
die Stellglieder als ideal angenommen werden kénnen.

Fiir die Implementierung der unterschiedlichen Varianten des Zustandsschétzers auf
der gegebenen Hardware werden die Modellgleichungen (5.20), (5.22) und (5.26) aus
Abschnitt 5.2 mit dem CDKF kombiniert. Die Vorhersage der Zustdnde im Pradik-
tionsschritt erfolgt dabei auf Basis des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung.
Die Modellstufe S1 mit statischer Reibung besitzt zwar mit n = 4 eine kleine-
re Systemordnung als die Modelle mit dynamischer Reibung S2 und S3, fir die
n = 6 gilt, allerdings stellt dies fiir die Anwendung des Zentraldifferenzenfilters
keine Einschrankung dar, da die generische Implementierung des CDKF fiir beliebi-
ge Systemordnungen verwendet werden kann. Die notwendigen Berechnungen der
QR- und Cholesky-Zerlegungen zur Aktualisierung der Kovarianzen erfolgen unter
Verwendung der GNU Scientific Library (GSL). Die GSL ist eine frei verfiigbare
und plattformunabhéngige Bibliothek fiir numerische Funktionen und erméglicht
aufgrund der effizienten Berechnungsverfahren eine schnelle Ausfithrung der notwen-
digen Zerlegungen. Dadurch bleibt selbst bei Zustandsschéitzungen auf Basis der
Modelle sechster Ordnung die Rechenlast stets kleiner zehn Prozent.
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Da die Modelle fiir die Zustandsschétzung unterschiedliche Systemordnungen auf-
weisen, miissen die Kovarianzmatrizen des Prozessrauschens ebenfalls entsprechend
angepasst werden. Als Ausgangspunkt fiir die Wahl der Kovarianzen des Modellrau-
schens wurde hier das Prozessrauschen fiir konstante Geschwindigkeiten

14 173
4T 2T

ips e |0 (5.39)
2

Qp =

verwendet, da die Abtastzeit 1" der Hardware deutlich kleiner ist als die Zeitkonstan-
ten des Modells und sich dadurch die Geschwindigkeiten zwischen zwei Abtastschrit-
ten nur wenig verédndern. Bei direkter Verwendung von Qp kann es jedoch bei der
Cholesky-Zerlegung im CDKF zu Problemen kommen, da Qp positiv semidefinit ist
und bei der numerischen Berechnung der Matrixeigenwerte durch Rundungsfehler
einer der beiden Werte anstelle von null einen sehr kleinen Wert annimmt, der
negativ sein kann. Dies fiihrt zu einem fehlerhaften Verhalten bei der durch die GSL
zur Verfiigung gestellten Cholesky-Zerlegung. Daher wird fiir die Anwendung auf die
Kopplungsterme zwischen den Zustdnden verzichtet, wodurch sich fiir das Modell
mit statischer Reibung das Prozessrauschen zu

Qp = diag (37401, T?0%, 1T%03, T?03) (5.40)
und fiir das Modell mit dynamischer Reibung zu
Qpq = diag (37402, T203, 1T%03, T%63, 1Nm’ 100N?) (5.41)

ergibt. Der Parameter o aus Gleichung (5.39) wurde dabei in beiden Féllen zu
o1 = 1?—2‘1 bzw. oy = 13 gewéhlt. Diese Wahl entspricht der jeweiligen Grofien-
ordnung der maximal auftretenden Beschleunigung an der Hiifte bzw. an der Li-
nearfithrung. Die beiden zusétzlichen Terme fiir die Kovarianzen der dynamischen
Reibungsprozesse wurden anschliefend empirisch bestimmt.

Ebenso wie bei Qp ; muss auch die Initialisierung der Zustandskovarianz angepasst
werden. Hierfiir werden fiir die beiden Modellordnungen die Diagonalmatrizen

Py = 10 %diag (1 rad?, 1rad®/s?, 1m?, 1m?/s?), (5.42)
Pyq =10 %diag (1 rad®, 1rad?/s?, 1m? 1m?/s?, 1Nm?, 1N2) (5.43)

verwendet, wobei das Modell mit dynamischer Reibung entsprechend zwei Eintrége
mehr besitzt. Im Gegensatz zu den Zustinden bleiben die gemessenen Systemaus-
génge aber unverdndert und es kann fiir alle Modelle

Ry = 10" %diag (15rad®, 4m?) (5.44)

gewdhlt werden.
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Parameter Wert Einheit‘Parameter Wert Einheit |Parameter Wert Einheit

Basismodell: TS1,.0 0,840 m M 4,0 Nm
los 0,414 m YSL,0 70,530 m wc 0,1 rad/s
lus 0,390 m OsL, 1,222 rad d, 0,0 Nms/rad
ZST 0,260 m SLF,0 0,522 m QF,I 0,1 rad/s
mkaG 2,000 kg kLF 183,0 N/m TF,I 0,2 S
msq 5,700 kg Reibungsmodell: Gr,2 0,1 m/s
msr, 6,400 kg Fy 45,0 N Tro 0,2 s

zuro  —0,161 m Dg 0,2 m/s Knieanschlag:

ynro  —0,442 m Fe 35,0 N rexa  100,0 1/rad
lgr 0,255 m Vo 0,1 m/s To, KA —9,6 mrad
lar,o 0,162 m dy 0,0 Ns/m Td KA 1,5 s/rad
Sur 2,050 rad Mg 5,0 Nm rexa 50,0 Nm
kur 354,0 N/m g 0,2 rad/s

Tabelle 5.1: Modellparameter zur Schitzung der Geschwindigkeiten und
Reibungskrifte am Bewegungstrainer

Im letzten Schritt der Implementierung wurden die unterschiedlichen Systemmodelle
im Zentraldifferenzenfilter entsprechend Tabelle 5.1 parametriert. Dabei wurde
die Geometrie des Trainingsgerdts vermessen und die Massen der Einzelsegmente
gewogen und auf die Gelenke aufgeteilt. Die Reibungsparameter wurden auf Basis der
Schétzergebnisse aus [Harl4; Ziel4] gewéhlt. Da die mechanischen Beschrankungen
an der Linearfiihrung in keinem der nachfolgenden Szenarien angefahren wurden,
wurden die zugehorigen Parameter der Widerstandskraft zu 7¢0a = 0 und rfya =0
gewdhlt, wodurch die Beschrankungen im Modell inaktiv sind. Die Parameter fiir
den Knieanschlag wurden teilweise experimentell ermittelt und die verbleibenden
Parameter anschliefend empirisch angepasst.

Um die Modellparameter fiir die Restriktionsgleichung (5.23) bestimmen zu kénnen,
wurde die Kniebeschrankung vor Beginn der Schitzszenarien aktiv angefahren und
die auf den Anschlag wirkende Kraft variiert. Der zeitliche Verlauf des gemesse-
nen Kniewinkels ist in Abbildung 5.8 dargestellt, wobei Zeitachse und Winkelachse
vertauscht wurden. Da das Exoskelett kein ideal starres System darstellt, sind da-
bei Abweichungen des Kniewinkels trotz eines dauerhaften Schrankenkontakts zu
erkennen. Daher wurde fiir den Schrankenoffset 7; x4 das Minimum der Kniewin-
keltrajektorie verwendet und der Transitionskoeffizient ¢ xa so gewéhlt, dass bei
minimalem Kontakt die Aktivierungsfunktion nahezu null ist. Der Verlauf der dar-
aus resultierenden Schrankenaktivierung ist ebenfalls in Abbildung 5.8 dargestellt.
Die Parameter fiir den Dampfungsparameter rq ko und den Kraftfaktor r¢xa kon-
nen hingegen nicht experimentell ermittelt werden und wurden daher wiahrend der
Schétzung so angepasst, dass ein bestmogliches Schétzergebnis erreicht wurde.
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Abbildung 5.8: Experimentelle Bestimmung der Parameter der Aktivie-
rungsfunktion fiir den Knieanschlag

Um die Schétzergebnisse abschlieBend bewerten zu kénnen, wurden nachtraglich
Referenzgrofien aus den Messwerten erzeugt. Hierfiir wurden zunéchst die diskreten
Messwerte fiir den Hiiftwinkel ¢y, und die Schlittenposition s; mit einem gleitenden
Mittelwert

21 1
Pk = Z 5Pkt und s, = Z 5 Skt (5.45)

i=—2 i=—2

iiber die vergangenen und zukiinftigen Messwerte gefiltert und anschlielend iiber
einen zentralen Differenzenquotienten zweifach abgeleitet, wodurch man die zugeho-
rigen Geschwindigkeiten

(I)k = 7§0k+1 — Pkt und 17]C = 7Sk+1 — Skl (546)

2TA 2TA
und Beschleunigungen

_ Wht1 — Wr—1 _ U1 — V-1
=" d S L 5.47
Uk 2T ek 2T (5-47)

an Hiifte und Linearfithrung erhélt. Da in den gemessenen Positionen die Informatio-
nen iiber Reibung und Kontakte indirekt enthalten sind, kénnen durch Einsetzen der
gefilterten Messwerte aus Gleichung (5.45) und der Ableitungen aus den Gleichun-
gen (5.46) und (5.47) in das Basismodell SO aus Gleichung (5.16) die Stellgréfien

Hﬁ] = Mg 3) {Z:] +9(Pw51) (5.48)

berechnet werden, die ohne Reibung und Kontakt notwendig wéren, um das ent-
sprechende kinematische Systemverhalten hervorzurufen. Die gefilterten Stellgrofien
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an der Hiifte M und der Linearfithrung F kénnen dann mit der Differenz aus den
tatsdchlichen Stellgréflen M und F und den durch das Filter geschitzten Stérungen
verglichen werden. Dadurch erhélt man eine weitere Bewertungsmoglichkeit fiir die
Giite der Zustandsschéatzung, bei der zusétzlich auch Informationen aus der Beschleu-
nigung eingehen. Die Berechnung der Massenmatrix M aus Gleichung (5.10) und
der Potenzialkriftevektoren g; aus den Gleichung (5.11) und (5.12) erfolgt dabei
ebenfalls auf Basis der Systemparameter aus Tabelle 5.1.

Um bei der Verwendung unterschiedlicher Modellvarianten vergleichbare Ergebnis-
se fiir die nicht messbaren Geschwindigkeiten und im Falle der Modelle sechster
Ordnung auch fiir die dynamischen Reibungen zu erhalten, erfolgte die Anregung
des Bewegungstrainers stets anhand vorgegebener Steuertrajektorien fiir das Hiift-
moment und die Kraft an der Linearfithrung. Dadurch kénnen Riickkopplungen
der geschétzten Zustandsgroflen iiber den Regler ausgeschlossen werden. Fir die
Zustandschédtzung im laufenden Betrieb wurde lediglich das umfangreichste Modell
mit dynamischer Reibung und unilateralen Kontakten verwendet, da dadurch die
maximale Prozessorlast des IPC abgeschéitzt werden konnte. Die Stellgrofien und
gemessenen Systemausginge wurden dabei mit einer Abtastzeit von 10 ms aufgezeich-
net. Dadurch konnten nachtriglich die Schéitzungen fiir das Modell mit statischer
Reibung und mit dynamischer Reibung ohne Kontakt bei identischen Ein- und
Ausgangen generiert werden. Dabei blieben sowohl der Algorithmus der Zustands-
schiatzung als auch die Parametrierung der Modelle und die Kovarianzmatrizen
unverandert. Die daraus resultierenden Ergebnisse sind im nachfolgenden Abschnitt
fiir zwei unterschiedliche Szenarien dargestellt.

5.3.3 Versuchsergebnisse

Fiir die Evaluation der Reibungs- und Kontaktmodelle im Rahmen der Zustandsschét-
zung werden in diesem Abschnitt anhand von zwei Testszenarien die Schétzergebnisse
fiir drei unterschiedliche Modelle vorgestellt. Im ersten Szenario werden die geschétz-
ten Zusténde auf Basis der Modelle mit statischer Reibung (S1) nach Gleichung (5.20)
und mit dynamischer Reibung (S2) nach Gleichung (5.22) mit den Referenzgréfien
verglichen. Wie dabei in Abbildung 5.9 zu erkennen ist, erfolgte wihrend des ers-
ten Szenarios kein Kontakt mit dem mechanischen Anschlag am Kniegelenk. Im
Gegensatz dazu wurde der Knieanschlag im zweiten Szenario aktiv angefahren und
dauerhaft in der Beschrankung gehalten. Daher wurden anhand des zweiten Szenarios
die Schéatzergebnisse fiir die Modelle S2 und S3 mit dynamischer Reibung und ohne
bzw. mit Beschriankungen verglichen, die durch die Systemgleichungen (5.22) und
(5.26) im Zustandsschétzer berticksichtigt werden. Anhand der beiden Testszenarien
koénnen sukzessive die Vorteile der einzelnen Modellstufen S1 bis S3 herausgearbeitet
und die praktische Relevanz der in dieser Arbeit vorgestellten Modellierungsansétze
hervorgehoben werden.
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Abbildung 5.9: Gemessene Kniewinkelverldufe fiir die Schétzszenarios mit
aktiver und inaktiver Beschriankung

Zustandsschitzung mit statischem und dynamischem Reibungsmodell

Im ersten Teil der Versuchsdurchfithrung wurden zunéchst die Systemmodelle mit
statischer und mit dynamischer Reibung verglichen. Fiir die Erzeugung der Schétz-
ergebnisse wurden dabei sowohl am Hiift- als auch am Linearantrieb des Bewegungs-
trainers Steuertrajektorien vorgegeben. Nach einer ersten Phase der Initialisierung
des Zustandsschétzers in der Ruhelage des Bewegungstrainers, die sich bei einem
Hiiftmoment von M = 0 und einer Linearkraft von F' = 0 ergibt, wurde anschlielend
ein phasengleicher Sinusverlauf fiir M und F aufgeschaltet.

Die daraus resultierenden Trajektorien sind fir die Hiifte in Abbildung 5.10 und
fiir die Linearfiihrung in Abbildung 5.11 dargestellt. Das Aufschalten der Sinus-
funktionen mit unterschiedlichen Offsets und Amplituden erfolgt dabei nach exakt
einer Sekunde. Da die dominanten Reibungseffekte des Bewegungstrainers die glei-
che Wirkrichtung wie die Stellgréfien haben, sind neben den Stellgréf8enverlédufen
sowohl die Schétzergebnisse fiir die statischen Reibungskrifte QESl als auch fiir die

dynamischen Reibungskrafte deﬂ,’ g9 abgebildet. Vergleicht man dabei die Amplitu-
den der Stellgroflen und der periodisch verlaufenden Reibungskrifte, erkennt man
den signifikanten Einfluss der Systemreibung, da die Reibungskréfte die gleichen
Groflenordnungen aufweisen wie die Kréfte, die bei den gegebenen Solltrajektorien
zur Beschleunigung des Bewegungstrainers aufgebracht werden. Die Phasen der
Reibungskraftverldufe sind dabei zu den Phasen der Stellgréfien verschoben, da diese
proportional zur Geschwindigkeit und nicht zur Beschleunigung sind.

Betrachtet man die Unterschiede zwischen den statischen und den dynamischen
Reibungskréften und -momenten, so sehen die Trajektorien auf den ersten Blick sehr
dhnlich aus. Sie unterscheiden sich jedoch in einigen wichtigen Punkten voneinander.
Da bei der statischen Reibungskraft eine direkte Kopplung zwischen den geschétzten
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Abbildung 5.10: Stellgréfien und Schéitzergebnisse fiir die Reibungsmomente
und die kinematischen Zustdnde am Huftgelenk
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Abbildung 5.11: Stellgréen und Schétzergebnisse fiir die Reibungskréfte

und die kinematischen Zustinde an der Linearfiihrung
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Geschwindigkeiten @ an der Hiifte und ¢ an der Linearfithrung besteht, weisen das
statische Reibungsmoment Qfﬁ und die Reibungskraft Q%),Sl sowohl im Ubergang
von Stillstand zu Bewegung als auch im Ubergang von Bewegung zu Stillstand
einen deutlich erkennbaren Stribeck-Effekt auf. Die Stillstandsperioden an Hiifte
und Linearfithrung sind dabei zur besseren Ubersicht grau hinterlegt. Betrachtet
man hingegen die Trajektorien der dynamischen Reibung, so ist in der Trajektorie
der geschatzten Hiiftreibung QE,L g2 kaum ein Einfluss der Haftreibung zu erkennen,

wahrend die Reibungskrafttrajektorie an der Linearfithrung QdD& 5o ebenfalls einen

deutlichen Stribeck-Effekt aufweist, allerdings nur im Ubergang aus dem Stillstand
in die Bewegung.

Auch wihrend der Phase der Bewegung sind besonders an der Linearfithrung ent-
scheidende Unterschiede zu erkennen. Wéhrend die statische Reibung aufgrund
der Coulomb-Reibung ein gleichférmiges Plateau ausbildet, kann die dynamische
Reibungskraft sowohl zu als auch abnehmen. Der Grund fiir dieses abweichende
Verhalten ist, dass durch die zusédtzliche Dynamik des Reibungsmodells ein weiterer
Freiheitsgrad bei der Zustandsschitzung zur Verfligung steht. Dabei entfallt die
feste Kopplung zwischen der Geschwindigkeit und der Reibungskraft, wodurch die
jeweiligen Schéitzungen innerhalb eines gewissen Rahmens individuell angepasst
werden konnen. Dies ist besonders bei realen Systemen von Vorteil, da eine ideal
gleichbleibende Coulomb- oder Stribeck-Reibung iiber den gesamten Arbeitsbereich
nur selten gegeben ist. So konnte in [Ziel4] gezeigt werden, dass die Reibung am
Bewegungstrainer sowohl iiber die Position als auch {iber die Zeit stark variiert.

Die dynamische Kopplung von Geschwindigkeit und Reibung wirkt sich dabei na-
turlich nicht nur auf die Reibungskrafte aus, sondern auch auf die Schéitzung der
Positionen und Geschwindigkeiten. Da die Stérung durch die Reibung im Modell
mit statischer Energiedissipation nicht exakt korrigiert werden kann, sind die in
das Modell eingehenden Kréfte, die zu einer Beschleunigung des Bewegungstrainers
fithren, verfdlscht. Dadurch kommt es zu deutlichen Abweichungen zwischen den
Referenzgrofien ¢, 5, @ und v und den Schitzungen von Hiiftwinkel ¢g;, Winkelge-
schwindigkeit wg; und den geschétzten Werten fiir die Schlittenposition Sg; bzw. die
Schlittengeschwindigkeit 0g;. Dies wird besonders in der direkten Betrachtung der
daraus resultierenden Schétzfehler ersichtlich.

Die Kompensation der Reibungskréafte anhand des Modells mit dynamischer Reibung
ist hingegen deutlich genauer. Betrachtet man die Verlaufe der aus den Messgrofien
zuriickgerechneten Stellgrofen M und F und vergleicht diese mit den Differen-
zen aus den Stellgroflen M und F und den geschétzten Reibungswerten QESl mit
statischem und QdD,i,S2 mit dynamischem Modell, so erkennt man, dass die Trajekto-
rien fiir das dynamische Modell nahezu deckungsgleich mit den zuriickgerechneten
StellgroBlen sind, wohingegen die Trajektorien fiir das statische Modell erheblich
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Abbildung 5.12: Vergleich der zuriickgerechneten StellgréBen M und F fiir
das Modell ohne Reibung und der um die geschétzten
Reibungskréfte korrigierten Systemeingénge

abweichen. Dadurch sind auch die resultierenden, kinematischen Schéatzfehler in den
Abbildungen 5.10 und 5.11 fiir das dynamische Reibungsmodell minimal.

Dennoch kommt es auch bei der Schétzung mit dem dynamischen Reibungsmodell in
zyklischen Wiederholungen zu einem leichten Anwachsen der Schétzfehler, was beson-
ders gut an der Trajektorie der Hiiftwinkelgeschwindigkeit zu erkennen ist. Diese sind
jedoch deutlich geringer als die Fehler mit statischem Reibungsmodell und kénnen
dariiber hinaus physikalisch begriindet werden. Wie in den beiden Vergréflerungen
in Abbildung 5.10 dargestellt ist, kommt es zu diesen Zeitpunkten zu Ausreifliern
in den Geschwindigkeitsverldufen der Referenztrajektorie w und der Schéatzgrofien
Gg1 und @go. Betrachtet man nun den zuriickgerechneten Stellmomentverlauf A
fiir ein entsprechendes System ohne Reibung in Abbildung 5.12, so erkennt man zu
den vergroflerten Zeitintervallen nach 3s und 7,5s, dass die Trajektorie an diesen
Punkten einen Nulldurchgang besitzt. Dabei kommt es zu einem Lastwechsel im
Antriebsmoment, das aufgrund des Umkehrspiels zwischen Nut und Passfeder bzw.
des Getriebes zu einer kurzen Uberhohung der Geschwindigkeit fiihrt. Da dies einen
hochdynamischen Vorgang darstellt, kommt es dabei durch das filternde Beobachter-
verhalten zu einer leichten Verzégerung der Schitzung und somit zu einem kurzen
Anstieg des Schéitzfehlers, der aber bereits nach kurzer Zeit wieder abklingt. Um
das Lagerspiel im Modell beriicksichtigen zu konnen, wére auch hier der Einsatz von
zwei unilateralen Beschrankungen moglich, allerdings steht dabei das Verhéltnis von
Aufwand zu Nutzen in keiner angemessenen Relation.



136 Leistungsbasierte Modellierung in der praktischen Anwendung

Eine weitere Besonderheit des dynamischen Reibungsmodells ist die geschwindig-
keitsabhangige Modelldynamik. Da die Zeitkonstante des nachgeschalteten Filters
im Stillstand gegen unendlich strebt, gleicht das dynamische Reibungsmodell in
diesem Betriebspunkt einem Integratorstérmodell, wie es auch in [SBD14d] zur
Storgroflenbeobachtung und -kompensation eingesetzt wird. Dabei dndern sich die
geschitzten Zusténde lediglich tiber die Unsicherheit des Zustands im Beobachter und
es werden alle nicht im Modell befindlichen Stérungen, die auf die Systemeingénge
wirken, aufintegriert. Wie in den Abbildungen 5.10 und 5.11 zu erkennen ist, folgen
dadurch die Reibungstrajektorien in den grau hinterlegten Phasen des Stillstands
dem Verlauf der Stellgroflen. Besonders gut ist dieses Verhalten in den Trajektorien
der Linearfithrung und der reibungskompensierten Stellgréflen in Abbildung 5.12 zu
erkennen, da diese wihrend den Stillstandsphasen einen nahezu konstanten Wert
annehmen und sich somit eine Ruhelage ergibt. Dadurch kann beim Ubergang aus
der Bewegung in den Stillstand die geschéitzte Geschwindigkeit nach einem kurzen
Uberschwingen auf null abklingen und dort gehalten werden. Dieses Verhalten ist
besonders gut in der Vergroflerung der Schlittengeschwindigkeit in Abbildung 5.11
zu erkennen. Bei der Zustandsschéitzung mit statischem Reibungsmodell sind die
Kraftplateaus hingegen nicht so stark ausgeprigt, wodurch es wihrend der Still-
standsphasen zu einem Abdriften der Geschwindigkeitsschétzungen kommt. Somit
verbindet das dynamische Reibungsmodell die Vorteile eines Integratorstérmodells
im Stillstand mit der hohen Dynamik eines Reibungsmodells wéhrend der Bewegung.

Wie durch die hier présentierten Ergebnisse gezeigt werden konnte, stellt die dy-
namische Erweiterung der verallgemeinerten Reibungskréfte im Systemmodell eine
deutliche Verbesserung fiir die Zustandsschéatzung dar, da die direkte Kopplung
zwischen Geschwindigkeit und Reibungskraft aufgelost werden kann und sich das
verwendete LPV-Filter mit Integratordynamik im Stillstand besonders gut fiir die
Kombination mit einem Zustandsschétzer eignet. Uber das Verhalten des Systemmo-
dells mit dynamischer Reibung beim Auftreten mechanischer Beschriankungen kann
hier jedoch noch keine Aussage getroffen werden. Dieser spezielle Fall wird daher
nachfolgend anhand eines zweiten Szenarios untersucht.

Zustandsschitzung mit und ohne Beschrinkungsmodell

Im vorherigen Experiment wurden die Vorziige des Modells mit dynamischer Reibung
gegeniiber dem Modell mit statischer Reibung aufgezeigt. Daher soll hier nur noch
das dynamische Reibungsmodell und dessen Verhalten bei aktiven Beschriankungen
untersucht werden. Fiir die Zustandsschétzung werden daher die beiden Modelle
S2 und S3 mit dynamischer Reibung verwendet, wobei in der Modellstufe S3 der
mechanische Anschlag des Knies beriicksichtigt wird. Auch fiir das zweite Szenario
wurden vorab die Steuertrajektorien fiir den Bewegungstrainer festgelegt, die zunéchst
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Abbildung 5.13: Schétzergebnisse fiir die Reibungs- und Kontaktmomente

und die kinematischen Zustdnde am Hiuftgelenk
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Abbildung 5.14: Schétzergebnisse fiir die Reibungs- und Kontaktmomente
und die kinematischen Zustdnde an der Linearfithrung
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Abbildung 5.15: Vergleich der zuriickgerechneten StellgréBen M und F fiir
das Modell ohne Reibung und der um die geschétzten
Reibungskréfte korrigierten Systemeingénge

mit einer Initialisierungsphase mit M = 0 und F' = 0 beginnen und anschlieend mit
einem konstanten Offset an der Hiifte und einem sinusférmigen Kraftverlauf an der
Linearfiihrung beaufschlagt werden. Mit dem Aufschalten des negativen Offsets am
Hiiftgelenk wird dabei das Oberschenkelprofil nach unten gedriickt. Da der Kraftoffset
an der Linearfiihrung positiv ist, wird gleichzeitig der Schlitten nach oben gezogen,
wodurch das Knie gestreckt und der mechanische Anschlag aktiv wird. Anschlieend
wird durch den sinusférmigen Kraftverlauf an der Linearfithrung der Schlitten nach
oben und unten bewegt, wobei die Streckung des Knies stets erhalten bleibt. Dadurch
ist die Anderung des Hiiftwinkels direkt mit der Bewegung des Schlittens gekoppelt.
Im Rahmen des Tests kann man somit sowohl das Stofiverhalten des Anschlags,
das nach dem Aufschalten der Stellgrofien bei 1s auftritt, als auch das statische
Kontaktverhalten eines steifen Kniegelenks untersuchen, bei dem das System einen
seiner zwei Freiheitsgrade verliert. Der Verlauf der Stellgroflen sowie die daraus
resultierenden SchétzgroBen fiir die kinematischen Zusténde, die Reibungskréfte und
die verallgemeinerten Kontaktkréfte sind fiir die Hiifte in Abbildung 5.13 und fiir die
Linearfithrung in Abbildung 5.14 dargestellt. Der Vergleich der aus den Messgrofien
zuriickgerechneten Stellgréflen des Modells ohne Reibung und Beschriankung mit
den um die geschéitzten Reibungs- und Kontaktkrifte kompensierten Stellgrofien
erfolgt in Abbildung 5.15.
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keit in rad/s

Winkelgeschwindig-

Abbildung 5.16: Verhalten der unterschiedlich geschétzten Winkelgeschwin-
digkeiten bei einem Stofl des Knieanschlags

Betrachtet man zunédchst das dynamische Systemverhalten nach dem Aufschalten der
StellgroBen bei 1s, so erkennt man besonders in den Trajektorien des Hiiftgelenks ein
schnelles Ansteigen der Hiiftwinkelgeschwindigkeit, das mit dem Erreichen der mecha-
nischen Kniebeschriankung abrupt gestoppt wird. Die Geschwindigkeitsinderungen
geschehen dabei so schnell, dass sie in der zeitlichen Auflésung von Abbildung 5.13
kaum zu bewerten sind. Daher wird der Geschwindigkeitsverlauf des Hiiftwinkels zum
Zeitpunkt des Stofles in Abbildung 5.16 nochmals vergroert dargestellt. Zusétzlich
zur gefilterten Referenzgeschwindigkeit w wird auch die numerische Ableitung wpum
der Messgrofle s ohne vorherige Filterung abgebildet. Die Ableitung der Messgrofie
erfolgte dabei wiederum tiber den Zentraldifferenzenquotienten nach Gleichung (5.46).
Vergleicht man nun die Ergebnisse der Geschwindigkeitsschiatzungen wso und wss3
fiir die Modelle ohne bzw. mit Kontakt, so sind die Trajektorien zunéichst identisch,
da der Kontakt noch keinen Einfluss auf das Systemverhalten aufweist. Erst nach ca.
1,1 s wird der Knieanschlag erreicht und es kommt zu einem abrupten Abbremsen
der Oberschenkelbewegung. Die Schétzung mit Kontaktmodell ws3 reagiert dabei
deutlich schneller auf den Kontakt als die Modellausbaustufe S2 und liegt sogar néher
an wyym als die zur Bewertung verwendete Referenzgrofie w. Eine absolute Bewertung
der Schiatzung des Stofiverhaltens ist aber nur bedingt moglich, da auch die nume-
rische Ableitung ohne Filterung bei einer Abtastzeit von 10 ms die realen Ablaufe
eines hochdynamischen Stofles nur ndherungsweise beschreiben kann. Daher sind fiir
die Beobachtung von Stofiprozessen deutlich héhere Abtastfrequenzen notwendig.
Allerdings ist offensichtlich, dass @s3 eine bessere Schéitzung des Kontaktverhaltens
darstellt als es das Modell ohne Kontakt ermoglicht.

Im Gegensatz zum Stof stellt die Abtastzeit fiir die Zustandsschétzung bei anhal-
tendem Kontakt kein Problem dar, da sich in diesem Fall keine hochdynamischen
Zustandsdnderungen ergeben. Betrachtet man zunéchst die ersten beiden Sekun-
den nach dem initialen Stof3, fallt zunéchst eine ldngere Phase des Stillstands auf,
bei der die Verdnderung der Antriebskraft am Schlitten nicht ausreicht, um die
Haftkraft zu iberwinden. Wie in den Trajektorien der Kontaktkrifte zu erkennen
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ist, sind die Werte von QES?) und Qg%sa dabei nur sehr gering, da der mechanische
Anschlag am Knie kurz davor ist sich aus seiner Beschrankung zu losen. Daher
zeigen in dieser Phase sowohl die Schéitzungen der kinematischen Zusténde mit als
auch ohne Kontaktmodell sehr gute Ergebnisse, die lediglich in der Trajektorie der
Hiiftwinkelgeschwindigkeit wgo einen minimalen Offset aufweisen. Diese Abweichung
ist dabei modellbedingt, da ohne den mechanischen Anschlag am Kniegelenk der
Oberschenkel durch die Schwerkraft weiter absinken wiirde und aus dieser negativen
Beschleunigung ein anhaltender Offset der Geschwindigkeit resultiert.

Nach ca. drei Sekunden tiberschreitet die Kraft an der Linearfithrung die Stribeck-
Reibung, wodurch sich der Schlitten nach oben bewegt und der Oberschenkel des
Exoskeletts mitgezogen wird. Dabei nehmen die iiber den Knieanschlag wirkenden
Kontaktkrafte deutlich zu. Der Einfluss der Beschrankung auf das Hiiftgelenk ist hier-
bei deutlich grofler als auf die Linearfiihrung, da sich aus der starren Kopplung von
Ober- und Unterschenkel ein langer Hebelarm ergibt. Dadurch bleibt die Reibungs-
kraft der dominierende Einfluss an der Linearfiithrung und die Zustandsschétzungen
sind fiir beide Modelle durchweg sehr gut.

Betrachtet man hingegen die Schéitzungen am Hiiftgelenk, so erkennt man in den
Phasen mit positiver Schlittengeschwindigkeit deutliche Unterschiede in der Giite
der Zustandsschétzung. Zwar gleicht die Dynamik des Reibungsmodells zu Beginn
der Bewegung noch dem Verhalten eines Integratorstérmodells, wodurch auch die
geschitzten Zustédnde auf Basis des Modells ohne Kontakt dem Referenzverlauf
zunéichst noch folgen konnen. Allerdings #ndert sich dies mit Uberschreiten der
Filtergeschwindigkeit ¢r 1, wie in der ersten Vergréfilerung in Abbildung 5.13 zu
erkennen ist. Ab diesem Punkt wird das Integratorstérmodell wieder zu einem
tiefpassgefilterten Reibungsmodell und die auftretenden Kontaktkrafte konnen nicht
weiter kompensiert werden. Dies lédsst sich besonders gut anhand des Vergleichs der
zuriickgerechneten und der korrigierten Stellgréfien in Abbildung 5.15 erkennen. Da
der Verlust eines Freiheitsgrads nicht mehr ausreichend genau iiber die Stellgréfien
approximiert werden kann, werden die Fehler bei der Schatzung der kinematischen
Zusténde grofier. Bei der Zustandsschitzung mit der Modellstufe S3 ist der Einfluss
der Kontaktkraft durch die Beriicksichtigung der Restriktionsfunktion des Knies in
den Lagrange-Gleichungen nativ gegeben. Somit passt sich das Modell selbststandig
an den Verlust des Freiheitsgrads an, wodurch auch in dieser Phase der Bewegung
eine exakte Kompensation der Kontaktkrifte ermoglicht wird. Die Schétzung der
Zustande liefert daher weiterhin sehr gute Ergebnisse.

Zusitzlich zur guten Approximation des Systemverhaltens weist der Zustandsschét-
zer ein sehr gutes Filterverhalten auf. Wie in der zweiten Vergrofierung in Ab-
bildung 5.13 dargestellt ist, wird das Rauschen des Geschwindigkeitsfehlers nicht
durch den geschitzten Geschwindigkeitswert wgs, sondern durch die Referenzgro-
Be @ hervorgerufen. Auch die Stérungen auferhalb der grau unterlegten Bereiche,
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wie sie z. B. in der dritten Vergréflerung abgebildet sind, sind nicht auf das Filter
zuriickzufiihren und treten in allen Trajektorien auf. Der Anstieg des Schéitzfehlers
resultiert dabei lediglich aus einem Phasenversatz zwischen dem mittelwertgefilterten
und dem geschétzten Geschwindigkeitsverlauf. Da der Phasenversatz auch aus dem
gefilterten Mittelwert resultieren kann, ist in diesen Bereichen keine Aussage iiber
den Ursprung des Fehlers moglich.

Unabhéngig davon sind die Abweichungen zwischen den auf Basis der Modellstufe
S3 geschitzten Zustdnden und den Referenzgréflen aber so gering, dass durchweg
ein sehr gutes Schétzergebnis fiir das Kontaktszenario vorliegt. Somit konnte am
Beispiel des Bewegungstrainers gezeigt werden, dass nicht nur die Beriicksichtigung
des leistungsbasierten Reibungsmodells zu einer deutlichen Verbesserung der Zu-
standsschétzung fithrt, sondern auch die Modellierung von Kontakten auf Basis von
Restriktionsfunktionen.

5.4 Fazit

In diesem Kapitel wurde die Praktikabilitdt der leistungsbasierten Ansétze zur
Reibungs- und Kontaktmodellierung aus den Kapiteln 2 bis 4 anhand eines ersten
Anwendungsbeispiels verdeutlicht. Dabei konnte nicht nur gezeigt werden, dass die
Reibungseffekte und mechanischen Anschlédge an einem Trainingsgerdt zur Gangre-
habilitation ohne grofien Aufwand in einem komplexen Systemmodell beriicksichtigt
werden konnen, sondern auch, dass der Einsatz der daraus resultierenden Modelle
in Kombination mit einem Zustandsschatzer moglich ist. Dies fithrt einerseits zu
einem sehr detailgetreuen Simulationsmodell des Bewegungstrainers, an dem sowohl
die Giite als auch die Robustheit von Regelungsansétzen und Parameterschétzern
vorab simulativ getestet und verbessert werden kénnen, und andererseits zu einer
signifikanten Verbesserung der Schitzung von nicht messbaren Zustdnden. Besonders
das dynamische Reibungsmodell aus Kapitel 2 und die leistungsbasierten Restrikti-
onsfunktionen aus Kapitel 3 weisen dabei in Kombination mit einem nichtlinearen
Zustandsbeobachter sehr vorteilhafte Eigenschaften auf.

Da fiir das Reibungsmodell die statischen Reibungskréifte tiber einen LPV-Tiefpass
erster Ordnung gefiltert werden, wird das sehr steife Verhalten der Reibungsdynamik
weicher und auch die direkte Kopplung zwischen Geschwindigkeit und Reibungskraft
wird aufgebrochen. Dies lasst geschwindigkeitsunabhéngige Variationen der geschéitz-
ten Reibungskraft zu, wodurch sich der Beobachter an leichte Verdnderungen der
Reibungskoeffizienten, wie sie z. B. an der Linearfiihrung des Bewegungstrainers
auftreten, anpassen kann. Dadurch kann die Reibung im Modell genauer approxi-
miert und kompensiert und somit auch die Schiatzung der kinematischen Zusténde
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verbessert werden. Dariiber hinaus bewirkt die gefilterte Reibungskraft ein robusteres
Modell- und dadurch auch Schétzverhalten. Ein weiterer Vorteil bei der Zustands-
schitzung ergibt sich aus der Verwendung eines LPV-Filters mit verdnderlicher
Zeitkonstante und einer Integratordynamik im Stillstand. Dadurch kénnen auch l&n-
gere Stillstandsphasen exakt beobachtet werden, da die Reibungskréfte im Stillstand
dem Verlauf von Stell- oder Stérgroflen iiber die Unsicherheiten der Reibungszusténde
im Beobachter folgen kénnen.

Werden zusétzlich die mechanischen Kontakte tiber Restriktionsfunktionen im Modell
beriicksichtigt, so kann selbst der Verlust eines Freiheitsgrads durch das Modell
abgebildet und dadurch eine Verschlechterung der Zustandsschétzung durch einen
systematischen Fehler verhindert werden. Da dabei die Ordnung des Systemmodells
im Beobachter unverandert bleibt, ist keine Anpassung des Zustandsschéitzers und
auch keine Neuinitialisierung der Zustdnde am Kontaktpunkt notwendig. Aufgrund
der Begrenzung der Kontaktkrafte auf die Werte von 7¢; weist auch die Modell-
beschrinkung ein weiches Verhalten auf. Dadurch kénnen die Beschrankungen so
parametriert werden, dass sie eine gute Approximation des Kontakts darstellen, ohne
dass sie dabei zu einem unbeschriankten Anstieg der Kontaktkrafte und somit zu
numerischen Problemen im Beobachter fithren. Daher bleibt das Beobachterverhalten
selbst bei einer Abtastzeit von 10ms, die im Verhéltnis zu den Zeitkonstanten von
Reibungs- und Kontaktprozessen bereits sehr grof3 ist, stets robust.

Somit konnte in diesem Kapitel gezeigt werden, dass die in dieser Arbeit vorgestellten,
leistungsbasierten Modellierungsansétze nicht nur sehr vielseitige und anwendungs-
freundliche Werkzeuge fiir die Simulation von Reibungs- und Kontaktszenarien sind,
sondern dass sie dariiber hinaus auch einen signifikanten Nutzen fiir praktische
Anwendungen haben und dabei auch fiir groflere Abtastzeiten ein sehr robustes
Verhalten aufweisen.






Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

Mit den in dieser Arbeit priasentierten Ansétzen zur leistungsbasierten Beschreibung
von unilateralen Kontakten und Reibprozessen wurden zwei neue Modellierungswerk-
zeuge vorgestellt, die zum einen eine duflerst prézise Approximation physikalischer
Kontaktmechanismen in der Simulation ermoglichen und zum anderen ein robustes
Modellverhalten fiir regelungstechnische Anwendungen besitzen. Dariiber hinaus
sind sowohl das Reibungs- als auch das Kontaktmodell durch die Integration in den
Lagrange-Gleichungen zweiter Art vielseitig einsetzbar und untereinander kombinier-
bar, wodurch auch das Verhalten unilateraler Kontakte mit tangential auftretender
Reibung simuliert werden kann.

Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, erreicht das neue dynamische Reibungsmodell
dabei eine Genauigkeit, die mit den Ergebnissen von etablierten Modellierungsansét-
zen, z.B. dem LuGre-Modell, vergleichbar ist. Im Gegensatz dazu verfiigt der hier
vorgestellte, leistungsbasierte Modellierungsansatz aber tiber weitere vorteilhafte Ei-
genschaften, die den Ansatz von bestehenden Reibungsmodellen abhebt. So kann die
Reibungsmodellierung mit Dissipationsfunktionen auch ohne signifikanten Aufwand
bei mehrdimensionalen Reibungsprozessen eingesetzt werden, da der einfache Forma-
lismus des Reibungsmodells innerhalb der Lagrange-Gleichungen unverdndert bleibt.
Dabei kann durch die Verwendung von stetig differenzierbaren Basisfunktionen
auch auf Fallunterscheidungen mit schaltenden Modellstrukturen verzichtet werden,
wodurch sich ein numerisch robustes Modellverhalten ergibt und die Handhabbarkeit
des Ansatzes deutlich vereinfacht wird. Dies stellt bereits hinsichtlich der Anwendbar-
keit eine signifikante Verbesserung im Vergleich zu den etablierten Reibungsmodellen
dar. Dariiber hinaus konnen die stetig differenzierbaren Funktionen aber auch unter
geringem Aufwand mit einem Zustandsbeobachter kombiniert werden, wodurch eine
signifikante Verbesserung bei der Schiatzung der Reibungszustéinde erreicht werden
kann. Dies konnte in Kapitel 5 anhand einer ersten praktischen Anwendung an einem
Rehabilitationsroboter gezeigt werden.
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Auch das in Kapitel 3 vorgestellte Kontaktmodell zeigt im Vergleich zu etablierten
Modellierungsanséatzen deutliche Vorteile und bildet aufgrund der leistungsbasierten
Ansatzfunktionen einen neuen Theoriezweig der unilateralen Kontaktmodellierung.
Im Gegensatz zu den auf Impulserhaltung basierenden Verfahren kann der neue
Ansatz sowohl fiir die Modellierung von St68en als auch von anhaltenden Kontakten
herangezogen werden. Dabei kénnen nicht nur Einkorpersysteme mit einfachen Be-
schrankungen, sondern auch Mehrkorpersysteme mit multiplen Kontakten simuliert
werden. Anders als bei den kraftbasierten Ansétzen mit Herz’scher Feder muss dabei
jedoch keine Fallunterscheidung erfolgen, da auch hier nur stetig differenzierbare
Leistungsfunktionen zur Modellierung herangezogen werden. Diese kénnen, ebenso
wie die Dissipationsfunktionen beim Reibungsmodell, in den Lagrange-Formalismus
eingebettet werden. Dadurch werden die am Kontaktpunkt auftretenden Kréfte
automatisch auf die Wirkrichtung der verallgemeinerten Koordinaten transformiert,
wodurch auch hier der Modellierungsaufwand fiir komplexe Mehrkorpersysteme im
Gegensatz zu bestehenden Ansétzen tiberschaubar bleibt. Dabei kann ein breiter
Bereich an unterschiedlichen Szenarien abgedeckt werden, die bei elastischen Kon-
takten beginnen und bis hin zu ndherungsweise plastischen Sto8en reichen, wobei
die Kontaktverluste u. a. von der Aufprallgeschwindigkeit abhéangig sind.

Die Parametrierung eines jeden Einzelkontakts erfolgt dabei iiber lediglich vier
Parameter mit eindeutiger physikalischer Bedeutung. Zusétzlich zu den Kontakten
sphérischer Objekte lésst sich der Ansatz auch anhand von finiten Kugelelemen-
ten auf beliebig geformte 3D-Objekte anwenden und dariiber hinaus auch auf Be-
schrinkungen mit begrenzter Leistung und Breite erweitern. Dadurch wird auch die
Modellierung von Schrankendurchbriichen mdoglich, die in dieser Form mit keinem
anderen Theoriezweig abgebildet werden kénnen. Im Vergleich zu den etablierten
Kontakttheorien tiberzeugt das leistungsbasierte Kontaktmodell aber nicht nur durch
die Vielseitigkeit, die einfache Handhabbarkeit und die Robustheit des Ansatzes.
Durch die Moglichkeit der Kombination mit einem Zustandsbeobachter weist der
Ansatz dariiber hinaus auch einen erheblichen Nutzen fir praktische Anwendungen
auf. Wie in Kapitel 5 an einer Anwendung beispielhaft gezeigt werden konnte, kann
durch die Verwendung von Restriktionsfunktionen der Verlust eines Freiheitsgrads,
der durch den mechanischen Knieanschlag des Rehabilitationsroboters hervorgerufen
wird, im Modell fiir die Zustandsschétzung beriicksichtigt werden. Dadurch konnte
die Giite der Zustandsschétzung signifikant verbessert werden.

Fiir die Beschreibung des Verhaltens unilateraler Kontakte mit tangential auftre-
tender Reibung wurden in Kapitel 4 das Reibungsmodell aus Kapitel 2 und das
Kontaktmodell aus Kapitel 3 zu einer allgemeinen Beschreibung zusammengefasst.
Das daraus resultierende Gesamtmodell folgt wiederum einem gleichbleibenden
Formalismus, der selbst bei komplexen Szenarien eine einfache Handhabbarkeit
gewédhrleistet. Dabei kann selbst das dynamische Verhalten von Mehrkorpersyste-
men unter Einfluss von multiplen Kontakten und tangentialer Reibung beschrieben
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werden. Die physikalischen Eigenschaften der in den Kapiteln 2 und 3 beschriebenen
Einzelmodelle bleiben dabei weiterhin erhalten, wodurch auch das Gesamtmodell
ein physikalisch plausibles Verhalten aufweist, wie in Kapitel 4 in einer simulativen
Evaluation gezeigt werden konnte. Da die Modellierung eines solchen Szenarios unter
Verwendung von etablierten Modellierungsansétzen nicht oder nur unzureichend
moglich ist, gilt dies im Bereich der Kontakt- und Reibungsmodellierung als eine
der grofiten Herausforderungen. Vergleicht man diese Tatsache mit der einfachen Be-
schreibung eines Mehrkorperkontakts auf Basis des hier vorgestellten Ansatzes, wird
erneut die Signifikanz der leistungsbasierten Reibungs- und Kontaktmodellierung
deutlich.

Neben den in dieser Arbeit beschriebenen, vielseitigen Eigenschaften und Anwen-
dungsmoglichkeiten der leistungsbasierten Reibungs- und Kontaktmodellierung sind
noch zusétzliche Erweiterungen und Anwendungsfelder denkbar. So kénnte u. a.
fiir die Beschrankungsmodellierung einfacher 3D-Objekte, z. B. fiir einen Zylinder
oder einen Volltorus, anstelle der finiten Sphérenelemente eine mathematische Be-
schreibung fiir das Gesamtobjekt untersucht werden. Dadurch wire ein Einsatz
der reibungsbehafteten Kontakte als Reifenmodell fiir Kraftfahrzeuge, Nutzfahr-
zeuge oder Zweirdder denkbar. Die nicht-holonomen Eigenschaften des Kontakts
zwischen Reifen und Boden wiirden somit aufgebrochen und der Kontakt kénnte
direkt in den Lagrange-Gleichungen zweiter Art beriicksichtigt werden. Dabei wire
die Abhéngigkeit der Reibungskraft von der Aufstandskraft bereits nativ iiber die
Normalkraft im Kontaktmodell gegeben. Eine weitere Moglichkeit zur Erweiterung
der Kontakttheorie wire eine quantitative Untersuchung der einzelnen Modellpa-
rameter fiir unterschiedliche Materialien. Kénnten den einzelnen Materialien dabei
feste Parameter zugeordnet werden, kénnte das dynamische Kontaktverhalten realer
Beschrankungen mit unterschiedlichen Materialkonfigurationen anhand von Simula-
tionen pradiziert und eine unzureichende Auslegung der Beschrinkung damit bereits
vorab ausgeschlossen werden. Die leistungsbasierten Modellierungsansétze stellen
somit auch tiber die bisher gezeigten Anwendungen hinaus einen wichtigen Beitrag
fiir die Modellierung von reibungsbehafteten und mechanisch beschrankten Systemen
dar.






Anhang A

Modellgleichungen

In diesem Teil des Anhangs werden die unterschiedlichen Modellgleichungen der
Simulationsszenarien und des Bewegungstrainers dargestellt, sofern der Umfang der
Gleichungen eine sinnvolle Darstellung erméglicht. In Abschnitt A.1 werden die
Modellgleichungen des zweidimensionalen Stick-Slip-Szenarios préasentiert, gefolgt
von den Gleichungen des beschriankten Doppelpendels ohne Reibung in Abschnitt A.2,
den Gleichungen des unbeschrinkten Wiirfels ohne Reibung in Abschnitt A.3, den
Gleichungen des Doppelpendels mit Reibung in Abschnitt A.4 und den Gleichungen
des Bewegungstrainers in Abschnitt A.5.

A.1 2D-Stick-Slip-Modell

Das dynamische Verhalten der Masse im zweidimensionalen Stick-Slip-Modell unter
Einfluss der Feder und der Reibung ist durch die Differentialgleichungen

k(xzr — q1) (\/($ZF —q1)* + (yzr — @2)° — lZF)

L 1,
"o my/(zzr — q1)% + (Yzr — @2)? de’l (A-la)
~ k(yzr — a2) (\/(«’EZF —q1)% + (yzr — q2)% — lzp) L

"o my/(zzr — q1)% + (Yzr — 42)? a EQd’Q (A.1b)

definiert. Fiir die Beschreibung des dynamischen Verhaltens der Reibungskraft erge-
ben sich auf Basis der leistungsbasierten Dissipationsfunktion die verallgemeinerten
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A.2 Beschranktes Doppelpendel ohne Reibung

Die Differentialgleichungen des unbeschrankten Doppelpendels

0 = g(cos(p1 + pa)lama + cos(pr)li (m1 + ma)) — lilama sin(p2) (29102 — ¢3)
+ ((2 COS((pg)ll + lg)lgmg + l%(ml + mg)) Y1+ (COS((,OQ)h + lg)lgmggbg (A2a)
0 = lama (g cos(p1 + p2) + L sin(p2) @7 + (cos(p2)ly + 12)P1 + laa) (A.2D)
ergeben sich aus der Anwendung des Lagrange-Formalismus auf die Energieglei-
chungen (3.34). Erfolgt die Beschrankung des inversen Doppelpendels nach Abbil-
dung 3.16 mit den Massenabstdnden und den relativen Geschwindigkeiten fir m,

und mo gemiB den Gleichungen (3.35) und (3.36), so erhélt man die verallgemeinerte
Restriktionsfunktion

1
R =- (1 — tanh (Tt,l (:1:0 —7re1+ 0 sin(<p1))>>
4
. 1 !
. <l1 cos(p1)p1 — — log (cosh (l174,1 cos(p1)@1) )) TE1
Td1

1 . .

+ 1 (1 — tanh (th (CL‘O — 1o+ lisin(pr) + lasin(er + <pg)))>
: ((h cos(p1)¢1 + L2 cos(p1 + p2) (¢1 + P2) )

1
s log (cosh (rdg (11 cos(p1)@1 + la cos(p1 + @2) (91 + $2)) ))) Tt
7 (A.3)
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Setzt man die Restriktionsfunktion aus Gleichung (A.3) in Gleichung (3.29) ein und
leitet das Ergebnis partiell nach ¢; ab, so ergeben sich daraus die verallgemeinerten
Kontaktmomente

1
QF = le’f‘f’l cos(apﬂ(tanh (re,1(zo — re,y + lysin(ey))) — 1)
1
. (tanh (lira,1 cos(p1)¢1) — 1) + i (ll cos(p1) + 2 cos(pr + 902))
. <tanh (rt,g (z0 — Te;2 + Ly sin(p1) + 2 sin(pr + <p2))> - 1>

. (tanh (sz (l1 cos(p1)p1 + la cos(p1 + v2) (91 + ©2) )) — 1) (A.4a)
am Gelenk im Koordinatenursprung und
r 1
Q2 = lare2 cos(p1 + ¢2)
: (tanh (Ttg (20 = Te,2 + L1 sin(p1) + 2 sin(p1 + <,02))> - 1)
. (tanh (Td72 (ll COS((pl)gbl + s COS((pl + @2) (301 + (pg) )) - 1> . (A4b)

am Gelenk im Massenpunkt m;. Die Normalkréfte am Kontaktpunkt zwischen Masse
m; und Boden

F q1= irm <tanh (Tt,l(JTo —Te1+ 1 Sin(<p1))> - 1)
. (tanh (llrdJ cos(cpl)gbl) — 1) (A.5a)
und zwischen Masse mo und Boden
Fi o= TRa2(q)Fc2(q,9)
= % (tanh (’/‘t,g (xo —re2 + lisin(pr) + lasin(er + wg))) — 1>

T2

5 (tanh (rdg (ll cos(p1)p1 + la cos(p1 + ¢2) (1 + ¢2) )) — 1> (A.5D)

erhélt man durch Einsetzen von Gleichung (A.3) in Gleichung (3.31). Die Krifte F'| ;
konnten u.a. fiir die Berticksichtigung von tangential auftretender Reibung wéhrend
des Kontakts verwendet werden.
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A.3 Unbeschrankter Wiirfel ohne Reibung

Die Differentialgleichungen eines unbeschrankten Wiirfels mit drei translatorischen
Freiheitsgraden zgp, ysp und zgp und drei rotatorischen Freiheitsgraden «, 5 und -~y
ergeben sich, unter Beriicksichtigung der xyz-Konvention, zu

0= mffsp, (A.6a)

0 = mjsp, (A.6b)

0 = msp + gm, (A.6c)
1 .

0= 5m =2k cos(8)3% + 2K — 247 sin(B)4) (A.6d)

0= ngm cos(B)ay + 6k2m5, (A.6e)

0= %m (—2k? cos(B)a3 — 2k sin(B)d + 2k74) . (A.6f)

Die Kantenlinge des Wiirfels wird durch k dargestellt und dessen Masse durch
m. Vergleicht man die Gleichungen (A.6d) und (A.6f), wird fiir § = 7 auch das
Problem einer kardanischen Blockade ersichtlich, da dabei die Rotationsachsen
z und z" zusammenfallen, wodurch beide Gleichungen dieselben Informationen
beinhalten. Dadurch ist das Gleichungssystem nicht mehr eindeutig l6sbar. Eine
Losung dieses Problems kann iiber die Verwendung von Quaternionen anstelle von
Rotationsmatrizen erfolgen. Da in den Simulationen in dieser Arbeit jedoch keine
kardanische Blockade auftritt, soll dieses Problem hier vernachlassigt werden.

A.4 Beschranktes Doppelpendel mit Reibung

Die Differentialgleichungen des kontaktbedingten, dynamischen Reibverhaltens fiir
das inverse Doppelpendel ergeben sich in Abhéingigkeit der Normalkraft F'; 5 aus
Gleichung (A.5b) und der tangentialen Geschwindigkeit v, 2 aus Gleichung (4.7) zu

_( f‘.’l )2
1—e \"™1 D . .
— . |\~ Qr1 + (=lisin(er) — lasin(pr + ¢2)) Fli 2

)

5D
Q’R,l =

2
Yi,2

: (MC tanh (Z'}(j) + (MS — puo tanh (Zji)) %eg_ 298 )) (A.7a)
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und

[ 2
1—e \™2

)2
Q7D3,2 = T ( - Q%z + (—l2sin(p1 + 2)) FlL 2
F2

2
Y2

. <MC tanh (i}'(’j) + <,us — pc tanh (Zi)) Ug’;ef_ 203 >> . (A.7b)

Die tangential zur Kontaktfliche auftretende, statische Reibungskraft

2
N 1_ “uﬁ,z

Foo=F2 <Mc tanh <U"2) + (,US — pc tanh (US>) LENE ) (A.8)

(e} vc Us

erhdlt man durch partielles Ableiten der Dissipationsgleichung (4.8) nach der Ge-
schwindigkeit v, 2.

A.5 Rehabilitationsroboter MoreGait

Die verallgemeinerte Dissipationsfunktion fiir die beiden dominanten Reibungsef-
fekte im Getriebe des Hiiftantriebs und in den Gleitlagern der Linearfiilhrung des
Rehabilitationsroboters ist durch die Gleichung

d. d A . R .
D(q,q) = — 47 + —d3 + Mcwc log (cosh (f)) + Fcuc log (cosh <q2>>
C

2 2 (Ve
~ ~ ws %,sz
— (MS — Mc¢ tanh <> — dw(f)s) wge %3
wc
-2
Ap s AR
— | Fs — Fotanh | — | — d,0g | Oge” s (A.9)
(e

gegeben. Leitet man D(q, ¢) partiell nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢;
ab, so erhdlt man daraus die statischen Reibungskréfte

-2
. ~ . l_i
QP(q,q) = duds + Mo tanh (‘”) + (Ms — N tanh (“’S) - dwws> g7
w¢ wc ws
(A.10a)
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am Hiuftantrieb und

-2

. ~ .1 93

QF(q,q) = dyiz + Fo tanh <q2) + (Fs — Fo tanh (”S> - dvﬁs> LRI
(e vc Us

(A.10b)

an der Linearfithrung, die die Dynamik des Bewegungstrainers in Wirkrichtung der
verallgemeinerten Koordinaten g beeinflussen.

Fiir die Restriktionsfunktion des mechanischen Knieanschlags zum Schutz des Pati-
enten muss zundchst die Winkeldifferenz

tan(dp,a)s

COS(SD)ZI + /1+ta112(6LA) + yLA,O

S

Iy sin(p) — 7%“&;12(&“ — TLAL

Ap(q) = ¢ — g + arctan

224 (s — Iy si 2 _ tan(fpa)s 2
l3=15+( 1+tan2(dp,A) Ferao—lisin(p)™+(cos(p)l+ 1+tan?(6p,A) L)
+ arccos Gra)
s —11si 2 _ tan(dpa)s 2
2h \/( 1+tan?(Sp,A) torao—h sin())? +(cos(w)la+ 1+tan2(Spa) tyLao)

(A.11)

zwischen Ober- und Unterschenkel berechnet werden. Diese kann anschlieend
zusammen mit ihrer zeitlichen Ableitung in die Restriktionsfunktion eingesetzt
werden.



Anhang B

Algorithmus des
Zentraldifferenzenfilters

Der nachfolgend dargestellte Algorithmus des Zentraldifferenzenfilters in seiner
Wurzelimplementierung basiert weitestgehend auf dem in [Mer04] beschriebenen Ver-
fahren. Lediglich der letzte Teil des Korrekturschritts, in dem die Zustandskovarianz
Sz, neu berechnet wird, entspricht dem Algorithmus in [Fox07].

Die Zustandsschitzung des Differenzenfilters basiert auf einer Pradiktor-Korrektor-
Struktur, bei der zundchst anhand der im letzten Abtastschritt geschétzten Zustédnde
&1 und der Modellgleichungen f(x,u) die Zustidnde zum aktuellen Zeitpunkt
&;, pradiziert werden. Fiir die Lésung der Differentialgleichungen wird hier das
Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung verwendet. Anschliefend wird die initiale
Schitzung &, anhand der aktuellen Messwerte y; korrigiert, wodurch man die
geschétzten Zustdnde &y erhélt. Dieses Vorgehen wird dabei nicht nur fiir den
Erwartungswert der Schitzung, sondern auch parallel fiir die 2n Sigmapunkte x; j
durchgefiihrt, die in Abhéngigkeit der Kovarianz des vorangegangenen Abtastschritts
Sz, , und der Schrittweite des Differenzenquotienten h bestimmt werden. Den
resultierenden Schétzwert erhélt man somit aus dem gewichteten Mittelwert des
Erwartungswerts und der Sigmapunkte. Gemafl den Ausfithrungen in [Fox07] wurde
fiir alle hier betrachteten Anwendungsfille die Schrittweite zu h = /3 gewdhlt.

Fiir die Anwendung des Zentraldifferenzenfilters werden zunéchst der initiale Erwar-
tungswert der Zusténde &, die zugehorige Kovarianzmatrix S5, sowie die Kovari-
anzmatrizen fiir das Prozessrauschen S, und das Messrauschen S, festgelegt:

ﬁ?o = Xy, Sa:,O = ChOl{Po}, SV = (31’101{(21:)}7 Sn = ChOl{RM}

Da es sich hierbei um die Wurzelimplementierung des Filters handelt, werden diese
tiber eine Cholesky-Zerlegung chol{-} aus Py, Qp und Ry berechnet. Anschlieffend
werden fir k = 1,..., 0o folgende Schritte durchgefiihrt:
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Berechnung der Sigmapunkte fiir den Pradiktionsschritt:
Xkk—1 = [@r—1, @k—1+hSa,_,, @x-1—hSz, ]
Pradiktionsschritt:
Xk,k—1 = rkd{ f(Xp—1, wr—1)}

_  h*—n
T = 55 Xoklk—1 + By} sz‘,mkq
i=1

s -and |

Berechnung der Sigmapunkte fiir den Korrekturschritt:

oh (X1nk\k 17 Xn+1:2n,k|k— 1)

N/
2h2

(Xl:n,k\k—l T Xnt1:2nklk—1 —2X0,k\k—1> , Sy

}

X2|k71 = [ﬁ:;, Z, +hS,,, ﬁ:,:th;J
Korrekturschritt:

V-1 = h(Xjr-1)

o h —n
U = 5 Voklk- 1+2h22yzk\k 1

QR{

1 T
Pyy, = ﬁswk (Vingolkm1—Vns1:2n,klk—1)

K, = (Pmkyk/ng /Sy;c
&, =2, + Ki(y, — @Z)
K = QR{[ Kk (3’1 dolk—1— Yt 1:2mklk—1) 5

A /h2_
KkW(Xl:n,klk—l + Xt 1:2n, k1~ 2X0,k[k—1): Kksn] }

o — (Vi hlb—1 = Vnt1:2n,klk—1) »

vl
2n?

(Vimgpk—1+Ynit2nkk—1—2Vokk—1) » Sn

}
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Symbolverzeichnis

Lagrange-Formalismus

Verallgemeinerte Koordinaten
Verallgemeinerte Geschwindigkeiten
Kinetische Energie

Potentielle Energie
Verallgemeinerter Kraftvektor

DO = N

Lagrange-Funktion

Reibmodell

v Geschwindigkeit

F,  Normalkraft

d Déampfungskonstante der viskosen Reibung
D, Dissipationsfunktion der viskosen Reibung
FP  Reibkraft der viskosen Reibung

ue  Gleitreibungskoeffizient

Fe  Maximalkraft der Coulomb-Reibung

Vo Transitionskoeffizient der Coulomb-Reibung
Dc  Dissipationsfunktion der Coulomb-Reibung
Fg Reibkraft der Coulomb-Reibung

us  Haftreibungskoeffizient

Fg Maximalkraft der Stribeck-Reibung

vg Stribeck-Geschwindigkeit

Ug Geschwindigkeit bei maximaler Haftkraft
Ds  Dissipationsfunktion der Stribeck-Reibung
FSD Reibkraft der Stribeck-Reibung

gP  Abklingverhalten der Stribeck-Reibung

Dr  Dissipationsfunktion des statischen Reibmodells
FP  Reibkraft des statischen Reibmodells



162 Symbolverzeichnis
€ Stabilisierungsterm
D Verallgemeinerte Dissipationsfunktion
QP  Verallgemeinerter, statischer Reibkraftvektor
Tr Filterkonstante des Tiefpassfilters
a Adaptionsfaktor der Filterkonstante
gr Adaptionsgeschwindigkeit
dD Dynamischer Reibkraftvektor
ke Federkonstante des LuGre-Modells
drg Mikroskopischer Dampfungskoeffizient des LuGre-Modells
Kontaktmodell
s1  Abstand zwischen Objektmittelpunkt und Beschriankung
vl Relativgeschwindigkeit zwischen Objektmittelpunkt und Beschriankung
g Abstand zwischen Objekt und Beschrédnkung (engl.: gap function)
S0 Auflenradius der Kontaktsphére
Se Kompressionsradius der Kontaktsphére
Ta Approximationsparameter der Aktivierungsfunktion
Ty Transitionskoeffizient zur Definition der Objektelastizitéit
Te Offset der Beschrankung (engl.: constraint)
R.  Aktivierungsfunktion fiir die Schrankendetektion
Rar Aktivierungsfunktion fiir starre Korper (engl.: rigid)
rq Dampfungskoeffizient zur Definition der energetischen Kontaktverluste
e Kraft-/Widerstandskoeffizient der Beschrankung (engl.: force)
Rp  Schrankenspezifische Leistungsfunktion
Rp,e1 Schrankenspezifische Leistungsfunktion fiir elastische Kontakte
Rp,pt Schrankenspezifische Leistungsfunktion fiir plastische Kontakte
v, Aufprallgeschwindigkeit des Objekts
Uj: Austrittgeschwindigkeit des Objekts
er Restitutionskoeffizient
T_  Objektenergie vor dem Kontakt
AT, Energieverluste wihrend der Kompressionsphase (engl.: compression)
T Gespeicherte Energie im Umkehrpunkt
AT, Energieverluste wihrend der Restitutionsphase
R Restriktionsfunktion fiir viskoelastische Kontakte
Ra  Restriktionsfunktion fiir elastische Kontakte

Rpl

Restriktionsfunktion fiir plastische Kontakte
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Widerstandskraft der Beschriankung (engl.: constraint)

Widerstandskraft der Beschréinkung bei elastischen Kontakten
Widerstandskraft der Beschrankung bei plastischen Kontakten
Normalkraft bei elastischen Kontakten

Normalkraft bei plastischen Kontakten

Impuls des Objekts

Impulsénderung wahrend der Kompressionsphase

Impulsdnderung wiahrend der Restitutionsphase

Maximale Deformation bei viskoelastischen Kontakten

Maximale Deformation bei elastischen Kontakten

Maximale Deformation bei plastischen Kontakten

Breite der Beschrankung

Ende der Beschrénkung

Ende der maximalen Interaktion zwischen Objekt und Beschrinkung
Transitionskoeffizient fiir den Schrankendurchbruch

Offset des Schrankenendes

Aktivierungsfunktion fiir Beschrankungen mit endlicher Breite
Aktivierungsfunktion starrer Objekte fiir Beschrankungen mit endlicher Breite
Restriktionsfunktion fiir Beschrankungen mit endlicher Breite
Verallgemeinerte Kontaktkréfte in Abhéngigkeit der Restriktionsfunktion

Kontaktmodell mit Reibung

/UH

DR
DR
DE
DR
QR
F,

Tangentiale Relativgeschwindigkeit am Kontaktpunkt
Dissipationsfunktion der kontaktbedingten viskosen Reibung
Dissipationsfunktion der kontaktbedingten Coulomb-Reibung
Dissipationsfunktion der kontaktbedingten Stribeck-Reibung
Verallgemeinerte, kontaktbedingte Dissipationsfunktion
Kontaktbedingter, verallgemeinerter dynamischer Reibkraftvektor
Tangentiale Reibkraft am Kontaktpunkt

Bewegungstrainermodell

13

Lotwinkel an der Hiifte

Pyr o Fixpunkt der Hiiftfeder
kur,0 Federkonstante der Hiiftfeder

lur,0
lur
OHF

Lénge der Hiiftfeder
Hebelldnge der Hiiftfeder
Hebelwinkel der Hiiftfeder
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M Drehmoment am Hiiftantrieb

los  Oberschenkelldnge

Pyxc Position des Kniegelenks

mkg Approximierte Masse im Kniegelenk

lys  Unterschenkelldnge

Pgi Position des Sprunggelenks

mga Approximierte Masse im Sprunggelenk

lst Léange der Stimulationseinheit

Pg1, Position des Schlittens

Pg1, o Nullposition des Schlittens

msr, Approximierte Masse im Schlitten

s Schlittenposition

sLr,0 Schlittenposition bei entspannter Feder

kir Federkonstante der Linearfeder

Pr,a Fixpunkt des Linearantriebs

0pa  Steigung des Linearantriebs

F Kraft am Linearantrieb

g Potenzialkraftevektor

M  Massenmatrix

fgqo Differentialgleichungen des reib- und kontaktfreien Modells
fq1  Differentialgleichungen des Modells mit statischer Reibung
fqo  Differentialgleichungen des Modells mit dynamischer Reibung
fgs Differentialgleichungen des Gesamtmodells

Rrr Restriktionsfunktion der Schlittenbeschrinkung

Ria Restriktionsfunktion der Kniebeschrankung

Rst Restriktionsfunktion der Stimulationseinheit

Zentraldifferenzenfilter

Qp Kovarianzmatrix des Prozessrauschens

Ry Kovarianzmatrix des Messrauschens

Py Initiale Zustandskovarianz

h Schrittweite des Differenzenquotienten
Sigmapunkte

&,  Pradizierte Zustinde

Yy,  Pradizierte Ausgénge

Zr  Korrigierte Zustandsschétzung
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