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Bezeichnungen

Bezeichnungen und Konventionen

Grundsétzlich wollen wir in dieser Arbeit Matrizen mit Grofsbuchstaben, Vektoren und

skalare Grofen mit Kleinbuchstaben bezeichnen. Aufserdem sollen folgende Konventio-

nen gelten.

Es bezeichnet

N
R
C

L2([a, b])

dimV

On><n7 [TLXH

ker M
Im M
rgM

def M

die Menge der natiirlichen Zahlen.

die Menge der reellen Zahlen.

die Menge der komplexen Zahlen.

die Menge der reellwertigen Vektoren der Dimension n.

die Menge der komplexwertigen Vektoren der Dimension n.

die Menge der m x n-Matrizen, deren Elemente reelle Zahlen sind.

das Innere der Menge K, d.h. die Menge aller inneren Punkte von K.
das abgeschlossene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b.
das halboffene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b, wobei
der Eckpunkt a im Gegensatz zum Eckpunkt b nicht zum Intervall gehort.
das offene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b.

die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf [a, b].

die Menge der stiickweise stetigen reellwertigen Funktionen auf [a, b], d.h.
die Menge aller reellen Funktionen auf [a,b], die mit Ausnahme end-
lich vieler Punkte stetig sind und an ihren Unstetigkeitsstellen einseitige
Grenzwerte besitzen.

die Menge der messbaren und zweimal integrierbaren Funktionen auf
[a, b].

die Dimension des Vektorraums V.

die n x n-Nullmatrix, bzw. die n x n-Einheitsmatrix. Geht die Dimension
klar aus dem Kontext hervor, so verzichten wir auf die Dimensionsangabe
n xn.

den Kern der Matrix M € R™*".

das Bild der Matrix M € R™*"™.

den Rang der Matrix M € R™*".

den Defekt der Matrix M € R™*" d.h. die Dimension des Kerns der
Matrix M.



Bezeichnungen vi

ind M

M(t)

den negativen Index der symmetrischen Matrix M € R"*" d.h. die An-
zahl der negativen Eigenwerte dieser Matrix.

die Transponierte der Matrix M &€ R™*"™.

die Inverse der Matrix M € R"*".

die Moore-Penrose Inverse von M € R™*" siehe den Abschnitt A.2.
eine nichtnegativ definite Matrix M € R™ ", d.h. es gilt M = M"' und
T Max > 0 fiir alle Vektoren = € R™.

cine positiv definite Matrix M € R™", d.h. es gilt M = M7T und
x" Mz > 0 fiir alle Vektoren x € R"\{0}.

eine Matrix, deren Eintrége reellwertige Funktionen der Variable ¢ sind.
Entsprechend sollen Operationen wie Differenzieren oder Integrieren sol-
cher Objekte immer komponentenweise verstanden sein, also etwa

die Matrix (riv, (t)) = (4 my, (t)) fir M(t) = (mu.(t)).

ker M (t—) den ,linksseitigen Grenzwert des Kerns der matrixwertigen Funktion M

im Punkt ¢, d.h. es gibt ein € > 0 so, dass ker M (-) konstant auf [t — e, )

ist, und diesen Vektorraum bezeichnen wir mit ker M (t—).

ker M (t+) den ,rechtsseitigen Grenzwert* des Kerns der matrixwertigen Funktion M

im Punkt ¢, d.h. es gibt ein € > 0 so, dass ker M (-) konstant auf (¢,t + €]

ist, und diesen Vektorraum bezeichnen wir mit ker M (t+).

Im M(t+) den ,rechtsseitigen Grenzwert“ des Bildes der matrixwertigen Funktion

]

2

M im Punkt ¢.

n

=,/ >_ »% die Euklidische Vektornorm, sofern in dem entsprechenden
pn=1

Textabschnitt nicht anders definiert.

eine direkte Summe.

Wir nennen eine symmetrische matrixwertige Funktion M (#) monoton nicht fallend
(streng monoton wachsend) auf dem reellen Intervall Z, falls M(ty) — M(t;) > 0
(M (ty) — M(t1) > 0) fiir alle t1,t5 € T, t; < to, gilt. Wir sagen sie ist monoton nicht
wachsend (streng monoton fallend) auf Z, falls M (t1) — M (ts) > 0 (M(t1) — M(t3) > 0)

fiir alle t1,ty € Z, t; < ty, gilt. Ferner nennen wir eine Menge diskret, falls sie nur aus

isolierten Punkten besteht, d.h. falls sie keine Haufungspunkte besitzt.
Wir verstehen unter f(t—) (bzw. f(t+)) den {iblichen ,linksseitigen* (,rechtsseitigen®)

Grenzwert der Funktion f. Ist f ganzzahlig, so bedeutet dies, dass ein ¢ > 0 so
existiert, dass f konstant auf [t — e,t) (bzw. auf (¢, + ¢]) ist und diesen Wert
bezeichnen wir mit f(t—) bzw. f(t+).



1 Einleitung 1

1 Einleitung

Die Oszillationstheorie linearer Differentialgleichungen begann mit den Untersuchun-
gen gewohnlicher linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung von J. C. F. STURM
[45] im Jahre 1836 und wurde durch J. LIOUVILLE [31] vorangetrieben. Auf letzteren
geht die Betrachtung der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertprobleme zweiter Ordnung
zuriick. Obwohl diese Theorie in der Physik vielfdltige Anwendungen findet (es sei
bemerkt, dass diese allgemeine Randwertprobleme expliziter linearer Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung beinhaltet, siche etwa [[48], Kapitel VI §26]), konnte vor dem
Jahr 1911 kein Analogon dieser Theorie fiir Systeme héherer Ordnung gefunden wer-
den. In diesem Jahr erweiterte G. D. BIRKHOFF |6, 7| die Betrachtungen auf Systeme
dritter Ordnung. C. N. REYNOLDS JR. [41] vermochte einige Resultate von G. D.
BIRKHOFF auf Systeme n-ter Ordnung zu iibertragen.

In der ersten Dekade des 20. Jahrhunderts stellte D. HILBERT [20] einen Zusam-
menhang zwischen Randwertproblemen selbstadjungierter Differentialgleichungssyste-
me und der Variationsrechnung her. Die Bedeutsamkeit dieses Zusammenhangs, ins-
besondere beziiglich der Sturmschen Theorie, hob M. MORSE 1930 in [35] (siehe auch
[36, 37]) hervor und gab der Oszillationstheorie mit seinen Betrachtungen zahlreiche
neue Impulse. M. MORSE vermochte zudem einen Satz zu erzielen, der die Anzahl aller
Eigenwerte bis zu einer gewissen Grenze mit so genannten ,konjugierten Punkten von
speziellen Losungen des betrachteten Differentialgleichungssystems vergleicht. Aufbau-
end auf diese Theorie trug W. T. REID [39, 40| viele Erweiterungen der Sturmschen
Theorie bei.

C. CARATHEODORY [14] fand einen neuen Zugang zur Feldtheorie, mitunter auch als
Konigsweg bezeichnet, der den Zusammenhang von dem Fundamentalsatz von K. WEI-
ERSTRASS mit der Identitét von M. PICONE [38] herstellt. Dieser begriindet einerseits
die Wichtigkeit von konjugierten Basen und fokalen Punkten, die wir in den Kapiteln
3 und 4 einfithren werden, andererseits ermoglichte diese Identitéat die Untersuchung
der Definitheit quadratischer Funktionale (siehe etwa [25, 28|), die fiir den globalen
Osrzillationssatz, der im Kapitel 6 prasentiert wird, wichtig ist. C. CARATHEODORY
erweiterte zudem den Losungsbegriff von Differentialgleichungen dahingehend, dass er
als Losungen von diesen absolut stetige Funktionen definierte, die die Ableitungsbedin-
gungen der Differentialgleichung fast iiberall im Sinne von H.L. LEBESGUE erfiillen.

Diesem Ansatz mochten wir in dieser Arbeit folgen.
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Eine ausfiihrliche historische Darstellung der Oszillationstheorie bis etwa 1970 findet
man in den Biichern von W.A. COPPEL [16], C.A. SWANSON [47] und W. T. REID
[40].

Die Identitat von Picone verallgemeinerten W. KRATZ und A. PEYERIMHOFF. Sie
machten sich diese in den 1984 bzw. 1985 erschienenen Arbeiten 23, 24| zunutze und
erarbeiteten eine umfassende Theorie fiir Sturm-Liouvillesche Eigenwertprobleme ge-
rader Ordnung, in der sie einen Oszillationssatz fiir die zugehorigen Hamiltonschen

Systeme bewiesen. Hamiltonsche Systeme sind 2n x 2n-Differentialgleichungssysteme

(0)-()

_ _ T
7= 0 -1 und H — C+XCy A
I 0 A B

mit einem reellen (Eigenwert-)Parameter A ist. Der (lokale) Oszillationssatz besagt,

der Form

wobei

dass die Anzahl aller Eigenwerte des betrachteten Eigenwertproblems kleiner oder
gleich A (inkl. Vielfachheiten) bis auf eine Konstante, die sich aus der Asymptotik
fiir A — —oo ergibt, gleich der Anzahl aller fokaler Punkte einer geeigneten von den
Randbedingungen abhingigen konjugierten Basis des zugrunde liegenden Hamilton-
schen Systems (inkl. Vielfachheiten) plus der Anzahl der negativen Eigenwerte einer
zugehorigen quadratischen Matrix ist.

In seiner Dissertation an der Universitat Ulm verallgemeinerte G. BAUR [3] 1986 dieses
Resultat dahingehend, dass er die spezielle Gestalt des Hamiltonschen Systems fallen
liefs. In dem 1995 verdffentlichten Buch [25] verallgemeinerte W. KRATZ dieses Resultat
wiederum in mehrerlei Hinsicht. Zum einen durften gewisse Randbedingungen von A
abhéngen, zum anderen vermochte er einen Oszillationssatz fiir Hamiltonsche Systeme

zu beweisen, fiir die

H(t,\) = <—C(t) + ACo(t) AT(t,)\))

A(t, \) B(t,\)

fiir alle festen t € [a, b] monoton wachsend in A auf R und B > 0 auf Z x R ist. Da-
bei war statt C' — ACy eine beliebige stetige Funktion C(-, \) zugelassen. Schlieflich
gelang ihm die Angabe eines globalen Oszillationssatzes. Dieser besagt, dass unter der
zusétzlichen Annahme der Positivitit eines gewissen quadratischen Funktionals die von

der Asymptotik fiir A — —oo abhéngigen Konstante gleich Null ist, siehe hierzu auch
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[27]. Der globale Oszillationssatz liefert also eine explizite Formel zur Berechnung aller
Eigenwerte kleiner oder gleich A in Abhéngigkeit der Anzahl der fokalen Punkte einer
geeigneten konjugierten Basis des zugrunde liegenden Hamiltonschen Systems.

Beide Autoren setzen in ihren Arbeiten jedoch voraus, dass das zugrunde liegende
Hamiltonsche System streng normal ist, vergleiche [[25], Definition 4.1.2]. Strenge Nor-
malitidt eines Hamiltonschen Systems impliziert, dass das System steuerbar ist, siehe
[|25], Definition 4.1.1|, was wiederum damit dquivalent ist, dass die fokalen Punkte jeder
konjugierten Basis des Hamiltonschen Systems isoliert sind, vergleiche [[25], Theorem
4.1.3]. Weiterhin impliziert die strenge Normalitét, dass die Eigenwerte des betrachte-
ten Eigenwertproblems isoliert sind, siehe [[25], Lemma 7.1.1].

Das zentrale neue Resultat dieser Arbeit ist, dass wir die Voraussetzung der strengen
Normalitédt, insbesondere die Annahme der Steuerbarkeit, fallen lassen. Um die Iso-
liertheit der Eigenwerte des betrachteten Eigenwertproblems und der fokalen Punkte
einer konjugierten Basis des zugrunde liegenden Hamiltonschen Systems, die selbstver-
standlich nach wie vor benotigt werden, zu gewéhrleisten, miissen diese Begriffe enger
gefasst werden. Der neue Begriff des eigentlichen Figenwertes eines Eigenwertproblems
erlaubt es Systeme zu betrachten, deren ,,Ausgangsmatrix Cy* auf Teilintervallen iden-
tisch gleich Null ist. Damit erschliefit sich eine neue Klasse von Sturm-Liouvilleschen
Eigenwertproblemen, siche Bemerkung 6.2. Der erstmals in [28| definierte Begriff des
verallgemeinerten (hier: eigentlichen) fokalen Punktes einer konjugierten Basis erlaubt
die Untersuchung von nicht-steuerbaren Hamiltonschen Systemen. Da wir die Annah-
me der Steuerbarkeit des dem Eigenwertproblem zugrunde liegenden Hamiltonschen
Systems fallen lassen, vermogen wir Eigenwertprobleme mit nicht separierten Randbe-
dingungen auf Eigenwertprobleme mit separierten Randbedingungen zuriickzufiihren,
vergleiche Abschnitt 6.3.

Wir moéchten einige aktuelle Untersuchungen der Oszillation linearer Hamiltonscher
Systeme erwdhnen. Diese gehen in drei Richtungen, die allesamt verschieden von der
von uns betrachteten Untersuchung sind. M. BOHNER, O. DOSLY und W. KRATZ un-
tersuchen in [11, 17, 29| Oszillationssétze diskreter Eigenwertprobleme, deren zugrunde
liegende Differenzengleichungssysteme symplektische Gestalt besitzen.

D.R. ANDERSON, F. MENG, S. KUMARI, S. UMAMAHESWARAM und Q. YANG u.a.
beschéftigen sich mit der qualitativen Natur der Loésungen von linearen Hamilton-
schen Systemen, d.h. sie untersuchen Fragestellungen, unter welchen Voraussetzungen
eine konjugierte Basis eines Hamiltonschen Systems auf einem Intervall [a, 00),a € R,

unendlich viele fokale Punkte besitzt. Dabei werden in allen Verdffentlichungen dies-
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beziiglich stets B(t) > 0,t € [a,00), und damit insbesondere die Steuerbarkeit des
zugrunde liegenden Systems, vorausgesetzt (siehe etwa die Arbeiten [1, 15, 18, 30, 32,
33, 34, 46, 49, 50]). In eine andere Richtung gehen die Untersuchungen von M. BoH-
NER und R. HILSCHER in [13], bzw. von M. BOHNER und O. DOSLY in [12]. In diesen
Arbeiten untersuchen sie Eigenwertprobleme, bzw. die qualitative Natur von Losun-
gen von Hamiltonschen Systemen, auf time-scales, ein Konzept welches die diskreten
und zeitstetigen Systeme verallgemeinert und beide zusammen fiihrt. Siehe hierzu auch
9, 10].

Wir moéchten nun den Aufbau dieser Arbeit darlegen. Im zweiten Kapitel stellen wir
Hilfsmittel aus der Matrix Analysis zusammen, die bis auf Satz 2.3, der neu zu sein
scheint, [25] entlichen und zum Teil nur Spezialfille dort formulierter allgemeinerer
Sétze sind.

Bekannte Resultate aus der Theorie der Hamiltonschen Systeme geben wir im dritten
Kapitel an. Dabei spielt der dort definierte Begriff einer konjugierten Basis eines Ha-
miltonschen Systems eine zentrale Rolle in dieser Arbeit.

Im vierten Kapitel fiihren wir den Begriff des eigentlichen fokalen Punktes einer kon-
jugierten Basis ein. In [28] definiert W. KRATZ zunéchst, wann eine konjugierte Basis
keinen eigentlichen (dort: verallgemeinerten) fokalen Punkt in dem betrachteten In-
tervall besitzt. Darauf aufbauend wird dann in dieser Arbeit ein eigentlicher (dort:
verallgemeinerter) fokaler Punkt definiert. Da jedoch in jener Arbeit die Vielfachheit
eines eigentlichen (dort: verallgemeinerten) fokalen Punktes nicht benotigt wird, ist die
Definition der Vielfachheit eines eigentlichen fokalen Punktes folglich neu. Der Satz 4.1,
der eine Formel fiir die lokale Anderung der Anzahl aller eigentlichen fokalen Punk-
te einer konjugierten Basis auf dem betrachteten Intervall beziiglich A\ angibt, ist der
wichtigste Satz in dieser Arbeit.

Im fiinften Kapitel fiihren wir den neuen Begriff des eigentlichen Eigenwertes einer
konjugierten Basis eines Hamiltonschen Systems ein. Wir zeigen, dass die eigentlichen
Eigenwerte isoliert sind und geben zwei charakteristische Gleichungen fiir die eigentli-
chen Eigenwerte an. Ferner leiten wir eine Transformation eines Hamiltonschen Systems
und der Randbedingungen auf kanonische Form her, mit der wir den Indexsatz fiir
Eigenwertprobleme, Satz 5.2, beweisen.

Die Hauptresultate zur Oszillation linearer Hamiltonscher Systeme sind im sechsten
Kapitel aufgefiihrt. Dort werden wir ebenfalls erldutern, wie man das Eigenwertpro-
blem mit nicht separierten Randbedingungen auf den Fall separierter Randbedingungen

zurtickfithren kann.
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In dieser Arbeit benutzen wir einige mathematische Grundlagen wie etwa den Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fiir stiickweise stetige lineare Differentialgleichungssysteme und
deren lineare Abhéngigkeit von einem reellen Parameter A oder aber die Moore-Penrose
Inverse einer Matrix. Um das Wesentliche nicht aus den Augen zu verlieren, sind diese
Hilfsmittel im Anhang aufgelistet und wir werden an den jeweiligen Stellen, an denen
wir sie bendtigen, auf diese verweisen.

Abschliefsend mdchten wir die vorliegende Arbeit anhand dreier Beispiele motivieren.

Beispiel 1.1. (Sturm-Liouville)

Es sei das Eigenwertproblem

(SL) (py) —qu+ X y=0

mit y(0) = y(1) = 0 (so genannten Dirichletschen Randbedingungen) gegeben. Dabei
sei A € R ein reeller (Eigenwert-)Parameter und p,q seien stetige Funktionen auf
[0,1] mit p(t) > 0 fiir alle ¢t € [0, 1]. Bezeichnet y nun die Hauptlosung von (SL)
bei 0, d.h. ist y eine Losung von (SL) mit y(0) = 0,p(0)y'(0) = 1, so besagt ein
bekanntes Resultat aus der Theorie der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertprobleme, dass
die Anzahl der Nullstellen der Funktion y = y(-; A) im Intervall (0, 1] gleich der Anzahl
der Eigenwerte, die kleiner oder gleich A sind, fiir alle A\ € R ist. Dabei ist A € R ein
Eigenwert des obigen Eigenwertproblems falls es eine nichttriviale Losung y gibt, die
(SL) und den Dirichletschen Randbedingungen gentigt.

Substituiert man in der Gleichung (SL) etwa z := y und u := py/, so ist die Hauptlosung
von (SL) bei 0 gegeben durch die Losung des Anfangswertproblems

i = %u, = (g — N, 2(0) =0, u0) = 1

mit der in diesem Zusammenhang iiblichen Notation &, @ anstelle von z’, u'.

Beispiel 1.2.
Wir diskutieren nun drei Eigenwertprobleme im skalaren Fall (d.h. n = 1) jeweils

bestehend aus dem linearen Hamiltonschen System

& = Bu, u = (C — \Cy)z

1, tel0,n] o -1, te|[0,7] 0, tel0,n]
0, te€(m?2n], . 0, te€(m2n], ‘ 1, te(m?2nm],
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und den Randbedingungen
(i) z(0) = z(27) = 0 (Dirichletsche Randbedingungen).
(i) x(0) = u(2m) = 0.

(iii) u(0) = u(27) = 0.

Wie tiblich heifit A € R ein Eigenwert dieses Eigenwertproblems, falls es eine nichttrivia-
le Losung (z,u) dieses linearen Hamiltonschen Systems gibt, die die Randbedingungen
erfillt.

Die Losung des Hamiltonschen Systems mit den Anfangswerten (0, \) = 0,u(0,\) = 1,
A € R, ist gegeben durch

sint, te0,n] cost, te0,7]
z(t,\) = u(t,\) =
0, t € (m,2n], -1, te (m?2n].
Skizze von .
15 z(t, A)
0,8;
0,6;
0,45
0,2;
G: ||||||||||||||||||||||||||||||| t
0 Ly 21

Damit ist jedes A\ € R ein Eigenwert des Eigenwertproblems (i), so dass sich im Sinne
unserer Untersuchungen keine sinnvolle Theorie ergeben wiirde. Im Eigenwertproblem
(ii) gibt es wegen u(2m, A) = —1 # 0 fiir alle A € R hingegen keine Eigenwerte.
Schliefslich ist die Losung des gegebenen Hamiltonschen Systems mit den Anfangswer-
ten z(0,A) = 1,u(0,A) =0, A € R, gegeben durch

cost, te|0,m —sint, te |0,
x(t,\) = 0,7] u(t,\) = 0,7]
-1, te(m2n], At —m), te(m?2n].
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Skizze von x.

1z(t, )

0,57

GIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIt
Rl T 21

-0, &7

Es gibt also genau einen Eigenwert des Eigenwertproblems (iii) und dieser wird fiir

A = 0 angenommen. Dabei ist die Funktion = beziiglich A konstant.

Beispiel 1.3.

Es sei das Eigenwertproblem

& = Bu, 1 = —\Cyx

1, tel0,7]U[2m,37] 1, tel0,7|U]|2m,37]

0, te(m2m), 0, te(m2m)

und den Randbedingungen
z(0) = z(37) =0

gegeben. Die Losung des Differentialgleichungssystems mit den Anfangswerten
z(0) = 0,u(0) = 1 ist fiir A > 0 gegeben durch
(sin(v/At)

A t €0,7]
x(t,A) = M, t € [m,2n]

VA

cos(V ) sin(v/\t) — sin(v/ A7) cos(v/At)
( VA ’

t € [2m,37],
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[ cos(v/At), t (0,7
u(t,A) = < cos(vAr), t € [m,2n]
\sin(\/XW) sin(v/t) + cos(vVAT) cos(VAL), t € [2m,37].

Skizze von z(t,A) fir A =0,9; 1; 1, 1:

J/_\
! v
%
0.5 I'K v,
| I
/ ¥ !
! "l )
u L 2 3
o N g Tt
—‘-ll. 1
. I
I't'.. ! .'I
L ! N
0,5 o I
'.\'_I f
W
| W
A=0,9
........... N1
—————— A=1,1

Das Eigenwertproblem besitzt fiir A < 0 keine nichttriviale Losung des Differentialglei-
chungssystems, die die Randbedingungen erfiillt. Im Fall A > 0 ist A genau dann ein
Eigenwert des gegebenen Eigenwertproblems, wenn z(37, \) = 0 fiir die obige Funkti-
on z gilt. Anhand der Skizze sieht man, dass die ,linksseitigen Nullstellen* von x mit
wachsendem A kleiner werden. Damit bleiben sie insbesondere mit wachsendem A im
Intervall [0, 37| erhalten”, und x besitzt genau dann eine ,neue” linksseitige Nullstelle,
falls z(3m, A) = 0 gilt. Die Anzahl der linksseitigen Nullstellen von z (-, \) ist also fiir al-
le 0 > 0 grofer als die Anzahl der linksseitigen Nullstellen von z(-, A —9) in [0, 37}, und
es kommt genau dann eine ,neue” linksseitige Nullstelle hinzu, wenn A\ ein Eigenwert
des gegebenen Eigenwertproblems ist. Daher ist &hnlich wie in Beispiel 1.1 die Anzahl
der Eigenwerte dieses Eigenwertproblems kleiner oder gleich A gleich der Anzahl aller
linksseitigen Nullstellen von x(-, A) in (0, 37].

Ferner bemerken wir, dass sowohl die linksseitigen Nullstellen von x wie auch die
,rechtsseitigen Nullstellen von x Spriinge haben koénnen. Fiir die kleinste linksseitige
Nullstelle ¢y = to(A) im Intervall (0, 37] gilt etwa: ¢o(1) = m, to(1—) = 2m; fiir die klein-
ste rechtsseitige Nullstelle 79 = 79(A) im Intervall (0, 37) gilt: 70(1) = 27, 70(14) = 7.
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2 Matrix Analysis

In diesem Kapitel stellen wir einige Hilfsmittel aus der Matrix Analysis bereit, auf die
wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit zuriickgreifen werden. Bis auf Satz 2.3, der neu
zu sein scheint, und Proposition 2.1, die eine Zusammenstellung bekannter Resultate
ist, sind die Resultate dieses Kapitels allesamt [25| entnommen und werden daher in
dieser Arbeit nicht bewiesen. Insbesondere der Indexsatz, Satz 2.2 (siehe auch [26]),

spielt eine zentrale Rolle fiir die Oszillation linearer Hamiltonscher Systeme.

Satz 2.1. ([[25], Theorem 3.1.2])

Gegeben seien m x m-Matrizen @1, Qs so, dass Q;Q7 symmetrisch ist.

(i) Dann gibt es eine symmetrische Matrix S; und eine Matrix Sy mit
Q1= Q251+ 53, $Q5 =0.
Gilt zusétzlich rg(Qq, Q2) = m, so gilt dariiber hinaus
(i) rg(QT,QT) = m und ker Q1QT = ker QT® ker Q7.

(iii) Q1 + Q- ist regulir, sofern Q,Q1 nichtnegativ definit ist.

Korollar 2.1. (][25], Corollary 3.1.3])
(i) Gegeben seien m x m Matrizen Ry, Ry, fiir die gilt:
RiR; = RoR! und rg(Ry, Ry) = m.
Dann gibt es eine symmetrische Matrix S; und eine Matrix S5 so, dass

Rl = RQSl + 52, SQRQT == 0, ker R2 =Im S;F,

Ry
ker(Rl, RQ) =Im _RT
1

gilt, und fiir Vektoren d;, dy € R™ gilt Rid; + Rody = 0, d.h.

d
( 1) err(Rl,Rg),
da

d; € Im RQT und dy + Sid; € ker Ry = Im SQT

genau dann, wenn

gilt.
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(ii) Es seien umgekehrt eine m x m-Matrix Ry und eine symmetrische m x m-Matrix

S1 gegeben. Dann gibt es eine m x m-Matrix S5, fiir die gilt:

Im Sy =ker Ry, RiR) = RyRY, 1g(R1, Ry) = m, wobei Ry = RyS; + Ss.

Proposition 2.1.

(i) Es seien Xy, Uy, X3, Uy m x m-Matrizen mit

" XX\ Uf —XJT
* == .
U U —Ur XT

Dann gelten die folgenden Gleichungen:

‘XY;I‘(]Z = UZT_)(Z fiir ¢ = 1,2, XlX;r = XQXF, UlUér = UQU{F,
XTU, — UT Xy = X,UF — XoUT = 1.

(ii) Es seien Xy, Uy m x m-Matrizen mit
rg(Xy, Uy ) =m, XJUy = Uy Xo.
Dann gibt es Matrizen X7, U; so, dass die Matrizen X1, Uy, X5, Us die Gleichung

(¥) erfiillen, und so, dass X; regulir und X; X5 > 0 (oder X; X, < 0) ist.

Beweis
(i) Die Behauptung folgt aus der Gleichung
( UF —X2T> (Xl X2> B (I 0)
-uf Xt Uy U 0 I
und aus der Tatsache, dass eine Matrix mit ihrer Inversen kommutiert.
(ii) Wir verwenden den Beweis von [[25], Corollary 3.3.9] mit D := nI und wéhlen
X1(n) = Uy K + 10Xy, U(n) = X1 K 4+ U,

mit K = Xy X, + UfU, und n € R. Dabei ist K regulir, da nach ()
rg(Xy, Uy ) = m gilt. Folglich ist

( Uy —XE) (Xl(n) X2> _ (I o)
U (n) X)) \Ui(n) Us 0 1)’
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<X1(77) X2>_1 = ( Uy —Xs ) fiir alle n € R.
Ui(n) Uy =Uf(n) Xi(n)

Aus (i) folgt, dass X;(n)X] fiir alle n € R symmetrisch ist. Gemif Satz 2.1(i)

existiert daher eine symmetrische Matrix S; € R™*™ und eine Matrix S, € R™*™

d.h.

mit
X1<O) - XQSl + 52, SQX;F - 0

Dann ist
X1(n) X3 = (X1(0) + nX2) Xy = Xo(S1 + )Xy

nichtnegativ (nichtpositiv) definit fiir gentigend groftes (kleines) n € R.

Da Xi(n)Xy symmetrisch ist und nach () rg(X;(n), X2) = m gilt, sind die
Voraussetzungen von Satz 2.1(iii) mit Q1 = X1(n), Q2 = X (mit Q1 = X1(n),
Q2 = —Xo) erfiillt. Demnach ist X;(n) reguldr fiir geniigend grofes (kleines)
n € R. Damit ist

X7 () Xz = X7 () Xa(n) X5 (X7 () = X7 (n) Xa(S1 4+ nD) X5 (X771 () >0

(X7 1(n) X, <0) fiir geniigend groRes (kleines) 7 € R. Setzt man nun mit diesem
gentigend groften (kleinen) 7

X1 :=X1(n), Uy :=Ui(n),

so ergibt sich die Behauptung.

Proposition 2.2. ([[25], Proposition 3.2.3])
Es sei Q(t) eine hermitische m x m-matrixwertige Funktion auf einem Intervall 7 C R
mit den Eigenwerten gy (%), ..., () mit py(t) < ... < pn,(t) fir t € J. Dann gilt fur

allev=1,...,m:
(1) o (t) ist stetig auf J, falls Q(t) stetig auf 7 ist.

(ii) f,(t) ist monoton nicht wachsend (nicht fallend) auf 7, falls QQ(¢) monoton nicht
wachsend (nicht fallend) auf J ist.
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Satz 2.2. (Indexsatz, siehe [25], Theorem 3.4.1)

Es seien reelle m x m-Matrizen Ry, Ry, X, U gegeben, die den Gleichungen
rg(Ry, Ry) = 1g(XT,UT) =m, RiR) = RyR{, XU =U"X

gentigen, sowie m X m-matrixwertige Funktionen X (¢), U(t) definiert auf [—¢,¢],e > 0,
fiir die gilt:

XTU(@) =UT(t)X(¢) fiir t € [—¢,¢], und

X(t) — X,U(t) - U fur t — 0;

X (t) ist regulér fir t € [—¢,¢] \ {0};
und

U(t)X ~*(t) ist monoton nicht wachsend fiir ¢ € [—¢,0) und fiir ¢ € (0, £].

Ferner seien

M(t) = RiRj + RU(t)X '(t)R3,
A(t) = RiX(t)+ RU(t),
A = RlX + RQU
Dann existieren ind M (0+),ind M (0—) und def A(0+) und es gilt:

ind M(0+) —ind M(0—) = def A — def A(0+) — def X.

Genauer gilt das

Korollar 2.2. ([[25], Corollary 3.4.2])
Es gelten die Voraussetzungen und die Notation des vorangegangenen Indexsatzes 2.2.
Die orthogonale Zerlegung von Im R} in Im X und dessen orthogonales Komplement

fiihrt auf eine eindeutige Matrix S* und eine Matrix S mit
RY = XS 4 S* mit XTS* = 0.
Ferner sei T' eine Matrix mit
Im 7T = ker S*, und es sei Q := TTAST.
Dann gilt:
ind M(0+) = ind Q@ +m —rgT + def A — def A(0+) — def X, und
ind M(0—) = ind @+m —rgT.
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Bemerkung 2.1.
Beachte, dass die Matrix S* des vorangegangenen Korollars 2.2 nicht die hermitesch
konjugierte Matrix von S bezeichnet, wie es eine géingige Notation ist. Wir haben an

dieser Stelle die Notation von [25] iibernommen.

Der nachstehende Satz ist zentral fiir die Transformation der Randbedingungen auf
,kanonische Form“, sieche Lemma 5.4. Dieser Satz scheint ein neues Resultat zu sein,

das in der Literatur noch nicht aufgetreten ist.

Satz 2.3.
Es seien R € R™" m < n, und r € {0,...,m}. Dann gibt es eine regulare Matrix
Z € R™" und eine Matrix C' € R™*(m=7) mit

R — Ri1 CRy
0 Ry

mit gewissen Matrizen Ry, € R™" und Ry, € R(m—7)x(n=7),

Beweis

Es sei k; die maximale Anzahl von linear unabhéngigen Vektoren ci,...,c;, € R”,
fiir die es gewisse 2q,...,2;, € R" mit Rz, = (c},0)Y, v = 1,... ky, gibt. Es sei
{Zky41,- -, 2k, €ine Basis von ker R. Dann sind die Vektoren z, ..., z, linear unab-

héngig. Es ist
rgR<ki+m-—r

und damit
r<m-n+k +def R <k +def R=k,.

Es seien nun weitere Vektoren zj,i1,...,2, € R" so gegeben, dass {z1,...,z,} eine
Basis des R™ bildet. Setzt man Z := (z1,..., 2,), so ist

R R
RZ = (Rz,...,Rz) =1 "
0 Ry

mit gewissen Matrizen Ry; € R™7, Riy € R"™X("7) Ryy € Rm—)x(n=r),
Ferner ist ker Ryy C ker Ri9, denn sei d € ker Rgs, S0 ist

w()-(5)
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Es sei angenommen, es wire d ¢ ker Rj». Dann wére Z <d> linear abhéngig von den

Vektoren z1,..., 25, k1 <1, d.h.
0 k1 n
Z =) auz, = dy 2y,
(d> ; V;rl
mit d = (d,41,...,d,)T und gewissen ay, ...,y € R.
Da die Vektoren 21, ..., 2k, 241, - - - , 2, jedoch linear unabhéngig sind, hiefe dies d = 0

im Widerspruch zu d & ker R1s.
Es implizieren
R™™" = ker Ryy @ Im Ry, = ker Ri5 © Im R],

und ker Ry C ker Rys, dass Im R}, C Im Rj, gilt, d.h. es ist Ry = C Ry, mit einer
gewissen Matrix C' € R™ (=),
O

Bemerkung 2.2.
Ein alternativer Beweis fiir den Satz 2.3 ergibt sich mit dem Gaufsschen Eliminations-
verfahren. Hierbei bringt man zunéchst die Matrix R mittels elementarer Spaltenope-

rationen auf Spaltenstufenform. Durch Vertauschen von Spalten erreicht man nun stets

Ry Rip
0 Ry

mit gewissen Matrizen Ry; € R™" Ry5 € R’"X(”_T’), Ry € R(m=7)x(n=r) so, dass man die

eine Gestalt

Eintrage der Matrix R, durch elementare Zeilenoperationen der Matrix Ry darstellen

kann.
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3 Hamiltonsche Systeme

In diesem Kapitel tragen wir bekannte Resultate aus [25, 28] iiber das lineare

Hamiltonsche System
(H) = Axr+ Bu, u=(C—\Cy)z — Alu,

zusammen. Differentialgleichungssysteme dieser Form haben ihren Ursprung in der
Variationsrechnung, siehe etwa [[4], Kapitel 25|, [[25], Chapter 1.3, 2.3 und 8.2] und
[43]. Sie besitzen eine symplektische Struktur, d.h. es gilt HY 7 + JH = 0, wobei

= Ht ) = A(t) Bt) \ . _ (0 -
Co\e) = Ct) -ATw) T \1 0 )

Wir legen die folgenden Annahmen zu Grunde:

A, B, C, Cy sind stiickweise stetige, reelle, auf dem Intervall Z := [a, b]
erklarte n x n-matrixwertige Funktionen;

B(t),C(t) und Cy(t) sind symmetrisch fiir alle ¢t € Z; und es ist

B(t) > 0,Cy(t) > 0 fur alle t € 7.

(A)

Bemerkung 3.1. (L6sungsbegriff)

(i) Da wir in der Annahme (A) lediglich voraussetzen, dass die im Hamiltonschen
System (H) auftretenden vektorwertigen Funktionen stiickweise stetig sind, kann
es vorkommen, dass die Funktionen Az + Bu, bzw. (C'— \Cy)x — AT, an endlich
vielen Stellen Spriinge aufweisen, so dass die Ableitung von z, bzw. von u, an
diesen Stellen nicht existiert. Wir lesen dann z, bzw. u, als Ableitung von x, bzw.
von u, auker in endlich vielen Stellen, in denen z, bzw. %, nicht definiert ist.
Gemék Satz A.3 verstehen wir unter einer Liosung des Hamiltonschen Systems

(H) das Paar zweier absolut stetiger Funktionen (x,u) mit
ot) ~a(r) = [ {AE)s(e) + Bleu(e)} de,

) =) = [ ((OE) ~ ()l - AM(Euie)} de.

Die Existenz und Eindeutigkeit solcher Losungen sowie die Abhéngigkeit der

Losungen von dem Parameter A werden wir im Anhang A.1 diskutieren.
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(ii) Es gelte (A). Unter einer (n X m)-matrizwertigen Losung des
Hamiltonschen Systems (H) verstehen wir das Paar zweier absolut stetiger n x m-

matrixwertiger Funktionen (X, U), die das Differentialgleichungssystem
X =AX +BU, U= (C—-XCy)X —A"U

im Sinne von (i) 16sen.
Wir werden im Verlauf dieser Arbeit stets vektorwertige Losungen von (H) mit
Kleinbuchstaben, matrixwertige Losungen von (H) mit Grofsbuchstaben bezeich-

nen.

Untersuchen wir explizit den Einfluss der Variablen A\ auf eine matrixwertige Losung
von (H), so werden wir (X, U)(t; \) schreiben. Verzichten wir hingegen auf die Angabe
der Variable A, so heift dies, die entsprechende Behauptung gilt fiir alle (fest gewéhlten)
A € R. Ferner werden wir der Ubersichtlichkeit halber an gewissen Stellen ebenfalls auf
die Angabe der Variablen ¢ verzichten. Dies bedeutet, dass die entsprechende Aussage
fiir alle t € 7 gilt.

Proposition 3.1. ([[25], Proposition 1.1.1])
Es gelte (A) und es seien (Xi,U), (Xg,Us) zwei n X m-matrixwertige Losungen von
(H). Dann ist die Wronski-Matriz

(XTU, — UTX} (1)
konstant auf Z.

Beweis

Wir verifizieren die Behauptung mittels Differentiation. Fiir alle ¢t € 7 ist

d
a{XlTU2 —UM'Xy} = (AX, + BU)Uy + XT((C = XCo) Xy — ATUY)
—((C = \Co) X1 — ATU)T X, — UL (AX, + BUS)
= 0.

Korollar 3.1.
Es gelte (A) und es sei (X,U) eine n x m-matrixwertige Losung von (H). Dann ist
{XTU — UTX}(t) konstant auf Z.
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Beweis
Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Proposition 3.1 durch Setzen von
X1:X2:X,U1:U2:U. |:|

Proposition 3.2.
Es gelte (A) und es sei (X,U) eine n x m-matrixwertige Losung von (H). Dann ist
rg(XT, UT)(t) konstant auf Z.

Beweis

Es sei ®(t) € R*"*?" eine Fundamentalmatrix von (H). Dann ist jede matrixwertige Lo-
sung (X, U) von (H) von der Form (X*, U)*(¢) = ®(¢) M mit einer konstanten Matrix
M € R**™ Da ®(t) regulér fiir alle ¢ € Z ist, ergibt sich die Behauptung. O

Wir werden im weiteren Verlauf eine n x n-matrixwertige Losung (X, U) von (H) mit
maximalem Rang so wahlen, dass die resultierende Wronski-Matrix die Nullmatrix ist.

Die hiermit erzielte Symmetrie von XTU wird sich als hilfreich erweisen.

Definition 3.1.
Es gelte (A).

(i) (X,U) heifst konjugierte Basis von (H), falls (X,U) eine n x n-matrixwertige
Losung von (H) ist, fiir die gilt:

rg(XT,UY) =nund {X'U - U"X} =0 auf Z.

(ii) Zwei konjugierte Basen (X1, U;), (X3, Us) von (H) heiken normalisierte konjugier-
te Basen von (H), falls { XUy — U Xy} = I auf T gilt.

Bemerkung 3.2.

(i) Weitere Bezeichnungen fiir matrixwertige Losungen (X, U) von (H), bei denen
XTU symmetrisch ist, sind ,prepared solutions* [19], ,isotropic solutions* [16] und
sconjugate solutions” [40, 44|. Ferner wird eine konjugierte Basis von (H) auch als

,Lagrange plane [2] benannt.
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(ii) Da eine konjugierte Basis (X, U) von (H) eine Losung des Hamiltonschen Systems
(H) mit maximalem Rang ist, kann man (X, U) als ,halbe Fundamentalmatrix*

von (H) ansehen. Sind (X3, U;), (X2, Uz) normalisierte konjugierte Basen von (H),

so bildet
X1 X
U U,

eine Fundamentalmatrix von (H).

Proposition 3.3.

Es gelte (LA) und es sei (X, Us) eine konjugierte Basis von (H). Ferner sei ¢ € Z.
Dann existiert eine konjugierte Basis (X1, U;) von (H) so, dass (X, U), (X2, Us) nor-
malisierte konjugierte Basen von (H) sind, und dass X, (¢,) regulir und {X; X5} (to)

nichtnegativ (oder nichtpositiv) definit ist.

Beweis

Gemaf Proposition 2.1 existieren Matrizen Xi,U; € R™™ so, dass

XTUy(tg) — UF Xo(tg) = I, X, regulir ist und X; ' Xo(tg) > 0 (X' Xo(tg) < 0) gilt.

Es sei nun (Xi,Up)(t) die matrixwertige Losung von (H) mit den Anfangswerten

Xi(to) = X1,Ui(to) = U;. Dann erfiillt diese Losung geméfs Proposition 3.1 und der

Definition normalisierter konjugierter Basen von (H), Definition 3.1, die Behauptung.
0

Mit der Proposition 2.1 ergibt sich unmittelbar die

Proposition 3.4. ([[25], Proposition 1.1.5])
Es gelte (A) und es seien (X, U;), (X2, Us) normalisierte konjugierte Basen von (H).
Dann gelten die folgenden Gleichungen fiir alle ¢ € Z:

XZTUl = UZTXl fir i = 1,2, X1X2T = XQX]’_I\, UlU;F = UQUlT,

XTU, — UF Xy = X,UF — X,UT = 1.

Proposition 3.5.
Es gelte (A) und es seien (X1, Uy), (X2, Usz) normalisierte konjugierte Basen von (H).
Dann ist

{XTT X030

monoton nicht fallend auf allen Intervallen, auf denen X, reguléar ist.
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Beweis
Wir verifizieren die Behauptung mittels Differentiation. Fiir alle t € Z, fiir die X ()

regular ist, gilt:

d ) )
d—tXl‘lXQ = XX XTUXo + XTNX
= —X;YAX,+ BU)X; ' X, + X[ HAX, + BU,)
= X;'B(Uy - U X{'X5)

= X;'B(X;HT>0

Satz 3.1. ([[28], Theorem 3|)
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H). Dann ist ker X (¢) stiick-
weise konstant auf Z. Genauer: Es gibt a = t) < t; < --- < t,, = b so, dass fiir alle

v=1,...,m gilt:
ker X (t) ist konstant auf (¢,_1,t,) und es ist

ker X (t) C ker X (t,_1) Nker X (t,) fiir alle t € (t,_1,1,).

Korollar 3.2.
Es gelte (LA) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H). Dann existieren

(i) ker X (t—) fiir alle t € (a, b] und

(i) ker X (t+) fur alle t € [a, b).
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4 Eigentliche fokale Punkte

In diesem Kapitel untersuchen wir so genannte fokale Punkte (,,Nullstellen) einer kon-

jugierten Basis (X, U) von
(H) &= Axr+ Bu, 1= (C—\Cy)z— ATu.

Dies sind Stellen ¢ty € Z := [a, b], an denen X (ty) singulér ist. Insbesondere sind wir an
einer Formel fiir die lokale Anderung der Anzahl aller fokalen Punkte einer konjugier-
ten Basis von (H) in dem Intervall Z (inklusive Vielfachheiten) beziiglich A interessiert.
Im Hinblick auf diese Fragestellung ist es unerlasslich, dass die fokalen Punkte einer
konjugierten Basis von (H) isoliert sind. In den Beispielen 1.2(i),(ii) und 1.3 (mit A = 1)
haben wir jedoch gesehen, dass dies ohne weitere Voraussetzungen im allgemeinen nicht
der Fall ist. Daher muss der Begriff des fokalen Punktes einer konjugierten Basis von
(H) wie in 28] enger gefasst werden, was uns auf die Definition eines eigentlichen fo-
kalen Punktes einer konjugierten Basis von (H) fiihrt.

Der Satz 4.1, der eine Formel fiir die lokale Anderung der Anzahl der eigentlichen foka-
len Punkte einer konjugierten Basis von (H) in Z beziiglich A angibt, ist der wichtigste

Satz der vorliegenden Arbeit.

Definition 4.1.
Es gelte (A).

() to € T heit fokaler Punkt von X fiir eine konjugierte Basis (X, U) von (H), falls
die Matrix X (to) singuldr ist. Die Zahl def X () heifst Vielfachheit des fokalen
Punktes ty von X.

(ii) to € (a,b] heilt eigentlicher fokaler Punkt von X fiir eine konjugierte Basis (X, U)
von (H), falls
ker X(to) ; ker X(to-)
gilt. Die Zahl def X (ty) — def X (to—) heifst Vielfachheit des eigentlichen fokalen
Punktes ty von X.

Bemerkung 4.1.

(i) Ist (X,U) eine konjugierte Basis von (H), so existieren ker X (t,—) fiir alle
to € (a,b] und ker X (to+) fir alle ty € [a,b) nach Korollar 3.2. Mit Korollar
A1 folgt die Stetigkeit von X auf Z, so dass ker X (to—) Uker X (to+) C ker X (¢o)
fir alle tg € (a,b) sowie ker X (a+) C ker X (a) und ker X (b—) C ker X (b) gilt.
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(i)

(iii)

Aufgrund der Definition 4.1 ergibt sich unmittelbar, dass jeder eigentliche fokale
Punkt einer konjugierten Basis von (H) insbesondere auch ein fokaler Punkt die-
ser konjugierten Basis ist. Umgekehrt ist dieses (bis auf ¢ty = a) im Allgemeinen
genau dann der Fall, wenn das Hamiltonsche System (H) steuerbar ist, vergleiche
[[25], Definition 4.1.1]. Dieses ergibt sich unmittelbar aus [[25], Theorem 4.1.3].
In diesem Fall sind die Vielfachheiten des eigentlichen fokalen Punktes einer kon-

jugierten Basis von (H) und des fokalen Punktes dieser konjugierten Basis gleich.

Die Definition eines eigentlichen fokalen Punktes von X fiir eine konjugierte Basis
(X,U) von (H) wurde [[28], Definition 2|, bzw. [|28], Remark 11|, entnommen und
wird dort als ,yerallgemeinerter fokaler Punkt* bezeichnet. Dort wird zunéchst
(ohne Untersuchung der Existenz von ker X (t—) fiir t € (a,b]) erklart, wann X
keinen eigentlichen fokalen Punkt in (a, b] besitzt. Die Definition der Vielfachheit
eines eigentlichen fokalen Punktes ¢y € (a,b] einer konjugierten Basis (X, U) von

(H) ist hingegen neu.

Zur Illustration des Begriffs eines fokalen Punktes und eines eigentlichen fokalen Punk-

tes einer konjugierten Basis von (H) mochten wir das Beispiel 1.3 fiir A = 1 aufgreifen.

Beispiel 4.1.

Eine konjugierte Basis (z,u) des linearen Hamiltonschen Systems

_ u, tel0,7]U[2m, 3n] _
T = U= —x
0, te(m2m),

ist gegeben durch

sint, t€|0,n] cost, te|0,n]
x(t) = 0, t € [m,27] u(t) = -1, te€|[n,2n]

—sint, t e [2m, 37, —cost, te€ [2m, 3m].
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Skizze von x.

432(®)

0,87

-0, 5

In diesem Beispiel ist jeder Punkt ¢ € [m,27] U {0,37} ist ein fokaler Punkt von z.
Hingegen sind die Punkte ¢t = 7 und ¢ = 37 die einzigen eigentlichen fokalen Punkte

von z im Intervall (0, 37].

Proposition 4.1.
Es gelte (LA) und es sei (X,U) eine konjugierte Basis von (H). Dann besitzt X nur
endlich viele eigentliche fokale Punkte in (a,b]. Insbesondere sind diese Punkte stets

isoliert.

Beweis

Die Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.1. O

Proposition 4.2.
Es gelte (A) und es seien ty € Z, \g € R. Ferner sei (X3, Us) eine konjugierte Basis von

(H). Dann existiert eine konjugierte Basis (X, U;) von (H) so, dass
(i) (Xy,U1), (X, Us) normalisierte konjugierte Basen von (H) sind,

(i) (Xy,U;) beziiglich A konstante Anfangsbedingungen im Punkt a besitzt, d.h.
Xi(a; N) = Xi(a),Ui(a; N) = Uy (a),

(iii) X;(fo; Ao) regulér ist, und

(iv) {X7'X5}(to; Ao) nichtnegativ (oder nichtpositiv) definit ist.
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Beweis

Nach Proposition 3.3 existiert eine konjugierte Basis (X;,U;) von (H) so, dass
(X1,U1)(5; M), (X2, Us)(+; Ag) normalisierte konjugierte Basen von (H) sind, X (to; Ao)
regulér ist und {X; ' Xy} (to; Ao) > 0 ({ X7 Xo}(t0; Ao) < 0) gilt.

Betrachtet man nun fiir beliebiges A die n x n-matrixwertige Losung von (H) mit den

beziiglich A konstanten Anfangsbedingungen
Xi(a;A) = Xi(a; ), Ui(a; A) = Ui(a; M),

so gelten fiir dieses Paar (X7, U;) nach Konstruktion (ii), (iii) und (iv). Ferner gilt mit

Proposition 3.1

{XiU, —UXo}(52) = {X[ Uz = Ul Xa}(a; )
= {X]’_I‘UQ — UE‘XQ}(G, )\0) = [,

d.h. (X1,U;), (X2, Us) sind normalisierte konjugierte Basen von (H), und damit gilt (i).

Lemma 4.1. ([[25], Lemma 4.1.4])

Es gelte (A) und es seien (X3, U;), (X2, Us) normalisierte konjugierte Basen von (H)
mit beziiglich A konstanten Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. X;(a;\) = X;(a),
Ui(a; \) = Ui(a), A € R,i = 1,2. Weiterhin seien fiir t € Z, A € R

X.(A) = 0 ! Udt; A) = ! X und
R ACPVED AU3\) A VAPV A R

D(t;)) = (Xl(th) XQ(tf”).

Dann gilt fiir jedes feste t € Z und auf allen Intervallen, auf denen X (¢; \) regulér ist:

-X'x, X!
S ORI RCPY
oA\ (X{HT UiXxy!
—00(7') 0

0 0) O(r; \) dr X1t N).

a

= ()TN / (7)) (
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Insbesondere ist also fiir jedes feste t € 7
(i) {X;'X5}(t; \) monoton nicht fallend in A
(ii) {U1X;'}(t; ) monoton nicht wachsend in A

auf allen Intervallen, auf denen X (¢; \) regulér ist.

Korollar 4.1.

Es gelte (A) und es seien (X1, U;), (X, Us) normalisierte konjugierte Basen von (H)
mit beziiglich A konstanten Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. X;(a;\) = X;(a),
Ui(a; \) = Us(a), A € R,i = 1,2. Ferner seien ty € Z,\g € R und X (to; A) reguldr auf
[Ao — &, Ao + 4] fiir ein 6 > 0.

Dann gilt fiir alle ¢ € ker Xo(to; ), A € [Aog — J, Ao + 9]

to
%J{Xﬁ)@}(to; Ne =T / XT(#: M) Co6) Xa(t: ) dt c.

Beweis

Mit den Bezeichnungen aus Lemma 4.1 gilt

X1t ) = (—X; (t: ?>X2<t; N XD O(t; A))

firallet € Zund A € R, fur die X (¢; \) regulér ist. Somit gilt fiir alle A € [A\g—0, Ag+9]:

a T{X X0 s N)e
XX, Xt ( c
—1)T U X i M
T(t; )/t OT (1)) (Cot O> Ot NAEX (to: M) (C)
’ 0 0

o
()
e (i o
o

{
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Proposition 4.3.
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H) mit konstanten Anfangs-
bedingungen im Punkt a, d.h. X(a;\) = X (a),U(a; \) = U(a).

Dann sind die Raume

Vo= ﬂ ker{ X T (t; \)Co(t) X (t; M)},

V= Vnker X(b;\),
W = Vnker{R\X(b:\) + RSU(b: )},

ﬂ ker X (¢; \)

tel

unabhéngig von .

Beweis
Es seien ¢ € V = V(X)) und (z,u) := (X,U)(t: Xo)c fiir ein Ay € R. Dann sind
z(a),u(a) unabhéngig von A nach Voraussetzung, und es gilt Cy(-)z(; Ag) = 0 auf Z.
Folglich ist

i = Az + Bu, u = Cx — AT,

d.h. (x,u) 16st (H) auf Z unabhéngig von A.

Aufgrund der Eindeutigkeit von Losungen des Hamiltonschen Systems (H), siehe Korol-
lar A.1, ist das Paar (z, u) eine Losung von (H) fiir alle A € R. Damit ist Cy(-)xz(-;A) =0
auf 7 fiir alle A € R, d.h. es ist ¢ € V() fiir alle A € R.

Damit haben zum einen gezeigt, dass 1% unabhéngig von A ist, und zum anderen, dass
ebenfalls X (t; \)c und U(t; A)c fiir alle ¢ € V,¢ € T unabhiingig von X sind. Hieraus
ergibt sich die Behauptung. U

Proposition 4.4.
Es gelte (A) und (X, U) sei eine konjugierte Basis von (H) mit konstanten Anfangsbe-
dingungen im Punkt a, d.h. X(a;\) = X(a),U(a;\) = U(a). Ferner seien

Vo= (Vker{X"(t; \)Co(t) X (t; )} Nker X (b; \)
teZ
und V € R™"*? eine Matrix mit R” =V & Im V), wobei ¢ :=n —dim V.
Dann gilt:
ker X (b;\) =V fiir alle A € R\ M,
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wobei

M :={X e R|def X(b;\) # def X(b;\+)},

und diese Menge M ist diskret. Insbesondere gilt fiir alle A € R:

def X (b; \) — def X (b; \+) = def X (b; ) — def X (b; \—) = def {X (b; \)V}.

Beweis
V' ist geméft Proposition 4.3 unabhéngig von A, so dass die Matrix V' konstant ist.
Folglich gilt mit V' C ker X (b; ) fiir alle A € R:

def X (b; A) = dim V + def {X (b; \)V}.

Es sei A\g € R fest gewahlt. Dann ergibt sich die Behauptung, wenn wir nur zeigen,
dass es 91 > 0 und &, > 0 so gibt, dass def {X(b; \)V} = 0 fiir alle A € (A, Ao + 0]
und fiir alle A € [A\g — d2, \g) gilt.

Zunidchst zeigen wir, dass es ein 0 > 0 mit def {X(b;\)V} = 0 fiir alle
A € (Ao, do + 01 gibt. Es sei (X,U) gemik Proposition 4.2 so, dass (X, U), (X,U)
normalisierte konjugierte Basen von (H) sind, ()? U ) beziiglich A konstante Anfangs-
bedingungen im Punkt a besitzt, X (b;\o) regulir ist und {X'X}(b;\) > 0 gilt.
Dann gibt es ein 8; > 0 so, dass X (b: \) regulir auf [\, Ao+ 0] ist. Mit Korollar 4.1 ist
T{XLX}(b: \)e > 0 fiir alle ¢ € Im V\ {0} und fiir alle A € (A, Ao+ 01]. Insbesondere
ist also X (b; A)c # 0 fiir alle ¢ € Im V\ {0} und fiir alle A € (Ag, Ag+61]. DakerV = {0}
nach Konstruktion der Matrix V gilt, bedeutet dies, dass X (b; \)Vd # 0 fiir alle d # 0
gilt. Hieraus ergibt sich die Behauptung.

Wir zeigen nun, dass es ein dy > 0 mit def { X (b; \)V} = 0 fiir alle A € [A\g— 2, A\g) gibt.
Es sei (X,U) geméifs Proposition 4.2 so, dass (X, U), (X, U) normalisierte konjugierte
Basen von (H) sind, (X,U) beziiglich A konstante Anfangsbedingungen im Punkt a
besitzt, X (b; \g) regulir ist und {X ' X}(b; Ag) < 0 gilt. Dann gibt es ein d5 > 0 so,
dass X (b; \) regulér auf [A\g — d2, Ag| ist. Mit Korollar 4.1 ist ¢™{X 1 X }(b; N\)e < 0 fiir
alle ¢ € Im V' \ {0} und fiir alle A € [Ag — d2, Ag). Insbesondere ist also X (b; \)e # 0 fiir
alle c € Im V \ {0} und fiir alle A\ € [A\g — 03, \g). Analog wie oben ergibt sich hieraus
die Behauptung. 0



4 FEigentliche fokale Punkte 27

Satz 4.1.
Es gelte (A) und (X, U) sei eine konjugierte Basis von (H) mit konstanten Anfangsbe-
dingungen im Punkt a, d.h. X (a; \) = X(a),U(a; \) = U(a). Es seien

Vo= [\ ker{XT(t; \)Co(t) X (t; \)} N ker X (b; \)

tel

und V € R"*? eine Matrix mit R® =V & Im V, wobei ¢ :=n — dim V. Ferner sei

ni1(A) die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte von X (¢; A) in (a, b
(inklusive Vielfachheiten).

Dann existieren nq(A+),n1(A—) und es gilt
ni(A+) =n1(N), ni(A=) =ni(N\) — def {X(b; \)V}

fiir alle A € R.

Beweis

Gemék Proposition 4.1 ist ny(\) endlich fiir alle A € R. Weiterhin ist V' nach Proposi-
tion 4.3 unabhéngig von A, so dass die Matrix V konstant ist.

Es sei nun Ay € R fest gewéhlt. Wir zeigen zunéchst, dass n;(Ao+) existiert und
ni(Ao+) = ni(Xo) gilt, d.h. es gibt ein § > 0 mit n1(A) = ny(Ng) fir alle
A € (M,X + 0]. Anschliekend zeigen wir, dass nj(\—) existiert und
n1(Ao—) = n1(Ng) — def {X(b; o)V} gilt.

Fiir jedes tg € Z gibt es nach Proposition 4.2 eine konjugierte Basis ()~( U ) von (H)
(abhéngig von ¢y und \g) derart, dass ()? U ), (X, U) normalisierte konjugierte Basen
von (H) sind, ()A(: U ) beziiglich A konstante Anfangsbedingungen im Punkt a besitzt,
und so, dass X (to; Ag) regulir und {X 1X}(fo; o) > 0 ist. GemiR Korollar 3.2 und
der Stetigkeit konjugierter Basen von (H) auf Z gibt es fiir alle ¢y € Z ein g, > 0 so,
dass gilt:

(i) ker X (t; \g) = ker X (t—; \o) fiir alle t € [ty — €4y, to + €1, \ {to},
ker X (¢; N\g) = ker X (t+; \o) fiir alle t € [ty — &4, t0 + €1,] \ {to}-

(i) X (t; o) ist regulér auf [ty — e4,, to + €4,)-

Geméf dem Satz von Heine-Borel existieren nun endlich viele paarweise verschiedene

Punktety,. ..ty so,dassZ C |J_, (t,—&y,, t,+er, ). Dann sind wegen (i) und Definition
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4.1 alle eigentlichen fokalen Punkte von X (-; \g) in {t1,...,tx} enthalten.
Es sei

Ve =[] ker{XTCoX}(t; \) Nker X(&; 1), £ € 1.

t€la,€]

Dann ist V¢ nach Proposition 4.3 (mit b = &) fiir alle £ € Z unabhéngig von A. Weiter
seien V; € R™™ YV, € R™™2 Vg € R™™ mit my := n—dimV;,_., ,my := n—dimV, ,
mg:=n—dimV, ., so,dass R" =ImV, &V, ., =ImVo @V, =Im V38V, 1.,
gilt.
Fiir alle ¢t,,v = 1,..., N, gibt es wegen der Stetigkeit konjugierter Basen von (H) und
aufgrund der Proposition 4.4 ein §;, > 0 so, dass gilt:

(iii) X (¢ \) ist regulir auf [t, — e, t, +24,] X [Mo — 64,, Ao + 6, ].

(iv) VI{XLX}(t, — e,,: \)Vy ist regulir fiir alle A € [Ag — &, Ao + 6,1 \ {Xo?,
VI{X X} (t,; \)V; ist regulér fiir alle A € [Ag — 6, Ao + 0., ]\ { Ao},
VI{X X} (t, +&,,; A) Vs ist regulir fiir alle A € [\ — &y, Ao + 05, ] \ {Xo}-

Es sei 0 := min,—;__n0d;, > 0. Nach (iii) ist die matrixwertige Funktion H(t; \) :=
{X~1X}(t; \) wohldefiniert auf [t, — ey, ,t, +¢1,] X [Ao— 0, Ao+ 0] fiir alle v = 1,..., N.
Es bezeichnen py(t;A), ..., pun(t; A) die Eigenwerte von H(t;\). Da H symmetrisch,
stetig in beiden Variablen und monoton nicht fallend sowohl in ¢ als auch in A ist, sind
ebenfalls die Eigenwerte py(t; A), ..., un(t; \) bei geeigneter Nummerierung stetig und
monoton nicht fallend sowohl in ¢ wie auch in A, vergleiche Proposition 2.2.
Weiterhin impliziert (iv) geméf Korollar 4.1 folgende Eigenschaften. Ist y;(t, —¢&,; A) =
0 fiir ein A € [Ag — 0, \g + 0] \ { Ao}, so ist dieses p;(t, —er,; A) = 0 auf [Ag — 6, A\g + 4];
ist pi(t, +e1,;A) =0 fiir ein A € [Ag — 0, Ao + 6] \ { Ao}, so ist dieses p;(t, +¢€1,;A) =0
auf [Ag — 0, \g + 9]; ist p;(t,;A) = 0 fiir ein A € [Ag — 0, Ao + J] \ {Xo}, so ist dieses
pi(t,; A) = 0 auf [A\g—d, \g+3]. Hierbei sei eine geeignete Nummerierung der Eigenwerte
Wi, =1,...,n, vorausgesetzt.

Nun sei t, ein eigentlicher fokaler Punkt von X(-;Ag) der Vielfachheit & > 0. Wir
zeigen, dass es fiir alle A € [Ao, A\g + 0] genau k eigentliche fokale Punkte von X (-;\)
(inklusive Vielfachheiten) in (¢, — ¢y, ,t, +¢4,) gibt. Da die Vereinigung dieser Intervalle
7 iiberdeckt, folgt dann die Existenz von ni(Ag+) und die Giiltigkeit der Gleichung
ni(Ao+) = n1(Ao).

Wegen {X2X}(t,; Ao) > 0 und da k die Vielfachheit des eigentlichen fokalen Punktes
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t, von X (+; Ag) ist, gibt es ein ¢ € {0,...,n — k} mit

Da ker X (¢; \o) konstant auf [t, — ¢y, ,1,), bzw.

H1 (tu; >\0) -

tir1(tu; No) =

Nk-l—c-&-l(tu; >‘0) 5

9

i (to; Ao)
ti+e(to; Ao)

fn(to; Ao)

>

der Monotonie der Eigenwerte p; beziiglich ¢ gilt fiir alle t € [t, — &, t,)

sowie fiir alle t € (t,,t, + &4, ]

Es liegt also die folgende Situation fiir die Eigenwerte p;(+;N\o),7 = 1,

)\:)\03

pa(t; o)

it (t5 Ao)

Pitetr1(t; Xo)

pa(t; Xo)

tr1(t Xo)

Pttt (t; o)

w4 (t5 X0)

Wegen (iv) und der Monotonie der Eigenwerte p; in A gilt fiir alle A € [Ag, A\g + 4]

mt
ty + ety

/’Ll(tl’_gtu;)\) )

:uk-‘rl(tu — &5 A) )

Hk+c+1 (tu - 8ty; >\) 3

oder

)

b

auf (t,,t, + &4, ], nach (i) ist und wegen

me(t do) <0,

fite(t; Ao) =0,
) Nk(ta /\0> Z OJ
. Mikte(ts Ao) =0,
) un(ta A0) > Oa

ooy kK, vor:
7 i (t5 X0)
t tl,,lJlrtet,,

) /lk—l—c(tu — &t A)

) Nn(tzz — &t,3 )\)

< 0,
> 0,

> 0.
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Weiterhin folgt mit (iv) und der Monotonie der Eigenwerte p; in A, dass fir alle

AE [)\0, Ao + (S] gllt

pa(tus A)

P (B A)

Piretr1(ti A)

v

s Mrge(ts A) >

) Nn(tu; )‘> >

Schlieflich gilt mit der Monotonie der Eigenwerte p; in ¢ fiir alle A € [Ag, Ao + J]:

M1 (tl/ + €tys >\) )

Prer1 (ty + €03 A)

Pt (ty +€4,5A)

gilt.

) Nk(tv + €ty )\)
) ,uk’-i-C(tV + &3 )‘)

) Mn(tl/ + €tys )\)

Vv
o

Fiir A € (Ao, Ao + ¢] konnen die Eigenwerte p;(-;\),2 = 1,...,n, also die folgende

Gestalt haben:

A > /\0: Tha (5 2)

I e e e e R 2

ty, — €ty ty

ty +€t,,

oder

IZAGRY

rmrrrrrrrrrrrrrrT
ty — €ty

ty

I I e e e e e 2

ty + ety

oder
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y INZGRY)

nt oder
Tt ty + €ty

Fiir alle @ = 1,...,k und alle A\ € [Aog, \g + ] gibt es wegen der Stetigkeit und der
Monotonie der Eigenwerte ; in ¢ eindeutig bestimmte 7, € (t, — &, 1,], fiir die
pi(Tia;A) = 0 und p;(7;A) < 0 fiir alle 7 € [t, — e, 7i2) gilt. Da der Defekt von
X(t;A) fiir alle t € Z, A € R gleich der Anzahl der Eigenwerte der Matrix H(; \),
die gleich Null sind, ist, sind genau diese Punkte die eigentlichen fokalen Punkte von
X (+;A) mit A € [Ag, Ao+ 9], und diese sind die einzigen Punkte in (¢, —ey,,t, +&;,) mit
dieser Eigenschaft, d.h. fiir alle A € [Ag, \g+9] gibt es genau k eigentliche fokale Punkte
von X (3 A) in (¢, —e,,t, + €1,). Wie auf Seite 28 beschrieben ergibt sich hieraus die
Existenz von ny(Ag+) und die Gleichung nq(Ag+) = n1(Ao).

Es bleibt zu zeigen, dass nq(Ag—) existiert und dass nq(Ag—) = ny(Ag) —def { X (b; X\g)V}
gilt. Dafiir fiihren wir nur fiir diesen Beweis den Begriff des ,rechtsseitigen fokalen
Punktes” einer konjugierten Basis X von (H) ein, und zwar wie folgt: Fiir ¢y € (a,b)

sei r € {0,...,n} die Anzahl der linear unabhéngigen Vektoren dy, ..., d, € R™ mit

d; € ker X (to), di @ ker X(to+), d; & () ker X(t).
te(a,to)
Dann nennen wir tq einen rechtsseitigen fokalen Punkt von X der Vielfachheit r, falls
r > 1 gilt. Beachte, dass ein rechtsseitiger fokaler Punkt von X zwar stets ein fokaler
Punkt von X, im allgemeinen jedoch kein eigentlicher fokaler Punkt von X ist.
Etwa besitzt die Funktion x des Beispiels 4.1 nur im Punkt 27 einen rechtsseitigen

fokalen Punkt. Dieser ist jedoch kein eigentlicher fokaler Punkt von .
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Skizze der Funktion = des Beispiels 4.1.

132(0)

0,57

N L AN

rechtsseitiger
fokaler Punkt

-0, &7

Wir mochten an dieser Stelle eine Interpretation der rechtsseitigen fokalen Punkte von
X geben und einen Zusammenhang zu den (,linksseitigen®) eigentlichen fokalen Punk-
ten von X herstellen. Der Defekt von X (¢; A) ist fiir alle t € Z, A € R gleich der Anzahl
der Eigenwerte der Matrix H (t; A), die gleich Null sind. Ein eigentlicher fokaler Punkt
(t; A) von X der Vielfachheit k ist etwa dadurch charakterisiert, dass es genau k Eigen-
werte u; von H gibt, fiir die bei geeigneter Nummerierung p;(¢; A) = 0, p;(t —e; A) < 0
fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 gilt. Jeder dieser Eigenwerte von H ist (bei ge-
eigneter Nummerierung der Eigenwerte von H) nun auf einem abgeschlossenen (evtl.
entarteten) Intervall von Z identisch Null. Den rechten Endpunkt eines solchen Inter-
valls bezeichnen wir als rechtsseitigen fokalen Punkt von X, sofern dieser nicht gleich
b ist. Dabei mochten wir garantieren, dass dieser Punkt in einem Zusammenhang mit
einem eigentlichen fokalen Punkt von X steht und nicht etwa der entsprechende Ei-
genwert von H (geeignete Nummerierung vorausgesetzt) auf [a, to] identisch Null ist.

Ist nun 7m;(A\) die Anzahl der rechtsseitigen fokalen Punkte von X (:; ) in (a,b) (in-
klusive Vielfachheiten), so ergibt sich der folgende Zusammenhang zu der Anzahl der

eigentlichen fokalen Punkten von X in Z:

fi1(A) = ni(A) — (def X(b;\) — dim [ | ker X (t; \)) fiir alle A € R.
tez
Miez ker X (t; A) ist geméf Proposition 4.3 unabhéngig von A. Wir zeigen, dass n;(A—)
existiert und n;(A—) = ny(A) fir alle A € R gilt. Da nach Proposition 4.4 def X (b; \—)

existiert und da ["),7 ker X (¢; \) unabhéngig von A ist, existiert somit n;(A—) fiir alle
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A € R und es folgt mit Proposition 4.4
ni(A) —ni(A—=) = m(\) + (A=) + def X(b; \) — def X (b; A\—)
(%) = def X(b; \) — def X (b; \—)
= def {X(b;\)V}

fiir alle A € R, die Behauptung des Satzes.

Analog wie oben zeigen wir nun, dass nj(A—) fiir ein festes Ay € R existiert und
n1(Ao—) = n1(No) gilt. Dabei seien t1,...,tN, 4, ... €y, Wie oben und es gelten
(i)-(iv). Wegen (i) sind dabei alle rechtsseitigen fokalen Punkte von X(-;)\g) in
{t1,...,tn} enthalten. Es sei ¢, € (a,b) ein rechtsseitiger fokaler Punkt von X(-; \o)
der Vielfachheit r > 0. Wir zeigen, dass es fiir alle A € [A\g — 0, Ag] genau r rechtsseitige
fokale Punkte von X (-; \) (inklusive Vielfachheiten) in (¢, — &,,t, + &;,) gibt. Da die
Vereinigung dieser Intervalle Z iiberdeckt, folgt die Existenz von n;(Ag—) und es gilt
n1(Ao—) = n1(Xo)-

Wegen {X X }(t,: o) > 0 und da r die Vielfachheit des rechtsseitigen fokalen Punk-
tes von X(+; \g) ist, gibt es bei geeigneter Nummerierung der Eigenwerte p, ..., i,

von H eind € {0,...,n—r} mit

patido) = oo = et o) = 0,
/~‘LT+1(tlI; >\0) = .. = ,ur—&-d(ty; )\0) = 07
trrari(t; Ao) oo, p(tis o) > 0.

Da ker X (¢; \g) nach (i) konstant auf [t, —&;,,t,), bzaw. auf (t,,t, + &, ], ist und wegen
der Monotonie der Eigenwerte p; beziiglich ¢ gilt fiir alle t € [t, — &, t,)

pa(tho) 5 oo, et A0) <00,
trp1(t; Ao) 5 oo pega(ti o) <00,
frras1(tXo) 5 oo (B Ae) >0,
sowie fiir alle t € (t,,t, + &, ]
pi(tXo) s e(Ao) >0,
frr1(t; Ao) = oo = peya(t; o) = 0,

frrasi(tX0) 5 o (B Ae) > 0.
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Es liegt also die folgende Situation fiir die Eigenwerte p;(+; Ag), 4 = 1,...,r, vor.

A = AO :Hi(t§>\0) :Mi(t§>\0)

||||||||||||||||_|||||||||||||||It Oder ||||||||||||||||_||||||||||||||||t

ty — €t ty ty + ety ty — et 1tv ty + et

Weiterhin gilt wegen (iv) und der Monotonie der Eigenwerte p; in A fiir alle
A€ [)\0 - 5, /\0)2

251 (tu; )\) LA ,Ur(tu; )\> < 07
Hr41 (tV) A) )t ur—&-d(tu; )\) S 07
Hor+d41 (tu; >\) )t Nn(tzz; )‘) > 0.

Schlieflich folgt mit (iv) und der Monotonie der Eigenwerte u; in A, dass fiir alle
A€ [)\0 - 57 /\0) gllt

pilty —eniA) oo ety —ensA) <0,
o1ty =03 A) 5 oo pera(ty —&,3A) <00,
frrasi(ty — €63 A) 5 oo pa(ty —€5A) > 0,

sowie
pilty +e;A) o oy et teniA) > 0,
prp1(ty +e0,3A) oo pega(ty F e A) <00,

ﬂ'r—l—d—‘rl(tu + €ts )\) )t un(tu + €t,s )\) > 0.
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Fiir A € [Ag — J, \g) konnen die Eigenwerte p;(-;A),72 = 1,...,r, also die folgende Ge-
stalt haben:

A < Ao Tt A) Tt A)

mt Odel" I e e s | t Oder
ty +et, ty — €ty : ty ty + ety
IZAGRY IZAGRY
IIt Oder rrrrrrrrrrrrrrrr TTrT 1T TTrrrrrrrr IIt
ty — €ty 1t ty + €ty ty — €ty 1t ty + €t

A

Fiir alle ¢« € {1,...,7} und alle A\ € [Ag — §, \g] gibt es wegen der Stetigkeit und
der Monotonie der Eigenwerte y; in ¢ eindeutig bestimmte 7,y € [t,,t, + &4,), fiir die
pi(Tias A) = 0, pi(7;X) > 0 fiir alle 7 € (7,5, t, + &4, ] gilt. Fiir diese Punkte gibt es folg-
lich ¢ € R™ mit ¢ € ker X (7;,5; A), ¢ € ker X (7;3+; A) und ¢ & [),7 ker X (¢). Wire ndm-
lich ¢ € ﬂte[a,n,ﬂ ker X (t), so wiirde wegen der Unabhéngigkeit von ﬂte[a,n,ﬂ ker X (t)
von A folgen, dass ¢ € ker X (7;x; \o), ¢ € ker X (7 A+; Ag) wére, im Widerspruch dazu,
dass der Kern von X (-; \g) nach (i) auf (¢,,t, + ] konstant ist. Folglich sind diese
Punkte die rechtsseitigen fokalen Punkte von X (-; \) fiir A € [A\g — 0, Ag]. Diese sind die
einzigen Punkte in (¢, — ey, t, +¢&;,) mit dieser Eigenschaft, d.h. fiir alle A € [A\g— 9, Ag]
gibt es genau r rechtsseitige fokale Punkte von X (:;A) in (¢, — &4,,t, + &;,). Hieraus

ergibt sich, wie in (x) auf Seite 33 erlautert, die Behauptung. O
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Bemerkung 4.2.

Ist das Tripel (A, B, C' —\Cp) streng normal, vergleiche [[25], Definition 4.1.2], so ist im
obigen Satz V = {0}, so dass V = I gewihlt werden kann. Bilden (X, U), (X, U) nor-
malisierte konjugierte Basen von (H) mit beziiglich A konstanten Anfangsbedingungen
im Punkt a, so ist {X1X}(¢; ) sowohl streng monoton wachsend in ¢ als auch in A
auf allen Intervallen, auf denen X regulir ist. Dies ergibt sich aus [[25], Theorem 4.1.3,
Proposition 4.1.2 und Proposition 4.1.5]. Insbesondere sind dann mit den Bezeichnun-
gen aus dem Beweis des obigen Satzes die (,linksseitigen®) eigentlichen fokalen Punkte
von X gleich den rechtsseitigen fokalen Punkten von X und ihre Vielfachheiten sind
jeweils gleich. Daher bendtigen wir in diesem Fall den Begriff des rechtsseitigen fokalen
Punktes nicht. Ferner vereinfacht sich in diesem Fall der obige Beweis an den Stellen,
an denen wir mit der Monotonie beziiglich £ und A argumentiert haben. Damit erhalten
wir einen neuen elementaren Beweis fiir [[25], Lemma 4.2.2| der kiirzer ist, jedoch eine

lineare Abhéngigkeit des Hamiltonschen Systems (H) von A voraussetzt.
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5 Eigentliche Eigenwerte

Wir betrachten Eigenwertprobleme bestehend aus dem linearen Hamiltonschen System
(H) i = Ar+ Bu, 1= (C—\C)zx— Atu

und separierten Randbedingungen, d.h. wir betrachten

&= Ar+ Bu, u=(C—\Cy)z — ATu auf T := [a, ],

(E)
Réx(a) + Réu(a) = Rbx(b) + Ru(b) = 0 (wir schreiben (z,u) € B).

Dabei setzen wir stets die Annahme (A4) aus dem Kapitel 3 sowie

R}, Ry, R}, RS € R™™ mit

(R) T T
rg(R}, RY) = rg(RY, RY) = n, R{RS" = RSRYT, R'RY = RERY,

voraus.

In der nachstehenden Definition eines (eigentlichen) Eigenwertes von (E) lassen wir
komplexe Eigenwerte von (E) zu. Wie wir im Lemma 5.1 jedoch zeigen werden, sind
alle eigentlichen Eigenwerte von (E) reell. Ferner kénnen wir geméf Bemerkung 5.1

stets reelle Eigenfunktionen zu den eigentlichen Eigenwerten von (E) wéhlen.

Definition 5.1.
Es gelten (A) und (R).

(i) A € C heikt Eigenwert von (E), falls es eine (komplexwertige) Losung (z,u) von
(H) mit (x,u) # (0,0) auf Z gibt, die den separierten Randbedingungen geniigt,
d.h. mit (z,u) € B. Die Anzahl der linear unabhéngigen Funktionen mit dieser

Eigenschaft nennen wir Vielfachheit des Figenwertes \.

(ii) A\ € C heift eigentlicher Eigenwert von (E), falls es eine (komplexwertige) Losung
(z,u) von (H) mit Cox # 0 auf Z gibt, die den separierten Randbedingungen
gentigt, d.h. mit (z,u) € B. Eine solche Losung (z,u) nennen wir Figenfunktion
von (E) zum eigentlichen Eigenwert \.

Die Zahl
dim {Cy(t)z(t) | (z,u) ist eine Losung von (H) mit (x,u) € B}

nennen wir die Vielfachheit des eigentlichen Figenwertes \.
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Lemma 5.1.
Es gelten (A) und (R). Dann gilt:

(i) Jeder eigentliche Eigenwert von (E) ist reell.

(ii) Es seien (x1,u), (29, uz) zwei Eigenfunktionen von (E) zu den eigentlichen Ei-
genwerten \p, Ag resp. mit A\; # A\y. Dann sind z; und x5 orthogonal zueinander,
d.h. es gilt:

< Ty, Ty >i= /{ElTC’oxg}(t) dt = 0.
A

Beweis
Wir zeigen zunéchst, dass das Eigenwertproblem (E) selbstadjungiert ist, d.h. fiir alle
(x1,u1), (z2,uz) € B gilt I(xy,22) = I(x2,x1), wobei

[(.1'1,1'2) = [($1,$2,U1,U2) = /{E?CZ‘Q +ﬂr1rBU2}(t) dt _E;_FU/Q Z.
A

Dazu bemerken wir, dass nach Korollar 2.1(i) gilt:
ker(R{, R§) = Im (_Zii) ., ker(R®,R}) = Im <_§§z) :
1 1
Damit ist (x;,u;) € B genau dann, wenn
ri(a) = RI'c?, wila) = —RIc,
wi(b) = Ry, w(b) = R

mit gewissen Vektoren c?,c? € C",i = 1,2, gilt. Demnach ist

17

_ =T, |b T— [b

](9617@)—](9527%1) = m1u2|a_x2u1|a
_ T pb b T b | =aT papaT a bT pb b T—b aT pa paT=a
=0

fir alle (21, u1), (22, u2) € B.
Es sei nun A € C ein eigentlicher Eigenwert von (E) mit zugehoriger Eigenfunktion
(x,u). Mittels partieller Integration folgt < x, A\x >= I(x, z). Die Selbstadjungiertheit

von (E) impliziert dann

)\:<x,/\x>: I(z,x) _ I(z,x) _ <xAr>
<z,x> <zar> <zax> <z,0>
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d.h. jeder eigentliche Eigenwert von (E) ist reell. Damit gilt ().
Es seien nun (xy, uy), (22, ug) zwei Eigenfunktionen von (E) zu den eigentlichen Eigen-
werten Ai, Ao resp. mit A\; # Ag. Dann ist mit partieller Integration und der Selbstad-

jungiertheit von (E)
()\2 — )\1) < T, Tg > =< Il,)\2$2 > — <K )\1I1,JI2 > = 1(131,1’2) — I(JJQ,Il) =0.

Damit gilt (ii). O

Aufgrund des Lemmas 5.1 und der nachstehenden Bemerkung 5.1(i) betrachten wir im
weiteren Verlauf dieser Arbeit nur reelle Losungen (x,u) von (H) und werden entspre-
chend den (Eigenwert-)Parameter \ stets reell annehmen, wie schon in den vorange-

gangenen Kapiteln.

Bemerkung 5.1.

(i) Essei (x = x1 +1ix9, u = u; +ius) eine Eigenfunktion zum eigentlichen Eigenwert
A € R von (E) mit reellen Funktionen z1, x9, uq, us. Dann sind auch (z1,u1) und
(x2,us) Eigenfunktionen zum eigentlichen Eigenwert A von (E), falls Cozy # 0,
bzw. Cyxs # 0, auf 7 ist.

(ii) Die Einschrénkung Coz # 0 auf Z in der Definition eines eigentlichen Eigenwertes
von (E) ist notwendig, wie das Beispiel 1.2(i) zeigt. In diesem Beispiel ist ndmlich
jedes A € C ein Eigenwert des dortigen Eigenwertproblems. Eigenwerte von (E)
sind also im allgemeinen nicht zwingend reell.

Weiterhin entnimmt man diesem Beispiel, dass es weder ausreicht, Losungen (x, u)
von (H), fiir die z = 0 auf Z gilt, auszuschliefen, noch solche Losungen von (H)

auszuschlieffen, deren ,jibliche Halbnorm*
/{.CETCO.CII +ut Bu}(t) dt
7
nicht positiv ist.

Wir zeigen in diesem Kapitel die Isoliertheit der eigentlichen Eigenwerte von (E) und

leiten zwei charakteristische Gleichungen fiir die eigentlichen Eigenwerte von (E) her.
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Wie wir sehen werden, geniigt dabei jeweils die Betrachtung der speziellen konjugierten

Basis (X,,U,) von (H) mit den Anfangswerten
Xa(a;N) = —R3", Ug(a:\) = Ry,

die in unseren weiteren Untersuchungen folglich eine zentrale Rolle spielt. Um die dege-
nerierten Eigenwerte aus dem Spektrum der Eigenwerte zu nehmen, ist es unerlésslich
den nachstehenden Raum W, der die ,beziiglich A konstanten Eigenfunktionen® cha-
rakterisiert, herauszunehmen. Im Falle der rechten Randbedingung x(b) = 0 stimmt
dieser Raum mit dem nachstehenden Raum V iiberein, den wir herausnehmen maoch-
ten, wenn wir an der Untersuchung des Kerns von X, (b; \) interessiert sind.

Ferner leiten wir eine Transformation des Hamiltonschen Systems (H) und der Randbe-
dingungen auf kanonische Form her, mit der wir den Indexsatz fiir Eigenwertprobleme,

Satz 5.2, mittels des Indexsatzes 2.2 zeigen werden.

Es seien

Vo= N ker{ X, (t; A)Co(t) Xo(t; N) } Nker X, (b; A)

(V)
und V € R"*? eine Matrix mit R” =V & Im V, wobei ¢ :=n — dimV,
sowie
W= ,ez ker{X ] (t; \)Co(t) Xa(t; A} N ker( R X, (b; \) + RSUL(b; \)),
(W)

und W € R™™" eine Matrix mit R” = W & Im W, wobei r :=n — dim W.

Die Rdume V und W sind geméf Proposition 4.3 unabhéngig von .

Lemma 5.2. (Charakteristische Gleichung, 1. Teil)
Es gelten (A) und (R) und es sei (X,, U,) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den Anfangswerten

Xo(a; \) = —RSY, Uy(a; \) = RIT.

Ferner sei W eine Matrix wie in (W) und es sei
A(N) == RX,(b; \) + R5U,(b; \).
Dann ist eine Zahl A € R genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (E), falls

def {AM)W?} > 0
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gilt. In diesem Fall ist die Vielfachheit des eigentlichen Eigenwertes A von (E) gleich
def {A(N)WH}.

Beweis
Gemif Proposition 4.2 existiert eine konjugierte Basis (X,U) von (H) so, dass

(X,U), (X,,U,) normalisierte konjugierte Basen von (H) sind. Insbesondere ist

P(t) := <§ ?‘) (t), teZ,

eine Fundamentalmatrix von (H). Jede vektorwertige Losung (x,u) von (H) ist von der

(j) (t) = B(t) ()

mit Konstanten ¢, co € R™. Es ist (z,u) € B, Coz #Z 0 auf Z genau dann, wenn

(R‘f)N((a; A) + ReU(a; N) ReX,(a; \) + ReU,(a; /\)> <cl> 0

Form

REX (b \) + RSU (b \)  REX4(b; A) + RAUL(b; \)

C2

C2 C2

(Cl> / (X X)T(: ) Co(H)(X Xa)(t:\) dt <01> >0

gilt. Aufgrund der Anfangswerte der speziellen konjugierten Basis (X,,U,) von (H) ist
nun R{X,(a) + R5U,(a) = 0. Da rg(RY, RS) = n nach Voraussetzung (R) gilt, und da
®(a) regulér ist, ist folglich ¢; = 0. Damit ist (z,u) € B und Cyz # 0 auf Z, falls

A(N)ea =0 und Co(t) Xo(t; N)ca #Z 0 auf 7

gilt. Setzt man nun ¢y = dy + ds,d; € W,dy € Im W, so erhélt man die Bedingung,
dass (z,u) € B und Cyz # 0 auf Z genau dann gilt, wenn

A()\)dg =0 und d2 7£ 0

ist. Damit ist A genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (E) der Vielfachheit k, wenn
es genau k linear unabhingige Vektoren dg) € Im W mit A()\)dg) =0,i=1,...,k,
gibt, d.h. genau dann, wenn gilt:

k = def {AV)W} > 0.
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Der obige Beweis beinhaltet das

Korollar 5.1.
Es gelten (A) und (R) und es sei (X,, U,) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit

den beziiglich A konstanten Anfangswerten
Xa(a; \) = —RSY, Uy(a; \) = ROT.

Ferner sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H) so, dass (X, U), (X, U,) normalisierte
konjugierte Basen von (H) sind.

Ist dann A € R ein eigentlicher Eigenwert von (E) mit zugehoriger Eigenfunktion (x, u),

(u) (t) = (g i) (1 () e €RY,

so folgt stets ¢; = 0.

Satz 5.1. (Isoliertheit der eigentlichen Eigenwerte)
Unter den Voraussetzungen (A) und (R) sind die eigentlichen Eigenwerte von (E)

isoliert.

Beweis

Es sei angenommen, die eigentlichen Eigenwerte von (E) wéren nicht isoliert. Dann
gibt es eine Folge von eigentlichen Eigenwerten ()\;) von (E) mit zugehorigen Eigen-
funktionen (xy,uy), die gegen einen eigentlichen Eigenwert A von (E) konvergiert.

Es sei ()? , U ) gemék Proposition 4.2 eine konjugierte Basis von (H) so, dass
(X,U), (X,,U,) normalisierte konjugierte Basen von (H) bilden. Betrachte fiir k € N

die Fundamentalmatrix ®; mit

- A B o [X(a) X.(a)
%_<O—M% ﬂﬂ)%’qﬂw_é”_<m@ mm)'

Aufgrund der stetigen Abhéngigkeit von Losungen von (H) vom Parameter A, siehe
Korollar A.1, und da das Intervall Z = [a, b] kompakt ist, konvergiert ®;, gleichméfig
auf 7 gegen ® mit

. A B
$ = ®, (a) = ,.
C -\ —AT
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Geméal dem Korollar 5.1 gibt es ¢, € R™ mit

(i’;) (1) = De() (0> |

Wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢, € Im W, ||ci|| = 1 fiir alle k € N
annehmen. Somit ist die Folge (c¢;) beschrénkt und nach Bolzano-Weierstraf gibt es
demzufolge eine konvergente Teilfolge, die wir der Lesbarkeit halber ebenfalls mit (¢y)

bezeichnen mochten, so, dass
g — ¢ (k—00),celmW, ||| = 1.

Folglich konvergiert

(mk) (t) — <x> (t) = B(t) <0> (k — o0) gleichmiRig auf Z.
Uy, U c

Gemék Lemma 5.1 sind Eigenfunktionen zu verschiedenen eigentlichen Eigenwerten
von (E) zueinander orthogonal, so dass < z,x; >= 0 fiir alle k # [ gilt.
Nun ist

<z,x>= lim < xp,xr >=0,
k—o0

d.h. Coz = 0 auf Z und es gilt RYz(b) + RSu(b) = 0. Damit ist jedoch ¢ € W im
Widerspruch zu ¢ € Im W \ {0}. O

Bemerkung 5.2.
Es gelte (A) und (X, U) sei eine konjugierte Basis von (H). Betrachten wir das Eigen-

wertproblem
(Ey) &= Ax+ Bu, u=(C—\Co)x — AYu, UM (a)x(a) — X" (a)u(a) = 2(b) = 0,

so sind fur dieses Eigenwertproblem die Vektorrdume V und W aus (V) und (W) (siehe
Seite 40) gleich. Ferner ist A € R genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (Ej), wenn
def {X (b; \)V} > 0 ist. Da die eigentlichen Eigenwerte von (Ep) nach Satz 5.1 isoliert
sind, und da def X (b;\) = dim V' + def { X (b; \)V'} fiir alle A € R gilt, ergibt sich ein

neuer Beweis fiir die Proposition 4.4.

Korollar 5.2.
Es gelten (A) und (R) und es sei W eine Matrix wie in (W). Ferner sei

A(N) == RYX,(b; \) + R5U,(b; \).
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Dann existiert ker A(A+) und es gilt
def {AMNW} = def A(N\) — def A(A+)
fiir alle A € R.

Beweis
Mit Satz 5.1 und Lemma 5.2 ergibt sich, dass

ker A(N) =W

bis auf isolierte Werte gilt. Demnach existiert ker A(A4) und es ist def A(A) = dim W
fur alle A € R. Mit der Definition der Matrix W ist R® = W & Im W und ker W = {0}.

Somit ist
def A(N\) = dim W + def {A(N)W}

fiir alle A € R und folglich ist
def {A(M)W} = def A(N) — def A(A+)

fir alle A € R.

Lemma 5.3. (Kanonische Form des Hamiltonschen Systems (H))
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H) mit beziiglich A konstanten
Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. X(a;\) = X (a),U(a; \) = U(a). Ferner sei

M :={N e R |def X(b;\) # def X(b; \+)}.

Dann gibt es orthogonale Matrizen P, () € R™*" so, dass

Xi1(A) 0
X(b\) = QF nh) 0) pr.
0 0
Un(A) 0
vy = @ (0 pr
Usi(A) Ux
mit einer r x r-matrixwertigen Funktion Xi;, r := rgX(b; A\+), die bis auf isolierte

Punkte, genauer auf R\ M, regulér ist, sowie mit matrixwertigen Funktionen Ujq, Uy,
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wobei Ui (A) € R™7 Uy (A) € RO fiir alle A € R, und einer konstanten reguliren
Matrix Uy, € R(=7x(=7) o]t

Beweis
Wir fiihren eine Konstruktion dhnlich derer von [[11], Seite 13ff.] durch. Nach Propo-
sition 4.4 ist M diskret, so dass es ein A\g € R und eine orthogonale Matrix P € R™*"
so gibt, dass

ker X (b; Aog) = ker X (b; A\o+)

und
X(b; M0)P = (_x ,0) mit r :=rgX (b; \o)

gilt. Nach dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt gibt es ferner eine
orthogonale Matrix () € R™™" so, dass

. o Xll 0

mit einer reguldren Matrix X;; € R™" gilt.

Es seien nun

- B X11(A) Xia(N) o .

X0 = <X21(>\) X22(A)> - orkan

- B Upnn(A) Up(N) L .

v = (Um()\) U22<A)) - e
A)

mit gewissen Matrizen Xi1(\), Upy( € R™ X;p(\),Up()) € R0,
Xo1(A), Ugt(N) € ROTIXT X0 (X), Ugg(N) € RTTX(=m) 0\ € R,
Aufgrund der Wahl der Matrix P und Proposition 4.4 folgt unmittelbar

Xlg(/\) = ng()\) =0 fur alle A € R.

Da mit X(bjA\)e = 0 auf R nach Proposition 4.4 stets auch
c eV = Nerker{XT(t; \)Co(t) X (¢; A)} N ker X (b; A) und damit Co(-)X(;A)e = 0
auf Z fiir alle A € R folgt, sind Uja(+) und Usy(+) konstant. Wir setzen Uyy := Usa(Ng),
Usy := U22()\0)-

Es ist

XTNT(0) = (XE(A)U““HX%(A)Um(A) XE(A)U12+X;1<A>U22)

0 0
= PY{XTUYb; NP
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symmetrisch nach der Definition einer konjugierten Basis von (H), Definition 3.1, fiir
alle A € R. Geméf der Definition der Matrix @ ist Xo1(Ag) = 0, so dass sich Uy = 0
aufgrund der Regularitdt von Xq;(\g) ergibt.

Mit

0 U

n=18(X" (). 0" () = g (XlTlW) Ui (M) Ui(m)

folgt, dass Uy regulér ist.

Damit ist

TINT() = (XE(A)UH(M J(;Xgl(A)Um(/\) Xgl(gwm)

fiir alle A € R. Aufgrund der herrschenden Symmetrie sowie der Regularitat von Uy,
ergibt sich X5;(-) = 0. Also ist

X(\) = <X1;(A) g) AER.

Nach Proposition 4.4 ist X;:(+) auf isolierte Punkte, genauer auf R\ M, regulér. Ferner

ist
~ Ui(N) 0
U\ = () A €ER,
Ui (A) Uz
mit einer reguliren Matrix Uy, € R(=7)x (1), O

Bemerkung 5.3.
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen des vorangegangenen Lemmas 5.3 gilt

fir die matrixwertige Losung (X, U) des transformierten Hamiltonschen Systems

X =AX+BU, U=(C—XCy)X - AU

=

At) = QAMQT,  B() = QBH)QT,
Ct) == QCMWQY, Cot) = QCHQ",

mit den Anfangswerten

X(a) = QX(a)P, Ula) = QU(a)P

X(bA) = (Xlg“) 8) U = <58§ N ) AeR

Die Matrizen A, B, C, Cy erfiillen die Annahme (.A).

folglich:
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Korollar 5.3.
Es gelte (LA) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H) mit beziiglich A konstanten
Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. X (a;\) = X(a),U(a; \) = U(a). Ferner sei

M = {\ € R|def X (b; \) # def X (b; M)}

Dann sind Tm X (b; A\) und Im X (b; \) konstant auf R \ M.

Beweis
Nach dem Lemma 5.3 existieren orthogonale Matrizen P, () € R™*™ und eine r X r-

matrixwertige Funktion Xi;, 7 :=rgX (b; A\+), die auf R\ M regulér ist, so, dass

(40

gilt. Mit der Regularitét von Xi,(-) auf R \ M gilt:

Im X (b; \) = Im {Q" (I()) b, Im XT(b;\) = Im {P <[0>}

fir alle A € R\ M. O

Bemerkung 5.4.

Im Gegensatz zu den Konstruktionen von [[11], Seiten 13ff.| wihlen wir ¢) unabhén-
gig von dem Parameter ¢. Dieses bietet den Vorteil dass wir in unseren Hauptsitzen
im Kapitel 6 nicht voraussetzen miissen, dass die Hauptlosung von (H) bei a (siche
Abschnitt 6.3) im Intervall 7 keinen eigentlichen fokalen Punkt fiir A — —oo besitzt.
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Lemma 5.4. (Kanonische Form der Randbedingungen)

Es gelten (A) und (R). (X,U) sei eine konjugierte Basis von (H) und es sei
r=1gX(b; A\ ).

Dann gibt es gewisse Matrizen Rgll),Rﬁ) € R’"XT,R%) € RO-mxr
R%), Rg) € Rin=mx(n=r) ) Cy € R=XT g0, dass mit

" R(l) R(l) " R(2) 0
Bi=| on p0 ] B2= | pon po
R22 Ol R22 R22 02 R22

(i) Im RY" = Im RS

gilt:

(i) ker(REX (b; ) 4+ RSU (b; A)) = ker(REX (b; ) + R5U (b; \)) fiir alle A € R.
(iii) Ist S; eine symmetrische reelle Matrix und Ss eine reelle Matrix mit
RY = RS, + S5, ker RS = Im ST,
so gibt eine reelle Matrix §2 mit

él{ = ]’%351 + §2, ker fig =Im S';f

T
(iv) rg(RY, R?) = r und RIY R ist symmetrisch.

Beweis
Zunéchst ist r geméf Proposition 4.4 wohldefiniert. Nach Korollar 2.1(i) gibt es eine
symmetrische reelle Matrix S; und eine reelle Matrix S so, dass
R = R5S; + Sy, ker R = Im S5 gilt. Nach Satz 2.3 gibt es nun eine regulire Matrix
Z € R™™ und eine Matrix Cy € R(®=)%" g0 dass
R (R&?T OQTR%)T)

2T

0o RY
mit gewissen Matrizen Ry; € R™", Ry € R(=r)x(n=r) gilt. Wir setzen nun

R 0

RV:=Z"R) RY:=Z"Ry = )
RY)Cy RS

) y §2 = ZTSQ.
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Dann gilt Im RST = Im RYT, d.h. (i), sowie

rg(RS, BY) = (2" (R}, RY)) = ra(R!, By) = n,
und

RIRS"T = ZYRIRY Z = ZTRSRY Z = RyRY T
Ferner ist

EZ{ = ﬁgSl + :9\2, §2§ZT = O,kerﬁg =Im §2T

Wenden wir Korollar 2.1(ii) mit Ry = Rﬁ), bzw. = Rg), und jeweils S; = 0 an, so
schlieften wir auf die Existenz von Matrizen 58) € R™" und 553) € R(v=m)x(n=n) - fijy
die gilt:

Im ST = kerRY, rg(Si, R =,

Im §§§)T = ker R%), rg(gg), Rg)) =n—r
Mit S2) = —S@CT st
RS + RS o

Mit o2 <@
g o Si1 S
2=\l g 3@
22
15t mun @) p@T T?) (2) 3(2) p(2)
gébT_ Sn RnT 511 O2TR22T+512 R22T —0
e 0 32 p@T =Y
22 {122
sowie

0 S% RYC, RY

o2 a2 2
(3050 RY o)
-8 3@ @ [ =™

o 3@ 3 R
rg(Sa, ) = rg( Y0 L,

Insbesondere erhalten wir damit
n— rg}N%g > rg§2 > rg(gg, Eg) — rgﬁg =n— rgﬁg,

d.h. es ist ker R} = Im ST
Setzen wir nun

e S+ 5,
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so gilt (iii). Es seien Sﬁ) e R™", Sg) € R S%) € R=x(n=1) 50 dass
1 1
s s
S=l oot g
Sz S
Dann ist

2 1 ~(2 2 1 ~(2 1 1

~ [ RYsY + 57 RS +5% \ [ RY RY

1 — 2 1 (2 2 1 ~(2 e 2 1
RY(C,SY) + 55T RS (Cy + S%)) + S5 RYCi RS

mit gewissen Matrizen R\) € R™" R{) € Rm(n=n) R{D) ¢ Rv-r)x(n=n) ¢ g R(n-r)xr.
Damit ist
wg(Ryy . ByY) = 1g(S1), BiY) = v
und
RYRY" = RYSWRY
ist symmetrisch, d.h. es gilt (iv).
Ferner gilt mit Korollar 2.1(i) ker(R?, Rb) = ker(R?, Rb), so dass fiir alle A € R gilt:

ker(REX (b \) + RSU(b: A)) = ker(RUX (b A) + REU(b; \))
= ker(ZT(RSX (b;\) + R5U(b; \)))
= ker(R}X (b;\) + RSU(b; ).

Damit gilt (ii). O

Lemma 5.5. (Charakteristische Gleichung, 2. Teil)
Es gelten (A) und (R). Fiir die spezielle konjugierte Basis (X,,U,) von (H) mit den
Anfangswerten

Xa(a;\) = —ReY, Uy(a; ) = RYT

Xu(bi ) = (X“O(A) 8) NACHE (gg; . )

mit einer r X r-matrixwertigen Funktion Xi;, r := rgX(b; A\+), die bis auf isolierte

gelte

Punkte regular ist, sowie mit matrixwertigen Funktionen Ujq,Us;, wobei
Uni(A) € R™7 Uy () € R fiir alle A € R, und einer konstanten reguliren Matrix
U22 c R(n—r)x(n—r)'



5 Eigentliche Figenwerte o1

Ferner seien R} R ¢ R R\ ¢ R0 RD RY ¢ Re-mxnr)
Cl, CQ S R(n—r)xr und

= RY  RY\ =, RY 0
Ri=1 o | =1 e (@)
RQQ Cl R22 R22 CQ R22

so, dass gilt:
ker(RY X, (b; ) + RAU,(b: \)) = ker(RY X, (b; \) + RSU,(b; \)) fiir alle A € R.

Schliefslich sei
A = RYX, (N + RP UL ().

Dann existiert ker K(A—i—) fiir alle A € R und X ist genau dann ein eigentlicher Eigenwert

von (E), wenn

def A(\) — def A(A+) > 0

gilt. In diesem Fall ist die Vielfachheit des eigentlichen Eigenwertes A von (E) gleich
der Zahl def A(\) — def A(A+).

Beweis

Geméf Korollar 5.2 existiert
ker{ RY X, (b; \+) + R5U,(b; A +)}
= ker{ R X, (b; \+) + RUL(b; M)}

AN+) 0
ker | ) @

fiir alle A € R. Da Uy, reguliir ist, existiert somit ker A(A+) fiir alle A € R.
Gemél Lemma 5.2 und Korollar 5.2 ist A € R genau dann ein eigentlicher Eigenwert
von (E) der Vielfachheit &, wenn

k= def {RVX,(b;\) + R5UL(b;\)} — def {RYX,(b; A +) + RyUL(b; A+)} >0
ist. Gemaélfs Voraussetzung ist dieses genau dann der Fall, wenn

k= def {RSXa(b; ) + RO () } — def { R X (0 0+) + By (b A+) b > 0
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gilt. Dieses ist nach den Voraussetzungen an X, (b; A), U,(b; A) genau dann der Fall,

wenn
k= def @) A (2?
R5) (C1X11(A\) + CoUrr(N) + Uar(A)  Ryy U
AO+) 0
— def | @)
Ry5 (C1X11(A+) + CoU (A ) + Us1 (A +))  Ry5 Uss
> 0

ist. Da Usg regulér ist, ist dies genau dann der Fall, wenn
k= def A(\) — def AA+) >0
gilt. 0

Proposition 5.1.
Es gelten (A) und (R) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H) mit beziiglich
A konstanten Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. X (a;\) = X (a), U(a; \) = U(a).

Ferner seien
X(53) (XH(M 0) D) = (UH(M 0)
0 0 Un(N) Ux

mit einer r X r-matrixwertigen Funktion Xi;, 7 := rgX(b; \+), die bis auf isolierte
Punkte regular ist, sowie mit matrixwertigen Funktionen Uyq,Us;, wobei
Unn(\) € R™7 Uy (\) € RO fiir alle A € R, und einer konstanten reguléiren Matrix
U, € ROV-IX(0-7)

Dann ist die matrixwertige Funktion {U;; X;;'}(\) monoton nicht wachsend auf allen

Intervallen, auf denen Xi1(\) regulér ist.

Beweis
Auf Intervallen, auf denen Xi;(A) regulér ist, gilt mit a% = " und ohne Angabe des

Arguments \:
{Un X'} = (X)X — UL X b

T
_ (XA (XLUL - URXG 0 (X
0 0 0/ \ o

T
_ (X Xho0\ (U, 0\ (UL UJY (X5 O X
0 0 o) \Uy U o uz)lo o )
xi\' o
= () (v - vies e ) ( 0 ) |
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Es ist nun

STV () = U ()X (850))
= (AM)X () +BOU(L-) U ()
FXT()((C(1) = ACo() X' () — AT(U'(t;-) — Co(H) X (t;+))
—((C(t) = ACo(1)) X (t; 1) — AT(OU(t; )T X" (8 )
=UT(t; ) (AW X' (8 ) + BOU'(t;4))
= —XT(t;)Co(H) X (t:),

-1\ _ ‘Xl_l1 ! T7_,_ T T T ‘Xl_l1
{UnXn'} = (o) /:[X(,)Co()X(,)d <0>

gilt. Da die matrixwertige Funktion Cy nach Annahme (A) nichtnegativ definit auf 7

so dass

ist, ergibt sich die Behauptung. 0

Satz 5.2. (Indexsatz fiir Eigenwertprobleme)
Es gelten (A) und (R) und es sei (X,,U,) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den Anfangswerten
Xala;A) = =R3", Us(a:A) = Ry
Es sei
A(N) == RYX,(b; \) + RSUL(b; M), X € R,
und es seien V und W Matrizen wie in (V) und (W) (siehe Seite 40). Ferner sei
RY = RSS) + S,

mit einer symmetrischen Matrix S und einer Matrix Sy mit ker RS = Im S7.

Es sei nun R € R™™" eine Matrix mit
Im R =1Im R, NIm X, (b A\+)
und es sei
na(N) := ind {RT(S) + (U, X])(b; \)) R} fiir A € R.
Dann existieren ng(A), ng(A—) fiir alle A € R und es gilt
na2(A+) — (A=) = def {AMW} — def {X,(b; )V}
fiir alle A € R.
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Fir A € R\ M, M :={X € R |def X,(b;\) # def X,(b; \+)}, gilt genauer:
na(A+) = na(A) + def {ANW], - n2(A=) = na(A).

Beweis

Gemiéf Lemma 5.3 gibt es orthogonale Matrizen P, Q) € R™*" so, dass

XubN) = QF (Xlg(” 8) P,
e = @ (0 0 e

mit einer r x r-matrixwertigen Funktion Xy, 7 := rgX (b; A+), die auf R \ M reguldr
ist, sowie mit matrixwertigen Funktionen Uiy, Us;, wobei Uyy € R™7 Uy € R(n=r)xr

fiir alle A € R, und einer konstanten reguliren Matrix Uy, € R(=7)x(n=7),

Es seien
B = PURIQT. By = PURSQT
B, = P'RWQ". B, = PTRYQ"
und
Xa(t; A) == QX (t; NP, Ua(t; A) = QUy(t; \) P
sowie

Alt) == QA(MQT,  B() = QBHQ",
Clt) = QCMQT, Colt) = QGC(HQ"
fir ¢t € Z,\ € R. Dann ist (X,,U,) eine matrixwertige Losung des Differentialglei-

chungssystems

(H) X =AX+BU, U= (C—\o)X —A™U

mit X,(a;A) = —B3", Ua(a; A) = Bi".
Wir definieren ferner R := QR und S; := QS5:Q". Damit ist

ImB = ImQ@QR
= Im QR NIm QX,(b: A+)

= Im RS NIm X4(b; A+)

I
= Im R} NIm ( 0*)
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und es gilt:
RY(S1 + (UaX])(b: A) R

= RTQU(QS1Q" + QU.(b: N\ PPX(b; ) QT)QR

= BT(S1+ (UaX1)(b; 1) B.
Folglich ist
ﬁg()\) = ind {RT(Sl + (UaXi)a), )\))R}

= ind {BT(S) + (U X1)(b; \)R}.

Ferner ist mit S5 := PTS,Q" nun
Rb = R3S, + S,

genau dann, wenn PTR!QT = PTREQTQS,QT + PTS,QT gilt, d.h. genau dann, wenn
Ry = R3S1 + S,

gilt und es ist ker R, = ker PTR5QT = ker RSQT = Im QS5 = Im S7.
Nach Lemma 5.4 gibt es nun Matrizen Rﬁ), Rﬁ) e R™, Rﬁ? € Rrx(n=r),
RSQ), Réﬁ) € Rin=mx(n=r) ) Cy € RX" 50, dass mit

" R(l) R(l) " R(z) 0
Bi=| Cop o | ERVT Rei= | o), e | €RTT
R22 Cl R22 R22 02 R22

gilt:
(i) Tm BS" = Tm RY,
(i) Es gibt eine Matrix S, mit

él = Eggl -+ 52, kerég =Im gg,

T
(iii) rg(Rgll), Rﬁ)) =r und Rgll)Rﬁ) ist symmetrisch.

5 [7“ r (2)T
ImB:MM£OM1<5):dm<&1
0

und daher kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

T
R = Rﬁ) 0
- 0 0

Dann ist



5 Eigentliche Figenwerte o6

setzen. Es seien Sp; € R™%7, S € R G0 € R=1)x(=7) 50 dass
S S
g = S S
Sip S

RY(Sy + (U X1)(b; M) R
T T
<R§21)5113521) + ROUL (VX (AR 0)
0 0

gilt. Dann gilt fiir alle A € R\ M:

T T
RYRY + RYUL()XG (VR 0
0 0
Es ist also
— . T . T
(A = ind {RYRY + RYULVXG (VRY )

sofern X11(\) regular ist, d.h. fiir alle A\ € R\ M.

Darg(RY, BY) = rg(X11,Un) () = rund RYRE " = RI R sowie {XTU1}(\) =
{UL X1 }(\) fiir alle X € R gilt und X;;(\) regulir bis auf isolierte Punkte ist, und
da {U;1X;;'}(\) nach Proposition 5.1 monoton nicht wachsend auf allen Interval-

len, auf denen Xi; regulér ist, ist, sind die Voraussetzungen des Indexsatzes 2.2 mit
Ry = R Ry = R X () = X11(\),U(t) = Up (N erfiillt. Gemik diesem Satz exi-
stieren 7ip(A+), ia(A—) und def A(A+) und es gilt

Ta(A) — T12(A—) = def A(N) — def AA+) — def X1(\),

wobei A(A) := RV X1 (A) + RP U () ist.

Gemik der Lemmata 5.2 und 5.5 ist dies dquivalent mit
na(A+) — na(A—) = def {AA)W} — def {X,(A\)V}.

Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass A € R\ M ist, folgt, dass Xi;(\) regulér

ist, und damit ist
T T ~
M) = RYRY + RYUGNXG R = AA)XG (VR
Da M () symmetrisch ist und da

rg(AN XN, RY) = rg(RY) + RPUL (WX (), RY) = rg(RY, RY) = r
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gilt, folgt mittels Satz 2.1(ii)
ker M(A) = ker AT(\) @ ker B2
fir alle A € R\ M. Wegen der Stetigkeit und Monotonie von M (\) auf allen Intervallen,
auf denen X (-) regulér ist, ist
na(A+) —ma(N) = ind M(A+) —ind M(N)
= def M(\) — def M(A\+)
= def A(X) — def A(A+)

= def {AV)W.

Bemerkung 5.5.

Es gelten die Bezeichnungen aus (dem Beweis zu) Satz 5.2. Das transformierte Hamil-
tonsche System (H) und die Randbedingungen Ry, Ry sind in kanonischer Form, siche
die Lemmata 5.3 und 5.4 und die Bemerkung 5.3.

Es sei

~

AN) == RiXo(b; \) + RolUo(b: \), X € R.
Dann gilt fiir alle A € R:

defA(\) = def {R1Xa(b; \) + Roll(b3 M)}
= def {BYXo(b; \) + B5Ua(b; M)}
= def {PT(RYXa(bs A) + R3UL(b; M) P}
= def {PTA(N)P}
= def A(N).

Damit ist das Eigenwertproblem (E) nach Lemma 5.2 und Korollar 5.2 dquivalent mit

dem Eigenwertproblem

(E) (H), Uq(a)a(a) = X3 (a)u(a) = Ryz(b) + Rau(b) = 0,

d.h. A € R ist genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (E), wenn es ein eigentlicher
Eigenwert von (E) ist und umgekehrt. Dabei sind die Vielfachheiten der eigentlichen
Eigenwerte gleich.
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Es ist also jedes Eigenwertproblem der Form (E) zu einem Eigenwertproblem dquiva-
lent, bei dem das zugehdrige Hamiltonsche System und die zugehorigen Randbedin-

gungen in kanonischer Form vorliegen.
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6 Oszillation linearer Hamiltonscher Systeme

Die Sétze in diesem Kapitel sind die Hauptresultate der vorliegenden Arbeit. Sie liefern

Formeln fiir die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte des Eigenwertproblems

i =Ax+ Bu, u=(C— \Cy)xz — ATu auf T := [a, 1],

() Rix(a) + Rgu(a) = Ry (b) + Riu(b) = 0

einschliefllich ihrer Vielfachheiten kleiner oder gleich einem gewissen A € R in Bezug

auf die eigentlichen fokalen Punkte der speziellen konjugierten Basis (X,, U,) von
(H) & = Az + Bu, @ = (C — \Cy)x — Alu.

Dabei besitzt die spezielle konjugierte Basis (X, U,) von (H) die folgenden Anfangs-

werte:

Xa(a; ) = —RS", Uy(a; \) = RS7.
Wir wiederholen die zugrunde gelegten Annahmen

A, B, C, Cy sind stiickweise stetige, reelle, auf dem Intervall Z erklarte,

n X n-matrixwertige Funktionen;

A

“) B(t),C(t) und Cy(t) sind symmetrisch fiir alle ¢t € Z; und es ist
B(t) > 0,Cy(t) > 0 fur allet € T

und

® R%, RS, RY, RS € R™™ mit

rg(Ry, Ry) = 1g(R}, RY) = n, R{Rs" = R3R{™, RIRY = RYRY.
Schlieflich verwenden wir die Notationen

Vo= Ve ker{ X, (t; A)Co(t) Xo(t; A) } Nker X, (b; A)

(V)
und V € R"*? ist eine Matrix mit R* =V & Im V), wobei ¢ :=n —dimV,
sowie
W= Mg ker{ X (t; M) Co(t) Xa(t; )} Nker(RY X, (b; A) + R5UL(b; M),
(W)

und W € R™" ist eine Matrix mit R® = W & Im W, wobei r :=n — dim W.

Die Rdume V und W sind geméf Proposition 4.3 unabhéngig von A.
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Im Abschnitt 6.1 betrachten wir den lokalen Oszillationssatz, der eine Formel fiir die
lokale Anderung der Anzahl aller eigentlichen Eigenwerte von (E) kleiner oder gleich
einem gewissen A € R in Bezug auf die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte der
speziellen konjugierten Basis (X,,U,) von (H) in Z angibt. Setzen wir ferner die Po-
sitivitdt eines gewissen quadratischen Funktionals voraus, so konnen wir die Anzahl
aller eigentlichen Eigenwerte von (E) kleiner oder gleich einem gewissen A € R explizit
berechnen, sofern wir nur die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte der speziellen
konjugierten Basis (X,,U,) von (H) in (a,b] kennen, und umgekehrt. Diesen globalen
Oszillationssatz betrachten wir im Abschnitt 6.2.

In Abschnitt 6.3 zeigen wir auf, dass Eigenwertprobleme mit nicht separierten Rand-
bedingungen auf den Fall separierter Randbedingungen zuriickgefiihrt werden kénnen.
Ferner werden wir in diesem Abschnitt eine Formel fiir die Differenz eigentlicher fokaler
Punkte einer beliebigen konjugierten Basis und der Hauptlosung von (H) bei a skiz-
zieren. Daher kénnten wir in den Abschnitten 6.1 und 6.2 stets auch eine Formel fiir
die eigentlichen Eigenwerte von (E) in Bezug auf die eigentlichen fokalen Punkte der
Hauptlosung von (H) bei a, d.h. der Lésung (Xo, Up) von (H) mit Xy(a) = 0, Up(a) = I,
angeben.

Schlielich m6chten wir noch anmerken, dass wir unsere Untersuchungen ohne grofiere
Probleme dhnlich wie in [25] auf den Fall ausdehnen kénnten, dass die Matrizen R{
und R} in geeigneter Weise von dem Parameter A abhingen. Dieses ist jedoch rein

technisch und wiirde die Lesbarkeit dieser Arbeit erschweren.

6.1 Der lokale Oszillationssatz

Der lokale Oszillationssatz, Satz 6.1, verallgemeinert [[25], Theorem 7.4.1(iv)] in einem
gewissen Sinne, d.h. im streng normalen Fall entsprechen die beiden Sétze einander,
betrachtet jedoch speziellere Hamiltonsche Systeme. Dieser Satz ist allerdings nicht auf
der nach Proposition 4.4 diskreten Menge M := {\ € R | def X, (b; \) # def X,(b; \+)}
erkldrt. Der erweiterte lokale Oszillationssatz, Satz 6.2, behebt dieses Problem analog
zu [|25], Theorem 7.2.2], jedoch wurde dieses Prinzip in der Literatur bisher noch nicht

im Zusammenhang mit dem lokalen Oszillationssatz erwahnt.
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Satz 6.1. (Lokaler Oszillationssatz)
Es gelten (A) und (R) und es sei (X,, U,) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den Anfangswerten

Xa(a;\) = —RS", Uy(a;\) = ReT.
Es sei
A(N) == R X, (b; \) + RSU,(b; \)
und es sei W eine Matrix wie in (W).

Ferner sei

ni1(A) die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte von X,(¢; \) in (a, 0]
(inklusive Vielfachheiten),
no(\) :=ind {RT(S; + (U, X])(b; \))R} + def {A(A\)W}, wobei
RY = R3S + S, mit einer symmetrischen Matrix S; und einer Matrix S,
mit ker RS = Im ST, sowie R € R™" mit Im R = Im R}" N Im X,(b; A+),
n3(A) die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte von (E) < A
(inklusive Vielfachheiten).

Dann existieren

ny = Alim ni(A),
ny = )\lim na(A),

und es gilt
n1(A) + na(N) = ng(A) + ny + ny fir alle A € R\ M,

wobei die Menge
M = {\ € R|def X,(b; \) # def X,(b; A )}
diskret ist.

Beweis
Die Menge M ist gemél Proposition 4.4 diskret. Geméf Proposition 4.1 ist ny(\)
endlich fiir alle A € R. Nach Satz 4.1 gilt die Gleichung

ni(A+) — ni(A—) = def {X,(b; \)V}

fiir alle A € R, wobei V eine Matrix wie in (V) sei. Insbesondere ist n;(-) > 0, ganzzahlig
und monoton nicht fallend auf R. Daher gibt es ein \; € R so, dass n(-) auf (—oo, A1)

konstant ist, d.h. es gilt:

def {X,(b; \)V} = 0 fiir alle A < ;.
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Damit ist ny = Alim n1(A) wohldefiniert.
Nach Lemma 5.2, Satz 5.1 und Korollar 5.3 ist ns(A) wohldefiniert. Geméaf Satz 5.2
existieren ny(A+),n2(A—) und es gilt die Beziehung

na(A+) — na(A—) = def {A(AN)W} — def {X,(b; )V}

fir alle A € R. Es ist 0 < ny(\) < 2n und damit ist ns(A) insbesondere ganzzahlig und
beschrénkt fiir alle A € R. Ferner ist ny(-) monoton nicht fallend auf (—oo, A;). Daher
gibt es ein Ay < A; so, dass na(A) = ny fiir alle A < Ay gilt. Insbesondere ist also auch
no wohldefiniert.

Nach Satz 5.1 existieren nun schliefslich n3(A+) und n3(A—) und es gilt die Gleichung
n3(A+) — n3(A—) = def {A(\)W} fiir alle A € R.

Da n3(-) ganzzahlig und monoton nicht fallend auf R ist, existiert lim ng(\). Aufgrund

A——00

der Definition von ns(-) folgt, dass dieser Grenzwert Null ist.

Wir haben die folgenden Gleichungen gezeigt:
n(A ) — m(A=) = def {X.(b; \)V},
no(A+) — mna(A—) = def {AMNW} — def {X,(b; \)V},
ng(A+) — ng(A—) = def {ANW}.

Hieraus schliefen wir mit den Sétzen 4.1 und 5.2 sowie mit der Monotonie von ns(-),

dass
n;(A+) = n;(A) fir alle A € R\ M und fiir alle : = 1,2, 3
gilt. Da
ni(A+) + na(A+) — nz(A+)
wohldefiniert und konstant fiir alle A € R ist, folgt die Behauptung. O

Wir formulieren nun eine Erweiterung des lokalen Oszillationssatzes um die diskrete
Ausnahmemenge M = {\ € R | def X, (b; \) # def X,(b; \+)} mit einzuschliefen. Die-
se bedarf jedoch technischer Hilfsmittel und ist daher aufwandiger zu formulieren. Da
jedes Eigenwertproblem der Form (E) nach Bemerkung 5.5 dquivalent ist zu einem
Eigenwertproblem, bei dem das zugehdrige Hamiltonsche System und die zugehorigen
Randbedingungen in kanonischer Form vorliegen, setzen wir dabei die kanonische Form

des Hamiltonschen Systems (H) und der Randbedingungen voraus.
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Satz 6.2. (Erweiterter lokaler Oszillationssatz)
Es gelten (A) und (R) und es sei (X,, U,) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den Anfangswerten

Xa(a;\) = —RS", Uy(a;\) = ReT.

Es sei
M = {\ € R|def X,(b; \) # def X, (b; \+)}

und es seien

s (3 (2.

mit gewissen matrixwertigen Funktionen Xj;(\), Upi(A) € R™" Uy (N) € R=xr
A€ Ryr = rgX,(b; A\+), wobei Xi;1(\) auf R\ M regulér sei, und einer reguléren
Matrix Uy € R(n—m)x(n=r)

Ferner seien " 0 o)
(Bl Ry s [ B 0
Ry Ci Ry, Ry Cy Ry,

mit gewissen Matrizen Rﬁ),Rﬁ) c R”XT,R%) e R, RSQ), R%) e Re=n)x(n=r)
Ol, CQ < R(n—r)xr‘
Es sei

A(N) = RYX,(5; ) + RyUL(b; A),

und es seien V und W Matrizen wie in (V) und (W).
Weiter seien S, S*, T, K € R™*" mit

R = X11(A)S + 8% mit X[ (N)S* =0,
Im T = ker S*,Im K = ker T und es sei
N =N(Q) :=TTANST — KKT, wobei
AN = RYX0(\) + RE UL ().

Schliefilich sei

ni1(A) die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte von X,(¢; \) in (a, 0]
(inklusive Vielfachheiten),

na(A) = ind N + def {A(MN)W} — def {X,(b; \)V}

n3(A) die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte von (E) < A
(inklusive Vielfachheiten).
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Dann existieren

ny = )\lim ni(A),
ny = /\lim na(A),
und es gilt
n1(A) + n2(X) = n3(N) + ny + ny fir alle A € R.
Beweis

Fiir A € R\ M sei
n2(\) == ind {RT(Sy 4+ (U, X)) (b; \)) R} + def {AMW.

Dabei sei gemiift Korollar 2.1(i) R} = R5S;+ S, mit einer symmetrischen Matrix S; und
einer Matrix S, mit ker R} = ImSy, sowie R € R™™ mit

Im R =Im RS NIm X,(b; A+). Dann ist

I @7
ImR=1Im R, NIm ( OX>:Im (R“ ,
0

und daher konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

2 T
p_ (R0
0 0
annehmen.

Aufgrund des Lemmas 5.2 und des Satzes 5.1 ist def {A(A+)W} = 0 fiir alle A € R.

Damit ist
MO+) 0

No(A+) = ind
05) ( 0

) =ind M(\+)
fiir alle A € R, wobei

T T

M) = RYRY + R Ua VX (VR

Es sei

N =N(\) :=TTA\)ST.
Mit d =d; +ds,di €EImTT =ker K*, dy € ker T = Im K ist

d"Nd = dINdy, — d} KK dy,



6.2 Der globale Oszillationssatz 65

und damit ist
ind N = ind N + rgK.

Gemifs Satz 4.1 gilt ny(A+) = ny(A) fiir alle A € R und mit Satz 5.1 ist n3(A+) = ng(\)
fiir alle A\ € R. Nach Satz 6.1 existieren n; und ny := lim,_,_ ind M (A\+). Mit den
Lemmata 5.2 und 5.5 folgt, dass def A(X) — def A(A+) = def {A(A)W} fiir alle A € R
gilt. Dann ergibt sich mit Satz 6.1 und dem Korollar 2.2 zum Indexsatz 2.2:

ns(A) +n1 +n9 —ni(A) = nzg(A) +ny + 0y — ng(A+)
= ind M(\+)
= ind N(A\) +r — 1gT + def A(\) — def A(A+) — def X11(\)
= ind N(\) + rgK + def {AAM)W} — def {X,(b; \)V}
— ind N(A) + def {AN)W} — def {X,(b; )V}
= ny(N).

Da nach Satz 6.1 limy__ o n3(A) + ny + Ny — ny(A) = Ny = limy__ na(N) folgt,
existiert my und es ist no = ny. Damit folgt die Behauptung des Satzes. Ferner folgt,
dass na(A\) = no(A) fiir alle A € R\ M gilt, d.h. die Funktion ny(-) aus den Sétzen 6.1
und 6.2 sind auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich R \ M gleich. O

6.2 Der globale Oszillationssatz

Definition 6.1.
Es gelte (A). Ry, Ry, Sa, Sy seien reelle n x n-Matrizen und S,, S, seien symmetrisch.

Das quadratische Funktional
Fla) = / (27Cx + T Bub(t) dt + 27 (0)Spz(b) — 27 (a)Suz(a)
I

heifit positiv definit, falls F(x) > 0 fiir alle zuldssigen x # 0 mit z(a) € Im R,
z(b) € Im R} gilt. Dabei heifit o zulissig, falls x eine absolut stetige reelle vektorwertige
Funktion ist und falls eine vektorwertige , Kontrollfunktion“ u € C,(Z) so existiert, dass

(x,u) die so genannte ,Bewegungsgleichung*
= Ax + Bu

auf Z erfullt.
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Satz 6.3. ([[28], Theorem 1])
Es gelte (A) und es sei (X,,U,) eine spezielle konjugierte Basis von (H), die den
Anfangsbedingungen

Xa(a) = Ry, 18(X, (a),U, (@) = n, X, (a)Ua(a) = —RuSaRy = U, (a)Xa(a)

geniigt. Weiter seien R,, Ry, Sy, Sy reelle n x n-Matrizen und 5,, S, seien symmetrisch.

Dann ist das quadratische Funktional
F(x) := /{xTC'x +ut Bu}(t) dt + 27 (b)Syx(b) — 2% (a)S,z(a)
T

genau dann positiv definit, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

B(t) > 0 fir alle t € Z.
ker X, (t) C ker X, (7) fir allea <7 <t <.

d* (S, + U () X[ (b))d > 0 fiir alle d € Tm RY NTm X, (b) \ {0}.

Satz 6.4. (Erweiterter globaler Oszillationssatz)
Es gelten die Voraussetzungen und die Notation von Satz 6.2. Weiter seien S¢,S°

symmetrische reelle n x n-Matrizen und S¢, S8 € R™" mit
RY = R$S¢+ 5S¢, kerRE = Im S§T,
R = RUSP+SE kerR, = Im S8 .
Es gebe zusatzlich ein \g € R so, dass das quadratische Funktional

(F)  Flz; o) = /I{xT(C — XCo)z + u Bu}(t) dt + 2T (0)Stx(b) — 27 (a)S{x(a)

positiv definit ist.
Dann gilt fiir alle A € R die Gleichung

n1(A) +na(A) = ng(N).
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Beweis

Das Resultat folgt unmittelbar aus dem erweiterten lokalen Oszillationssatz, Satz 6.2,
wenn man nur zeigt, dass unter den dort getroffenen Notationen n; = ny = 0 gilt.
Wir rechnen leicht nach, dass die spezielle konjugierte Basis (X,, U,)(+; A) fiir das oben
genannte quadratische Funktional (F) eine spezielle konjugierte Basis geméfs Satz 6.3
mit R, = —R$, R, = —RS, S, = 5¢, 85, = 5% ist. Da aufgrund der Annahme (A)
Co(t) > 0 fiir alle t € T ist, ist F(z; \) positiv definit fiir alle A < A\g. Damit gilt nach
Satz 6.3

ni(A) =0, na(A) =0 fir alle A < A,

und somit insbesondere n; = 0, ny = 0. L]

Bemerkung 6.1.
Es geniigt nicht, die Nichtnegativitiat des quadratischen Funktionals (F) vorauszuset-

zen. Das eindimensionale Beispiel
A=0,C=1,Cy=0aufZ =[0,2n], B =1 auf [0,7], B =0 auf [r, 27|

besitzt unter Dirichletschen Randbedingungen, d.h. unter 2(0) = z(27) = 0, etwa die
spezielle Losung
zo(t) = sint auf [0, 7], xo(t) = 0 auf [m, 27].

Das zugehorige quadratische Funktional F(x) = [, 2T (t)Co(t)x(t) + u™ (t)B(t)u(t) dt
ist nichtnegativ definit, d.h. es ist F(z) > 0 fiir alle zuldssigen = mit z(0) = z(27) = 0,
jedoch besitzt z( einen eigentlichen fokalen Punkt im offenen Intervall (0,27). Dieses

wollten wir jedoch in dem Satz 6.4 ausschliefsen.

An dieser Stelle mochten wir ein hinreichendes Kriterium zur Positivitat des quadrati-
schen Funktionals (F) angeben, welches [27] entnommen wurde. In jener Arbeit zeigen
W. KraTZ, D. LIEBSCHER und R. SCHATZLE die Aquivalenz der Positivitit eines
gewissen quadratischen Funktionals, mit dem etwa (F) abgeschitzt werden kann, mit
der nachstehenden Ehrling-Bedingung sowie mit der starken Beobachtbarkeit des Ha-
miltonschen Systems (H) und mit einer gewissen Rangbedingung sofern das zugrunde

liegende Hamiltonsche System (H) nur glatt genug ist.
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Proposition 6.1. ([[27], Proposition 1])
Es gelten die Bedingungen (A) und (R) und die folgende Ehrling-Bedingung.

Jedes x € W'(Z), d.h. jedes = € Cs(Z) mit & € L*(Z), mit
&(t) — A(t)z(t) € Im B(t) und Cy(t)z(t) = 0 fast iiberall auf 7
erfiille stets x(t) = 0 fur alle t € Z.
Weiter seien S¢, S symmetrische reelle n x n-Matrizen und S, S5 € R™ " mit
R¢ = RSP+ 5S¢, kerR¢ = Im S¢T,
R} = RLSY+S, kerRy = ImSh .
Dann gibt es ein 7 > 0 und ein A\g < 0 so, dass

Flx;\) = /I{:UT(C — A\Co)x +u Bu}(t) dt + 27 (b) S22 (b) — 2% (a)S{x(a)

> / {27(C = ACo)x + uT Bu(t) dt — {[|x(a) |2 + l2(b)]?}
> 0

fiir alle zuldssigen « # 0 mit z(a) € Im RZ™, 2(b) € Im R%" und fiir alle A < A gilt.

6.3 Eigenwertprobleme mit nicht separierten

Randbedingungen

Unter einem Eigenwertproblem mit nicht separierten Randbedingungen verstehen wir

das selbstadjungierte Eigenwertproblem

i = Ax + Bu, 1 = (C — \Cp)z — ATy,

(Ens) ~a(a) u(a)
() o () o

Bei der Betrachtung solcher Eigenwertprobleme nehmen wir (A) an und es seien
Ry, Ry € R*2" Matrizen, fiir die gilt:

RiRy = RyR}, rg(Ry, Ry) = 2n.

Wir werden zeigen, dass man dieses Problem auf ein Eigenwertproblem mit separierten

Randbedingungen zuriickfiithren kann.
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Lemma 6.1.
Das Eigenwertproblem mit nicht separierten Randbedingungen (E,,;) ist d&quivalent mit

dem separierten Eigenwertproblem

bestehend aus dem ,,grofsen Hamiltonschen System®

R AT L P (R PO L
0 A 0 B 0 C—AC 0 AT

und den separierten Randbedingungen

I 1) 0 o\ ) )
(O 0) Z(a) + (—I ]> u(a) =0, Rz(b) + Ryu(b) =0,

(Es)

d.h. A ist genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (FE,s), wenn es ein eigentlicher

Eigenwert von (Ej) ist, und ihre Vielfachheiten sind gleich.

Beweis
A ist genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (E,s) mit zugehoriger Eigenfunktion

(z,u), wenn \ ein eigentlicher Eigenwert von (E;) mit zugehoriger Eigenfunktion

~ v [ [E@) [ula)
ea0-((70) ()=

ist. Offensichtlich ibertragt sich hierbei jeweils die Vielfachheit des eigentlichen Eigen-
wertes . [

Aus dem obigen Lemma 6.1 und den vorhergehenden Sétzen lassen sich ohne weite-
res Sétze unter Beriicksichtigung allgemeiner Randbedingungen fithren, die wir hier
lediglich bis auf eine diskrete Ausnahmemenge formulieren méchten. Eine Erweiterung

dieser Sétze ergibt sich entsprechend wie in den Abschnitten 6.1 und 6.2.
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Satz 6.5. (Lokaler Oszillationssatz mit nicht separierten Randbedingun-
gen)

Es gelten (A) und (R). Es seien (X, Upy) die Hauptlosung und (X, U;) die assozi-
ierte Losung von (H) bei a, d.h. (Xo,Up), (X1,U;) seien Losungen von (H) mit den

Anfangswerten
Xo(a; N) = Ur(a; N) =0, Up(a; N) = —=Xq(a; ) = 1.

Ferner definieren wir fiir t € Z, A € R

Xty = " ! vy = O
S X)) Xamn) T\ i)
Es sei

ni(A) die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte von Xy(¢; \) in (a, b]
(inklusive Vielfachheiten),

na(A) =ind {RY(S; + (U.X])(b; \))R} + def A, (\) — def A,(A+), wobei
Ry = RyS7 + Sy mit einer symmetrischen Matrix S; und einer Matrix S
mit ker Ry = Im SJ, sowie R € R**?* mit Im R = Im R, NIm X, (b; \+),
Ac(N) = R X (b \) + RoUL(b; M),

n3(A) die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte von (E,;)
< A (inklusive Vielfachheiten).

Dann existieren

ny = Alim ni(N),
ng = /\lim na(A),

und es gilt die Identitéat
n1(A) + na(A) = n3(A) + ny + no fiir alle A € R\ M,
wobei die Menge
M= {\ € R|def Xo(b; \) # def Xo(b; A\ +)}
diskret ist.
Beweis

Mit einer Differentiation nach t ist leicht einzusehen, dass (X, U,) tatséchlich eine

konjugierte Basis des ,,groffen Hamiltonschen Systems" (I:T ) mit den Anfangswerten

(o 1Y (o o) . (1o _ (11}
X*(G;A):<0 —I>_ (—I 1>’U*(’A)_<I o) <0 0)’
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ist. Die Behauptung folgt nun unmittelbar mit dem lokalen Oszillationssatz, Satz 6.1,
wenn man noch zeigt, dass die eigentlichen fokalen Punkte von X, mit den eigentlichen
fokalen Punkten von X, samt ihren Vielfachheiten {ibereinstimmen. Dieses ist jedoch
aufgrund der Definition von X, evident. Mit dem selben Argument begriinden wir

ebenfalls die Gestalt der nach Proposition 4.4 diskreten Ausnahmemenge, d.h. es ist
M = {X € R|def Xo(b;\) # def Xo(b; A\+)} = {\ € R|def X,(b; \) # def X, (b; \+)}.

0

Satz 6.6. (Globaler Oszillationssatz mit nicht separierten Randbedingun-

gen)
Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Satz 6.5. Ferner gebe es ein

Ao € R so, dass

| B o B —z(a) ! —x(a)
Flx; M) = /I{x (€= AoCo)z +u” Buj(t) dH( x(b)> Sl( w(b>>

positiv definit ist.
Dann gilt die Gleichung
n1(A) +n2(A) = ns(A)

fiir alle A € R\ M, wobei die Menge
M = {X € R | def Xy(b; \) # def Xo(b; A\+)}
diskret ist.

Beweis
Dieses Resultat folgt aus den Sétzen 6.3 und 6.5 dhnlich wie im Abschnitt 6.2. O

Bemerkung 6.2.

(i) Die Betrachtung von Eigenwertproblemen mit nicht separierten Randbedingun-
gen hat insbesondere gezeigt, dass man die Sétze zur Oszillation linearer Ha-

miltonscher Systeme mittels der Hauptlosung und der assoziierten Losung des
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Hamiltonschen Systems (H) bei a formulieren kann. Dieses Resultat kann man na-
tiirlich auch auf Eigenwertprobleme mit separierten Randbedingungen anwenden.
Wir hétten also die Sétze aus den Abschnitten 6.1 und 6.2 mit der Hauptlosung
und der assoziierten Losung von (H) bei a statt mit der speziellen konjugierten
Basis (X,, U,) des Hamiltonschen Systems (H) formulieren kénnen.

Da im Gegensatz zur speziellen konjugierten Basis von (H) die Hauptlésung und
die assoziierte Losung von (H) bei a unabhéngig von den Randbedingungen sind,
vermogen wir mittels den Oszillationssidtzen und den oben geschilderten zwei Be-
trachtungsmoglichkeiten eines geeigneten Eigenwertproblems eine explizite For-
mel zur Bestimmung der Differenz der eigentlichen fokalen Punkte einer (be-
liebigen) konjugierten Basis von (H) und den eigentlichen fokalen Punkten der

Hauptlosung desselben Hamiltonschen Systems (H) bei a zu erhalten.

Eine Formel fiir die Moore-Penrose Inverse der Matrix X, kann [[8|, Lemma A.6|

entnommen werden.

Es sei erwahnt, dass die vorliegende Theorie das selbstadjungierte Sturm-
Liouvillesche Eigenwertproblem gerader Ordnung beinhaltet (siche hierzu auch
Beispiel 1.1), d.h. das selbstadjungierte Problem

n

L(y) =) (=1 (ruy®)™ = Xry, n €N,

u=0

mit den Randbedingungen

_2(a) (@)
M ( x<b>> Ak (z(b)) -

Dabei sind M;, My € R¥™2" rg(My, My) = 2n, z(t) = (y(t),...,y" V(¢)) und
2(t) = (yY™(@),...,y*V(¢)). Ferner nehmen wir an, dass r, € CH(Z) fiir
w=20,...,n, 1€ CsI),T = [a,b] und r,(t) > 0,7(t) > 0 fur alle t € T gel-
ten moge. Dann 16st eine Funktion y die Gleichung L(y) = Ary auf Z genau
dann, wenn y € C?"(Z) und das Paar (z,u) mit

n

u(t) = (uy(t), w,(t) = > (=D gy v =0, n—1,
p=v+1

das lineare Hamiltonsche System

&= Axr + Bu, 1 = (C — \Cy)z — ATu
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16st, wobei
0 1 0
A |5 T ,B::Ldiag(o,...,o,m,
0 --- 0 1 ra(t)
0 0

C = diag(ro(t),...,rn_1(t)), Co := r(t) diag(1,0,...,0).

Die entsprechenden Randbedingungen, die man an z, u (statt x, z) zu stellen hat,
sowie die Selbstadjungiertheit dieser Randbedingungen folgert man wie in [[25],
Section 8.4].

Wir mochten an dieser Stelle noch einmal betonen, dass wir in unseren Betrach-
tungen lediglich die Annahme Cy > 0 und damit » > 0 auf Z voraussetzen, statt
r > 0 fast iiberall auf Z wie es in der bestehenden Theorie der Fall ist. Dies ist
selbst fiir spezielle Betrachtungen des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems
neu.

Analog kann man auch die Theorie der Kamke Eigenwertprobleme, siche [[25],
Section 8.4], verallgemeinern, wenn man die vorliegende Theorie um den Fall er-
weitert, dass die Randbedingung R; des Eigenwertproblems (E,s) in geeigneter

Weise von dem Eigenwertparameter A abhidngen darf.
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A Anhang

A.1 Zur Theorie von Systemen

gewohnlicher Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt mochten wir kurz die wichtigsten Resultate aus der Theorie von
Systemen gewhnlicher Differentialgleichungen wiedergeben, die wir in der vorliegenden
Arbeit stdndig verwenden. Insbesondere sind wir an der Abhéngigkeit eines Systems

von Differentialgleichungen

(*) y(tv )‘) = f(t> y(ta >‘)7 )‘)

von dem reellen Parameter A\ interessiert. Hierbei verstehen wir unter dem Symbol
"= d/dt stets die Ableitung nach ¢t. Wir werden zunédchst Sétze formulieren, die die
Stetigkeit von f voraussetzen. Diese Sétze wurden [[48], Kapitel III, §13| entnommen
und sind dort in groferer Allgemeinheit dargestellt. Wir setzen dabei elementare Kennt-
nisse der Analysis voraus.

Schlieklich wenden wir die Resultate auf die in dieser Arbeit behandelten Situation an.
Da wir in den Annahmen (.A), siche Kapitel 3, lediglich vorausgesetzt haben, dass die
im Hamiltonschen System (H) auftretenden matrixwertigen Funktionen stiickweise ste-
tig in ¢ sind, greifen wir auf den Begriff der absoluten Stetigkeit zuriick und formulieren

die obigen Resultate so, dass sie in dem vorliegenden Fall anwendbar sind.

Satz A.1. (Stetige Abhéngigkeit der Losungen)

Es seien J = [, 3], @ < , und K C R kompakt. Die Funktionen ¢ : K — R" und
f:J xR"x K — R" seien stetig auf ihrem Definitionsbereich, und f gentige dort der
Lipschitz-Bedingung

(L) |f(t,y1,)\)—f(t,y2,)\)\ SL’yl_y2|'

Dann besitzt das Anfangswertproblem

y(t’ )‘) = f(tay(tv )‘)7)‘)7 y(Oz,)\) = g()‘)

fiir jedes A € K genau eine Losung auf 7, und diese ist stetig auf J x K.

Beweis
Der Raum B := C(J x K) wird durch

lyll == sup { [y(t, \)| e > | (2,0) € T x K}



A.1 Zur Theorie von Systemen gewGhnlicher Differentialgleichungen 75

zu einem Banachraum. Fiir y € B sei
(20 =90 + [ y(r 0N dr
Offenbar ist Ty € B fiir y € B. Aufgrund der Lipschitz-Bedingung (L) ist

(T~ Ty < L [ 1Y) — el W

2L(7’—a)€

Erweitert man den Integranden mit 1 = e —2L(7=9) 50 sieht man, dass die rechte

t
LHyl . y2|| / eQL(T—a) dr

2L(t—a)

Seite dieser Ungleichung

IN

= —Hy1 —y2H€

und damit )
[Ty — Ty < §||y1 — 1|

ist. Aus dem wohlbekannten Banachschen Fixpunktsatz folgt nun die Behauptung. [

Satz A.2. (Differenzierbarkeit nach dem Parameter ))

Es gelten die Voraussetzungen des obigen Satzes A.1 und die partiellen Ableitungen
gy = %g,f,\ = a%f, fy = a%f seien auf K° bzw. J x R™ x K° stetig. Dann besitzt
die Losung y(t, \) von (k) eine auf J x K° stetige partielle Ableitung (¢, A).

Beweis
Es sei C* die Menge aller u € C(J x K), deren partielle Ableitungen u, in J x K°
stetig sind. Die Operatoren 7', S seien wie folgt definiert:

(Tu)(t, \) : /fTuT)\ A)dr

S(u,v)(t, A) := ga(A) —I—/ Oru(r, A), A) + fy(r,u(r, X), N)v(r, A) dT.

Offenbar ist fiir u € C* auch Tu € C*, und es gilt:

(%) (Tu)y = S(u,uy).
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Nun definieren wir zwei Folgen (uy), (vx) nach der Vorschrift
Upsr1 = Tug, vpr1 = S(uk, vx)
fir £ > 0 mit ug € C*, vy = (up). Dann ist u; = Tug € C* und wegen (xx)
v = S(ug, vo) = S (uo, (u0)x) = (u1)x.
Auf dieselbe Weise zeigt man, dass
u € C" und vy = (uy)a

fiir alle & € Ny ist.
Wir wéhlen eine kompakte Menge K7 C K° und betrachten S und 7" auf dem Banach-

raum B := C(J x K;) mit der im Beweis zu Satz A.1 angegebenen Norm
|u|| = sup { lu(t, \)] e 2L(t—a) } (t,\) € J x Kl}.

Aus Satz A.1 folgt limg . ux = y, wobei y die (eindeutige) Losung von (x) mit
y(a, A) = g(A) ist. Wir betrachten nun den Operator R := S(y,-). Aufgrund der Lip-
schitzbedingung (L) ist

4(t3(6.0). X0l = lim ]% FF(E (8 A) + ho, ) — £t (2,0, A)}\ < Ljv]
und damit

|(Rv — Rw)(t,\)] = / Fy(moy(T, A), N (v(1, A) —w(r, \)) dr

t
< L/ lo(T, A) —w(T, A)| dr.
Folglich gilt wie im Beweis zu Satz A.1 die Lipschitzbedingung
1
|1Bv = Ru|| < 5 [lv —wl.

Aufgrund des Banachschen Fixpunktsatzes gibt es genau einen Fixpunkt z von R, und
dieser ist eine Funktion z € C(J x K;) mit

z=5(y, 2).

Fiir die Folge (vy) gilt

U1 = S(ug, v) = Rug + ay,
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mit
ar = S(ug,vg) — Sy, vx)
= / Il uk (1, N), A) = falm,y(T, A), A)
+ (fy(T7 uk(Tv /\)7 /\) - fy(ﬂ y(Tv )‘)7 /\)) Uk(Ta )‘) dr
= g + Bellvil]
mit gewissen Nullfolgen (), (Gk).
Es ist

[ors1 = 2l] < [[Rox — Rz| + [|ax]

1
< Slloe =2l +
1
< Sllow = 2l + an -+ Gellow — 21 + 2]

1
= (5 Bu)llve = 2l + an + Bill=]l,
woraus man leicht limj_.., v, = 2z abliest.

Insgesamt gilt also
klim up, = y und klim v = klim (ug)y = zin B = C(J x K3),

wobei die Konvergenz jeweils gleichméfig ist.
Dann folgt aber aus einem elementaren Satz der Analysis, dass y € J x K7 nach A

differenzierbar und z = y, ist. Da K beliebig war, folgt die Behauptung. ([l

Definition A.1.
Eine Funktion f : Z = [a,b] — R™ heifst absolut stetig auf Z, wenn es zu jedem € > 0

eine Zahl > 0 so existiert, dass
S NF(Ba) = o)l <e
pn=1

fiir jedes n und jedes disjunkte System von Segmenten (ay, 51), .. ., (Qm, Bm) aus T gilt,
deren Léngen der Ungleichung

m

(B — ) <6

p=1

geniigen.
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Satz A.3. ([[42], Satz 7.20])
Ist f:Z := [a,b] — R™ eine absolut stetige Funktion, so ist f in fast allen Punkten

von 7 differenzierbar und es gilt:

f(t) — fla) = / fe) de. teT.

Korollar A.1.
Es seien A, B stiickweise stetige reelle n x n-matrixwertige Funktionen auf 7 := [a, b].

Dann besitzt das Anfangswertproblem

g =(AW) +AB®))y,  yla,A) = o

fiir alle A € R eine eindeutige absolut stetige Losung y auf Z. Diese Funktion ist stetig
auf Z x R. Ferner existiert die Ableitung von y nach A\, und diese Funktion ist als
Funktion auf Z x R stetig.

Beweis

Es seien a = tg < t; < -+ < t,, = b, m € N so, dass A und B jeweils stetige
Funktionen auf den offenen Intervallen (t,_1,t,), p = 1,...,m, sind und daher zu
stetigen Funktionen auf den kompakten Intervallen J, := [t,—1,t.], p = 1,...,m,

ergdnzt werden kénnen. Ferner sei K C R kompakt. Wir bestimmen nun sukzessive

Losungen des Anfangswertproblems

y=(At) +AB@)y, y(tu-1,\) = yu—1(N)

auf J, x K,p = 1,...,m, wobei wir y,(\) = y(t,, \), yo(A) := yo setzen. Iterativ

sehen wir, dass fiir alle p = 1,...,m die Voraussetzungen der Satze A.1 und A.2 auf
den Streifen J, x K, p =1,...,m, erfiillt sind. Setzen wir die so gefundenen Losungen
zu einer Losung auf Z zusammen, so ergibt sich die Behauptung. 0

Bemerkung A.1.

Genauer gilt im vorigen Korollar sogar, dass y analytisch nach A\ differenzierbar ist.
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A.2 Die Moore-Penrose Inverse

In diesem Abschnitt moéchten wir die Definition sowie die Existenz und Eindeutigkeit
der Moore-Penrose Inversen angeben, die in den Sétzen zur Oszillation linearer Hamil-
tonscher Systeme, Kapitel 6, und im Kapitel 5, auftritt.

Da wir in unseren Beweisen stets eine explizite Gestalt der Moore-Penrose Inversen
angeben, bendtigen wir in dieser Arbeit keine Kenntnis der Eigenschaften von Moore-

Penrose Inversen, und mochten daher etwa auf [5] verweisen.

Satz A.1.
Zu jeder Matrix A € R™*™ existiert eine eindeutige Matrix AT € R™*™ mit folgenden
Eigenschaften.

(i) AAT = (AAN)T.
(ii) ATA = (ATA)T.
(i) AATA = A,

(iv) AtAAT = AT,

Beweis

Es sei {ug,...,u,} eine Basis von Im A. Setzen wir A; := (uy,...,u,) € R™*"
so ist ATA; regulir. Da jedes Element von Im A eindeutig als Linearkombination
der Vektoren uq,...,u, darstellbar ist, wird mit A = A;A, eine eindeutige Matrix
Ay € R™™ definiert. Da rgAy > rgA; Ay = 1 ist, ist Ay AT regulir. Setzen wir nun

Al = Ay (A Ay) THAT AN TIAT = Ay (ATAAY) T A

so rechnen wir fiir diese Matrix die Eigenschaften (i)-(iv) nach. Dies liefert die Existenz
der Matrix Af. Um die Eindeutigkeit nachzuweisen nehmen wir an, sowohl die Matrizen
At als auch A erfiillen die Eigenschaften (i)-(iv). Dann folgt

A = AAA = AAATAA = (AA)T(ATA)TA = ATATATAT A = (AAA)TAT A
= ATATTA = (ATA)TA = ATAA = AT(AA)T = ATATAT = ATAT(AATA)T

= ATATATATTAT = AT(AA)T(AANT = ATAAAAT = ATAAL = Al
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Definition A.1.
Die Matrix A" aus Satz A.1 heiflt die Moore-Penrose Inverse der Matrix A.

Bemerkung A.1.

Der Beweis zu Satz A.1 liefert ein Verfahren zur Berechnung von Moore-Penrose In-
versen, die so genannte ,full rank factorization. Weitere Konstruktionsverfahren findet
man etwa in [[5], Chapter 1 Theorem 4, Chapter 3 Ubungsaufgabe 22, Chapter 6 Co-
rollary 3, Chapter 7 Theorem 2|. Insbesondere sei in diesem Zusammenhang die Sin-
guldrwertzerlegung erwihnt, siehe etwa [[5], Chapter 6 Corollary 1] und [[21], Chapter
7.3 Problem 7.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das Oszillationsverhalten linearer

Hamiltonscher Systeme. Dies sind Differentialgleichungssysteme der Form
(H) &= Ar + Bu, 1= (C — \Cy)z — ATu

mit n x n-matrixwertigen Funktionen A, B,C,Cy auf dem nicht-entarteten Intervall
7 = [a, b] und einem reellen (Eigenwert-)Parameter A.
Ferner untersuchen wir zugehorige Eigenwertprobleme mit separierten Randbedingun-

gen der Form

i = Az + Bu, @ = (C — \Cp)z — ATu auf Z,
(E)
R¢x(a) + Rsu(a) = Rbx(b) + Ru(b) = 0.

Dabei nehmen wir die folgenden Voraussetzungen an:

A, B, C, Cy sind stiickweise stetige, reelle, auf dem Intervall Z erklarte,

n X n-matrixwertige Funktionen;

A

“) B(t),C(t) und Cy(t) sind symmetrisch fiir alle ¢t € Z; und es ist
B(t) > 0,Cy(t) > 0 fiir allet € Z

und

(R) R$, RY, R, RS € R™™ mit

T T
rg(R}, RY) = rg(RY, RY) =n, R{RS" = RSRYT, RYRY = RARY .

Das zentrale neue Resultat dieser Arbeit ist, dass wir keine weiteren Voraussetzungen
wie etwa die Steuerbarkeit oder die starke Beobachtbarkeit an das Hamiltonsche System
(H) stellen. Mit dieser Verallgemeinerung kénnen wir etwa Eigenwertprobleme mit nicht

separierten Randbedingungen, d.h. mit

—(a) u(a)\
Ry ( x(b)) + Ry (u(b)) =0

mit Matrizen Ry, Ry € R fiir die R RY symmetrisch ist und rg(Ry, Ry) = 2n gilt,

auf ein Eigenwertproblem mit separierten Randbedingungen zuriickfiihren.



Fiir die vorliegenden Betrachtungen ist es unerlésslich, dass die Eigenwerte des Eigen-
wertproblems (E) isoliert sind. Da dies ohne weitere Voraussetzungen nicht gewéhrlei-
stet ist, fassen wir den Begriff eines Eigenwertes von (E) enger. Wir nennen A € R einen
eigentlichen Eigenwert von (E), falls es eine Losung (x,u) von (H) mit Coz Z 0 gibt
und dim{Cy(t)x(t) | (z,u) ist eine Losung von (H), die die Randbedingungen erfiillt}
die Vielfachheit von \. Wir zeigen, dass die eigentlichen Eigenwerte von (E) isoliert sind.
Diese neue Auffassung eines Eigenwertes vermag etwa das Sturm-Liouvillesche Eigen-
wertproblem gerader Ordnung unter allgemeineren Voraussetzungen zu behandeln, als
es in der bestehenden Literatur der Fall ist. Ferner formulieren wir zwei charakteristi-
sche Gleichungen fiir die eigentlichen Eigenwerte von (E).

Neben der Isoliertheit der eigentlichen Eigenwerte sind die Sétze zur Oszillation linearer
Hamiltonscher Systeme das Hauptresultat dieser Arbeit. Der (erweiterte) lokale Oszil-
lationssatz besagt, dass die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte von (E) kleiner oder
gleich einem gewissen A € R (inkl. Vielfachheiten) bis auf eine Konstante gleich der An-
zahl eigentlichen fokalen Punkte einer speziellen n x n-matrixwertigen Losung (X,, U,)
von (H) (inkl. Vielfachheiten) in (a, b], plus der Anzahl der negativen Eigenwerte einer
symmetrischen reellen Matrix und plus der Differenz von den Defekten zweier weiterer
Matrizen. Dabei heifst ein Punkt ¢y € (a,b] eigentlicher fokaler Punkt von X,, falls
ker X, (to) 2 ker X,(to—) gilt. Die Zahl def X,(to) — def X,(to—) beschreibt die Viel-
fachheit des eigentlichen fokalen Punktes von X,. Dabei sind die eigentlichen fokalen
Punkte von X, isoliert.

Setzen wir ferner die Positivitat eines gewissen quadratischen Funktionals voraus, so
ist die Konstante, die im lokalen Oszillationssatz auftritt, gleich Null. Dieses ist die

Aussage des (erweiterten) globalen Oszillationssatzes.



Abstract

The present dissertation deals with the oscillation behavior of linear Hamiltonian

systems. These are systems of differential equations of the form
(H) @ = Az + Bu, 1= (C — \Cy)x — ATu

with n xn-matrixvalued functions A, B, C, Cj on the non-degenerated interval Z = [a, b]
with a real (eigenvalue)parameter A.
Moreover, we consider related eigenvalue problems with separated boundary conditions

of the form

i = Az + Bu, i = (C — \Cy)z — ATu on Z,
(E)
Réz(a) + R$u(a) = Riz(b) + Ru(b) = 0.

We assume that

A, B, C,Cy are piecewise continuous, real n x n-matrix valued functions
defined on the interval Z;

A

“) B(t),C(t) and Cy(t) are symmetric for all ¢t € Z; and
B(t) > 0,Cy(t) >0 forallteT

and

(R) R%, R, R}, R} € R™" with

T T
rg(R}, RY) = rg(RY, RY) = n, R{RS" = RSRY"T, R'RY™ = RERY.

The main new result of this dissertation is that we don’t need any further assump-
tions as e.g. the controllability or the strong observability of the Hamiltonian system
(H). With this generalization we can reduce eigenvalue problems with general (non-

separated) boundary conditions, i.e.

—x(a) u(a)\
Ry ( x(b)) + Ry (u(b)) =0

with matrices Ry, Ry € R?™?" with symmetric R, R] and rg(R;, Ry) = 2n, to an ei-
genvalue problem with separated boundary conditions as in (E).

For the present observations it is vital that the eigenvalues of the eigenvalue problem
(E) are isolated. As this does not hold without further assumptions on (E) in general,

we need a closer definition of an eigenvalue of the eigenvalue problem (E). We call A € R



a proper eigenvalue of (E), if there is a solution (z,u) of (H) with Cox # 0 and we
call dim{Cy(¢)z(t) | (x,u) is a solution of (H) which fulfills the boundary conditions}
the multiplicity of A\. We show that the proper eigenvalues of (E) are isolated. With
this new understanding of an eigenvalue we are in a position which allows us to treat
more general Sturm-Liouville eigenvalue problems as in existing literature. Moreover,
we formulate two characteristic equations for proper eigenvalues of (E).

Besides the isolation of the proper eigenvalues the theorems on the oscillation of linear
Hamiltonian systems are the main results of this paper. The (extended) local oscillati-
on theorem states that the number of proper eigenvalues of (E) smaller or equal than
a certain A (incl. multiplicities) are up to constant equal to the number of proper focal
points of the special n x n-matrix valued solution (X,,U,) of (H) (incl. multiplicities)
in (a,b] plus the number of negative eigenvalues of a symmetric matrix plus the dif-
ference of the defects of two certain matrices. A proper focal point of X, is a point
to € (a,b] with ker X, (to) 2 ker X,(to—). The value def X,(to) — def X,(to—) is called
the multiplicity of the focal point of X,. The proper focal points of X, are isolated.
If we additionally assume the positivity of a certain quadratic functional we can show
that the constant occurring in the local oscillation theorem ist equal to zero. This is

the statement of the (extended) global oscillation theorem.
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