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Einleitung

In dieser Arbeit studieren wir arithmetische Eigenschaften von Shimura-

Kurven in gemischter Charakteristik. Shimura-Kurven sind eine Verallge-

meinerung der klassischen Modulkurven. Modulkurven parametrisieren

Familien von elliptischen Kurven mit Zusatzstruktur. Sie sind für die Zah-

lentheorie und die algebraische Geometrie sehr interessante Objekte. Zum

Beispiel benutzt Wiles im Beweis der Fermatschen Vermutung ([Wil95]) die

Theorie der Modulkurven. Die Modulkurven besitzen eine reiche arithmeti-

sche Struktur, die sehr gut untersucht ist. Shimura-Kurven parametrisie-

ren Familien höher-dimensionaler Objekte und besitzen ähnliche Eigen-

schaften wie die Modulkurven. Wir verallgemeinern in dieser Arbeit eine

arithmetische Eigenschaft der Modulkurven auf Shimura-Kurven. Wir ge-

ben nämlich eine lokale Beschreibung von Shimura-Kurven in Termen von

Gleichungen für den Lokus im Deformationsraum einer abelschen Varie-

tät.

Wir geben nun eine Motivation für das Studium solcher Gleichungen

und betrachten dazu den einfachsten Fall der Modulkurven. Eine wichtige

Rolle in der Theorie der Modulkurven spielen die Modulformen, insbeson-

dere die j-Funktion

j(τ) :=
1
q

+ 744 + 196884q + 21493760q2 + . . . ,

für q := eiπτ und τ ∈ H in der komplexen oberen Halbebene. Die j-

Funktion besitzt eine Modulinterpretation. Sie definiert einen Parameter

auf der Modulkurve X(1), welche Isomorphieklassen von elliptischen Kur-

ven über den komplexen Zahlen C parametrisiert. Diese Modulinterpreta-

tion der j-Funktion begründet, dass die j-Funktion imaginär quadratische

Zahlen τ ∈ H auf algebraische Zahlen abbildet. Man nennt diese algebrai-

schen Zahlen j(τ) singuläre Moduli.

In [Zag02] definiert Zagier die verallgemeinerte Spur singulärer Moduli

t(d) ∈ C für d ∈ Z<0, d ≡ 0, 1 (mod 4) als gewichtete Summe über singulä-

re Moduli mit bestimmten Eigenschaften. Diese entsprechen elliptischen

Kurven mit vorgegebenen Endomorphismen. Die verallgemeinerte Spur er-

füllt interessante Kongruenzrelationen (z.B. [Jen05], [Edi05]). Edixhoven
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benutzt zum Beweis der Kongruenzen in [Edi05] einen geometrischen An-

satz. Kroworsch ([Kro09]) verallgemeinert Edixhovens Ansatz auf andere

Modulkurven und zeigt ähnliche Kongruenzrelationen. Es stellt sich die

Frage, in welcher Allgemeinheit dieser Ansatz funktioniert. Motivation und

Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, dass sich dieser Ansatz in den Kontext

von Shimura-Kurven übertragen lässt.

Ein wichtiger Schritt im Beweis der Kongruenzen mittels dem geome-

trischen Ansatz in [Edi05] und [Kro09] ist es, statt einer Modulkurve die

korrespondierende Familie von elliptischen Kurven mit Stufenstruktur zu

betrachten. Indem man die Reduktion modulo p der zugehörigen ellip-

tischen Kurven mit Zusatzstruktur betrachtet, bekommt die Menge der

singulären Moduli eine geometrische, p-adische Struktur.

Diese geometrische Struktur leitet sich aus folgendem Problem der De-

formationstheorie ab. Man betrachtet für eine gegebene gewöhnliche el-

liptische Kurve E in positiver Charakteristik p die Menge der Lifts von E

nach Charakteristik 0. Die Methode ist zunächst nur für den gewöhnli-

chen Fall ausgearbeitet. Es ist bekannt, dass diese Menge eine geometri-

sche Struktur besitzt und dass die Geometrie durch eine Koordinate, den

sogenannten q-Parameter, beschrieben wird. Das Problem ist nun die Teil-

menge der Lifts mit vorgegebenen Endomorphismen durch Gleichungen in

q zu beschreiben.

Wir stellen nun die Fragen und Ergebnisse dieser Arbeit vor. In dieser

Arbeit geben wir die benötigten Hilfsmittel zur Lösung analoger Proble-

me für allgemeinere Shimura-Kurven. Dabei verfolgen wir das Ziel, die

geometrischen Grundlagen für die Verallgemeinerung der Kongruenzrela-

tionen in [Kro09] auf Shimura-Kurven zu liefern. Wir beschränken uns

auf den Fall einer Shimura-Kurve X vom Typ PEL. Diese hat die Eigen-

schaft, dass sie hauptpolarisierte abelsche Varietäten A mit einer Einbet-

tung O ↪→ End(A) einer festen Ordnung O in den Endomorphismenring

parametrisiert. Abelsche Varietäten sind eine Verallgemeinerung der ellip-

tischen Kurven. Über C entsprechen ihnen komplexe Tori. Die Ordnung

O in der Definition der Shimura-Kurve X ist dabei so gewählt, dass die

parametrisierte Familie eindimensional ist.

Es gibt auch für höherdimensionale gewöhnliche abelsche Varietäten A

eine explizite Deformationstheorie. Der Deformationsraum einer gewöhn-

lichen abelschen Varietät von höherer Dimension ist nicht mehr eindi-

mensional, genauer existieren mehrere Koordinaten auf dem Deformati-

onsraum. Man nennt diese Koordinaten q-Parameter. Angenommen, eine

gewöhnliche abelsche Varietät A ist die Reduktion eines Punktes auf der

Shimura-Kurve X , dann definiert die Shimura-Kurve einen eindimensio-

nalen Unterraum des Deformationsraums. Um eine Analogie mit dem Fall
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von Modulkurven herstellen zu können, muss man also eine explizite Ko-

ordinate t im Deformationsraum finden, welche diesen eindimensionalen

Unterraum parametrisiert. Dies enspricht einem analogen Deformations-

problem wie im Fall der Modulkurven. Man betrachtet nämlich die Lifts

A von A, für die O ⊂ End(A) gilt. So bekommt man Gleichungen für die

q-Parameter. Diese geben im geeigneten Sinn eine lokale Beschreibung der

Shimura-Kurve X und liefern den Parameter t.

Auf der Shimura-Kurve X existiert eine Menge von speziellen isolierten

Punkten, die CM-Punkte. Sie gehören zu abelschen Varietäten, deren En-

domorphismenalgebra End(A) ⊗ Q % O ⊗ Q maximale Dimension hat. Die

CM-Punkte auf der Shimura-Kurve verallgemeinern die singulären Moduli.

Somit kann man analog zum Fall der Modulkurve die p-adische Geome-

trie der CM-Punkte im Deformationsraum von A beschreiben, in dem man

wiederum ein Deformationsproblem in der Koordinate t betrachtet.

Wir betrachten in dieser Arbeit zur Demonstration der Methoden zwei

Spezialfälle. Zum einen den Fall, dass die Ordnung O aus der Definition

der Shimura-Kurve X zu einer indefiniten Quaternionenalgebra über Q
gehört, zum anderen den Fall, dass X zyklische Überlagerungen von P1

parametrisiert.

Der zentrale Fall in dieser Arbeit ist der, für den O := OD eine maxima-

le Ordnung in einer indefiniten Quaternionenalgebra D über Q ist. D. h.

wir betrachten die Shimura-Kurve X (1) := X , welche abelsche Flächen A

mit einer Einbettung OD ↪→ End(A) parametrisiert. Wir nennen diese abel-

schen Flächen A kurz vom Typ QM.

In Kapitel 1 wird zuerst die benötigte Ringtheorie für Quaternionenalge-

bren studiert. In Kapitel 2 wird diskutiert, was die Struktur der Qua-

ternionenalgebra über die Geometrie der abelschen Flächen vom Typ QM

aussagt. So korrespondiert die Einbettung eines imaginär quadratischen

Körpers K in die Quaternionenalgebra D einem CM-Punkt. Dieser wie-

derum korrespondiert zu einer abelschen Fläche A vom Typ QM mit kom-

plexer Multiplikation. Aus den Struktursätzen über Endomorphismenal-

gebren von abelschen Varietäten folgt, dass A isogen zum Produkt zweier

isogener elliptischer Kurven E,E′ ist.

In [Mor09] gibt Mori eine Idee, wie man über den komplexen Zahlen C eine

Isogenie A→ E×E′ konstruieren kann. Wir folgen dieser Idee und arbeiten

sie für abelsche Flächen über Zahlkörper F vollständig und explizit aus.

In unserer Formulierung kann man diese Konstruktion auch auf positive

Charakteristik übertragen.

2.4.12 Theorem (und Prop. 2.4.15).
Sei A eine abelsche Fläche vom Typ QM über einem Zahlkörper F mit kom-
plexer Multiplikation. D.h. es gelte End0(A) ' M2(K) für einen imaginär
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quadratischen Körper K und Zentrum(End(A)) ' OK,c für eine Ordnung
OK,c ⊂ K mit Führer c ∈ N in K .
Dann existieren isogene elliptische Kurven E,E′ mit

End(E) ' End(E′) ' OK,c

und eine Isogenie
ψeη : A→ Ee × Ee

mit degψeη | (4c2 · disc(K)).

Somit können wir als Korollar die Deformationsräume von A und von E

in Verbindung bringen. Dies könnte zum Beispiel interessant sein, um

explizit abelsche Varietäten vom Typ QM mit komplexer Multiplikation zu

konstruieren oder um Gleichungen für Shimura-Kurven zu finden.

Als zweites Thema beschäftigen wir uns mit der Deformationstheorie

von gewöhnlichen abelschen Varietäten. Wir formulieren diese in Termen

der de-Rham-Kohomologie. Es gibt auch alternative Beschreibungen, zum

Beispiel in Termen der p-divisiblen Gruppen wie z.B. in [Kro09]. Die de-

Rham-Kohomologie ist für unsere Zwecke gut geeignet, da sie möglicher-

weise Verallgemeinerungen auf Shimura-Kurven erlauben, die nicht vom

Typ PEL sind. Zudem ist die de-Rham-Kohomologie für explizite Berech-

nungen geeignet.

In Kapitel 3 fassen wir dann allgemeine Ergebnisse aus der Theorie

der Dieudonné-Moduln und der Deformationstheorie von gewöhnlichen

abelschen Varietäten benutzerfreundlich zusammen. Wir verstehen die de-

Rham-Kohomologie als Realisierung eines Dieudonné-Moduls. Es ist be-

kannt ([Del81]), dass man mittels der De-Rham-Kohomologie auf dem De-

formationsraum einer abelschen Varietät Koordinaten konstruieren kann,

die q-Parameter. Wir benutzen ein Theorem von Messing ([Mes72]), um ei-

ne notwendige und hinreichende Liftbarkeitsbedingung für Endomorphis-

men an die q-Parameter herzuleiten (Korollar 3.6.16). Diese entspricht der

Liftbarkeitsbedingung an den Serre-Tate-Parameter aus der Deformations-

theorie von p-divisiblen Gruppen ([Kat81, Thm. 2.1]). Dies spiegelt wieder,

dass die Gruppenstruktur dieser Parameter übereinstimmt (Appendix zu

[Del81]).

In den Kapiteln 4 und 5 gehen wir nun auf unsere beiden Spezialfälle

von Shimura-Kurven ein.

In Kapitel 4 betrachten wir den Deformationsraum einer gewöhnlichen

abelschen Fläche A vom Typ QM über einem endlichen Körper. Wir be-

rechnen Gleichungen für den Lokus V der Lifts von A, die ebenfalls vom

Typ QM sind (Theorem 4.1.6). Dies entspricht einer lokalen Beschreibung
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der Shimura-Kurve. Mori leitet in [Mor09] mittels anderer Methoden in die-

ser Situation ähnliche Gleichungen für den Serre-Tate-Parameter her.

In Proposition 4.1.8 benutzen wir Theorem 4.1.6, um darüber hinaus Ko-

ordinaten für Lifts von A vom Typ QM mit komplexer Multiplikation zu

finden. Dies stellt einen wichtigen Schritt im Beweis von Kongruenzen für

verallgemeinerte Spuren dar.

Schließlich beschäftigen wir uns in Kapitel 5 mit unserem zweiten Spe-

zialfall, nämlich Shimura-Kurven die Isomorphieklassen zyklischer Über-

lagerungen von P1 parametrisieren. Wir leiten für diese Shimura-Kurven

analoge Gleichungen her. Dies zeigt, dass die Methoden auch auf andere

Shimura-Kurven anwendbar sind, die nicht zu indefiniten Quaternionen-

algebren über Q gehören.
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Kapitel 1

Quaternionenalgebren

In den Kapitel 2 und 4 studieren wir eine bestimmte Klasse von Shimura-

Kurven, nämlich Shimura-Kurven, die Familien von abelschen Flächen

vom Typ QM parametrisieren. Damit meinen wir, dass die Punkte einer

Shimura-Kurve X zu abelschen Fläche korrespondieren, deren Endomor-

phismenalgebren eine feste Quaternionenalgebra D enthalten. Die Struk-

tur der Quaternionenalgebra D spielt eine wichtige Rolle in dem Studium

der Shimura-Kurve X . So kann man mittels einer Automorphismengruppe

von D eine Fuchssche Gruppe Γ definieren. Diese liefert eine alternative

Definition der Shimura-Kurve X (über C) als Quotient H/Γ der komplexen

oberen Halbebene H nach Γ. Über dies interessieren wir uns für speziel-

le Punkte auf X , die CM-Punkte. Diese korrespondieren zu Einbettungen

von imaginär quadratischen Körpern in D.

In diesem Kapitel fassen wir Standardergebnisse über Quaternionen-

algebren zusammen. In Abschnitt 1.1 geben wir die grundlegende Defi-

nitionen für Quaternionenalgebren und zitieren den Satz 1.1.6 über die

Klassifikation von Quaternionenalgebren über Zahlkörpern. In Abschnitt

1.2 benutzen wir dies um die Einbettungen von Körpern in eine Quater-

nionenalgebra zu studieren. In Abschnitt 1.3 definieren und untersuchen

wir zwei spezielle Automorphismengruppen von D, welche in der Definition

der Shimura-Kurve X (1) (Definition 2.3.2) eine wichtige Rolle spielen.

Als Referenzen für dieses Kapitel dienen die Bücher [AB04], [Vig80] und

für den Abschnitt über Idempotenten der Artikel [Mor09].

1.1 Definitionen und Klassifikation über Zahl-

körpern

In diesem Abschnitt geben wir zunächst die Definition einer Quaternionen-

algebra (Definition 1.1.1) und klassifizieren jene über lokalen Körpern (Be-
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merkung 1.1.3) und Zahlkörper (Satz 1.1.6). Dann zitieren wir eine äquiva-

lente, explizite Definition einer Quaternionenalgebra als Vektorraum mit-

tels einer Basis (Proposition 1.1.9). Mit Hilfe dieser expliziten Darstellung

können wir eine eindeutige Involution auf der Quaternionenalgebra D de-

finieren, die Konjugation (Proposition 1.1.14). Desweiteren studieren wir

positive Involutionen (Definition 1.1.17). Schließlich geben wir die Defini-

tion einer Ordnung (Definition 1.1.23).

1.1.1 Definition. Eine Quaternionenalgebra D über einem Körper F ist

eine einfache zentrale F -Algebra von Dimension 4.

Ein Beispiel für eine Quaternionenalgebra über einem beliebigen Kör-

per F ist die Matrixalgebra M2(F ).

1.1.2 Definition. Eine Quaternionenalgebra D über F nennt man unver-
zweigt, falls D ' M2(F ) ist. Ansonsten nennen wird D verzweigt.

Wir wollen die Quaternionenalgebren über Zahlkörpern klassifizieren.

Dazu betrachten wir zunächst den lokalen Fall. Wir nennen dabei einen

Körper lokal falls er vollständig bezüglich einer diskreten Bewertung ist

und endlichen Restklassenkörper besitzt.

1.1.3 Bemerkung. Über endlichen und algebraisch abgeschlossenen Kör-

pern (insbesondere C) ist jede Quaternionenalgebra unverzweigt. Über lo-

kalen Körpern und R gibt es bis auf Isomorphie genau eine verzweigte

Quaternionenalgebra. Im Fall der reellen Zahlen R ist dies die Algebra der

Hamiltonschen Quaternionen.

1.1.4 Definition. Sei F ein Zahlkörper und sei v eine Primstelle von F .

Wir nennen die Quaternionenalgebra D verzweigt bei v, falls die Quater-

nionenalgebra D ⊗F Fv über der Vervollständigung Fv verzweigt ist. Ande-

renfalls, also wenn D ⊗ Fv ' M2(Fv) ist, nennen wir D unverzweigt bei v.

Ist D verzweigt an allen reellen Primstellen, so nennt man D definit. An-

sonsten nennt man D indefinit. Ist D an allen reellen Primstellen unver-

zweigt, so nennt man D total indefinit.

1.1.5 Beispiel. Im Fall F = Q ist die Indefinitheit einer Quaternionenal-

gebra D/Q äquivalent zur Aussage D ⊗ R ' M2(R).

Mittels Definition 1.1.4 können wir den Satz 1.1.6 zur Klassifikation

der Quaternionenalgebren formulieren:

1.1.6 Satz ( [Vig80, Thm. III.3.1] ). Für einen Zahlkörper F gilt:

(i) Jede Quaternionenalgebra über F ist nur in einer endlichen, geraden
Anzahl von endlichen oder reellen Primstellen verzweigt. Die Quater-
nionenalgebra ist durch die Menge Σ dieser Primstellen (bis auf Iso-
morphie) eindeutig bestimmt.
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(ii) Umgekehrt gibt es zu jeder endlichen Menge gerader Mächtigkeit von
endlichen oder reellen Primstellen Σ von F eine Quaternionenalgebra
über F verzweigt genau in Σ.

1.1.7 Definition. Sei D eine Quaternionenalgebra über Q. Wir nennen

das Produkt der verzweigten Primideale von D die reduzierte Diskriminante
von D (Schreibweise: disc(D)).

1.1.8 Korollar. Zu jeder natürlichen quadratfreien Zahl d ∈ N existiert (bis
auf Isomorphie) genau eine Quaternionenalgebra D über Q mit disc(D) = d.
Umgekehrt sind zwei Quaternionenalgebren über Q genau dann isomorph,
wenn sie die gleiche reduzierte Diskriminante haben. Somit liefert die Abbil-
dung D 7→ disc(D) einen Isomorphismus

 Isomorphieklassen von
Quaternionenalgebren

über Q

 ∼ // {d ∈ N : d quadratfrei}.

Mittels dieser Isomorphie ist D genau dann indefinit, wenn disc(D) ein Pro-
dukt von einer geraden Anzahl von Primzahlen ist.

BEWEIS. Die Aussagen folgen direkt aus der Definition der reduzierten

Diskriminante und der Klassifikation der Quaternionenalgebren in Satz

1.1.6. �

Folgender Satz liefert eine explizite Darstellung einer Quaternionenal-

gebra als F -Algebra. Sie ist eine erste Version von Satz 1.2.4.

1.1.9 Proposition ( [AB04, Bemerkung nach Def. 1.1.1] ).
Sei ein Körper F der Charakteristik char(F ) 6= 2 und eine Quaternionenalge-
bra D/F gegeben. Dann existieren a, b ∈ F ∗ und eine Basis B = {1, i, j, ij}
von D über F , so dass

i2 = a, j2 = b, ij = −ji

gilt.
Umgekehrt liefert jede F -Algebra mit einer solchen Basis B eine Quaternio-
nenalgebra über F . Wir bezeichnen diese mit

(
a,b
F

)
.

1.1.10 Bemerkung.

(i) Die Basis B und das Zahlenpaar (a, b) in Proposition 1.1.9 sind nicht

eindeutig.

(ii) Man kann die reduzierte Diskriminante von D :=
(
a,b
Q

)
mit Hilfe des

Hilbert-Symbols elementar berechnen. Für die Definition und Eigen-

schaften des Hilbert-Symbols sei auf [Ser77, Chap. III] verwiesen.
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Man zeigt ([Vig80, Cor. II.1.2]), dass für das Hilbert-Symbol genau

dann (a, b)p = −1 gilt, wenn D bei p verzweigt ist.

Eine Liste von Repräsentanten D :=
(
a,b
Q

)
der Isomorphieklassen von

Quaternionenalgebren über Q mit Diskriminante disc(D) = pq für be-

liebige Primzahlen p, q ∈ N findet man in [AB04, Prop. 1.25].

1.1.11 Beispiel. Eine Basis B wie in Prop. 1.1.9 ist für die Matrixalgebra

M2(F ) =
(

1,−1
F

)
gegeben durch

i =

(
1 0
0 −1

)
, j =

(
0 −1
1 0

)
.

1.1.12 Beispiel. Betrachtet man die reduzierte Diskriminante (6) ⊂ Z,

dann gibt es wegen der Klassifikation bis auf Isomorphie nur eine Qua-

ternionenalgebra über Q mit dieser Diskriminante, nämlich
(

2,−3
Q

)
.

Nun betrachten wir spezielle Anti-Automorphismen auf D, die Involu-

tionen. Vor allem die positiven Involutionen sind interessant, weil auf dem

Endomorphismenring einer polarisierten abelschen Varietät durch die Po-

larisation eine eindeutige positive Involution definiert wird.

1.1.13 Definition. Sei D eine Quaternionenalgebra über F . Eine Involu-
tion auf D ist ein Anti-Automorphismus

D → D, h 7→ h†

über F , der die Gleichung (h†)† = h für alle h ∈ D erfüllt.

1.1.14 Proposition. Sei D eine Quaternionenalgebra über F . Es existiert
eine eindeutige Involution h 7→ h auf D, so dass für eine beliebige Basis
B = {1, i, j, ij} wie in Proposition 1.1.9

i = −i, j = −j, ij = −ij (1.1)

gilt. Diese nennt man Konjugation.

BEWEIS. Wählt man eine beliebige Basis B = {1, i, j, ij} wie in der Proposi-

tion, dann kann man elementar nachrechnen, dass durch die Gleichungen

(1.1) eine Involution auf D definiert werden kann.

Um die Unabhängigkeit von der Wahl der Basis B zu zeigen betrachtet

man zunächst ein beliebiges Element h ∈ D \Q mit h2 ∈ Q. Man schreibt h

in Termen der Basis B als h = h0 +h1i+h2j+h3ij mit hl ∈ Q. Durch Fallun-

terscheidung beweist man elementar, dass h0 = 0 und somit h = −h gilt.

Sei nun B = {1, i′, j′, i′j′} eine weitere Basis von D. Da (i′)2, (j′)2, (i′j′)2 ∈ Q
gilt, folgen die Gleichungen (1.1) und somit die Behauptung der Propositi-

on. �
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1.1.15 Definition. Man definiert die reduzierte Spur tr : D → F als die ad-

ditive Abbildung tr(h) = h+h ∈ F für ein Element h ∈ D und die reduzierte
Norm n : D → F als die multiplikative Abbildung n(h) = hh ∈ F .

1.1.16 Bemerkung. Die Spur tr : D → F definiert durch 〈x, y〉 := tr(xy)
eine symmetrische Form

〈·, ·〉 : D ×D → F.

1.1.17 Definition. Sei F ⊂ R ein Unterkörper und D eine Quaternio-

nenalgebra über F . Eine Involution † : D → D nennt man positiv, falls

tr(hh†) > 0 für alle h ∈ D \ {0} gilt, d.h. die quadratische Form tr(hh†) ist

positiv definit.

1.1.18 Bemerkung. Sei F und D/F wie in Definition 1.1.17 gegeben. Die

Konjugation ist genau dann eine positive Involution, wenn kein h ∈ D \ {0}
mit n(h) ≤ 0 existiert.

1.1.19 Beispiel.

(i) Die Konjugation in einer Matrixalgebra M2(F ) =
(

1,−1
F

)
ist gegeben

durch die Adjunktion

A =

(
a b

c d

)
7→ Adj(A) :=

(
d −b
−c a

)
.

Die Spur entspricht der Spur im Sinne von Matrizen und die Norm

entspricht der Determinante.

Ist F ⊂ R dann ist die Konjugation in M2(F ) keine positive Involution.

Eine positive Involution ist durch die Transposition in M2(F ) gegeben.

(ii) Sei D =
(

2,−3
Q

)
. Dann ist die Konjugation keine positive Involution.

Jede positive Involution in D ist gegeben durch h† = aha−1 für ein

a ∈ D mit a2 < 0. Allgemeiner gilt folgende Proposition 1.1.21.

1.1.20 Definition. Sei α ∈ Q(α) ⊂ R eine algebraische Zahl. Wir nennen

α total positiv, falls für jede Einbettung σ : Q(α) ↪→ R gilt, dass σ(α) > 0 ist.

1.1.21 Proposition ( [Shi63, Prop. 2] ). Sei D eine total indefinite Quater-
nionenalgebra über einem Zahlkörper F ⊂ R. Sei h 7→ h† eine positive Involu-
tion. Dann existiert ein a ∈ D so dass a2 ∈ F total negativ ist und h† = aha−1

für alle h ∈ D gilt.

Sei F im Rest des Abschnittes ein Zahlkörper oder ein lokaler Körper.

Bezeichne R den Ganzheitsring von F . Sei D eine Quaternionenalgebra

über F . Im Folgenden studieren wir bestimmte Teilringe von D, die Ord-

nungen (Definition 1.1.23).
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1.1.22 Definition. Ein Element h ∈ D heißt ganz über F , falls sowohl die

Norm als auch die Spur von h ganzalgebraisch sind.

1.1.23 Definition. Ein R-Ideal ist ein vollständiges R-Gitter in D. Eine

R-Ordnung O ist ein R-Ideal, das auch ein Ring ist. Eine Ordnung O heißt

maximal falls keine andere Ordnung in D existiert, die O enthält.

Die Definition einer R-Ordnung O ist äquivalent dazu, dass O ein Ring

aus ganzen Elementen von D ist, der R enthält und für den O ⊗R F ' D

gilt. Damit folgt, dass jede R-Ordnung in einer maximalen Ordnung ent-

halten ist.

Die maximalen Ordnungen in indefiniten Quaternionenalgebren sind iso-

morph. Genauer gilt folgender

1.1.24 Satz ( [AB04, Thm. 1.59] ). Ist D indefinit, so sind alle maximalen
Ordnungen konjugiert.

1.2 Einbettungen von imaginär quadratischen

Körpern

In diesem Abschnitt wollen wir Aussagen für Einbettungen von Körpern

in eine Quaternionenalgebra D/F zusammenfassen. Diese Einbettungen

definieren CM-Punkte auf Shimura-Kurven (siehe Abschnitt 2.7).

1.2.1 Definition. Wir nennen eine F -Algebra D separabel, falls D ⊗F K
halbeinfach ist für alle Körpererweiterungen K/F .

1.2.2 Bemerkung. Sei F ein Körper mit char(F ) = 0 und sei D/F eine

Quaternionenalgebra. Dann ist D separabel.

Im folgenden Satz zitieren wir zunächst äquivalente Bedingungen für

die Existenz einer Einbettung eines Körpers in eine Quaternionenalgebra:

1.2.3 Satz ( [Vig80, Thm. I.2.8, III.3.8] ). Sei F ein Zahlkörper oder ein
lokaler Körper und D eine Quaternionenalgebra über F und K/F eine se-
parable quadratische Körpererweiterung. Sei Σ die Menge der Primstellen in
F , die in D verzweigen. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) es existiert eine Einbettung ι : K ↪→ D,

(b) die Quaternionenalgebra D ⊗F K ist unverzweigt,

(c) keine Primstelle v ∈ Σ ist vollständig zerlegt in K .

Ein Körper K , der die äquivalente Bedingungen erfüllt, heißt Zerfällungs-

körper von D.
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Folgender wichtiger Struktursatz ist ein Hilfsmittel in der Beschreibung

der Einbettungen K ↪→ D von separablen Erweiterungen K/F . Er ist eine

genauere Version von Proposition 1.1.9.

1.2.4 Satz ( [Vig80, Cor. 2.2] ). Sei F ein beliebiger Körper der Charak-
teristik char(F ) 6= 2 und D eine Quaternionenalgebra über F . Sei K eine
separable 2-dimensionale F -Algebra und ι : K ↪→ D eine Einbettung. Be-
zeichne m 7→ m den nicht-trivialen F -Automorphismus von K . Dann existie-
ren Elemente θ ∈ F ∗ und u ∈ D mit folgenden Eigenschaften:

(i) D = K + uK ,

(ii) u2 = θ,

(iii) um = mu für alle m ∈ K .

Wir schreiben dann D = (K, θ).

Sei K ein Körper. Die Zahl θ = u2 ∈ F ∗ aus Satz 1.2.4 ist nur eindeutig

bis auf Multiplikation mit Zahlen a ∈ n(K∗). Denn seien θ ∈ F ∗ und u ∈ D
wie in der Aussage vom Satz 1.2.4 gegeben. Dann erfüllt u′ = γ · u ∈ D

mit γ ∈ K∗ die Bedingungen aus Thm. 1.2.4 und es gilt D = (K, θ′) für

θ′ = (u′)2 = n(γ)θ.

1.2.5 Proposition. Sei D eine Quaternionenalgebra über Q und sei ein Zer-
fällungskörper K := Q(

√
−d) von D gegeben. Bezeichne Σ ⊂ N die Menge

der Primteiler von disc(D) und sei

Σ−1 := {p ∈ Σ : p inert in K}.

Wähle u ∈ D wie in der Aussage von Satz 1.2.4, so dass o.B.d.A. θ ∈ Z gilt.
Dann gilt p | θ für alle ungeraden Primzahlen p ∈ Σ−1 .

BEWEIS. Dies folgt aus den Eigenschaften des Hilbertsymbols (·, ·)p . Denn

für ggT(p, 2dθ) = 1 gilt (−d, θ)p = 1. �

1.2.6 Bemerkung. In der Notation von Satz 1.2.4 sei D = (K, θ) und u ∈ D
erfülle die Eigenschaften (i) bis (iii) aus diesem Satz. Dann folgt aus dem

Beweis von Propositon 1.1.14, dass die Konjugation auf D gegeben ist

durch

m 7→ m und um 7→ −um

für alle m ∈ K . Insbesondere gilt u = −u.

1.2.7 Proposition. Sei F ein beliebiger Körper mit char(F ) 6= 2 und D eine
Algebra über F . Wir nehmen an, dass eine separable 2-dimensionale F -
Algebra K , eine Einbettung ι : K ↪→ D und ein Element u ∈ D mit den
Eigenschaften
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(i) D = K + uK ,

(ii) θ := u2 ∈ F ∗ ,

(iii) um = mu für alle m ∈ K

existiere. Dann ist D eine Quaternionenalgebra und in der Notation von Satz
1.2.4 gilt D = (K, θ).

BEWEIS. Aus der Bedingung (i) folgt, dass D von Dimension 4 über F ist.

Aus der Bedingung (iii) folgt, dass D eine zentrale F -Algebra ist. Aus der

Bedingung (ii) folgt, dass D nicht isomorph zu K2 und somit einfach ist.

Damit ist D eine Quaternionenalgebra über F . �

Folgender Satz 1.2.8 liefert eine einfache Charakterisierung von Matrix-

Algebren in Termen der Darstellung der Quaternionenalgebren wie in Satz

1.2.4.

1.2.8 Satz ( [Vig80, Cor. 2.4] ). Sei F ein beliebiger Körper mit charF 6= 2
und D = (K, θ) eine Quaternionenalgebra über F wie in Satz 1.2.4. Folgende
Aussagen sind äquivalent:

(i) D ist unverzweigt,

(ii) K ist kein Körper oder θ ∈ n(K).

In der Bezeichnung von Satz 1.2.4 ist D = K + uK ein K -Vektorraum

durch die Multiplikation von rechts

κ1 : K ×D → D, (x, h) 7→ h · ι(x).

Die Abbildung

κ2 : D ×D → D, (h1, h) 7→ h1 · h

ist K -bilinear. Bezeichne α ∈ K ein Element mit α2 ∈ F . Dann ist K + uK

eine Zerlegung von D in den positiven und negativen Eigenraum bezüglich

der Abbildung κ2(ι(α)) : D → D.

1.2.9 Proposition. Für den Ring der K -linearen Abbildungen EndK(D) gilt

κ : D ⊗Q K
∼−→ EndK(D)

h1 ⊗ x 7−→ [h 7→ κ1(x, h) ◦ κ2(h1, h).]

BEWEIS. Der Morphismus κ ist offensichtlich injektiv. Die Quaternionen-

algebra D ist ein zweidimensionaler K -Vektorraum. Somit ist EndK(D)
und M2(K) isomorph als K -Vektorräume. Also ist κ ebenfalls surjektiv. �
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1.2.10 Proposition. Sei 〈·, ·〉 : D ×D → F das Skalarprodukt auf D wie in
Bem. 1.1.16. Sei D = (K, θ) wie in Satz 1.2.4 gewählt. Dann gilt:

〈m,u〉 = 0, ∀ m ∈ K.

Die Zerlegung D = K+uK ist somit die orthogonale Zerlegung von D bezüg-
lich dem Skalarprodukt 〈·, ·〉 : D ×D → F .

BEWEIS. Sei m ∈ K . Dann ist

〈m,u〉 = tr(mu) = mu+ um = −mu+mu = 0.

�

Sei für den Rest des Abschnittes F := Q und D eine indefinite Qua-

ternionenalgebra über Q. Bezeichne K/Q einen imaginären Zerfällungs-

körper von D. Sei also K = Q(α) mit α2 = −d. Bezeichne ι : K ↪→ D eine

feste Einbettung. Satz 1.2.3 besagt in dieser Situation, dass alle Primteiler

p der Diskriminante disc(D) in K verzweigt oder inert sind.

Wir zeigen im Folgenden, dass man einer Einbettung ι : K → D eine Idem-

potente in der Algebra D ⊗Q K ' M2(K) zuordnen kann. Dabei führen wir

Ideen aus [Mor09, §1.3] weiter aus.

1.2.11 Proposition. Die Konjugation auf D ⊗Q K wie in Proposition 1.1.14
definiert, ist gegeben durch

D ⊗Q K −→ D ⊗Q K, (1.2)

h⊗ x 7−→ h⊗ x. (1.3)

Wir bezeichnen die Konjugation auf D ⊗Q K ebenfalls mit e 7→ e.

BEWEIS. Das Zentrum von D ⊗Q K ist Q ⊗Q K . Sei D = (K, δ) und u ∈ D
wie in Satz 1.2.4 gewählt. Dann erfüllt u⊗ 1 ∈ D⊗QK die Eigenschaften (i)

bis (iii) des Satzes und es gilt (u ⊗ 1)2 = δ. Mit der Bemerkung 1.2.6 folgt

dann die Behauptung. �

1.2.12 Proposition. Sei ι : K ↪→ D eine Einbettung. Durch

eι :=
1
2

(1⊗ 1− 1
d
ι(α)⊗ α) ∈ D ⊗Q K (1.4)

ist eine Idempotente in D ⊗Q K ' M2(K) mit tr eι = 1 gegeben.

BEWEIS. Es gilt:

e2
ι =

1
4

[1⊗ 1− 2
d
ι(α)⊗ α+

1
d2
ι(−d)⊗ (−d)] = eι
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und

tr eι = eι + eι

= 1⊗ 1− 1
2d

(ι(α)⊗ α+ ι(α)⊗ α)

= 1⊗ 1.

�

1.2.13 Definition. Wir nennen die Idempotente eι ∈ D ⊗Q K wie in (1.4)

die zu ι gehörende Idempotente. Falls klar ist, welche Einbettung ι : K → D

wir betrachten, schreiben wir auch abkürzend e für eι .

1.2.14 Proposition. Sei e := a ⊗ 1 + b ⊗ α ∈ D ⊗Q K eine Idempotente mit
e /∈ {0, 1}. Dann definiert α 7→ ab−1 eine Einbettung ι : K ↪→ D. Für die zu ι

gehörende Idempotente eι wie in Proposition 1.2.12 gilt:

eι = e · (2a⊗ 1)−1.

BEWEIS. Da e eine Idempotente ist, gilt

e2 = (a2 − db2)⊗ 1 + (ab+ ba)⊗ α

= (a⊗ 1 + b⊗ α).

Dies entspricht dem Gleichungsystem

a2 − db2 = a (1.5)

ab+ ba = b. (1.6)

Da (1.6) äquivalent zu ab−1 = b−1(1− a) ist, folgt die Identität

ab−1ab−1 (1.6)
= b−1(1− a)ab−1

= b−1ab−1 − b−1a2b−1

(1.5)
= b−1ab−1 − b−1ab−1 − b−1db2b−1

= −d.

Da e 6= 1 eine Idempotente ist, gilt

0 = n(e) = ee = (n(a)− dn(b))⊗ 1 + tr(ab)⊗ α.

und folglich tr(ab−1) = tr(ab)/ n(b) = 0. Somit definiert α 7→ ab−1 eine Ein-

bettung. Die letzte Aussage der Proposition folgt aus den Gleichungen

e · (2a⊗ 1)−1 =
1
2

(1⊗ 1 + ba−1 ⊗ α) = eι.
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�

1.2.15 Korollar. Folgende Abbildung liefert eine Bijektion von Mengen:

{ι : K ↪→ D} // { e ∈ D ⊗Q K : e2 = e, tr e = 1},

ι : K ↪→ D � // eι = 1
2 (1⊗ 1− 1

d ι(α)−1 ⊗ α),{
ι : K ↪→ D

α 7→ b−1

�oo e = 1
2 (1⊗ 1 + b⊗ α).

BEWEIS. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Proposition 1.2.12 und

Proposition 1.2.14 für a = 1
2 . �

1.2.16 Proposition. Sei ι : K ↪→ D eine Einbettung und eι ∈ D ⊗Q K die
zugehörige Idempotente nach Korollar 1.2.15. Bezeichne ι : K ↪→ D die Ver-
knüpfung der komplexen Konjugation auf K mit ι und bezeichne eι die zu ι

gehörende Idempotente. Dann gelten folgende Identitäten:

eι = eι = 1− eι.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Proposition 1.2.12 und der Definition

der Konjugation auf D ⊗Q K . �

Durch den Isomorphismus κ : D ⊗Q K ' EndK(D) aus Prop. 1.2.9 de-

finiert die Idempotente e eine Projektion κ(e) auf D. Die komplementäre

Projektion ist gegeben durch 1− κ(e) = κ(e):

1.2.17 Korollar (zu Prop. 1.2.10). In der Notation von Prop. 1.2.10 gilt:
Die K -lineare Abbildung κ(eι) (resp. κ(e)) ist die orthogonale Projektion bzgl.
dem Skalarprodukt 〈·, ·〉 : D ×D → K nach K (resp. uK ).

BEWEIS. Sei x := x1 + ux2 ∈ K + uK = D gegeben. Dann gilt

κ(e)(x1 + ux2)

= κ(
1
2
⊗ 1− 1

2d
ι(α)⊗ α)(x1 + ux2)

=
1
2

(x1 + ux2 −
1
d
ι(α)x1ι(α)− 1

d
ι(α)ux2ι(α))

(∗)
=

1
2

(x1 + ux2 + x1 − ux2)

= x1.

Dabei folgt (∗) aus der Eigenschaft (iii) von Satz 1.2.4. Die Aussage für κ(e)
beweist man analog. �
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Sei nun O eine Ordnung in D und OD eine maximale Ordnung, die

O enthält. Um CM-Punkte einer Shimura-Kurve (siehe Abschnitt 2.7) zu

beschreiben, betrachten wir nicht nur Einbettungen ι : K ↪→ D von Zer-

fällungskörpern K , sondern zusätzlich die Urbilder ι−1(O). Diese Urbilder

sind Ordnungen in K .

Sei K := Q(
√
−d) ein Zerfällungskörper von D und OK,c eine Ordnung von

K mit Führer c ∈ N. Sei h(OK,c) die Klassenzahl von OK,c , also die An-

zahl der gebrochenen Ideale modulo Hauptideale (für Eigenschaften der

Klassenzahl siehe [Neu07, §6]).

1.2.18 Definition. Wir bezeichnen mit

E(O,OK,c) := {ι : K ↪→ D mit ι(OK,c) ⊂ O}

die Menge der Einbettungen von OK,c in O. Gilt ι(OK,c) = O, dann nennen

wir ι ∈ E(O,OK,c) eine optimale Einbettung bzgl. OK,c . Wir bezeichnen die

Menge der optimalen Einbettungen mit E∗(O,OK,c).

1.3 Automorphismen

In diesem Abschnitt wollen wir die Untergruppe O1
D (Definition 1.3.5) der

Automorphismengruppe der Quaternionenalgebra D über Q untersuchen.

Die Gruppe O1
D liefert eine Fuchssche Gruppe Γ(1) < SL2(R). Der Quotient

X (1) := H/Γ(1) liefert eine Shimura-Kurve (Definition 2.3.2).

Sei allgemein F ⊂ R ein Zahlkörper und D eine Quaternionenalgebra

über F . Sei OF der Ganzheitsring von F .

1.3.1 Definition. Bezeichne AutF (D) die Gruppe der F -Automorphismen

von D, d.h. der Automorphismen γ : D → D, die eingeschränkt auf F die

Identität sind.

1.3.2 Proposition ( [Vig80, Thm. 2.1, Cor. 2.3] ). Sei γ ∈ AutF (D) ein F -
Automorphismus. Dann ist γ ein innerer Automorphismus, dh. es existiert
ein h ∈ D, so dass γ(x) = hxh−1 für alle x ∈ D gilt. Insbesondere gilt
AutF (D) ' D∗/F ∗ .

Sei O ⊂ D eine OF -Ordnung. Wir möchten nun zwei bestimmte Grup-

pen von Automorphismen studieren. Nämlich jene, deren Elemente die

Ordnung O festlassen und jene, deren Elemente zusätzlich Bilinearformen

auf D festlassen. Diese Gruppen liefern uns Fuchssche Gruppen (Defini-

tion 2.2.7), die uns zur Definition der Shimura-Kurven X ∗(1) und X (1)
führen (Definition 2.3.2).
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1.3.3 Definition. Wir definieren den Normalisator von O als die Gruppe

Nor(O) := {h ∈ D∗ : hO = Oh}.

1.3.4 Korollar (zu Prop. 1.3.2).

(i) Die Gruppe der Automorphismen {µ ∈ AutF (D) : µ(O) = O} der Ord-
nung O ist isomorph zum Quotienten Nor(O)/O∗F .

(ii) Sei h ∈ O∗ . Genau dann ist Oh Links- und Rechtsideal, wenn Oh = hO,
i.e. h ∈ Nor(O) ist.

BEWEIS. Der Beweis ist elementar. �

Korollar 1.3.4 besagt, dass Nor(O) auf der Menge der beidseitigen Idea-

len wirkt.

1.3.5 Definition. Bezeichne O1
D ⊂ D die Gruppe

O1
D := {h ∈ OD : n(h) = 1} < Nor(O).

Sei

† : D → D, x 7→ x†

eine positive Involution. Dann korrespondiert nach Proposition 1.1.21 zur

Involution † ein Element a ∈ D, so dass a2 ∈ F total negativ ist und x† =
axa−1 gilt. Dann definiert

Ea : D ×D −→ R (1.7)

(x1, x2) 7−→ tr(x1 · a−1 · x2
†) (1.8)

eine alternierende Bilinearform. Ein Element h ∈ O1
D lässt im folgenden

Sinne die Bilinearform Ea fest:

1.3.6 Proposition. Sei h ∈ OD . Dann gilt

Ea(x1h, x2h) = n(h) · Ea(x1, x2)

für alle x1, x2 ∈ D. Insbesondere ist die Bilinearform Ea invariant unter
Rechtsmultiplikation von h ∈ OD , wenn h ∈ O1

D ist.

BEWEIS. Es gilt

Ea(x1h, x2h) = tr(x1h · a−1 · (x2h)†)

= tr(x1hx2ha
−1)

= n(h) tr(x1x2a
−1) = n(h) · Ea(x1, x2).

�
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1.3.7 Bemerkung. Sei A eine abelsche Varietät vom Typ QM und sei eine

Polarisierung λ : A → At gegeben. Die Proposition 1.3.6 besagt, dass für

h ∈ O1
D folgendes Diagramm kommutiert:

A

h

��

λ // At

A
λ // At.

h†

OO

Wir sind im Folgenden daran interessiert, wie die Gruppen Nor(O) und

O1
D auf den Einbettungen in D von Zerfällungskörpern wirken. Um die

Notation zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall, dass F = Q gilt.

1.3.8 Lemma ( [AB04, Cor. 4.17] ). Sei D eine Quaternionenalgebra über
Q und O eine Ordnung von D. Sei desweiteren h ∈ Nor(O) und ι : K ↪→ D in
E(O,OK,c). Dann gilt:

(i) Der Morphismus ιh := h−1ι(·)h : K ↪→ D definiert eine Einbettung von
OK,c in O.

(ii) Die Einbettung ιh aus (i) ist genau dann optimal, wenn ι optimal ist.

Mit Hilfe von Lemma 1.3.8 kann man folgende Äquivalenzrelation defi-

nieren:

1.3.9 Definition. Wir nennen zwei Einbettungen ι, ι′ ∈ E(O,OK,c) äquiva-

lent, falls ein h ∈ O1
D existiert so dass ι′ = ιh ist.

Bezeichne h(O,OK,c) die Anzahl der Äquivalenzklassen optimaler Einbet-

tungen aus E∗(O,OK,c).

1.3.10 Proposition ( [Vig80, Cor. 5.12, 5.13] ). Bezeichne Σ−1 die Men-
ge der Primzahlen p | disc(D) inert in K und bezeichne b = |Σ−1|. Es gilt:

h(O1
D,OK,c) = 2b+1h(OK,c).

1.3.11 Bemerkung. (i) In [Neu07, §12] findet man eine Formel für die

Klassenzahl von OK,c , die in konkreten Fällen angewendet werden

kann. Man kann somit auch h(O1
D,OK,c) konkret angeben.

(ii) In [Vig80, Cor. 5.12] ist auch eine explizite Formel für die Anzahl der

optimalen Einbettungen modulo Nor(OD) gegeben.



Kapitel 2

Abelsche Flächen vom Typ
QM und die
Shimura-KurveX (1)

In diesem Kapitel benutzen wir die Ergebnisse über Quaternionenalgebren

aus Kapitel 1 um die Shimura-Kurve X (1) zu studieren. Sei OD eine fes-

te maximale Ordnung in einer Quaternionenalgebra D über Q. Zu der

Automorphismengruppe O1
D (Definition 1.3.5) gehört eine Shimura-Kurve

X (1) (Definition 2.3.2). Diese parametrisiert Isomorphieklassen hauptpo-

larisierte abelsche Flächen A mit Einbettungen OD ↪→ End(A).
Kroworsch ([Kro09]) zeigt Kongruenzen für verallgemeinerte Spuren sin-

gulärer Moduli im Fall von klassischen Modulkurven. Um Spurformeln

analog zu denen in [Kro09] definieren zu können, müssen wir einige Infor-

mationen über die abelschen Flächen haben, die als Punkte der Shimura-

Kurve X (1) auftreten. Insbesondere die CM-Punkte auf X (1) müssen stu-

diert werden, weil sie eine Verallgemeinerung der singulären Moduli auf

die Shimura-Kurve X (1) sind.

Im Fall der Modulkurve entsprechen den singulären Moduli die elliptische

Kurven mit komplexer Multiplikation. Analog entsprechen den CM-Punkte

auf X (1) abelsche Flächen deren Endomorphismenalgebra echt größer als

die Quaternionenalgebra D sind. Diese sind dann isogen zum Produkt iso-

gener elliptischer Kurven.

In diesem Kapitel studieren wir die Shimura-Kurve X (1) und ihre CM-

Punkte, sowohl als Quotient H/Γ der komplexen oberen Halbeben nach

einer Fuchsschen Gruppe Γ, wie auch mittels der Modulinterpretation von

X (1). In Abschnitt 2.1 definieren wir, was wir unter einer abelschen Fläche

A vom Typ QM verstehen. Wir zeigen, dass entweder die Endomorphisme-

nalgebra von A in Charakteristik 0 isomorph zur Quaternionenalgebra
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ist oder A isogen zum Produkt zweier elliptischer Kurven ist (Proposition

2.1.8). Wir zeigen außerdem, dass A über endlichen Körpern nicht abso-

lut einfach ist (Satz 2.1.9). In Abschnitt 2.2 fassen wir dann allgemeine

Ergebnisse über arithmetische Fuchssche Gruppen und Shimura-Kurven

über den komplexen Zahlen zusammen. In Abschnitt 2.3 wenden wir diese

allgemeinen Ergebnisse auf die Shimura-Kurve X (1) an. In Abschnitt 2.4

und Abschnitt 2.5 betrachten wir die CM-Punkte auf X (1) mittels ihrer Mo-

dulinterpretation (Satz 2.3.6) und treffen Strukturaussagen über abelsche

Flächen vom Typ QM & CM über Zahlkörper (Theorem 2.4.12 und Satz

2.5.7). Diese lassen sich mit etwas Vorsicht auch über endlichen Körpern

anwenden. Dies benutzen wir in Abschnitt 2.6 um Aussagen über die Lift-

barkeit von Endomorphismen nach Charakteristik 0 zu treffen. Im letzten

Abschnitt 2.7 geben wir eine intrinsische Beschreibung der CM-Punkte

auf X (1) und verbinden diese mit der Modulinterpretation um eine Kor-

respondenz zwischen CM-Punkten auf X (1) und bestimmten elliptischen

Kurven explizit zu machen (Theorem 2.7.12).

2.1 Abelsche Flächen vom Typ QM

Sei A eine abelsche Fläche über dem Körper F . Wir bestimmen in diesem

Abschnitt die Möglichkeiten für die Endomorphismenalgebra End0(A), so

dass eine Einbettung D ↪→ End0(A) einer Quaternionenalgebra D über Q
existiert (Proposition 2.1.8). In positiver Charakteristik char(F ) > 0 folgt

aus der Existenz einer solchen Einbettung, dass A nicht absolut einfach

ist (Satz 2.1.9).

Sei F ein beliebiger Körper mit char(F ) 6= 2. Sei A eine abelsche Varietät

von Dimension 2 über F . Bezeichne End(A) den Endomorphismenring von

A und End0(A) := End(A) ⊗Z Q die Endomorphismenalgebra von A. Für

Allgemeines über Endomorphismenalgebren von abelschen Varietäten sei

auf [Mum74, Kap. IV] verwiesen.

Bezeichne At ' Pic0(A) die duale abelsche Varietät von A. Bezeichne

tP : A → A die Translation mit P . Sei L ein Geradenbündel auf A. Die

Zuordnung

ϕL : A −→ Pic0(A) (2.1)

P 7−→ [t∗PL⊗ L−1]

ist ein Homomorphismus. Ist L ampel, so ist ϕL eine Isogenie.

2.1.1 Definition. Eine Quasi-Polarisierung ist ein Morphismus λ : A→ At

mit folgender Eigenschaft:

Es existiert eine Körpererweiterung F ′ ⊃ F und ein Geradenbündel L auf
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A⊗ F ′ , so dass λ⊗ F ′ = ϕL für ϕL wie in (2.1) ist.

Ist das Geradenbündel L ampel, so nennen wir den Morphismus λ : A→ At

eine Polarisierung.

Wir nennen A, falls eine Polarisierung gegeben ist, vereinfachend polari-
sierte abelsche Varietät. Ist deg λ = 1, dann nennen wir A hauptpolarisiert.

Sei nun eine Polarisierung λ : A→ At gegeben.

2.1.2 Proposition ( [Mum74, §20,§21] ). Die Polarisierung induziert eine
positive Involution

† : End0(A)→ End0(A), α 7→ α† := λ−1 ◦ αt ◦ λ

auf End0(A), die Rosati-Involution.

Betrachte nun also End0(A) ausgestattet mit der Involution † aus Pro-

position 2.1.2.

2.1.3 Definition. Wir nennen eine abelsche Varietät A/F einfach, falls sie

über F keine echten abelschen Untervarietäten besitzt. Behält A diese

Eigenschaften nach beliebiger Körpererweiterung, so nennen wir A absolut
einfach.

Wendet man die allgemeinen Ergebnisse für die Endomorphismenal-

gebren einer abelschen Varietät aus [Mum74, Thm. 2] auf den Fall g = 2
an, so ergibt sich folgender Satz 2.1.4 für die Endomorphismenalgebra

End0(A) := End(A)⊗Z Q.

2.1.4 Satz. Sei A eine einfache abelsche Fläche. Bezeichne K das Zentrum
von End0(A) und K0 den Unterkörper der Elemente von K , die durch die
Involution † auf End0(A) festgelassen werden. Dann ist End0(A) endlich-
dimensional als Q-Algebra. Der Körper K0 ist total reell. Es treten folgende
Möglichkeiten für End0(A) auf:

(Ia) End0(A) = K ' Q,

(Ib) End0(A) = K ' Q(
√
d) mit quadratfreiem d ∈ N,

(II) End0(A) ist isomorph zu einer indefiniten Quaternionenalgebra über
den rationalen Zahlen K = Q,

(IIIa) End0(A) ist isomorph zu einer definiten Quaternionenalgebra über den
rationalen Zahlen K = Q,

(IIIb) End0(A) ist isomorph zu einer definiten Quaternionenalgebra über dem
Körper K0 ' Q(

√
d) mit d ∈ Q>0 ,

(IVa) End0(A) ' Q(
√
−d) mit d ∈ Q>0 , i.e. End0(A) ist isomorph zu einem

CM-Körper von Grad 2,
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(IVb) End0(A) ist isomorph zu einer Quaternionenalgebra, dessen Zentrum
isomorph zu K ' Q(

√
−d) mit d ∈ Q>0 ist,

(IVc) End0(A) ist isomorph zu einem CM-Körper K von Grad 4, d.h. End0(A)
ist isomorph zu einer imaginär quadratischen Erweiterung K des total
reellen Unterkörpers K0 = Q(

√
d) von Grad 2.

Die Fälle (IIIb) und (IVb) treten nur in positiver Charakteristik auf.

Ist die abelsche Fläche A nicht einfach, dann ist sie isogen zum Produkt

A ∼ E×E′ elliptischer Kurven. In diesem Fall gilt für die Endomorphismen-

algebra:

• End0(A) ' M2(End0(E)), falls E und E′ isogen sind,

• End0(A) ' End0(E)× End0(E′), falls E und E′ nicht isogen sind.

2.1.5 Definition. Eine einfache abelsche Varietät A hat komplexe Multi-
plikation, falls für die Endomorphismenalgebra D := End0(A) und das

Zentrum K von D die Gleichung
√

dimK(D) · [K : Q] = 2g erfüllt ist. Ei-

ne zusammengesetzte abelsche Varietät hat komplexe Multiplikation, falls

deren einfache Faktoren komplexe Multiplikation haben.

Eine einfache abelsche Fläche hat im Fall (IIIb), (IVb) und (IVc) komple-

xe Multiplikation.

2.1.6 Definition. Sei A eine (nicht notwendigerweise einfache) abelsche

Fläche und existiere eine Einbettung ψQM : D ↪→ End0(A) einer indefiniten

Quaternionenalgebra D über Q in die Endomorphismenalgebra End0(A)
von A. Bezeichne † die positive Involution auf End0(A). Wir nehmen an

dass ψQM(D)† = ψQM(D) erfüllt sei. Dann nennen wir die abelsche Fläche

A vom Typ QM durch ψQM . Wir nennen die Einbettung ψQM : D ↪→ End0(A)
den QM-Typ von A.

2.1.7 Bemerkung. Bezeichne

† := ψ−1
QM ◦ † ◦ ψQM : D −→ D

ebenso die positive Involution auf D induziert durch den QM-Typ ψQM .

Wenn wir vom QM-Typ sprechen, meinen wir, dass die Quaternionenalge-

bra D mit jener positiven Involution † versehen ist.

In der folgender Proposition 2.1.8 bestimmen wir die Möglichkeiten für

die Endomorphismenalgebra einer abelschen Fläche A von Typ QM in

Charakteristik 0.

2.1.8 Proposition. Sei F ein Körper der Charakteristik char(F ) = 0 und A

eine abelsche Fläche über F vom Typ QM durch D. Dann gilt folgendes für
die Endomorphismenalgebra End0(A):
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(i) Ist A über F einfach, dann ist End0(A) isomorph zu einer Quaternio-
nenalgebra (Fall II in Satz 2.1.4).

(ii) Ist A über F nicht einfach, dann gilt End0(A) ' M2(K). Und es gilt
A ∼ E2 für eine elliptische Kurve mit komplexer Multiplikation durch
K ⊂ D.

BEWEIS. Ist A einfach, dann gilt nach der Klassifikation der Endomorphis-

menalgebren von einfachen abelschen Flächen in Satz 2.1.4, dass End0(A)
kommutativ ist oder isomorph zu einer indefiniten Quaternionenalgebra

D über Q. Dies beweist (i).

Ist A über F nicht einfach, dann gilt A ∼F E × E′ für elliptische Kurven

E,E′ . Somit ist End0(A) kommutativ oder isomorph zu einer Matrixalge-

bra M2(K). Es muss also D ⊂ M2(K) gelten und folglich K ein Zerfäl-

lungskörper von D sein. Da End0(A) ' M2(K) ist, folgt dass E ∼ E′ und

End0(E) ' K ⊂ D gilt. �

Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass A eine abelsche Fläche vom

Typ QM über einem endlichen Körper k ist. Mittels der Honda-Tate-Theorie

([Tat68]) kann man zeigen, dass A nicht absolut einfach ist:

2.1.9 Satz. Sei k ein endlicher Körper der Charakteristik p := char(k). Sei
D über Q eine indefinite Quaternionenalgebra. Sei A eine abelsche Fläche
über k vom Typ QM durch D. Dann ist A (über dem algebraischen Abschluss
k) isogen zum Produkt E2 einer elliptischen Kurve E mit komplexer Multipli-
kation. Insbesondere ist A entweder gewöhnlich oder supersingulär.

BEWEIS. Mittels der Honda-Tate-Theorie werden in [Oor, Bem. zu Prop.

3.13] die Möglichkeiten für die Endomorphismenalgebren von einfachen

abelschen Flächen über endlichen Körpern bestimmt. Dort wird auch be-

stimmt, ob die zugehörige abelsche Fläche absolut einfach ist. Dies liefert

das Ergebnis, dass A genau dann absolut einfach ist, wenn End0(A) iso-

morph zu einem CM-Körper K von Dimension 4 ist. Da eine Einbettung

D ↪→ End0(A) existiert ist End0(A) nicht kommutativ. Folglich ist A nicht

absolut einfach. �

2.1.10 Bemerkung. In Charakteristik 0 gibt es absolut einfache abelsche

Flächen vom Typ QM, siehe [HM95, Example 1.6]. Beispielsweise ist die

Jakobische J(C) der Kurve

C : y2 = x(x4 +
1 + 2

√
11

2
x3 +

99
20
x2 +

−1 + 2
√

11
2

x+ 1)

vom Typ QM mit der Quaternionenalgebra D :=
(

2,−3
Q

)
. Sie ist aber absolut

einfach, also hat J(C) nach 2.1.8 insbesondere keine komplexe Multipli-

kation.
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2.1.11 Korollar. Wir benutzen die Notation von Satz 2.1.9. Sei A deswei-
teren gewöhnlich. Dann existiert ein imaginärer Zerfällungskörper K von D,
so dass End0(E) ' K gilt. Insbesondere gilt End0

k
(A) ' M2(K) ' D ⊗Q K .

BEWEIS. Dies folgt aus der selben Überlegung wie in Proposition 2.1.8. �

Der p-Rang (Definition 2.1.12) ist eine wichtige Invariante einer abel-

schen Varietät in positiver Charakteristik.

2.1.12 Definition. Sei A eine abelsche Varietät von Dimension g über ei-

nem Körper k mit char(k) = p > 0. Bezeichne A[p](k) die p-Torsionspunkte

von A über dem algebraischen Abschluss k von k. Dann nennen wir die

natürliche Zahl 0 ≤ r ≤ g, so dass A[p](k) ' (Z/pZ)r gilt, den p-Rang von A.

Wir nennen A gewöhnlich falls r = g gilt. Wir nennen eine elliptische Kur-

ve supersingulär, falls r = 0 gilt. Eine abelsche Varietät von Dimension

g > 1 nennen wir supersingulär, falls A über dem algebraischen Abschluss

k isogen zum Produkt Eg einer supersingulären elliptischen Kurve E ist.

Wir bestimmen den p-Rang einer abelschen Fläche vom Typ QM:

2.1.13 Korollar. Sei D über Q eine indefinite Quaternionenalgebra. Sei A
eine abelsche Fläche über einem endlichen Körper k vom Typ QM durch D.
Dann ist A entweder gewöhnlich oder supersingulär.

BEWEIS. Dies folgt direkt aus Satz 2.1.9, da die elliptische Kurve E ⊂ A

entweder gewöhnlich oder supersingulär ist. �

2.2 Arithmetische Fuchssche Gruppen

In diesem Abschnitt zitieren wir allgemeine Ergebnisse über Fuchssche

Gruppen (Definition 2.2.7) und geben die Definition einer arithmetischen

Fuchsschen Gruppe (Definition 2.2.13). Dieser Abschnitt ist die Vorberei-

tung für den nächsten Abschnitt 2.3, in dem wir Shimura-Kurven (Defi-

nition 2.2.14) über C betrachten, die Isomorphieklassen von hauptpolari-

sierten abelschen Flächen vom Typ QM parametrisieren.

Sei H := {z = a+ bi ∈ C : b = Im z > 0} die komplexe obere Halbebene.

2.2.1 Definition. Eine gebrochene lineare Transformation ist eine Abbil-

dung P1
C → P1

C , definiert durch

z 7→ az + b

cz + d
, mit

(
a b

c d

)
∈ GL2(C).

2.2.2 Proposition. Die Gruppe PSL2(R) := SL2(R)/{±1} wirkt via gebroche-
ner linearer Transformation auf P1(C).
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BEWEIS. Dies rechnet man elementar nach. �

Sei Γ < SL2(R) im Folgenden eine diskrete Untergruppe und wirke Γ
auf P1(C) via gebrochener linearer Transformation.

2.2.3 Definition. Sei σ ∈ Γ \ {±1}. Wir nennen σ genau dann

• parabolisch, wenn σ genau einen Fixpunkt in R ∪ {∞} besitzt,

• elliptisch, wenn die Fixpunkte von σ gegeben sind durch ζ, ζ für ein

ζ ∈ H,

• hyperbolisch, wenn σ zwei Fixpunkte in R ∪ {∞} besitzt.

Wir nennen Punkte ζ ∈ P1(C), für die es ein parabolisches (resp. ellipti-

sches) Element σ ∈ Γ mit σζ = ζ gibt, Spitzen (resp. elliptische Punkte).

2.2.4 Proposition ( [Shi94, Prop. 1.16, 1.17] ). Sei ζ ∈ P1(C) und bezeich-
ne den Stabilisator von ζ unter Γ mit Γζ := {σ ∈ Γ : σζ = ζ}.

• Sei ζ ∈ H ein elliptischer Punkt. Dann ist der Stabilisator Γζ eine end-
liche zyklische Gruppe. Wir nennen die Zahl |Γζ | ∈ N die Ordnung des
elliptischen Punkts ζ .

• Sei ζ ∈ R ∪ {∞} eine Spitze. Dann ist Γζ/(Γ ∩ {±1}) isomorph zu Z.

2.2.5 Definition. Sei Γ < SL2(R) eine diskrete Untergruppe. Wir definie-

ren die erweiterte obere Halbebene als

H∗ := H ∪ {Spitzen von Γ}.

2.2.6 Satz ( [Shi94, §1.5] ). Sei Γ eine diskrete Untergruppe von SL2(R).
Dann wirkt Γ auf H∗ und es existiert eine komplexe Struktur auf X := H∗/Γ,
so dass X eine Riemannsche Fläche ist.

2.2.7 Definition. Wir nennen eine diskrete Untergruppe Γ ⊂ SL2(R) eine

Fuchssche Gruppe der ersten Art, falls H∗/Γ eine kompakte Riemannsche

Fläche ist.

2.2.8 Bemerkung. Falls X := H∗/Γ kompakt ist, kann man auf X ein

Radon-Maß einführen, das hyperbolische Volumen vol(X ). Wir möchten

dies nicht ausführen. Eine Definition wird in [Shi94, §2.5] gegeben.

In der Literatur wird das hyperbolische Volumen vol(X ) häufig benutzt

um eine äquivalente Definition der Fuchsschen Gruppen zu geben. Es gilt

nämlich für eine diskrete Untergruppe Γ ⊂ SL2(R), dass H∗/Γ genau dann

kompakt ist, wenn vol(X ) endlich ist ([Shi94, §2.5]). Folglich ist Γ ⊂ SL2(R)
eine Fuchssche Gruppe, falls H∗/Γ endliches Volumen vol(X ) hat.
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2.2.9 Bemerkung. Sei ζ ∈ H ein elliptischer Punkt (bzw. eine Spitze). Wir

nennen das Bild [ζ] ∈ H∗/Γ unter der Quotientenabbildung ebenfalls ellip-

tischen Punkt (bzw. Spitze).

2.2.10 Proposition ( [Shi94, Prop. 2.20] ). Bezeichne X := H∗/Γ, wobei
Γ < SL2(R) eine Fuchssche Gruppe der ersten Art sei. Bezeichne mit m ∈ N
die Anzahl der Spitzen von X und mit ej ∈ N die Ordnungen der elliptischen
Punkte von X . Dann hat X endliches hyperbolisches Volumen vol(X ) (Be
merkung 2.2.8). Für das Geschlecht g von X gilt:

2g − 2 = vol(X )−
∑
j

(1− 1
ej

)−m.

2.2.11 Definition. Sei Γ < SL(2,R) eine Fuchssche Gruppe der ersten Art.

Bezeichne mit xi ∈ H∗ die elliptischen Punkte und die Spitzen von Γ. Wir

nennen Γ eine Dreiecksgruppe, falls X := H∗/Γ von Geschlecht g = 0 ist

und die Anzahl der elliptischen Punkte zusammen mit der Anzahl der Spit-

zen 3 ist. Falls xi ein elliptischer Punkt ist, bezeichne ei die Ordnung

von xi . Falls xi eine Spitze ist, setzen wir ei := ∞. Dann schreiben wir

Γ = ∆(e1, e2, e3) für die Dreiecksgruppe.

2.2.12 Definition. Wir nennen zwei Untergruppen G1, G2 einer Gruppe G

kommensurabel, falls ihr Schnitt G1 ∩ G2 endlichen Index in G1 und G2

hat.

Sei D eine Quaternionenalgebra über einem Zahlkörper F . Sei O eine

OF -Ordnung und sei O1 := {h ∈ O∗ : n(h) = 1}. Sei O1 ↪→ SL2(R) eine

Einbettung und ΓO < SL2(R) ihr Bild.

2.2.13 Definition. Sei Γ ⊂ SL2(R) eine Fuchssche Gruppe der ersten Art.

Wir nennen Γ arithmetisch, falls Γ kommensurabel zu einer Gruppe ΓO
wie oben ist.

2.2.14 Definition. Sei Γ ⊂ SL2(R) eine arithmetische Fuchssche Gruppe

der ersten Art. Dann nennen wir den Quotienten H∗/Γ eine Shimura-Kurve.

2.2.15 Bemerkung. Dies ist die Definition einer Shimura-Kurve über C.

Man kann diese über beliebigen Körpern definieren. Dazu siehe zum Bei-

spiel [Möl05, Definition 1.1] und [Del71].

2.3 Shimura-Kurve X (1): Definition und Alge-

braisierbarkeit

Sei D eine indefinite Quaternionenalgebra über Q und OD eine maximale

Ordnung. In Abschnitt 2.2 haben wir gesehen, dass die Gruppe O1
D (Defi-
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nition 1.3.5) eine Shimura-Kurve X (1) (Definition 2.2.14) über C definiert.

In diesem Abschnitt zitieren wir bekannte Ergebnisse für X (1). Insbeson-

dere korrespondieren die Punkte von X (1) zu hauptpolarisierten abelschen

Flächen vom Typ QM (Satz 2.3.6). Wir benutzen diese Modulbeschreibung

um X (1) in Kapitel 4 weiter zu untersuchen.

Sei D eine indefinite verzweigte Quaternionenalgebra über Q, d.h. es

gilt D ⊗Q R ' M2(R) und D ist nicht isomorph zur Matrixalgebra M2(Q).
Bezeichne ∅ 6= Σ ⊂ N die Menge der Primteiler von disc(D). Sei OD die (bis

auf Konjugation eindeutige) maximale Ordnung in D. Bezeichne

O1
D := {h ∈ OD : n(h) = 1}, (2.2)

Nor(OD) := {[h] ∈ D∗ : n(h) > 0, hOD = ODh} (2.3)

wie in Definition 1.3.5 (bzw. 1.3.3).

Sei eine Einbettung Θ : D ↪→ M2(R), gegeben. Diese Einbettung ist eindeu-

tig bis auf Konjugation. Mittels der Einbettung Θ kann man die Gruppen

O1
D und Nor(OD) als diskrete Untergruppen von SL2(R) auffassen. Wir be-

zeichnen diese Untergruppen von SL2(R) mit

Γ(1) := Θ(O1
D),

Γ∗(1) := Θ(Nor(OD)/Q∗).

2.3.1 Satz ( [Shi94, Prop. 9.2] ). Die Gruppen Γ(1) (resp. Γ∗(1)) sind arith-
metische Fuchssche Gruppen. Es existieren keine parabolischen Elemente σ
in Γ(1) (resp. Γ∗(1)).

2.3.2 Definition. Wir definieren die Shimura-Kurven X (1) und X ∗(1) als

die Quotienten X (1) := H/Γ(1) und X ∗(1) := H/Γ∗(1). Diese Quotienten

sind nach Satz 2.3.1 kompakte Riemannsche Flächen.

2.3.3 Proposition ( [Vig80, Abschnitt IV.3.A] ). Das hyperbolische Volu-
men von X (1) ist gegeben durch

vol(X (1)) =
1
6

∏
p|disc(D)

(p− 1).

Es gibt nur elliptische Punkte von Ordnung 2 und 3 und die Anzahl n2 (bzw.
n3 ) der elliptischen Punkte von Ordnung 2 (bzw. Ordnung 3) sind

n2 =
∏

p|disc(D)

(1−
(
−4
p

)
), n3 =

∏
p|disc(D)

(1−
(
−3
p

)
).
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Das Geschlecht g von X (1) ist gegeben durch

g = 1 +
vol(X (1))

2
− n2

4
− n3

3
.

2.3.4 Beispiel. Sei D die Quaternionenalgebra über Q mit Diskriminante

disc(D) = 6. In der Notation von Proposition 2.3.3 gilt

vol(X (1)) =
1
3
, n2 = 2, n3 = 2.

Das Geschlecht von X (1) ist somit g = 0.

Die Kurve X (1) ist eine Überlagerung von X ∗(1). Tatsächlich gilt näm-

lich folgende Proposition 2.3.5. Diese werden wir in Satz 2.7.12 benutzen

um zu zeigen, dass eine Korrespondenz zwischen den CM-Punkten auf

X (1) (2.7.4) und den CM-Punkten auf der Modulkurve X(1) existiert.

2.3.5 Proposition ( [Vig80, § IV.3.B] ). Die Gruppe Γ(1) ist eine normale
Untergruppe von Γ∗(1) von Index 2|Σ| . Der Quotient Γ(1)/Γ∗(1) ist eine ele-
mentarabelsche 2-Gruppe. Die Elemente von Γ∗(1)/Γ(1) korrespondieren zu
den Klassen [h] von Elementen h ∈ D, für die n(h) =

∏
p∈Σ′

p für eine Unterme-

ge Σ′ ⊂ Σ gilt.

In [Shi67, §4] und [Shi63, §2] wird beschrieben, wie die Shimura-Kurve

X (1) polarisierte abelsche Flächen A mit Einbettungen OD ↪→ End(A) pa-

rametrisiert.

2.3.6 Satz ( [Shi67, Thm. 4.20], [Shi63, Thm. 1] ). Es gibt eine Bijektion
zwischen den Punkten ζ ∈ X (1) und den Isomorphieklassen hauptpolari-
sierter abelscher Flächen mit QM durch OD .

Die Shimura-Kurven X (1) und X ∗(1) sind algebraisierbar.

2.3.7 Satz ( [Shi67, Thm. 4.20], auch [Shi94, Thm. 9.6] ). Es existieren
Modelle von X (1) und X ∗(1) als projektive algebraische Kurven über dem
Zahlkörper Q.

2.3.8 Bemerkung. Wir bezeichnen diese algebraischen Kurven ebenfalls

mit X (1) und X ∗(1).

2.4 Abelsche Flächen vom Typ QM mit komple-

xer Multiplikation

Proposition 2.1.8 impliziert, dass eine abelsche Fläche A vom Typ QM

mit komplexer Multiplikation nicht absolut einfach ist. D.h. über einer
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Erweiterung des Definitionskörpers ist A isogen zum Produkt isogener

elliptischer Kurven. Wir konstruieren zu einer gegebenen Idempotenten

e ∈ End0(A) mit bestimmten Eigenschaften (Notation 2.4.6) eindeutige el-

liptische Kurven Ee, Ee und eine explizite Isogenie ψ : A→ Ee×Ee (Theorem

2.4.12).

2.4.1 Notation. Sei D eine indefinite Quaternionenalgebra über Q und

OD in D eine maximale Ordnung. Sei F ein Körper der Charakteristik

char(F ) 6= 2 und A eine abelsche Fläche vom Typ QM durch ψQM : OD ↪→
End(A) über F . Sei λ : A→ At eine Hauptpolarisierung. Dann liefert λ eine

Involution auf End(A) und durch Einschränken eine Involution auf OD ,

die wir mit a 7→ a† bezeichnen (siehe Bemerkung 2.1.7). Wir nehmen an,

dass die Polarisation λ : A → At und alle Endomorphismen von A über F

definiert sind.

2.4.2 Bemerkung. Angenommen A habe zusätzlich komplexe Multiplika-

tion im Sinne von Definition 2.1.5. Dann impliziert Proposition 2.1.8, dass

A isogen zum Produkt E2 einer elliptischen Kurve E mit komplexer Mul-

tiplikation durch einen imaginär quadratischen Körper K ist. Die Quater-

nionenalgebra D lässt sich in End0(A) ' M2(K) einbetten und folglich ist

K ein Zerfällungskörper von D.

2.4.3 Notation. Wir nehmen an, A habe komplexe Multiplikation und es

gelte End0(A) ' M2(K) für einen imaginär quadratischen Zerfällungskör-

per K = Q(α) mit α2 = −d ∈ Z<0 quadratfrei.

Sei

ε : End0(A) ∼−→ D ⊗Q K

ein Isomorphismus, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

D �

can

''PPPPPPPPPPPPPP
� ψQM // End0(A)

ε

��
D ⊗Q K.

(2.4)

2.4.4 Proposition. Es existieren genau 2 Isomorphismen

ε1, ε2 : End0(A) −→ D ⊗Q K,

die das Diagramm (2.5) kommutativ machen. Dabei ist ε2 die Verknüpfung
von ε1 mit der komplexen Konjugation in Q⊗Q K .

BEWEIS. Seien ε1, ε2 : End0(A) → D ⊗Q K zwei Isomorphismen, die das
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Diagramm (2.5) kommutativ machen. Wir definieren den Isomorphismus

κ := ε2 ◦ ε−1
1 : D ⊗Q K → D ⊗Q K.

Nach der Definition der Isomorphismen εi ist die Einschränkung von κ auf

D ⊗Q Q die Identität auf D ⊗Q Q. Für den Morphismus κ muss damit

κ(d⊗ α) = (d⊗ 1)κ(1⊗ α) = κ(1⊗ α)(d⊗ 1)

gelten und folglich ist κ(1⊗α) ∈ Zentrum(D⊗QK) = Q⊗QK . Aus der Identität

κ(1⊗ α)2 = d⊗ 1 folgt κ(1⊗ α) = ±1⊗ α. �

Bezeichne nun ε : End0(A) −→ D ⊗Q K den (bis auf Konjuation) eindeu-

tigen Isomorphismus aus Prop. 2.4.4.

2.4.5 Proposition. Das Zentrum von End(A) ist mittels ε isomorph zu Z⊗Z

OK,c für eine Ordnung OK,c von K mit Führer c ∈ N. Somit definiert

ε−1 : OD ⊗Z OK,c ↪→ End(A)

eine Einbettung.

BEWEIS. Es ist offensichtlich, dass das Zentrum einer Z-Ordnung wieder-

um eine Z-Ordnung ist. Der Endomorphismenring End(A) ist eine Ord-

nung in End0(A). Somit ist Zentrum(End(A)) eine Ordnung in ε−1(Q⊗Q K),
dem Zentrum von End0(A). Die Behauptund der Proposition folgt unmit-

telbar. �

2.4.6 Notation. Sei nun die Ordnung OK,c mit Führer c ∈ N wie in Propo-

sition 2.4.5 gegeben, d.h. Zentrum(End(A)) ' OK,c . Sei

ι : K ↪→ D

eine optimale Einbettung von OK,c in OD , d.h. es gelte OK,c = ι−1(OD).
Bezeichne mit

e =
1
2

(1⊗ 1 + ι(α)−1 ⊗ α) ∈ D ⊗Q K (2.5)

die zu ι gehörende Idempotente nach Proposition 1.2.14.

2.4.7 Definition. Sei A eine abelsche Varietät und I ( End(A) ein Ideal

in End(A). Wir definieren das Torsionsuntergruppenschema bzgl. I als das

Untergruppenschema

A[I] :=
⋂
γ∈I

ker γ.
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2.4.8 Lemma. Sei A eine abelsche Varietät, nicht notwendigerweise ein-
fach, und I ( End(A) ein Ideal. Genau dann existiert eine Isogenie γ 6= 0 in
I , wenn I ein Gitter in End(A) ist.

BEWEIS. Sei I ein Gitter und β̃ ∈ End(A) eine Isogenie. Dann existieren

n ∈ N \ {0} und β ∈ I , so dass β = β̃ ◦ [n] gilt. Daraus folgt die Gleichheit

kerβ = ker(β̃ ◦ [n]) und somit ist β ∈ I \ {0} eine Isogenie.

Sei umgekehrt β ∈ I \ {0} eine Isogenie und n := deg β . Dann existiert ein

β̃ ∈ End(A), so dass die Isogenie [n] faktorisiert als [n] = β̃ ◦ β . Somit gilt

[n] = β̃ ◦ β ∈ I und folglich auch I ⊗Q ' End0(A). �

2.4.9 Bemerkung. Falls A eine einfache abelsche Varietät ist, sind alle

nicht-trivialen Endomorphismen Isogenien, und somit ist I genau dann

ein Gitter wenn I nicht trivial ist.

2.4.10 Lemma. Sei A eine abelsche Varietät und I ( End(A) ein Ideal.

(i) Ist I ein Gitter in End(A), so ist das Untergruppenschema A[I] endlich.

(ii) Ist A[I] endlich, so ist das Ideal J = {β ∈ End(A) : βA[I] = 0} ⊃ I ein
Gitter.

BEWEIS. Ist I ein Gitter, dann existiert nach Lemma 2.4.8 eine nicht-

triviale Isogenie β ∈ I und folglich ist A[I] ⊂ kerβ endlich.

Ist n := |A[I]| endlich, dann gilt A[I] ⊂ ker[n] und somit gilt [n] ∈ J . Folg-

lich ist J ein Gitter nach Lemma 2.4.8. Die Relation I ⊂ J gilt nach der

Definition des Torsionsuntergruppenschemas A[I]. �

Die nächste Proposition liefert eine explizite Konstruktion des Quotien-

ten A/A[I]. Für weitere Details sei auf [Shi98, §7] verwiesen.

2.4.11 Proposition ( [Shi98, §7, Prop. 7],[Wat69, § 3.2] ). Sei A eine abel-
sche Varietät und I ( End(A) ein Gitter. Seien (γi)i ⊂ End(A) Erzeuger von I

über End(A), dann definiert

ψ := (γi)i : A −→
∏
i

Im γi,

P 7−→ (γi(P ))i

eine Isogenie mit kerψ = A[I]. Folglich gilt
∏
i Im γi ' A/A[I] als abelsche

Varietäten. Sind A und alle γ ∈ I über F definiert, dann ist auch ψ über F
definiert.

Wir konstruieren eine explizite Isogenie

A→ Ee × Ee.
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Dazu erinnern wir an unsere Bezeichnungen. Gegeben ist die abelsche

Fläche A vom Typ QM durch D und die Einbettung ι : OK,c ↪→ OD . Dann

existiert nach Satz 1.2.4 ein u ∈ D, so dass D = ι(K) + uι(K), u2 ∈ Q und

ux = xu für alle x ∈ ι(K) gilt. Sei ein solches Element u ∈ OD gewählt.

Das Element e := eι = 1
2 (1⊗1+ι(α)−1⊗α) ∈ D⊗QK bezeichne die zu ι gehö-

rige Idempotente. Die zu ι gehörende Idempotente eι ist nach Proposition

1.2.16 gegeben durch eι = e = 1− e.

2.4.12 Theorem. Sei η ∈ ι(OK,c), so dass eη ∈ End(A) ist. Dann existieren
isogene elliptische Kurven Ee, Ee vom Typ CM durch OK,c und eine Isogenie

ψeη : A→ Ee × Ee,

von Grad degψeη | deg η.

BEWEIS. Wir definieren I = 〈eη, eη〉 als das ganze Ideal in End(A) erzeugt

von eη und eη. Da η = eη+eη ∈ I ( End(A) eine Isogenie definiert, ist I nach

Lemma 2.4.8 ein Gitter. Somit definiert I nach Lemma 2.4.11 eine Isogenie

ψeη : A→ A′ mit kerψeη = A[I] ⊂ ker η. Insbesondere folgt degψeη | deg η.

Das Ideal eI = 〈eη〉 < End(A) ist kein Gitter, da e 6= 1 eine Idempotente

ist, also zu einer Projektion gehört. Dies impliziert dass A→ A/A[eI] keine

Isogenie ist. Also ist A/A[eI] eine abelsche Varietät von Dimension ≤ 1. Da

aber eI 6= {0} gilt, ist Ee := A/A[eI] eine elliptische Kurve. Analog definiert

man die elliptische Kurve Ee := A/A[eI]. Damit definiert das Gitter I ⊂
End(A) nach Lemma 2.4.11 eine Isogenie

ψeη : A→ Ee × Ee.

Wir möchten nun zeigen, dass Ee ' Ee gilt. Dazu betrachten wir zunächst

End(Ee). Die Endomorphismen β ∈ End(A), die mit eη ∈ End(A) kommutie-

ren, also Ee auf sich selbst abbilden, sind ψ−1(β) ∈ ι(OK,c)⊗OK,c . Folglich

gilt OK,c ' End(Ee). Analog gilt OK,c ' End(Ee).
Für das Element u ∈ OD gilt ueη = eηu, d.h. folgendes Diagramm kommu-

tiert

A

u

��

eη // Ee

u|Ee

��
A

eη // Ee.

(2.6)

Dies liefert eine explizite Isogenie u|Ee : Ee → Ee . �

Im Folgenden wollen wir Aussagen über die Eindeutigkeit der ellipti-

schen Kurven Ee und Ee treffen.
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2.4.13 Lemma. Seien η, η′ ∈ ι(OK,c), so dass eη, eη′ ∈ End(A) ist. Bezeichne

ψeη : A→ Ee × Ee,

ψeη′ : A→ E′e × E′e

die zugehörigen Isogenien aus Satz 2.4.12. Dann gilt Ee ' E′e und Ee ' E′e .

BEWEIS. Es gilt o.B.d.A. η′ = βη für ein β ∈ ι(OK) und folglich eη′ = eη · eβ .

Es ist eη ∈ End(Ee) und eη′ ∈ End(E′e). Somit definiert eβ eine Isogenie

eβ : Ee → E′e . Es existiert ein N ∈ N, so dass [N ] ◦ eβ ∈ End(Ee) ist:

Ee
eβ−→ E′e

[N ]−−→ Ee.

Folglich gilt E′e/E
′
e[N ] ' Ee und somit sind Ee und E′e isomorph. Analog

gilt Ee ' E′e . �

2.4.14 Lemma. Seien ι, ι′ : K ↪→ D zwei äquivalente Einbettungen im Sinne
von Definition 1.3.9, d.h. es existiert ein h ∈ O1

D , so dass ι′(x) = hι(x)h−1

für alle x ∈ K gilt. Bezeichne mit e, e′ ∈ D ⊗Q K die korrespondierenden
Idempotenten. Seien η, η′ ∈ ι(OK,c) so gewählt, dass eη, e′η′ ∈ End(A) ist. In
der Bezeichnung von Satz 2.4.12 gilt dann Ee ' Ee′ und Ee ' Ee′ .

BEWEIS. Sei h ∈ O1
D so gewählt, dass ι′(x) = hι(x)h−1 für alle x ∈ K gilt.

Zu h korrespondiert ein Isomorphismus A ∼−→ A. Da e ◦ (h⊗ 1) = (h⊗ 1) ◦ e′

ist, liefert die Einschränkung von h auf Ee (bzw. Ee ) einen Isomorphismus

Ee ' E′e (bzw. Ee ' Ee′ ). �

2.4.15 Proposition. Es existiert η ∈ ι(OK,c) mit eη ∈ End(A), so dass für
die Isogenie ψeη : A→ Ee × Ee aus Satz 2.4.12 gilt, dass

degψeη | (4c2 · disc(K)).

BEWEIS. Angenommen es gilt 4 | disc(K). Dann ist OK,c = Z ⊕ cαZ. Für

η := 2cα ∈ OK,c folgt, dass eη = cα ⊗ 1 + 1 ⊗ cα ∈ OK,c ⊗ OK,c gilt. Nach

Proposition 2.4.5 ist somit eη ∈ End(A). Es gilt n(η) = 4c2d = c2 ·disc(K) und

folglich deg η = c2 ·disc(K). Mit der Teilbarkeitsbedingung degψeη | deg η aus

der Aussage von Satz 2.4.12 folgt somit die Behauptung.

Angenommen es gilt 4 - disc(K). Dann ist OK,c = Z⊕ c 1+α
2 Z. Für η := 2cα ∈

OK,c gilt ebenso eη ∈ End(A). Die Aussage folgt dann aus der Identität

deg η = 4c2 · disc(K). �

2.4.16 Bemerkung. Man kann die elliptische Kurve Ee (bzw. Ee ) nach

Proposition 2.4.11 auch als Bild unter der Abbildung eη (bzw. eη) auffas-

sen. Man betrachtet also Ee (bzw. Ee ) als Untervarietät von A. Die duale
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Isogenie ψDeη von ψeη ist dann gegeben durch

Ee × Ee −→ A

(x, y) 7−→ ηD(x) + ηD(y).

Ein Isomorphismus ε : End0(A) → D ⊗Q K aus Proposition 2.4.4 indu-

ziert durch die positive Involution † auf End0(A) eine positive Involution

auf D ⊗Q K . Die Proposition 2.4.4 impliziert, dass diese unabhängig von

der Wahl des Isomorphismus ε ist. Diese Involution auf D ⊗Q K sei eben-

falls mit † bezeichnet. Das folgende Lemma beschreibt die Involution † auf

D ⊗Q K in Termen der kanonischen Einbettung D ↪→ D ⊗Q K .

2.4.17 Lemma ( [Knu91, Thm. 9.3.5]). Sei † eine positive Involution auf
D. Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung von † zu einer positiven Invo-
lution auf D⊗Q K . Sei α ∈ K \Q mit α2 ∈ Q, dann ist die Involution gegeben
durch (h⊗ α) 7→ h† ⊗ α.

2.4.18 Bemerkung. Es sei daran erinnert, dass die positive Involution † :
D → D nicht der Konjugation (Lemma 1.1.14) in D entspricht.

2.4.19 Bemerkung. Die Polarisierung von A entspricht nicht der durch

das Produkt Ee × Ee induzierten Polarisierung. Denn wäre die Polarisie-

rung auf A durch die auf dem Produkt Ee × Ee induziert, so müsste die

Involution auf End(E) der Konjugation entsprechen. Insbesondere würde

dies bedeuten, dass für die Idempotente e ∈ D ⊗Q K die Identität e† = e

gilt. Mit Lemma 2.4.17 berechnen wir

e† = 1
2 (1⊗ 1 + ι(α−1)⊗ α)†

= 1
2 (1⊗ 1 + ι(α−1)† ⊗ α)

!= 1
2 (1⊗ 1− ι(α−1)⊗ α) = e

Da α = −α gilt, muss ι(α)† = ι(α) erfüllt sein. Dies ist aber ein Widerspruch

dazu, dass † eine positive Involution ist.

2.5 Konstruktion abelscher Flächen vom Typ

QM mit komplexer Multiplikation

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es zu zeigen, dass für eine elliptische

Kurve E vom Typ CM durch K eine abelsche Fläche A von Typ QM und

komplexer Multiplikation durch M2(K) existiert. In gewissem Sinne ist

dies eine Umkehrung von Theorem 2.4.12. Dies wird in Satz 2.5.7 genauer

beschrieben. In den folgenden Abschnitten 2.6, 2.7 spielen die Ergebnisse

dieses Abschnittes eine entscheidende Rolle.
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Sei F nun ein Zahlkörper und E eine elliptische Kurve über F mit

komplexer Multiplikation durch einen CM-Körper K . Sei ein fester Iso-

morphismus ι : OK,c
∼−→ End(E) gewählt. Sei θ ∈ N eine quadratfreie Zahl

mit ggT(θ,n(m)) = 1 für alle m ∈ K∗ . Sei eine elliptische Kurve E′ mit

End(E′) ' OK,c und eine Isogenie u : E → E′ von Grad deg u | θ2 gegeben.

Sei ũ : E′ → E eine Isogenie mit ũ ◦ u = [θ]. Dann gilt:

End(E′) = [θ]−1uEnd(E)ũ. (2.7)

2.5.1 Bemerkung. In der Situation von Abschnitt 2.4 gilt E = Ee und

E′ = Ee . Der genaue Zusammenhang wird in Satz 2.5.7 beschrieben.

Bezeichne ι : OK,c
∼−→ End(E) die Verknüpfung von ι mit der komplexen

Konjugation. Definiere mittels (2.7)

ι′ : OK,c −→ End(E′) (2.8)

β 7−→ [θ]−1 ◦ uι(β) ◦ ũ. (2.9)

Dann gelten für alle η ∈ OK,c die Identitäten

uι(η) = ι′(η)u,

ũι′(η) = ι(η)ũ.

Wir konstruieren eine Quaternionenalgebra D über Q aus geeigneten

Teilalgebren von Hom(E,E′) und Hom(E′, E). Dazu identifizieren wir ũ und

u (bzw. ι und ι′ ). Dies geschieht formal wie folgt:

Wir definieren eine Algebra D′ und Ideale IK , IuK als

D′ := (ι(K)× uι(K)× ι′(K)× ũι′(K)),

⊂ Hom(E,E′)×Hom(E′, E),

IK := ((ι(α), 1, 1, 1)− (1, 1, ι′(α), 1)),

IuK := ((1, uι(α), 1, 1)− (1, 1, 1, ũι′(α))).

2.5.2 Proposition. Die Algebra

D := D′/(IK + IuK)

ist eine Quaternionenalgebra über Q.

BEWEIS. Für die Algebra D gilt

(i) D = ι(K)⊕ uι(K),

(ii) u2 = uũ = θ,
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(iii) uι(α) = ι′(α)u = ι(α)u.

Damit ist D nach Prop. 1.2.7 eine Quaternionenalgebra über Q. �

Sei nun OD eine maximale Ordnung, die OK,c ⊕ uOK,c enthält. Wir de-

finieren wie folgt eine Wirkung von OD auf E × E′ :

2.5.3 Lemma. Sei ein Element h := β1 + uβ2 ∈ OD mit βi ∈ K gegeben.
Dann korrespondiert h zu einer Isogenie Ψ(h) : E × E′ → E × E′ .

BEWEIS. Sei zunächst h ∈ OK,c⊕uOK,c ⊂ OD , d.h. βi ∈ OK,c . Die Definition

von D liefert uns die Morphismen

ΨE(h) := (ι(β1), uι(β2)) : E → E × E′,

ΨE′(h) := (ι′(β1), ũι′(β2)) : E′ → E′ × E.

Wir definieren den Morphismus

Ψ(h) : E × E′ → E × E′

(P,Q) 7→ ΨE(h)(P ) + ΨE′(h)(Q).

Die Verknüpfung von Ψ(h) mit der Projektion nach E bzw. E′ ist

(ι(β1) + ũι′(β2)) : E × E′ → E

bzw. (ι(β2) + uι′(β1)) : E × E′ → E′.

Man rechnet mittels der Identifikation E′ = u(E) nach, dass ker Ψ(h)|E und

ker Ψ(h)|E′ endlich sind. �

2.5.4 Lemma. Die Abbildung

Ψ : OD ↪→ End(E × E′) (2.10)

h 7→ Ψ(h)

ist ein Morphismus. Dabei bezeichnet Ψ(h) : E × E′ → E × E′ die Isogenie
aus Lemma 2.5.3.

BEWEIS. Dies rechnet man mittels den Relationen in D aus dem Beweis

von Proposition 2.5.2 elementar nach. �

Wir betrachten weiter für β ∈ OK,c die Isogenie

(ι(β), ι′(β)) : E × E′ → E × E′. (2.11)

Insgesamt bekommen wir den folgenden Satz:
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2.5.5 Satz. Mit der Bezeichnung aus (2.10) und (2.11) existiert eine Einbet-
tung

Ψ : OD ⊗Z OK,c ↪→ End(E × E′) (2.12)

h⊗ 1 7→ Ψ(h)

1⊗ β 7→ (ι(β), ι′(β)).

BEWEIS. Es ist offensichtlich, dass

Ψ(h⊗ β) = Ψ(h) ◦ (ι(β), ι′(β))

= Ψ(h⊗ 1) ◦Ψ(1⊗ β)

∈ End(E × E′)

für h⊗ β ∈ OD ⊗Z OK,c gilt. Damit folgt die Behauptung. �

Wir möchten der abelschen Fläche E × E′ mit ihrer OD -Wirkung eine

abelsche Fläche vom Typ QM zuweisen. Sei dazu e = 1
2 (1⊗1+ι(α)−1⊗α) die

zu ι gehörende Idempotente und e = 1− e die zu ι gehörende Idempotente.

2.5.6 Bemerkung. Die abelsche Fläche E × E′ ist nicht vom Typ QM im

Sinne von Definition 2.1.6, da die Produktpolarisation auf E × E′ keine

positive Polarisation auf D liefert (vgl. Bemerkung 2.4.19).

2.5.7 Satz. Sei η ∈ OK,c , so dass eη ∈ OD ⊗ OK,c ist. Desweiteren sei das
ganze Ideal I = 〈Ψ(eη),Ψ(eη)〉 von End(E × E′) und das Torsionsuntergrup-
penschema G := (E×E′)[I] gegeben. Dann ist G endlich und definiert somit
eine Isogenie

ψ̃e : E × E′ → (E × E′)/G.

Bezeichne A := (E × E′)/G die abelsche Fläche. Die Einbettung

Ψ : OD ⊗Z OK,c ↪→ End(E × E′)

aus (2.12) induziert eine Einbettung

OD ⊗Z OK,c ↪→ End(A).

BEWEIS. Das Ideal I $ End(E × E′) enthält die Isogenie Ψ(1 ⊗ η) 6= 0 (vgl.

Beweis von Satz 2.4.12). Daher ist I nach Lemma 2.4.8 ein Gitter und G

nach Lemma 2.4.10 endlich. Folglich definiert ψ̃e eine Isogenie.

Nun bleibt die Behauptung über die Endomorphismen von A zu zeigen.

Ein Endomorphismus β auf E ×E′ induziert genau dann einen Endomor-

phismus auf A, wenn βG ⊂ G gilt. Dazu argumentieren wir wie folgt:

Offensichtlich kommutieren alle β ⊗ β′ ∈ OK,c ⊗OK,c mit e und e. Folglich

gilt Ψ(β ⊗ β′)G ⊂ G. Für das Element u ∈ OD gilt ueη = eηu und daher
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Ψ(u)G ⊂ G. Somit folgt die Behauptung. �

Wir möchten jetzt die Konstruktion in Zusammenhang mit dem Ab-

schnitt 2.4 bringen.

Wir erinnern dazu an die Situation von Satz 2.4.12:

Sei A eine abelsche Fläche von Typ QM mit komplexer Multiplikation

durch End0(A) ' M2(K). Sei ι : K ↪→ D eine Einbettung und bezeichne

OK,c := ι−1(OD). Sei e die zu ι gehörende Idempotente. Und sei η ∈ ι(K)
ein Endomorphismus mit eη ∈ OD ⊗ OK,c . Bezeichne u ∈ OD ein Element,

für das

(i) D = ι(K) + uι(K),

(ii) u2 = θ ∈ Z,

(iii) um = mu für alle m ∈ ι(K)

gilt.

Dann existiert nach Satz 2.4.12 eine Isogenie ψe : A → Ee × Ee , wobei

Ee, Ee isogene elliptische Kurven mit CM sind.

2.5.8 Satz. Wendet man den Satz 2.5.7 auf E := Ee , E′ := Ee an, dann gilt

E × E′/G ' A.

BEWEIS. Der Satz ist eine Umformulierung der Konstruktion der dualen

Isogenie aus Bemerkung 2.4.16. �

2.6 Reduktion modulo p und Liften von Endo-

morphismen

Wir möchten in diesem Abschnitt die möglichen Endomorphismenringe für

CM-Lifts einer abelschen Fläche A von Typ QM über einem endlichen Kör-

per k nach W (k) bestimmen. Die Ergebnisse dieses Abschnittes werden in

Abschnitt 4.1 benutzt um die Punkte im Deformationsraum von A expli-

zit zu beschreiben (Proposition 4.1.8). Dies ist wahrscheinlich das richtige

Werkzeug um Kongruenzen für verallgemeinerte Spuren auf X (1) analog

zu Edixhoven ([Edi05]) geometrisch zu zeigen.

Sei dazu OL ein diskreter Bewertungsring, L := Quot(OL) dessen Quoti-

entenring und gelte char(L) = 0. Sei m das maximale Ideal von OL . Bezeich-

ne mit k := OL/m den zugehörigen Restklassenkörper der Charakteristik

p := char(k) > 0. Sei A ein abelsches Schema von Dimension 2 über OL .

Bezeichne mit A := A⊗ k die Reduktion von A modulo m.
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2.6.1 Definition. Wir sagen eine abelsche Varietät AL hat gute Reduktion
über L, falls ein abelsches Schema A über OL mit A ⊗ L = AL existiert,

so dass A⊗ k glatt ist. Wir sagen AL hat potentiell gute Reduktion, falls es

eine endliche Erweiterung L′/L gibt, so dass AL ⊗ L′ gute Reduktion über

L′ hat.

Habe AL gute Reduktion über L, d.h. A ⊗ k ist eine abelsche Fläche

über k. Wir nehmen an, die abelsche Fläche A⊗ L sei vom Typ QM durch

die indefinite Quaternionenalgebra D über Q. Dann ist A ebenfalls vom

Typ QM. Angenommen A habe zusätzlich komplexe Multiplikation. Dann

existiert nach Proposition 2.1.8 ein imaginärer Zerfällungskörper K von

D, so dass End0(A) ' D ⊗Q K gilt. Das Zentrum von End(A) ist nach Pro-

position 2.4.5 eine Ordnung OK,c ⊂ K , wobei c ∈ N den Führer von OK,c
in OK bezeichne. Wir wählen eine optimale Einbettung ι : K ↪→ D. Dann

existiert nach Satz 2.4.12 eine Isogenie

ψeη : A→ Ee × Ee,

so dass degψeη | (4c2 · disc(K)) gilt und Ee, Ee isogene elliptische Kurven

mit komplexer Multiplikation durch End(E) = OK,c sind. Die Reduktion A

ist isogen zum Produkt Ee × Ee , wobei Ee (bzw.Ee ) die Reduktion von Ee

(bzw. Ee ) modulo m bezeichnet. Insbesondere ist A entweder gewöhnlich

oder supersingulär. Dies kann man an K wie folgt ablesen.

2.6.2 Satz. Die Reduktion A ist genau dann gewöhnlich, wenn das Prim-
ideal (p) ⊂ Z in K zerfällt.
Die Reduktion A ist genau dann supersingulär, wenn das Primideal (p) ⊂ Z
inert oder verzweigt in K ist.

BEWEIS. Dies folgt aus den entsprechenden Sätzen für elliptische Kurven

vom Typ CM ([Lan87, Kap. 13, Thm. 12]). �

2.6.3 Proposition. Sei die Reduktion A über p gewöhnlich. Dann ist D

nicht verzweigt in p.

BEWEIS. Nach Satz 2.6.2 gilt K ⊗Q Qp ' Q2
p und aus K ⊗Q Qp ⊂ D ⊗Q Qp

folgt dann nach Satz 1.2.8, dass D ⊗Q Qp ' M2(Qp) ist. �

Sei im folgenden A über k gewöhnlich. Wir untersuchen nun, wie sich

das Zentrum von End(A) ' OK,c bei Reduktion verhält (Proposition 2.6.5),

d.h. wir untersuchen die Einbettung Zentrum(End(A)) ↪→ Zentrum(End(A)).
Wir reduzieren dies auf Aussagen über das Verhalten von End(Ee) bei Re-

duktion, welches wir in folgendem Lemma 2.6.4 zitieren.
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2.6.4 Lemma ( [Lan87, Thm. 13.12] ). Sei E eine elliptische Kurve über
OL mit komplexer Multiplikation durch End(E) ' OK,c , wobei OK,c die Ord-
nung mit Führer c bezeichnet. Schreibe c = c0 · pn mit p - c0 . Habe E gute
gewöhnliche Reduktion E modulo m. Dann gilt End(E) ' OK,c0 .

2.6.5 Proposition. Sei die Situation wie oben. Insbesondere sei A über k
eine gewöhnliche abelsche Fläche und es gelte ZentrumEnd(A) ' OK,c . Be-
zeichne c = c0 · pn mit p - c0 . Dann gilt:

Zentrum(End(A)) ' OK,c0 .

Folglich existiert eine Einbettung

OD ⊗Z OK,c0 ↪→ End(A).

BEWEIS. Die Konstruktion der Isogenie ψeη : A → Ee × Ee im Beweis von

Satz 2.4.12 liefert eine Isogenie u : Ee → Ee von Grad deg u | (n(u))2 , wobei

u als Element von OD aufgefasst wird. Da nach Proposition 2.6.3 die Qua-

ternionenalgebra D in p nicht verzweigt ist, kann man u so wählen, dass

p - n(u) gilt. Somit liefert die Reduktion der Isogenie u : Ee → Ee eine Isoge-

nie ured : Ee → Ee . Satz 2.5.7 konstruiert zu ured : Ee → Ee eine abelsche

Varietät Ã über k vom Typ QM durch OD . Dabei wird eine optimale Ein-

bettung ι′ : K ↪→ D konstruiert. Satz 2.5.8 besagt, dass tatsächlich Ã ' A

gilt. Somit folgt die Behauptung aus den Aussagen von Satz 2.5.7 über die

Endomorphismen von Ã. �

2.6.6 Bemerkung. Man beachte beim Beweis von Proposition 2.6.5, dass

die Einbettungen ι : K ↪→ D und ι′ : K ↪→ D nicht äquivalent sind, falls

c 6= c0 gilt. Denn ι (bzw. ι′ ) ist eine optimale Einbettung bezüglich OK,c
(bzw. OK,c0 ) und für OK,c 6= OK,c0 sind ι und ι′ wegen Lemma 1.3.8 nicht

äquivalent.

Wir möchten die Liftbarkeit einer ganzen Ordnung OK,c des Zentrums

von End0(A) in Termen der Liftbarkeit eines einzigen Endomorphismus’

ausdrücken. Dies reduzieren wir wieder auf den Fall für elliptische Kurven.

2.6.7 Proposition. Sei die Situation wie oben. Insbesondere sei A eine ge-
wöhnliche abelsche Fläche über k. Gelte Zentrum(End(A)) ' OK,c0 , insbeson-
dere gelte p - c0 . Bezeichne π ∈ OK,c0 den absoluten Frobenius-Morphismus.
Sei OK,c ⊂ OK,c0 die eindeutige Unterordnung von OK,c0 von Index pn für ein
n ∈ N, d.h. sei c = pnc0 . Genau dann existiert eine Einbettung

OK,c ↪→ Zentrum(End(A)),

falls pnπ ∈ Zentrum(End(A)) ist.
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BEWEIS. Die eine Richtung ist trivial. Sei also pnπ ∈ Zentrum(End(A)).
Dann gilt pnπ ∈ End(Ee) (bzw. pnπ ∈ End(Ee)). In [Kro09, Prop. 2.3.13]

beweist Kroworsch, dass für einen Lift E einer gewöhnlichen elliptischen

Kurve E , genau dann OK,pnc0 ⊂ End(E) gilt, wenn pnπ ∈ End(E) ist. In

unserer Situation gilt somit OK,pnc0 ⊂ End(Ee) (bzw. OK,pnc0 ⊂ End(Ee).
Analog zum Beweis von Proposition 2.6.5 zeigt man nun, dass daraus

OK,c ⊂ Zentrum(End(A)) folgt. �

2.7 CM-Punkte und abelsche Flächen vom Typ

QM & CM

Wir möchten in diesem Abschnitt die Punkte auf der Shimura-Kurve X (1)
(Definition 2.3.2), die in der Modulinterpretation zu abelschen Flächen

vom Typ QM mit komplexer Multiplikation gehören, intrinsisch beschrei-

ben. Schließlich zeigen wir unter Verwendung der Ergebnisse aus den Ab-

schnitten 2.4 und 2.5 eine Korrespondenz zwischen den CM-Punkten und

bestimmten elliptischen Kurven.

Wir erinnern an die Bezeichnungen in der Definition der Shimura-

Kurve X (1) (Definition 2.3.2). Sei D eine indefinite Quaternionenalgebra

über Q und OD eine maximale Ordnung. Sei Ψ : D ↪→ M2(R) eine Einbet-

tung von D. Sei

O1
D := {h ∈ OD : n(h) = 1} und Γ(1) := Ψ(O1

D) ⊂ SL2(R).

Dann ist Γ(1) eine arithmetische Fuchssche Gruppe und die Shimura-

Kurve X (1) := H/Γ(1) ist eine kompakte Riemannsche Fläche.

2.7.1 Proposition ( [Shi94, Prop. 9.4] ). Gegeben sei ein imaginärer Zer-
fällungskörper K von D und ι : K ↪→ D eine Einbettung. Betrachte ι(K∗/Q∗)
als Untergruppe von SL2(R) via Ψ : D ↪→ M2(R). Die zugehörige Wirkung von
ι(K∗/Q∗) auf H hat einen eindeutigen Fixpunkt ζ ∈ H.
Umgekehrt sei γ ∈ D∗ \Q∗ und existiere ein Fixpunkt ζ ∈ H der Wirkung von
Ψ(γ) ∈ GL2(R) auf H. Dann ist Q(γ) ein imaginär quadratischer Zerfällungs-
körper von D.

2.7.2 Definition. Wir nennen einen Fixpunkt ζ ∈ H wie in Prop. 2.7.1

einen CM-Punkt unter D∗ .

Wir erinnern an die Definition 1.3.9 der Äquivalenz von Einbettungen

ι, ι′ : K ↪→ D. Dabei nennen wir diese äquivalent, falls h ∈ O1
D existiert, so

dass hι(x)h−1 = ι′(x) für alle x ∈ K gilt.
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2.7.3 Proposition ( [AB04, Prop. 9.11] ). Zwei Fixpunkte ζ, ζ ′ ∈ H bezüg-
lich zweier optimal gewählter Einbettungen ι, ι′ (Definition 1.2.18) sind ge-
nau dann gleich, wenn ι äquivalent zu ι′ oder ι′ modulo O1

D ist.

Somit kann man CM-Punkte auf X (1) wie folgt definieren:

2.7.4 Definition. Wir nennen die Bahn unter Γ(1) eines Punktes ζ ∈ H
wie in 2.7.1 einen CM-Punkt von X (1) mit CM-Ring OK,c = ι−1(OD), wobei

c ∈ N den Führer von OK,c bezeichnet.

2.7.5 Bemerkung. Analog kann man CM-Punkte auf der Shimura-Kurve

X ∗(1) definieren.

2.7.6 Bemerkung. Nach Satz 2.3.6 korrespondiert zu einem CM-Punkt

ζ ∈ X (1) eine abelsche Fläche A vom Typ QM durch OD . Die Bahn von ζ

unter Ψ(OD) besitzt eine OD ⊗Z OK,c-Wirkung. Damit korrespondiert ζ zu

einer abelschen Fläche vom Typ QM mit komplexer Multiplikation.

2.7.7 Proposition ( [AB04, Lem.5.13] ). Die elliptischen Punkte ζ ∈ X (1)
entsprechen den Einbettungen von OK,c ↪→ OD mit ζ3 ∈ OK,c (bzw. ζ4 ∈
OK,c ). Insbesondere hat ζ als elliptischer Punkt die Ordnung 3 (bzw. 2). An-
dere Ordnungen von elliptischen Punkten sind nicht möglich.

BEWEIS. Sei ζ ∈ X (1) ein elliptischer Punkt, dh. es existiert eine nicht

triviale Transformation γ ∈ Γ(1) mit γ(ζ) = ζ . Mittels Proposition 2.7.1

definiert γ /∈ Q eine Einbettung Q(γ) ↪→ D eines imaginär quadratischen

Zerfällungskörpers K = Q(γ). Da n(γ) = 1 gilt, muss K ' Q(ζ3) oder K '
Q(ζ4) sein.

Die Umkehrung folgt direkt aus Prop. 2.7.1. �

2.7.8 Bemerkung. Nach Bemerkung 2.7.6 korrespondieren zu den ellip-

tischen Punkten also abelsche Flächen A ∼ E2 mit ζ3 ∈ End(E) (bzw.

ζ4 ∈ End(E)).

Folgender Satz bestimmt die Anzahl der CM-Punkte mit CM-Ring OK,c
in X (1). Die kombinatorische Aussage des Satzes wird im Beweis von Theo-

rem 2.7.12 benutzt.

2.7.9 Korollar ( zu Prop. 1.3.10, [AB04, Thm. 6.13] ). Bezeichne b ∈ N
die Anzahl der Primzahlen p | disc(D), die verzweigt in K sind. Dann ist
die Anzahl der CM-Punkte von X (1) mit CM-Ring OK,c ⊂ K genau 2bh(OK,c).

BEWEIS. Dies folgt elementar aus Proposition 2.7.3 und Proposition 1.3.10

unter Verwendung folgender Tatsache:

Sei ι : K ↪→ D eine Einbettung. Dann sind ι und ι nicht äquivalent (modulo

O1
D ). �
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Wir beweisen in Theorem 2.7.12 eine Korrespondenz zwischen ellipti-

schen Kurven und CM-Punkten. Dazu zitieren wir zunächst ein Ergebnis

für sogenannte Isogenie-Graphen aus [Koh96].

2.7.10 Proposition. Sei l ∈ N eine Primzahl mit p 6= char(F ). Sei E eine
elliptische Kurve über F und bezeichne O := End(E). Sei c ∈ N der Führer
von O in OK .

(1) Sei E → E′ eine Isogenie von Grad l zu einer elliptischen Kurven E′ mit
CM durch O′ := End(E′) ⊂ K . Dann gilt O ⊂ O′ oder O ⊃ O′ mit Index
i | l.

(2) Bezeichne Isogl(E) folgende Menge:

Isogl(E) :=

{
Isogenien E → E′ von Grad l

zu elliptischen Kurven E′

}
.

Dann gilt |Isogl(E)| ≤ l + 1.

(2a) Gelte l - c. Dann existieren
(

disc(K)
l

)
+1 Isogenien E → E′ von Grad

l zu elliptischen Kurven E′ mit O′ ' O.

(2b) Gelte l | c. Dann existiert genau eine Isogenie E → E′ von Grad l

zu einer elliptischen Kurve E′ mit O′ % O und Index [O′ : O] = l.

(2c) Existieren zusätzlich zu (1) (bzw. (2)) Isogenien von Grad l dann
sind dies genau l −

(
disc(K)

l

)
mit O′ $ O und Index [O : O′] = l.

BEWEIS. Einen Beweis in Charakteristik p > 0 findet man in [Koh96, Prop.

23]. Die Vorgehensweise für den Beweis in Charakteristik 0 findet man in

einer Bemerkung in dem Beweis von [Koh96, Prop. 22]. �

2.7.11 Korollar. Seien E0, Es zwei elliptische Kurven mit CM durch OK,c
und sei n := p1 · · · ps ∈ N für paarweise verschiedene Primzahlen pi mit(
pi

K

)
= −1 oder pi - c. Dann existiert keine Isogenie β : E1 → Es mit deg β > 1

und deg β | n.

BEWEIS. Der Fall, dass n = p1 eine Primzahl ist, entspricht Teil (2a) in

Proposition 2.7.10. Wir beweisen die Behauptung für n = p1p2 , der Rest

folgt dann mittels Induktion nach s ∈ N. Wir nehmen o.B.d.A. an, dass

eine Isogenie β : E0 → E2 von Grad n = p1p2 existiert, sonst folgt die

Behauptung direkt aus Teil (2a) in Proposition 2.7.10. Dann existieren

Isogenien βi : Ei−1 → Ei von Grad pi , so dass β = β2 ◦ β1 ist. Per Annahme

gilt
(
pi

K

)
= −1, und folglich ist [End(E0) : End(E1)] = p1 nach Teil (1) in

Proposition 2.7.10. Es folgt aus End(E2) ' OK,c , dass [End(E1) : End(E2)] =
p1 gilt. Nach Proposition 2.7.10 Teil (1) müsste dann p1 | p2 gelten. Dies

ist aber im Widerspruch dazu, dass die Primzahlen p1 und p2 verschieden

sind. �
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Sei θ ∈ N eine quadratfreie Zahl, so dass D ' (K, θ) in der Notation von

Satz 1.2.4 gilt. Sei θ = θ−1 · θ1 . Bezeichne Σ die Menge der Primteiler von

disc(D) und sei b ∈ N die Anzahl der Primzahlen in Σ, die verzweigt in K

sind. Sei Σ−1 ⊂ Σ die Untermenge der Primteiler von disc(D), die in K inert

sind. Dann folgt aus Proposition 1.3.10 die folgende Korrespondenz.

2.7.12 Theorem. Es existiert eine 2b -1-Korrespondenz

CM-Punkte auf
X (1) durch K

 
elliptische Kurven
E mit komplexer

Multiplikation
durch K


//

ζ ∈ X (1) Eζ .//�

(2.13)

BEWEIS. Wir gliedern den Beweis in drei Schritte. Zunächst konstruieren

wir die Abbildung, dann zeigen wir die Surjektivität und zuletzt zeigen wir

die Korrespondenz.

(1) Zunächst konstruieren wir zu einem CM-Punkt ζ ∈ X (1) eine ellipti-

sche Kurve E wie in der Aussage des Satzes. Sei dazu ζ ∈ X (1) ein

CM-Punkt. Dann korrespondieren zu ζ nach Proposition 2.7.3, bis

auf Äquivalenz, genau zwei Einbettung von K in D, nämlich

ι : K ↪→ D

und die Verknüpfung der komplexen Konjugation mit ι. In [Shi94,

Seite 246] wird eine Normierungsbedingung genannt, so dass man ι

(bis auf Äquivalenz) eindeutig wählen kann. Mit der selben Überle-

gung kann man den Isomorphismus

ε : End0(A) ∼−→ D ⊗Q K

aus Proposition 2.4.4 eindeutig wählen. Nach Bemerkung 2.7.6 kor-

respondiert zu ζ eine abelsche Fläche Aζ vom Typ QM mit komplexer

Multiplikation. Satz 2.4.12 besagt, dass zu der eindeutigen normier-

ten Einbettung ι eine Isogenie

ψeη : Aζ ↪→ Ee × Ee

existiert. Lemma 2.4.14 besagt, dass die Isomorphieklassen der ellip-

tischen Kurve Ee unabhängig von der Wahl des Repräsentanten ι ist.

Dies liefert durch ζ 7→ Eζ := Ee die Abbildung aus der Korrespondenz

(2.13).

Für die weiteren Teile des Beweises bemerke man, dass die elliptische

Kurve Eζ komplexe Multiplikation durch OK,c := ι−1(OD) hat, wobei
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OK,c eine Ordnung mit Führer c in K ist.

(2) Nun zeigen wir die Surjektivität. Sei also E eine elliptische Kurve mit

komplexer Multiplikation durch OK,c und sei θ ∈ Z quadratfrei, so

dass D ' (K, θ) gilt. Sei θ−1 ∈ N das Produkt der Primteiler von θ, die

inert in K sind. Sei θ1 ∈ N, so dass θ = θ−1 · θ1 gilt. Nach Proposition

2.7.10 Teil (2a) existiert eine elliptische Kurve E′ mit End(E′) ' OK,c
und eine Isogenie u1 : E → E′ mit deg u1 = θ1 . Definiere nun die

Isogenien u := [θ−1] ◦ u1 : E → E und ũ := ut1 : E′ → E . Dann gilt

ũ ◦u = [θ]. Die Konstruktion in Abschnitt 2.5 liefert uns eine abelsche

Varietät A vom Typ QM mit komplexer Multiplikation durch OK,c und

somit nach Bemerkung 2.7.6 einen CM-Punkt ζ ∈ X (1). Nach Satz

2.5.8 ist die elliptische Kurve E isomorph zu Eζ , insbesondere liegt

E im Bild der Abbildung.

(3) Es genügt zu zeigen, dass eine elliptische Kurve E mit komplexer

Multiplikation durch K ⊂ D unter obiger Abbildung mindestens 2b

Urbilder besitzt. Dann besitzt E nach der Formel für die Anzahl der

CM-Punkte in Korollar 2.7.9 genau 2b Urbilder.

Sei also eine elliptische Kurve E := Eζ mit komplexer Multiplikation

durch OK,c gegeben und sei ζ ∈ X (1) ein beliebiges Urbild unter der

Korrespondenz. Sei A := Aζ die zu ζ gehörende abelsche Fläche vom

Typ QM. Nach Proposition 2.3.5 existieren 2b−1 nicht-triviale Äquiva-

lenzklassen von Γ∗(1)/Γ. Sei nun eine nicht-triviale Äquivalenzklasse

[h] ∈ Γ∗(1)/Γ und ein Repräsentant h ∈ Nor(OD) gewählt, so dass

o.B.d.A.

1 < n(h) |
∏

p∈Σ−1

p

erfüllt ist (Prop. 2.3.5). Die Einbettung

ι′ := ιh : K ↪→ D, x 7→ h−1 · ι(x) · h

definiert nach Lemma 1.3.8 eine optimale Einbettung von OK,c . Somit

korrespondiert ι′ zu einem CM-Punkt ζ ′ ∈ X (1). Da n(h) 6= 1 ist, gilt

ζ ′ 6= ζ (Korollar 2.7.3). Sei A′ die abelsche Fläche vom Typ QM, die

zu ζ ′ korrespondiert und E′ das Bild unter der Korrespondenz (2.13).

Aus der Modulinterpretation folgt, dass eine Isogenie

β : A→ A′

von Grad deg β = n(h) existiert und diese durch Einschränkung eine

Isogenie β|E : E → E′ mit deg β|E | (n(h))2 liefert. Korollar 2.7.11

besagt, dass zwischen elliptischen Kurven E,E′ mit CM durch OK,c
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keine Isogenie β : E → E′ mit

deg β > 1 und deg β |
∏

p∈Σ−1

p

existiert. Somit existiert ein N | n(h) und ein Isomorphismus β1 , so

dass β = [N ] ◦ β1 gilt. Insbesondere sind also E = Eζ und Eζ′ iso-

morph.

Die 2b verschiedene Äquivalenzklassen in Γ∗(1)/Γ liefern mit dieser

Überlegung 2b paarweise verschiedene CM-Punkte, die auf die ellip-

tische Kurve E abbilden. Somit existieren 2b paarweise verschieden

Urbilder von E . �



Kapitel 3

Dieudonné-Moduln
abelscher Varietäten und
dieq-Parameter

In den Kapiteln 4 und 5 studieren wir den Lokus einer Shimura-Kurve im

Deformationsraum gewöhnlicher abelscher Varietäten. Dazu fassen wir in

diesem Kapitel die benötigten Ergebnisse aus der Theorie der Dieudonné-

Moduln ([Oda69, §3]) und der Deformationstheorie gewöhnlicher, abel-

scher Varietäten zusammen. Dabei interpretieren wir die erste de-Rham-

Kohomologie (3.4.1) als Realisierung eines Dieudonné-Moduls ([Oda69,

§4]). Wir zitieren die Existenz von Koordinaten auf dem Deformations-

raum (Satz 3.5.8) und leiten mittels [Mes72, Thm. V.1.10] eine Liftbar-

keitsbedingung für Endomorphismen an diese Koordinaten her (Korollar

3.6.16). Dies kann benutzt werden um den Lokus einer Shimura-Kurve

im Deformationsraum auszurechnen (Thm. 4.1.6, bzw. Prop. 5.2.3) und

um die Geometrie von CM-Punkten im Deformationsraum zu studieren

(Prop. 4.1.8, bzw. Prop. 5.2.4). Solche Gleichungen lassen vermuten, dass

man Kongruenzen von verallgemeinerten Spuren von CM-Punkten auf all-

gemeineren Shimura-Kurven vom Typ PEL mit ähnlichen Methoden wie in

[Kro09] beweisen kann.

Wir geben nun einen Überblick über den Inhalt dieses Kapitels. In

Abschnitt 3.1 leiten wir eine alternative Uniformisierung von Shimura-

Kurven über C mittels der uniformisierenden Differentialgleichung (Defi-

nition 3.1.12) her. Diese hat den Vorteil, dass sie auch in positiver und ge-

mischter Charakteristik betrachtet werden kann. In Abschnitt 3.2 erklären

wir kurz die Interpretation der uniformisierenden Differentialgleichung als

Picard-Fuchs Differentialgleichung (Satz 3.2.3). Diese Abschnitte liefern

den theoretischen Hintergrund für die Kapitel 4 und 5.
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In den restlichen Abschnitten des Kapitels beschäftigen wir uns mit der

Deformationstheorie gewöhnlicher abelscher Varietäten. Dazu geben wir

in Abschnitt 3.3 zunächst die Definition eines F -Kristalls. In Abschnitt

3.4 betrachten wir gewöhnliche F -Kristalle. Dies benutzen wir um in Ab-

schnitt 3.5 die Deformationstheorie einer gewöhnlichen abelschen Varietät

A über einem endlichen Körper zu studieren und auf dem Deformations-

raum explizite Koordinaten zu definieren (Satz 3.5.8). Diese Koordinaten

ermöglichen uns in Abschnitt 3.6 explizite Bedingungen für die Liftbarkeit

von Endomorphismen zu formulieren (Korollar 3.6.16).

3.1 Lineare gewöhnliche Differentialgleichung-

en über C

Wir geben kurz Resultate für lineare gewöhnliche Differentialgleichungen

über C zweiten Grades an. Dabei orientieren wir uns an [Yos87] und

[Elk98, §2.2]. Dieser soll einen Zusammenhang zwischen Shimura-Kurven

und Differentialgleichungen über C erläutern.

Seien dazu p1, p2 ∈ C(x) rationale Funktionen über C und sei

L : u′′ + p1u
′ + p2u = 0 (3.1)

eine lineare gewöhnliche Differentialgleichung. Sei S ⊂ P1(C) die Menge

der Singularitäten von p1 und p2 .

3.1.1 Definition. Wir nennen zwei Lösungen u0, u1 der Differentialglei-

chung L linear unabhängig, falls die Wronski-Determinante

W (u0, u1) := det

(
u0 u1

u′0 u′1

)

nicht verschwindet.

3.1.2 Satz ( [Beu07, Thm. 2.3] ). Sei x0 ∈ P1(C) \ S ein. Dann existieren
zwei Potenzreihen u0, u1 um x0 mit positivem Konvergenzradius, die linear
unabhängige Lösungen von L in x0 sind.

3.1.3 Definition. Wir nennen einen Punkt x0 ∈ S reguläre Singularität,
falls ordx0(pi) ≥ −i für i = 1, 2 gilt. Die Differentialgleichung L nennt man

Fuchssche Differentialgleichung, falls jeder Punkt x0 ∈ S eine reguläre Sin-

gularität ist.

Sei x0 ∈ P1(C) ein regulärer Punkt oder eine reguläre Singularität von L.

Wir wenden eine Koordinatentransformation an, so dass o.B.d.A. x0 = 0.
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Seien nun die Gleichung

s(s− 1) + sq1 + q2 = 0 (3.2)

für q0 := p1
x |x=0 und q1 := p2

x2 |x=0 gegeben. Wir nennen (3.2) die charakteris-
tische Gleichung von L bei x0 = 0. Die Lösungen s0, s1 ∈ C von (3.2) nennen

wir die charakteristischen Exponenten.

3.1.4 Satz ( [Beu07, Thm 2.9] ). Sei eine reguläre Singularität x0 ∈ S ge-
geben. Dann besitzt L zwei linear unabhängige Lösungen u0, u1 als Laurent-
Reihen um x0 .

3.1.5 Proposition ( [Yos87, § 2.4] ). Seien u0, u1 zwei linear unabhängige
Funktionen. Dann liefert die Gleichung

det

u0 u′0 u′′0

u1 u′1 u′′1

u u′ u′′

 = 0

eine lineare Differentialgleichung u′′+pu′+q = 0 mit Lösungsraum Cu0⊕Cu1 .

Seien u0 und u1 zwei linear unabhängige Lösungen in einem regulären

Punkt x0 ∈ P1(C)\S von L. Sei γ eine Schleife mit Anfangs- und Endpunkt

in x0 , die S nicht schneidet. Die analytische Fortsetzung von u0 und u1

entlang der Kurve γ liefert wieder zwei linear unabhängige Lösungen, denn

die Wronski-Determinante ist eine nicht-verschwindende holomorphe Ab-

bildung in x0 . Damit bekommen wir eine Wirkung der Fundamentalgruppe

π1(P1(C) \ S, x0) auf dem Lösungsraum von L in x0 .

3.1.6 Definition. Wir nennen den Homomorphismus

ρ : π1(P1(C) \ S, x0)→ GL(2,C)

wie oben die Monodromie-Darstellung von L bezüglich u0, u1 . Wir nennen

das Bild Γ := ρ(π1(P1(C) \ S, x0)) die Monodromie-Gruppe.

3.1.7 Bemerkung. Die Konjugationsklasse der Monodromie-Gruppe Γ ist

offensichtlich unabhängig von der Wahl der linear unabhängigen Lösun-

gen u0, u1 und ebenso von der Wahl des Punktes x0 ∈ P1(C) \ S .

Wir wollen nun eine Uniformisierung von Quotienten H∗/Γ für eine

Fuchssche Gruppen Γ in Termen von linearen Differentialgleichungen be-

schreiben. Wir folgen dazu [Elk98, §2.2].

3.1.8 Notation. Bezeichne H∗ := H ∪ P1(Q) die erweiterte komplexe obere

Halbebene. Sei z eine Koordinate auf H. Sei Γ < SL2(R) eine Fuchssche
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Gruppe (Definition 2.2.7). Existiere ein projektives, glattes Modell C über

C von X := H∗/Γ und sei der Einfachheit halber C von Geschlecht 0. Wir

wählen einen Parameter t auf C .

Wir betrachten die Überlagerung H∗ → C . Die Zuordnung z := z(t) ist

nur modulo Γ wohldefiniert. Wir fassen t 7→ z(t) jedoch als mehrwertige

Funktion auf und definieren z′ := dz
dt . Die folgende Ableitung ist aber wohl-

definiert und holomorph außerhalb einer endlichen Menge S von Punkten

auf H∗ :

3.1.9 Definition. Man nennt die meromorphe Funktion

St(z) =
2z′z′′′ − 3(z′′)2

(z′)2

die Schwarzsche Ableitung von z := z(t).

3.1.10 Proposition ( [Yos87, §4.1] ). Die Schwarzsche Ableitung St(z) er-
füllt folgende Eigenschaften:

(i) Die Schwarzsche Ableitung St(z) verschwindet genau dann, wenn z

eine gebrochene lineare Transformation von t ist.

(ii) Ist t1 eine nicht-konstante Funktion in t, dann gilt die Regel

St1(z) =
(

dt
dt1

)2

St(z) + St1(t).

BEWEIS. Beide Eigenschaften (i) und (ii) kann man elementar nachrech-

nen. Ein alternativer Beweis wird in [Yos87, §4.2] bzw. [Yos87, § 4.3] ge-

geben. �

Aus Proposition 3.1.10 folgt, dass St(z) unabhängig von der Wahl des

Parameters t und der Wahl der Abbildung t 7→ z(t) ist. Somit können wir

St(z) als meromorphe Funktion auf C auffassen. Wir ordnen der Schwarz-

schen Ableitung in Definition 3.1.12 eine Fuchssche Differentialgleichung

zu. Zunächst bestimmen wir dazu in Proposition 3.1.11 die Pole von St(z).

3.1.11 Proposition ( [Yos87, §4.4] ). Die Pole der Schwarzschen Ableitung
St(z) in C liegen genau in den Spitzen und in den elliptischen Punkten von
C ' X (Definition 2.2.3). In einer Spitze hat St(z) einen doppelten Pol mit
Leitkoeffizient −1. In einem elliptischen Punkt von Ordnung e hat St(z) einen
doppelten Pol mit Leitkoeffizient (1− e−2).

BEWEIS. In einem elliptischen Punkt xj ∈ C ist H → C verzweigt mit Index

ej , da der Stabilisator genau ej Elemente hat. Lokal in diesem Punkt ist

z = t1/ej ·h mit holomorpher Funktion h = c0 + c1t+ . . . . Damit rechnet man

die Proposition elementar nach. Für die Spitzen zeigt man dies ähnlich. �
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3.1.12 Definition. Wir nennen die Fuchssche Differentialgleichung

L : u′′ + St(z)u = 0 (3.3)

die uniformisierende Differentialgleichung von X .

Die Lösungen von L hängen wie folgt mit der Funktion z(t) zusammen.

3.1.13 Satz ( [Yos87, §4.2] ). Sei Γ < SL2(R) eine Fuchssche Gruppe und
z(t) die mehrwertige Funktion wie in 3.1.8. Sei L die uniformisierende Dif-
ferentialgleichung von X := H∗/Γ wie in Definition 3.1.12. Dann existieren
zwei linear unabhängige Lösungen u0(t) und u1(t) von L über C, so dass
z(t) = u0(t)

u1(t) gilt.

BEWEIS. Setze u0 = (z′)−1/2 und u1 = z · u0 . Man rechnet nach, dass

W (u0, u1) = 1. Man berechnet die Differentialgleichung mit Lösungsraum

Cu0 ⊕ Cu1 aus Proposition 3.1.5. Man rechnet elementar nach, dass dies

die obige Gleichung (3.3) ergibt. �

3.1.14 Satz. Seien die Annahmen und Bezeichnungen wie in Satz 3.1.13.
Sei desweiteren Γ(L) die Monodromie-Gruppe der uniformisierenden Diffe-
rentialgleichung (3.3). Dann sind Γ(L) und Γ konjugiert.

BEWEIS. Man betrachtet die Lösungen u0, u1 aus dem Beweis von Satz

3.1.13. Ändert sich z projektiv, so ändert sich der Lösungsraum von L

linear. Das liefert die Behauptung. �

3.1.15 Beispiel ( [Yos87, §5.3]). Sei Γ := ∆(e1, e2, e3) < SL2(R) eine Drei-

ecksgruppe wie in Definition 2.2.11. Insbesondere korrespondiert zu ei

eine Spitze, falls ei =∞ ist, und sonst ein elliptischer Punkt von Ordnung

ei . Dann ist die uniformisierende Differentialgleichung L von H∗/Γ eindeu-

tig bestimmt. Seien nämlich o.B.d.A. nach Transformation die elliptischen

Punkte bzw. Spitzen zu ei gegeben durch die Punkte 0, 1,∞ ∈ P1(C). Dann

ist L gegeben durch die hypergeometrische Differentialgleichung

L : x(x− 1)u′′ + [c− (a+ b+ 1)x]u′ − abu = 0

für a, b, c ∈ C mit

|1− c| = 1
e1
, |c− a− b| = 1

e2
, |a− b| = 1

e3
.

Die Lösungen von L können mit Hilfe der hypergeometrischen Funktionen

(für die Definition siehe [Yos87, §1.1]) explizit angegeben werden.

Zum Beispiel ist die uniformisierende Differentialgleichung zu ∆(∞,∞,∞)
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gegeben durch die Gaußsche hypergeometrische Differentialgleichung

L : x(x− 1)u′′ + [2x− 1]u′ +
1
4
u = 0.

Diese entpricht der Modulkurve X(2). Eine Basis von Lösungen von L um

λ0 := 1
2 ist für den Parameter t := 1− 2λ wie folgt gegeben:

f1(λ) = F ( 1
4 ,

1
4 ,

1
2 ; t2)

= 1 + 1
8 t

2 + 25
384 t

4 + 45
1024 t

6 + 7605
229376 t

8 + . . . ,

f2(λ) = − 1
2 t · F ( 3

4 ,
3
4 ,

3
2 , t

2)

= −( 1
2 t+ 3

16 t
3 + 147

1280 t
5 + 847

10240 t
7 + · · · ).

3.2 Picard-Fuchs Differentialgleichung

In diesem Abschnitt geben wir eine alternative Interpretation der unifor-

misierenden Differentialgleichung (3.3) als Picard-Fuchs Differentialglei-

chung. Dies liefert den Hintergrund für die Anwendungen in den Kapiteln

4 und 5. Wir folgen dem Artikel [Möl05].

Sei Γ < SL2(R) eine arithmetische Fuchssche Gruppe und X := H∗/Γ
die korrespondierende Shimura-Kurve über C. Sei X̃ eine endliche Über-

lagerung von X , z.B. gegeben durch Hinzufügen einer Stufenstruktur, so

dass eine endliche Menge S ⊂ X̃ und eine Familie

A→ X̃ \ S

von abelschen Varietäten mit Stufenstruktur existiert ([Möl05, Seite 5]).

Bezeichne Ω1
X̃ (logS) die Garbe der Differenzialformen auf X̃ mit höchs-

tens logarithmischen Singularitäten in S ⊂ X̃ .

3.2.1 Definition. Wir nennen ein Paar (E ,∇) bestehend aus einem Vek-

torbündel E über X̃ und einem logarithmischen Zusammenhang (Definiti-

on 3.3.2)

∇ : E → E ⊗ Ω1
X̃ (logS)

ein flaches Vektorbündel über X .

Wir betrachten das flache Vektorbündel H := H1
dR(A/X̃ \ S) mit seinem

Gauß-Manin-Zusammenhang ∇ : H → H ⊗ Ω1
X̃ (logS) ([KO68, §2]). Das

Vektorbündel H ist mit einer kanonischen Filtrierung

H := Fil0(H) ⊃ Fil1(H)

versehen, der Hodge-Filtrierung. Man sagt, H definiert zusammen mit der

Hodge-Filtrierung eine Variation von Hodge-Strukturen (VHS). Dabei muss
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man besondere Rücksicht auf die Singularitäten x ∈ S nehmen. Für eine

genaue Definition siehe zum Beispiel [Möl05] oder [BDIP02, § 7A]. An der

VHS kann man ablesen, ob eine Familie von abelschen Varietäten zu einer

Shimura-Kurve gehört ([Möl05, Thm. 1.2]).

3.2.2 Definition. Sei (E ,∇) ein flaches Vektorbündel von Rang 2 mit ei-

nem Geradenbündel Fil1(E) ⊂ E , so dass Gr1(E) := E/Fil1(E) ebenfalls ein

Geradenbündel ist. Dann nennen wir den Morphismus

κ : Fil1(E)→ Gr1(E)⊗ Ω1
X̃ (logS)

gegeben durch

κ : Fil1(E) ↪→ E ∇−→ E ⊗ Ω1
X̃ (logS)

proj−−→ Gr1(E)⊗ Ω1
X̃ (logS)

die Kodaira-Spencer Abbildung.

3.2.3 Satz ( [Möl05, Thm. 1.2] ). Seien die Bezeichnungen wie oben, ins-
besondere korrespondiere die Familie A → X̃ \ S zu einer Shimura-Kurve.
Dann existiert ein flaches Untervektorbündel (E ,∇|E) ⊂ (H,∇) von Rang 2
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fil1(E) := Fil1(H) ∩ E ist ein Geradenbündel,

(ii) die Kodaira-Spencer Abbildung κ : Fil1(E) → Gr1(E) ⊗ Ω1
X̃ (logS) ist ein

Isomorphismus.

3.2.4 Bemerkung. Man kann sich die Bedingung an die Kodaira-Spencer

Abbildung wie folgt erklären. Sei die Familie Et von elliptischen Kurven für

ein Parameter t über C \ {0,∞} gegeben durch

Et : y2 = t · x(x− 1)(x+ 1).

Wähle D := d
dt und den globalen Schnitt ω := dx

2y ∈ H0(Et,ΩEt
). Dann

gilt ∇(D)(ω) = ω und folglich verschwindet die Kodaira-Spencer Abbil-

dung. Dies liegt daran, dass die Familie Et isotrivial ist, d.h. die Fasern

Et zueinander isomorph sind. Dies kann aber in einer Familie, die zu ei-

ner Shimura-Kurve gehört, nicht auftreten.

3.2.5 Definition ( [BW06, Def. 2.1] ). Wir nennen ein flaches Vektorbün-

del (E ,∇) von Rang 2 mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus Satz 3.2.3 ein

ursprüngliches Bündel.

Wir stellen jetzt den Zusammenhang zwischen dem ursprünglichen

Bündel E ⊂ H und einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung her.

Dazu folgen wir [BW06, §5]. Wir nehmen an, dass X̃ ' P1 und S 6= ∅
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gilt. Bezeichne t den Standard-Parameter auf P1 und D := d
dt . Sei o.B.d.A.

nach Koordinatentransformation ∞ ∈ S . Sei ω ∈ Fil1(E)(P1 \ {∞}) ein glo-

baler Schnitt. Dann erfüllt ω bezüglich D eine Fuchssche Differentialglei-

chung zweiter Ordnung L. Mann nennt diese die Picard-Fuchs Differential-
gleichung.

In [BM10, Prop. 2.2] ist ein explizites Kriterium für das Verschwinden der

Kodaira-Spencer Abbildung an die lokalen Exponenten der Picard-Fuchs

Differentialgleichung gegeben.

3.2.6 Beispiel. Wir betrachten erneut die Fuchssche Gruppe Γ(2) also die

Dreiecksgruppe ∆(∞,∞,∞). Diese gehört zur Modulkurve X(2) := H∗/Γ(2).
In Beispiel 3.1.15 haben wir die uniformisierende Differentialgleichung be-

rechnet. Tatsächlich existiert eine universelle Familie

Eλ : y2 = x(x− 1)(x− λ) (3.4)

über C := P1(C) \ {0, 1,∞}. Man betrachtet das 2-dimensionale Vektorbün-

del H := H1
dR(Eλ/C). Dieses ist gegeben durch den Quotient der Differen-

tiale zweiter Gattung auf Eλ modulo den exakten Differentialen. Eine Basis

der globalen Schnitte von H ist gegeben durch

ω0 :=
dx
2y

und ω1 :=
xdx
2y

.

Für den Parameter λ auf C ist der Gauß-Manin-Zusammenhang gegeben

durch

∇(
d

dλ
) : H → H,

also durch formales Differenzieren. Man rechnet damit folgende Identität

aus:

λ(λ− 1)ω′′0 + (2λ− 1)ω′0 +
1
4
ω0 = d(

y

(x− λ)2
).

Das Ergebnis ist ein exaktes Differential, somit erfüllt ω0 die Differential-

gleichung

L : λ(λ− 1)u′′ + [2λ− 1]u′ +
1
4
u = 0. (3.5)

Vergleicht man dies mit Beispiel 3.1.15 sieht man also, dass die Picard-

Fuchs Differentialgleichung und die uniformisierende Differentialgleichung

gleich sind.

Man kann mittels der Picard-Fuchs Differentialgleichung arithmetische

Eigenschaften der universellen Familie beweisen.
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3.2.7 Beispiel ( [BW06, Exa. 4.5] ). Wir betrachten wiederum das Beispiel

der Modulkurve X(2) und ihrer Picard-Fuchschen Differentialgleichung L

(3.5). Die Modulkurve X(2) sowie ihre universelle Familie Eλ → C (3.4)

sind über Z[ 1
2 ] definiert. Folglich macht es Sinn, die Familie Eλ und ihre

Picard-Fuchs Differentialgleichung auch in positiver Charakteristik p 6= 2
zu betrachten. Die Theorie der Lösungen von Differentialgleichungen in

positiver Charakteristik ist etwas anders ([Hon81]): Sei k ein endlicher

Körper der Charakteristik char(k) = p. Das Hasse-Polynom

Φ :=
m∑
i=0

(
m

i

)2

λi für m :=
p− 1

2

liefert eine Basis des Lösungsraums von L über k[λp]. Für Φ gilt, dass des-

sen Nullstellen alle in Fp2 liegen. Der Zusammenhang mit der universellen

Familie ist wie folgt gegeben: Ein Element λ0 ∈ Fp2 ist genau dann Null-

stelle von Φ, falls die elliptische Kurve Eλ0 supersingulär ist. Der Grund

dafür liegt darin, dass der Frobenius-Morphismus F auf H1
dR(Eλ/R) hori-

zontal ist. Dabei sei R := W [[λ, 1/λ(λ− 1)Φ̃]] für einen beliebigen Lift Φ̃ des

Hasse-Polynoms Φ.

3.2.8 Bemerkung. Die Berechnungen in Kapitel 5, vor allem Proposition

5.1.3, sind eine direkte Verallgemeinerung der Berechnungen für X(2).

3.3 Definition von F -Kristallen

In diesem Abschnitt fassen wir Allgemeines zu F -Kristallen zusammen.

Wir orientieren uns dabei an [Del81, §1].

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik p. Be-

zeichne W := W(k) den Ring der Witt-Vektoren und σ den Frobenius-

Morphismus auf W . Seien R := W [[t]] und R := k[[t]] die Potenzreihenringe

zu den Variablen t := (t1, . . . , tn).
Wir möchten nun definieren, was wir unter einem F -Kristall auf R verste-

hen. Dazu benötigen wir folgende Definitionen:

3.3.1 Definition. Ein Lift ϕ : R→ R des Frobenius-Morphismus k → k zu

einem Morphismus von R nennen wir σ-linear oder auch kompatibel mit

σ, falls ϕ ◦ σ linear ist.

Zum Beispiel ist ein σ-linearer Lift gegeben durch

ϕ(ti) := tpi , für i = 1, . . . , n,

ϕ(a) := σ(a), für a ∈W.
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3.3.2 Definition. Sei H ein freier R-Modul. Ein Zusammenhang auf H ist

ein Morphismus

∇ : H → H ⊗ Ω1
R/W ,

der die Leibniz-Regel erfüllt, d.h. es gilt

∇(c · a) = c∇(a) + a⊗ dc

für alle a ∈ H und c ∈ R.

3.3.3 Bemerkung. Mittels der Isomorphie Hom(Ω1
R/W , R) ' Der(R) kann

man den Zusammenhang auch als einen Morphismus ∇ : DerW (R) →
End(H) interpretieren.

In Abschnitt 3.2, insbesondere Beispiel 3.2.6, haben wir bereits Beispiele

für einen Zusammenhang gesehen.

3.3.4 Definition. Wir nennen einen Zusammenhang

∇ : H → H ⊗ Ω1
R/W

• integrierbar, falls für die zugehörigen Endomorphismen

∇(d/dti)∇(d/dtj) = ∇(d/dtj)∇(d/dti)

gilt,

• und topologisch nilpotent, falls die Reduktion

∇⊗W k : H ⊗W k → H ⊗ Ω1
R/W ⊗W k

nilpotent ist.

3.3.5 Definition. Ein Kristall auf R ist ein freier R-Modul H endlichen

Typs mit einem integrierbaren, topologisch nilpotenten Zusammenhang

∇ : H → H ⊗ Ω1(A/R).

3.3.6 Definition. Wir nennen einen Morphismus α : H → H ′ zwischen

Kristallen (H,∇) und (H ′,∇′) horizontal, falls folgendes Diagramm kom-

mutiert:

H
∇ //

α

��

H ⊗ Ω1(A/R)

α⊗1

��
H ′

∇′ // H ′ ⊗ Ω1(A/R).
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3.3.7 Bemerkung. Sei ϕ : R→ R ein σ-linearer Lift des Frobenius-Morphis-

mus auf R. Und sei (H,∇) ein Kristall. Dann induziert ϕ auf ϕ∗H einen

Zusammenhang ϕ∗∇ und eine Struktur als Kristall.

3.3.8 Lemma ( [Kat73, §1.2] ). Seien ϕ,ψ : R→ R zwei σ-lineare Lifts des
Frobenius-Morphismus auf R. Dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus

χ(ϕ,ψ) : ϕ∗H ∼−→ ψ∗H.

3.3.9 Definition. Ein F -Kristall ist ein Kristall (H,∇) über R, so dass für

alle σ-kompatible Lifts ϕ : R → R des Frobenius-Morphismus auf R ein

horizontaler Homomorphismus F (ϕ) : ϕ∗H → H existiert, der einen Iso-

morphismus F (ϕ)⊗Qp : ϕ∗H ⊗Qp → H ⊗Qp induziert.

Ausserdem fordern wir, dass für zwei σ-kompatible Lifts ϕ,ψ : R → R fol-

gendes Diagramm kommutiert

ϕ∗H
F (ϕ) //

χ(ϕ,ψ)

��

H

ψ∗H

F (ψ)

77ppppppppppppp
.

3.3.10 Definition. Wir nennen einen Untermodul H0 eines F -Kristalls H

(topologisch) nilpotent, falls ein Morphismus ϕ : R → R wie in Definition

3.3.9 existiert, für den F (ϕ) auf H0 topologisch nilpotent ist.

Sei nun ein Lift ϕ : R → R des Frobenius-Morphismus wie in der De-

finition 3.3.9 fest gewählt und sei H ein F -Kristall. Bezeichne dann F (ϕ)
den horizontalen Morphismus von H .

Bezeichne s : R → k′ einen Punkt in Spf(R) mit Werten in einer alge-

braisch abgeschlossenen Erweiterung k′/k. Bezeichne s : R → W(k′) den

Teichmüller-Lift von s bezüglich ϕ, d.h. den eindeutigen Lift s von s nach

W(k′) für den sϕ = σs gilt. Aus dieser Eigenschaft beweist man elementar

das folgende Lemma.

3.3.11 Lemma ( [Del81, §1.1.4] ). Das Tripel (s∗H, s∗∇, s∗F (ϕ)) ist ein F -
Kristall.

Sei ϕ′ ein weiterer Lift des Frobenius-Morphismus wie in Definition

3.3.9 und F (ϕ′) der zugehörige Morphismus. Sei s′ : R → W(k′) der zu ϕ′

gehörende Teichmüller-Lift von s. Dann existiert ein eindeutiger Isomor-

phismus s∗H → (s′)∗H von F -Kristallen. Man nennt deshalb s∗H das von

H induzierte F -Kristall bei s.
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3.4 F -Kristalle gewöhnlicher formaler abelscher

Schemata

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Struktur von gewöhnlichen F -

Kristallen, d.h. von F -Kristallen gewöhnlicher abelscher Schemata. Sei da-

zu π : A→ Spf(R) ein formales abelsches Schema von relativer Dimension

g.

3.4.1 Definition. Sei

Hi
dR(A/R) := Riπ∗(Ω•A/R),

wobei Riπ∗ den hyper-abgeleiteten Funktor von π∗ bezeichnet. Wir be-

zeichnen die R-Moduln Hi
dR(A/R) mit ihrer Graduierung als die relative

de-Rham-Kohomologie von A über R.

Wir betrachten im Folgenden den Modul H := H1
dR(A/R) von Rang 2g

über R. Die folgenden zwei Sätze definieren eine F -Kristall-Struktur auf

H .

3.4.2 Satz ( [KO68, Thm. 1] ). Es existiert ein kanonischer integrierbarer
Zusammenhang

∇ : H → H ⊗ Ω1(A/R)

auf H . Dieser Zusammenhang wird Gauß-Manin-Zusammenhang genannt.

Der Vergleich mit der kristallinen Kohomologie ([BO78, §7]) liefert den

folgenden Satz.

3.4.3 Satz ( [Kat73, §8] ). Der Gauß-Manin-Zusammenhang ∇ auf H ist
topologisch nilpotent und (H,∇) ist ein F -Kristall.

Betrachte im Folgenden den R-Modul H mit ihrer Struktur als F -

Kristall, definiert in Satz 3.4.3. Wähle einen festen Lift ϕ : R → R des

Frobenius-Morphismus auf R und einen horizontalen Morphismus F (ϕ)
wie in der Definition 3.3.9. Bezeichne die Reduktion von H mit H := H⊗Rk
und sei F0 := F (ϕ)⊗R k. Es gilt H = H

nil ⊕Hss
, wobei H

nil
:=
⋃

KerFn0 den

nilpotenten und H
ss

:=
⋂

ImFn0 den semistabilen Teil von H bezeichnet.

Im Fall, dass H zu einem gewöhnlichen abelschen Schema A/ Spf W ge-

hört, induziert diese Zerlegung auf der Reduktion H eine Zerlegung auf

dem F -Kristall H (siehe Proposition 3.4.8). Im Folgenden wollen wir dies

diskutieren.

3.4.4 Definition. Definiere die Hodge-Filtrierung auf H als

Fili(H) := {x ∈ H : ∃ y ∈ H, y reduziert zu x und F (ϕ)ϕ∗y ∈ piH}.
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3.4.5 Definition. Wir nennen eine Filtrierung

H = Fil0(H) ) Fil1(H) ) . . .

durch freie R-Moduln Fili(H) auf H Hodge-Filtrierung, falls folgende Ei-

genschaften erfüllt sind:

(i) Fili(H)⊗ k = Fili(H),

(ii) ∇Fili(H) ⊂ Fili−1(H)⊗ Ω1
R/W , für i > 0.

3.4.6 Satz ( [Del81, §2.1A] ). Auf H existiert eine Hodge-Filtrierung, die
wir wie in Definition 3.4.5 bezeichnen. Sie hat Stufe ≤ 1, d.h. Fili(H) ist
trivial für i ≥ 2. Die Filtrierung ist eindeutig und unabhängig von der Wahl
des σ-linearen Lifts ϕ : R→ R des Frobenius-Morphismus auf R.

3.4.7 Definition. Wir nennen ein F -Kristall H ein Unit-Root F -Kristall,

falls es einen Morphismus ϕ : R → R wie in Definition 3.3.9 gibt, für den

F (ϕ) einen Isomorphismus auf H definiert.

3.4.8 Proposition ( [Del81, Prop. 1.3.2] ). Sei s∗A⊗ k gewöhnlich für alle
Punkte s : R→ k′ in Spf R. Dann existiert ein Unit-Root-F -Kristall U ⊂ H von
Rang g, für das H = U ⊕ Fil1(H) erfüllt ist.

3.4.9 Bemerkung. Im Beweis von [Kat73, Thm. 4.1] wird das R-Modul U

explizit konstruiert.

3.5 Deformation gewöhnlicher abelscher Varie-

täten

In diesem Abschnitt definieren wir die q-Parameter (Satz 3.5.8). Dies sind

explizite Koordinaten des Modulraums von Lifts einer gewöhnlichen abel-

schen Varietät (Definition 3.5.1).

Sei dazu A eine gewöhnliche abelsche Varietät der Dimension g über

einem endlichen Körper k der Charakteristik p. Bezeichne mit W := W(k)
den Ring der Witt-Vektoren über k. Sei S die Kategorie der Mengen und

sei CW die Kategorie der artinschen, lokalen W -Algebren R, zusammen

mit Isomorphismen R/mR ' k, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

W //

��

R

��
k

' // R/mR.
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Sei ĈW die Kategorie der vollständigen, lokalen, noetherschen W -Algebren

R, so dass R/mn
R ∈ CW für jede natürliche Zahl n ∈ N ist.

3.5.1 Definition. Wir definieren den lokalen Modulfunktor M als den ko-

varianten Funktor M : CW → S durch

M(R) :=


Isomorphieklassen von (A0, ρ0), wobei

A0 → Spec(R) ein abelsches Schema

und ρ0 : A0 ⊗ k
∼−→ A ein Isomorphismus ist

 .

3.5.2 Theorem ( [Oor71, Thm. 2.2.1] ). Der Funktor M ist darstellbar durch
das formale Schema Spf R mit R := W [[t1, . . . , tg2 ]], d.h. es gibt eine natürli-
che Isomorphie

ĈW (R,−) ∼−→M(−)

und ein universelles formales abelsches Schema A→ Spf R.

3.5.3 Satz. Sei A0 ein formales abelsches Schema über W mit A0⊗W k = A,
dann existiert ein s ∈ Spf(R) mit A0 ' s∗A. Sei umgekehrt ein s ∈ Spf(R) ge-
geben, dann existiert eine (nicht notwendigerweise separable) Erweiterung
W ′/W und ein formales abelsches Schema A0 über W ′ , so dass A0 ' s∗A

gilt.

BEWEIS. Sei Wn := W/mn+1 . Der Modulfunktor M ist darstellbar, Wir nen-

nen ein System von abelschen Schemata X über S ⊗Wn kompatibel Nach

[GD60, Thm. 10.12.3] und [GD61, Thm. 5.4.1] existiert eine Äquivalenz

von Kategorien zwischen formalen abelschen Schemata über W und dem

inversen Limes von kompatiblen abelschen Schemata über Wn . D.h. sei A

ein formales abelsches Schema über W dann definiert A⊗W Wn ein kom-

patibles System, d.h. von abelschen Schemata und es gilt A = lim←−An . Da

der lokale Modulfunktor darstellbar ist liefert dies auch kompatible Koor-

dinaten im Deformationsraum. �

Es existiert eine formale Deformation Acan/ Spf W von A, die sich be-

sonders auszeichnet. Tatsächlich ist Acan sogar algebraisierbar.

3.5.4 Satz ( [Mes72, Thm. V.3.3] ). Sei A eine gewöhnliche abelsche Va-
rietät über dem (perfekten) Körper k. Dann existiert ein eindeutiger Lift Acan

von A zu einem projektiven abelschen Schema über W , so dass der Mor-
phismus End(Acan) ↪→ End(A) ein Isomorphismus ist.

3.5.5 Definition. Wir nennen den eindeutigen Lift Acan aus Satz 3.5.4 den

kanonischen Lift von A. Wir bezeichnen den Punkt in M der zu Acan kor-

respondiert mit scan . Wir nennen das Urbild β ∈ End(Acan) eines Endomor-

phismus β : A → A unter dem Isomorphismus End(Acan) ∼−→ End(A) den

kanonischen Lift von β .



3.5 Deformation gewöhnlicher abelscher Varietäten 57

Sei die Situation wie in Satz 3.5.2 gegeben. D.h. sei A/M die universelle

formale Deformation von A und sei der Funktor M dargestellt durch das

formale Schema Spf R mit R := W [[t1, . . . , tg2 ]]. Dann sind wir in der Si-

tuation von Abschnitt 3.4. Insbesondere gilt (Proposition 3.4.8), dass das

F -Kristall H := H1
dR(A/M) eine Zerlegung H = Fil1(H) ⊕ U in einen nilpo-

tenten R-Modul Fil1(H) von Rang g und ein Unit-Root-F -Kristall U über

R von Rang g besitzt.

Wir möchten im folgenden eine Gruppenstruktur auf dem Deformati-

onsraum Spf R definieren (Satz 3.5.10). Diese soll die Eigenschaft besit-

zen, dass der Frobenius-Morphismus F (Φ) auf R ein Gruppenhomomor-

phismus ist. Da der Frobenius-Morphismus auf A sich zu einem Endo-

morphismus auf dem kanonischen Lift Acan liften lässt, muss dieser dem

neutralen Element der Gruppe entsprechen. Folgender Satz 3.5.6 zeigt die

Existenz eines Frobenius-Morphismus F (Φ) mit gewissen Eigenschaften,

welche tatsächlich die notwendigen sind (Satz 3.5.10).

3.5.6 Satz ( [Del81, §A3] ). In der Situation und Bezeichnung wie oben,
existiert ein eindeutiger σ-kompatibler Lift Φ : R→ R des Frobenius-Morphis-
mus auf R, so dass

F (Φ)(Φ∗(Fil1(H))) ⊂ Fil1(H)

gilt.

Bezeichne Φ : R → R den Morphismus wie in Satz 3.5.6. Dann liefert

uns die spezielle Wahl von Φ eine Verfeinerung von [Del81, Satz 1.4.2].

3.5.7 Satz ( [Del81, Kor. A2.1 zu 1.4.2] ). Es existieren Basen (ai)1≤i≤g von
U , (bi)1≤i≤g von Fil1H und Elemente ηi,j ∈ Ω1

R/W mit folgenden Eigenschaf-
ten:

∇ai = 0, (3.6)

∇bi =
∑
j

aj ⊗ ηi,j ∈ H ⊗ Ω1
R/W, (3.7)

F (Φ)(Φ∗(ai)) = ai, (3.8)

F (Φ)(Φ∗(bi)) = pbi, (3.9)

Φ∗(ηi,j) = pηi,j , (3.10)

dηi,j = 0. (3.11)

3.5.8 Satz ( [Del81, Kor. A2.1 zu 1.4.2] ). Seien die Basen (ai)1≤i≤g von
U und (bi)1≤i≤g von Fil1H wie in Satz 3.5.7 gewählt. Dann existiert eine
eindeutige Familie τ := (τi,j) von formalen Potenzreihen τi,j ∈ Quot(W )[[t]]
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mit

dτi,j = ηi,j , (3.12)

Φ∗(τi,j) = pτi,j , (3.13)

s∗canτi,j = 0. (3.14)

Desweiteren sind die Potenzreihen qi,j := exp(τi,j) ∈ R wohldefiniert und es
gilt:

Φ∗(qi,j) = qpi,j ,

s∗canqi,j = 1.

3.5.9 Definition. Wir nennen die Familie q = (qi,j) aus Satz 3.5.8 die q-
Parameter von A/M .

Die q-Parameter definieren im folgenden Sinne ein Koordinatensystem

und eine Gruppenstruktur auf dem Deformationsraum.

3.5.10 Satz ( [Del81, 2.1.3] ). Die q-Parameter q = (qi,j) aus Satz 3.5.8 bil-
den mit p ein System regulärer Parameter von Spf(R), d.h. der W -Morphismus

Spf(W [[xi,j ]](i,j=1,...,g)) −→ Spf(R),

xi,j 7−→ qi−j − 1

ist ein Isomorphismus.

3.5.11 Bemerkung ( [Del81, A2.2] ). Satz 3.5.10 induziert eine Gruppen-

struktur auf der formalen Faser des Deformationsraums von M , so dass

der Frobenius-Morphismus F (Φ) ein Gruppenhomomorphismus ist. Ins-

besondere entspricht scan ∈ Spf R dem neutralen Element.

3.5.12 Bemerkung. Katz vergleicht im Appendix zu [Del81] die q-Parameter

für den Deformationsraum von A wie in Satz 3.5.8 mit den Serre-Tate-

Parametern aus [Dwo71]. Er zeigt ([Del81, A3.1]), dass die Gruppenstruk-

tur auf dem Deformationsraum M , induziert durch diese zwei verschiede-

nen Familien von Parametern, übereinstimmen.

3.6 Liftbarkeit von Isogenien

In diesen Abschnitt beschreiben wir Lifts von gewöhnlichen abelschen Va-

rietäten zusammen mit zusätzlichen Morphismen. In [Mes72, Appendix

Prop. 3.3] und [Kat81, Thm. 2.1] sind Bedingungen für die Liftbarkeit

eines Morphismus η in Termen der Wirkung von η auf den Serre-Tate-

Parametern gegeben.
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Sei die Situation wie in Abschnitt 3.5 gegeben. Insbesondere sei A eine

gewöhnliche abelsche Varietät über k. Bezeichne A über Spf R die univer-

selle formale Deformation von A (Satz 3.5.3). Wir schreiben H := H1
dR(A/R).

Das k-Modul H := H ⊗R k besitzt eine kanonische Filtrierung Fil1(H) ( H ,

die Hodge-Filtrierung. Und es existiert ein Komplement U ⊂ H , so dass

H = Fil1(H) ⊕ U gilt. Da A gewöhnlich ist, kann man diese Zerlegung von

H zu einer Zerlegung H = Fil1(H) ⊕ U liften (Proposition 3.4.8). Dabei ist

Fil1(H) nilpotent und U ein Unit-Root F -Kristall.

Angenommen A besitzt eine Hauptpolarisierung λ : A → A
t
. Diese Po-

larisierung definiert nach Prop. 2.1.2 eine Involution auf End(A), die wir

mit

† : α 7→ α†

bezeichnen. Ausserdem liefert die Polarisierung λ mittels folgender Propo-

sition 3.6.1 eine Paarung

〈·, ·〉 : H ×H → R

auf H .

3.6.1 Proposition ( [Oda69, Prop. 3.24],[KO68, §2] ). Es existiert eine sym-
plektische Form 〈·, ·〉 : H × H → R auf H , d.h. die Paarung 〈·, ·〉 ist perfekt,
bilinear und alternierend. Für beliebige ω1, ω2 ∈ H gelten außerdem folgende
Identitäten:

〈Fω1, Fω2〉 = p〈ω1, ω2〉, (3.15)

(Fil1(H))⊥ = Fil1(H), (3.16)

U⊥ = U, (3.17)

〈∇ω1, ω2〉+ 〈ω1,∇ω2〉 = d〈ω1, ω2〉. (3.18)

Sei (ai) ⊂ U, (bi) ⊂ Fil1(H) die Basis wie in Satz 3.5.7. Wir bezeichnen

mit scan ∈ Spf R den Punkt im Deformationsraum, so dass s∗canA der ka-

nonische Lift von A ist. Nach geeigneter Wahl der Indizes ist die folgende

Identität erfüllt:

〈s∗canai, s
∗
canbj〉 = δi,j . (3.19)

Für s ∈ Spf R möchten wir die Variation von Hodge-Strukturen im Sin-

ne von Abschnitt 3.2 studieren. D.h. wir möchten für Punkte s ∈ Spf R
die Einbettungen s∗Fil1(H) ↪→ s∗H von R-Moduln bezüglich dem Zusam-

menhang ∇ mittels der Paarung 〈·, ·〉 vergleichen. Dies können wir nur im

offenen Einheitskreis um einen Punkt machen (Bemerkung 3.6.3). Diese

korrespondiert zum folgenden Ring:
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Sei R0 der folgende Unterring von R:

R0 := {f ∈ R : f konvergiert in x ∈Wn mit |xi| < 1 ∀i ∈ {1, . . . , g}}. (3.20)

Bezeichne L0 := R0 ⊗Zp
Qp den Quotientenkörper von R0 .

3.6.2 Proposition ( [Kat73, Prop. 3.1] ). Es existieren Basisvektoren b′i von
Fil1(H)⊗R L0 mit folgenden Eigenschaften:

(i) die Vektoren b′i sind horizontal, d.h. es gilt ∇b′i = 0,

(ii) die Vektoren b′i sind Lifts von s∗canbi nach L0 , d.h. es gilt s∗canb
′
i = s∗canbi .

3.6.3 Bemerkung. Satz 3.5.7 besagt, dass eine horizontale Fortsetzung

nach R der Vektoren (s∗canai) zu einer Basis von U existiert, also insbeson-

dere nach L0 . Die horizontale Basis (s∗canbi) von s∗canFil1(H) lässt sich aber

nicht nach R zu einer horizontalen Basis von Fil1(H) fortsetzen.

3.6.4 Korollar ( [Kat73, Rem. 3.2] ). Sei L die Vervollständigung des al-
gebraischen Abschlusses des Quotientenkörpers Quot(W ) von W . Sei OL
der lokale Ring von L und mL dessen maximales Ideal. Sei s ∈ Spf(R0) mit
s ≡ scan mod mL . Dann liefert die Abbildung

s∗H ⊗R L
∼−→ s∗canH ⊗R L

s∗b′i 7−→ s∗canb
′
i

s∗ai 7−→ s∗canai.

einen Isomorphismus von L-Vektorräumen, welcher eine Einbettung

ρ : s∗Fil1(H) ↪→ s∗canH ⊗Quot(W )

von W -Moduln induziert.

3.6.5 Proposition. In der Bezeichnung aus Prop. 3.6.2 erfüllen die Vekto-
ren b′i ∈ Fil1(H) ⊗R L0 und a′i := ai ⊗ 1 ∈ H ⊗R L0 folgende zusätzliche
Eigenschaften:

(iii) die Vektoren a′i und b′i bilden eine symplektische Basis von H ⊗R L0 ,
d.h.

〈a′i, a′j〉 = 0, 〈b′i, b′j〉 = 0, 〈a′i, b′j〉 = δi,j . (3.21)

(iv) die Vektoren b′i sind Eigenvektoren von F (Φ) mit F (Φ)(Φ∗b′i) = pb′i .

BEWEIS. Die Eigenschaft (iii) folgt aus der Überlegung:

d〈a′i, b′j〉
(3.18)

= 〈∇a′i, b′j〉+ 〈a′i,∇b′j〉 = 0 (3.22)
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in H ⊗ Ω1
R/W . Dabei folgt die letzte Identität daraus, dass a′i und b′j hori-

zontal sind (Satz 3.5.7 und Proposition 3.6.2). Das impliziert, dass 〈a′i, b′j〉
konstant ist. Ausserdem liften a′i und b′j die Vektoren s∗canai und s∗canbj .

Somit folgt aus (3.19) und (3.22) die Identität

〈a′i, b′j〉 = 〈s∗canai, s
∗
canbj〉 = δi,j .

Die Eigenschaft (iv) zeigt man analog zur Eigenschaft (iii). Bezeichne mit

ci,j ∈ L0 und c′i,j ∈ L0 die Koeffizienten in der Zerlegung

F (Φ)(Φ∗b′i) =
∑

cj,ia
′
i +
∑

c′j,ib
′
j .

Der Frobenius-Morphismus ist horizontal, insbesondere gilt

∇ ◦ F (Φ)(Φ∗b′i) = 0,

also sind die Koeffizienten ci,j und c′i,j konstant. Die Vektoren b′i sind aber

Lifts von s∗canbi , also folgt die Behauptung F (Φ)(Φ∗b′i) = pb′i aus (3.9). �

3.6.6 Proposition. Sei τ := (τi,j) die Familie von formalen Potenzreihen mit
Koeffizienten in Quot(W ) aus Satz 3.5.8 und (bi) ⊂ Fil1(H) die Basis von
Fil1(H) aus Satz 3.5.7. Dann gelten für die Elemente bi ⊗ 1, b′j ∈ H ⊗R L0

folgende Identitäten

τi,j = 〈bi ⊗ 1, b′j〉. (3.23)

Desweiteren gilt

bi ⊗ 1 = b′i −
∑
j

τi,ja
′
j . (3.24)

BEWEIS. Wir schreiben für die Elemente bi⊗ 1 ∈ H ⊗R L0 abkürzend eben-

falls bi . Es gilt

d〈bi, b′j〉
(3.18)

= 〈∇bi, b′j〉+ 〈bi,∇b′j〉
∇b′j=0

= 〈∇bi, b′j〉
(3.7)
=
∑
l

〈a′l, b′j〉ηi,l

(3.21)
= ηi,j

(3.12)
= dτi,j .

Und da 〈s∗canbi, s
∗
canb

′
j〉 = 0 = s∗canτi,j gilt, folgt (3.23). Die Gleichung (3.24)

folgt elementar aus 〈ai, bj〉 = δi,j . �
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3.6.7 Definition. Sei Defo(A) die Kategorie der formalen abelschen Sche-

mata A0 über W mit A0 ⊗W k = A. Die Morphismen von Defo(A) seien

die Morphismen η : A0 → A1 , die zu Endomorphismen η ⊗W k : A → A

reduzieren.

Der formale Deformationsraum von A ist nach Satz 3.5.2 darstellbar

durch das formale Schema Spf R und es existiert ein universelles forma-

les abelsches Schema A über R. Bezeichne scan ∈ Spf R den Punkt im

Deformationsraum, so dass s∗canA isomorph zum kanonischen Lift von A

(Definition 3.5.5) ist. Sei eine solche Isomorphie fest gewählt.

3.6.8 Definition. Bezeichne Defo′Fil(A) folgende Kategorie:

Die Objekte von Defo′Fil(A) sind W -Moduln B ⊂ H von Rang g und Einbet-

tungen

ρ : B ↪→ s∗canH ⊗Quot(W ),

so dass

• der Quotient (s∗canH ⊗Quot(W ))/(ρ(B)⊗Quot(W )) frei ist,

• die Reduktion B ⊗W k kanonisch isomorph zu Fil1(H) ist und

• die Reduktion ρ⊗ k die Identität auf Fil1(H) ist.

Die Morphismen B → B̃ von Defo′Fil(A) sind Paare (βFil, β), wobei

• β : A→ A ein Endomorphismus von A ist,

• βFil : B → B̃ ein Morphismus von W -Moduln ist, der

β
∗

: Fil1(H)→ Fil1(H)

liftet und

• für den kanonischen Lift βcan : s∗canA → s∗canA von β (Definition 3.5.5)

folgendes Diagramm kommutiert:

B � ρ //

βFil

��

s∗canH ⊗Quot(W )

β∗can
��

B̃
� eρ // s∗canH ⊗Quot(W ).

Sei A0 ∈ Defo(A) eine formale Deformation von A nach W . Dann exis-

tiert nach Proposition 3.5.3 genau ein s ∈ Spf R im Deformationsraum und

ein Isomorphismus ρ0 : s∗A ∼−→ A0 . Wählt man einen solchen Isomorphis-

mus fest, dann liefert dies einen kanonischen Isomorphismus s∗Fil1(H)⊗W
k ' Fil1(H). Sei nun Defo′(A) die Unterkategorie von Defo(A), so dass

s ∈ Spf R0 gilt, wobei R0 den Ring aus (3.20) bezeichnet.
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3.6.9 Theorem. Der Funktor F , definiert durch

F : Defo′(A) −→ Defo′Fil(A)

[A0 ' s∗A] 7−→ [ρ : s∗Fil1(H) ↪→ s∗canH ⊗Quot(W )]

[β : s∗1A→ s∗2A] 7−→

[
βFil : s∗1Fil1(H)→ s∗2Fil1(H)

β : s∗1A⊗W k → s∗2A⊗W k

]
,

ist eine Äquivalenz von Kategorien. Dabei bezeichnet ρ : s∗Fil1(H) ↪→ s∗canH⊗
Quot(W ) die horizontale Einbettung aus Korollar 3.6.4.

BEWEIS. In [Mes72, Thm. V.1.10] ist die Äquivalenz für infinitesimale De-

formationen gezeigt, d.h. für Lifts von A (bzw. s∗Fil1(H)) zu einem artinsch,

lokalem Ring (z.B. Wn := W/mn ). Das Theorem folgt dann mittels Grenz-

wertbildung analog zu der im Beweis von Proposition 3.5.3. �

3.6.10 Bemerkung. Der Funktor F vergleicht eine Deformation von A mit

dem Lift der Hodge-Filtrierung. Dies ist eine analoge Situation zur Variati-

on von Hodge-Strukturen (VHS) aus Abschnitt 3.2.

3.6.11 Bemerkung. In [Mes72, Thm. V.1.10] wird die Äquivalenz aus Satz

3.6.9 in Termen der sogenannten universellen Erweiterung und den dazu-

gehörigen Kristallen formuliert. Tatsächlich liefert dies durch Ersetzen von

Defo′Fil eine Äquivalenz für den Funktor Defo(A). Mittels [MM74, §1.4] kann

man die Äquivalenz in Termen der Hodge-Filtrierung Fil1(H) ⊂ H , wie in

Theorem 3.6.9, übersetzen. Für eine einfachere Formulierung beschrän-

ken wir uns in Satz 3.6.9 auf den Subfunktor Defo′(A).

Nun formulieren wir die Bedingung aus Satz 3.6.9 für die Liftbarkeit

von Endomorphismen in Termen der q-Parameter um. Aus technischen

Gründen beschränken wir uns auf die Lifts von A, welche die Polarisierung

λ : A→ A
t

liften. Genauer betrachten wir folgenden Funktor.

3.6.12 Definition. Wir definieren den Funktor Mpp als den kovarianten

Funktor Mpp : CW → S durch

Mpp(R0) :=



Isomorphieklassen von (A0, ρ0, λ0), wobei

A0 → Spec(R0) ein formales abelsches Schema,

ρ0 : A0 ⊗ k
∼−→ A ein Isomorphismus und

λ0 : A0 → At0 eine Quasi-Polarisierung mit λ0 ⊗ k = λ ist


.

3.6.13 Satz ( [Oor71, Thm. 2.3.3, §2.4] ). Der Funktor Mpp ist ein Unter-
funktor des lokalen Modulfunktors M . Er ist darstellbar durch das formale
Schema Spf(R/app) mit app := 〈qi,jq−1

j,i − 1〉(i,j=1,...,g) .
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Sei nun β : A → A ein Endomorphismus und identifiziere End(A) mit

End(s∗canA). Der Endomorphismus β wirkt auf der de-Rham-Kohomologie

s∗canH . Bezeichne

Ψ : End(A) ↪→ GLg(W )

die Darstellung der Wirkung der Endomorphismen auf der Basis s∗canai

von s∗canU via Projektion. Wir benutzen folgendes Lemma 3.6.14, um die

Wirkung von End(A) auf der Basis s∗canbi = s∗canb
′
i zu bestimmen.

3.6.14 Lemma ( [Oda69, Prop.3.24], [KO68, §2] ). Sei s ∈ Spf R ∩ V (app)
ein Punkt im Deformationsraum von Mpp . Seien beliebige Elemente ω1, ω2 ∈
s∗H und ein Endomorphismus β ∈ End(s∗A) gegeben. Dann gilt folgende
Identität:

〈β∗ω1, ω2〉 = 〈ω1, (β†)∗ω2〉. (3.25)

Es gilt 〈s∗canbi, s
∗
canaj〉 = δi,j . Somit wirkt End(A) nach Lemma 3.6.14 auf

der Basis s∗canbi = s∗canb
′
i durch

Ψ† := Ψ ◦ † : End(A) ↪→ GLg(W ). (3.26)

Mit Hilfe dieser Vorbereitungen kann man eine Bedingung für die Liftbar-

keit von Isogenien angeben.

3.6.15 Satz. Sei s ∈ Spf R0 ∩ V (app) für app wie in Satz 3.6.13. Bezeichne
As = s∗A die zugehörige abelsche Varietät in Defo′(A) und τ ∈ Mg(R) die
Matrix (τi,j), definiert in Satz 3.5.8. Der Endomorphismus β ∈ End(A) ist
genau dann zu einem Endomorphismus As → As liftbar, wenn

Ψ(β)s∗τ = (Ψ†(β)s∗τ)t (3.27)

für die Matrix Ψ(β) ∈ GLg(W ) gilt.

BEWEIS. Sei die Einbettung

ρ : s∗Fil1(H) ↪→ s∗canH ⊗Quot(W )

aus Korollar 3.6.4 gegeben. Die abelsche Varietät As bildet unter der Äqui-

valenz der Kategorieen Defo′(A) und Defo′Fil(A) aus Theorem 3.6.9 auf ρ ab.

Wir zeigen nun die Notwendigkeit der Identität (3.27) für die Existenz eines

Lifts. Angenommen es existiere ein Lift β ∈ End(As) des Endomorphismus

β von A nach As . Dann ist der Lift β unter der Äquivalenz aus Satz 3.6.9

gegeben durch einen Lift

βFil : s∗Fil1(H)→ s∗Fil1(H)
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von β
∗

: Fil1(H)→ Fil1(H) der in folgendes kommutative Diagramm passt:

s∗Fil1(H) � ρ //

βFil

��

s∗canH ⊗Quot(W )

β∗can

��
s∗Fil1(H) � ρ // s∗canH ⊗Quot(W ).

(3.28)

Der Endomorphismus βcan wirkt auf den Vektoren (s∗canbi)i durch die Ma-

trix Ψ†(β) ∈ Mg(W ) aus (3.26). Wegen der Kommutativität von (3.28) und

der Definition von ρ : s∗Fil1(H) ↪→ s∗canH ⊗ Quot(W ) wirkt βFil auf den Vek-

toren (s∗b′i)i durch die Matrix Ψ†(β).
Nach Proposition 3.6.6 gilt

s∗τij = 〈s∗bi, s∗b′j〉

und aus Lemma 3.6.14 folgt somit

〈s∗bi,Ψ†(β)s∗b′j〉 = 〈Ψ(β)s∗bi, s∗b′j〉. (3.29)

Schreiben wir Ψ(β) = (ci,j) (bzw. Ψ†(β) = (c′i,j)) für die Koeffizienten der

Matrix Ψ(β) (bzw. Ψ†(β)). Dann folgt aus (3.29) unter Verwendung der Li-

nearität der Paarung 〈·, ·〉 die Identität

s∗(
∑
k

ci,kτk,j) = s∗(
∑
k

c′j,kτi,k). (3.30)

In Termen der Matrix τ = (τi,j) ist (3.30) äquivalent zur Identität

Ψ(β) · s∗τ = s∗τ · (Ψ†(β))t = (Ψ†(β) · s∗τ t)t.

Und da s ∈ V (app) ist, gilt

(Ψ†(β) · s∗τ t)t = (Ψ†(β) · s∗τ)t.

Wir zeigen nun, dass die Identität (3.27) hinreichend für die Existenz eines

Lifts ist. Gelte also (3.27) für s∗τ . Definiere βFil wie folgt: Wirke βFil auf den

Vektoren (s∗b′i)i durch die Matrix Ψ†(β). Es bleibt zu zeigen, dass βFil das

Diagramm (3.28) kommutativ macht. Auf den Vektoren s∗canai wirkt βcan

durch Ψ(β). Man rechnet elementar nach, dass aus (3.27) die Identität

Ψ†(β)s∗bi = Ψ†(β)s∗b′i +
∑
j

τi,jΨ(β)s∗aj (3.31)

auf der Basis (s∗bi) von s∗Fil1(H) folgt. Wegen der Gleichung (3.24) aus Pro-

position 3.6.6 folgt, dass das Diagramm (3.28) kommutiert. Nach Theorem

3.6.9 existiert folglich ein Lift β ∈ End(As) von β ∈ End(A). �
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3.6.16 Korollar. Sei s ∈ Spf R0∩V (app) für app wie in Satz 3.6.13. Bezeichne
As = s∗A die zugehörige abelsche Varietät in Defo′(A). Genau dann ist der
Endomorphismus β ∈ End(A) zu einer Isogenie As → As liftbar, wenn

s∗(qΨ(β)
i,j ) = s∗(qΨ†(β)

i,j )t

für alle i, j ∈ {1, · · · , g} gilt.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der q-Parameter in Satz

3.5.8 als (qi,j) := (exp(τi,j)). �

3.6.17 Bemerkung. In [Kat81, Thm. 2.1] sind entsprechende Liftbarkeits-

bedingungen für den Serre-Tate-Parameter mittels der Deformationstheo-

rie von p-divisiblen Gruppen formuliert (Bemerkung 3.5.12).

Eine ausführliche Diskussion des Serre-Tate-Parameters für den Fall von

elliptischen Kurven findet man in [Kro09].



Kapitel 4

Anwendung I: Abelsche
Flächen vom Typ QM

In diesem Kapitel geben wir eine Anwendung der Ergebnisse aus Kapitel

3. Wir betrachten dazu wie in Kapitel 2 die Shimura-Kurve X (1) (Defi-

nition 2.3.2), die Isomorphieklassen von abelschen Flächen A vom Typ

QM parametrisiert, d.h. abelsche Flächen A mit Einbettung OD ↪→ End(A)
einer festen maximalen Ordnung in der indefiniten Quaternionenalgebra

D (Definition 2.1.6). Wir interessieren uns für den Ort V der Shimura-

Kurve im Deformationsraum einer abelschen Fläche A vom Typ QM über

einem endlichen Körper. Konkret bestimmen wir Gleichungen für den Ort

der Lifts A von A nach Charakteristik 0, welche vom Typ QM sind (Theo-

rem 4.1.6). Mori bestimmt in [Mor09] mittels anderer Methoden ähnliche

Gleichungen. Wir gehen darüber hinaus und betrachten die Geometrie der

CM-Lifts von A. In Abschnitt 4.2 zeigen wir für das Beispiel der Quaternio-

nenalgebra D/Q mit Diskriminante 6, wie man diese Gleichungen explizit

berechnet.

4.1 Beschreibung der q-Parameter

Sei in diesem Abschnitt A eine hauptpolarisierte, gewöhnliche abelsche

Fläche über k = Fq . Sei D/Q eine indefinite, verzweigte Quaternionenalge-

bra und OD eine maximale Ordnung, so dass durch Ψ : OD ↪→ End(A) ein

QM-Typ (Definition 2.1.6) gegeben ist.

Sei λ : A → A
t

eine Hauptpolarisierung auf A. Dann definiert λ eine Invo-

lution auf End(A) und somit auf OD . Wir bezeichnen diese Involution mit

x 7→ x† .

Sei W = W(k) der Ring der Witt-Vektoren. Wir interessieren uns nun für

die Lifts von A nach W vom Typ QM. Das heißt, wir möchten die abelsche

Varietät A, den QM-Typ ΨQM : OD ↪→ End(A) und die Polarisierung λ :



68 Kapitel 4. Anwendung I: Abelsche Flächen vom Typ QM

A → A nach W liften. Sei M der lokale Modulfunktor (Definition 3.5.1)

der Lifts von A nach W . Der Funktor M ist darstellbar durch das formale

Schema Spf R mit R := W [[q − 1]] für q := (qi,j)i,j=1,2 . Dabei wählen wir die

Koordinaten im Deformationsraum Spf R von M mittels Satz 3.5.10, d.h.

qi,j bezeichnen die q-Parameter auf Spf R aus Satz 3.5.8. Wie in Abschitt

3.6 beschränken wir uns auf den Funktor Mpp (Definition 3.6.12) also auf

den Unterlokus V (a) ⊂ Spf R mit a = 〈q1,2q
−1
2,1 − 1〉.

4.1.1 Definition. Wir definieren den Funktor N als den kovarianten Funk-

tor N : CW → S durch

N(R0) :=



Isomorphieklassen von (A0, ρ0,Ψ0, λ0), wobei

A0 → Spec(R0) ein formales abelsches Schema,

ρ0 : A0 ⊗ k
∼−→ A ein Isomorphismus,

Ψ0 : OD ↪→ End(A0) ein QM-Typ mit Ψ0 ⊗ k = ΨQM und

λ0 : A0 → At0 eine Quasi-Polarisierung mit λ0 ⊗ k = λ ist


.

4.1.2 Lemma. Sei (A0, ρ0,Ψ0, λ0) ∈ N(R0) und (A1, ρ1, λ1) ∈ M(R0) mit Iso-
morphismus γ : A0

∼−→ A1 quasi-polarisierter abelscher Schemata. Dann
existiert höchstens ein QM-Typ Ψ1 : OD → End(A1), so dass (A1, ρ1,Ψ1, λ1) ∈
N(R0) ist. D.h. der Funktor N ist ein Unterfunktor von Mpp , in dem man den
QM-Typ vergisst.

BEWEIS. Angenommen es existiert ein QM-Typ Ψ1 : OD → End(A1) auf A1

und ein Isomorphismus γ : A0
∼−→ A1 wie in der Aussage des Lemmas.

Da A0 ⊗ k ' A1 ⊗ k gilt, ist γ := γ ⊗ k ein Automorphismus von A. Die

Bedingungen Ψ1⊗ k = ΨQM und λ1⊗ k = λ implizieren, dass γ im Zentrum

von End(A) liegt und γ† = γ gelten muss. Da D eine Quaternionenalgebra

ist, muss γ ∈ Q (Definition 1.1.1) und folglich γ = id gelten. �

Bezeichne scan ∈ Spf R den Punkt im Deformationsraum, welcher zum

kanonische Lift von A korrespondiert. Dieser ist gegeben durch den Null-

punkt in der Gruppenstruktur auf dem Deformationsraum, d.h. s∗canqi,j = 1
für alle i, j . Sei der W -Modul s∗canH := H1

dR(s∗canA/W ) gegeben und bezeich-

ne

Ψ : End(A) ↪→ M2(W )

die Darstellung der Wirkung der Endomorphismen auf der Basis (a1, a2) ⊂
s∗canU des Unit-Root-Kristalls s∗canU ⊂ s∗canH wie in Satz 3.5.7.

4.1.3 Proposition. Sei t ∈ OD \ Q wie in Proposition 1.1.21, d.h. es gilt
x† = txt−1 für alle x ∈ OD . Bezeichne

Λ := Ψ(ΨQM(t)) = (aij) ∈M2(W )
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die Matrix der Wirkung des Endomorphismus ΨQM(t) ∈ End(A) auf der Basis
(s∗canai) von s∗canU .

(i) Dann gilt a11 = −a22 und a2
11 + a12a21 ∈W ∗ .

(ii) Die Identität Λs∗τ = (Λ†s∗τ)t ist genau dann erfüllt, wenn einer der
folgenden Fälle eintritt:

(I) Es gilt a12 ∈W ∗ und

s∗τ =

 s∗τ11 −a11
a12
s∗τ12

−a11
a12
τ11 −a21

a12
s∗τ11

 , (4.1)

wobei s∗τ11, s
∗τ12 ∈W beliebig sind.

(II) Es gilt a12 /∈W ∗ und

s∗τ =

−
a12
a11
s∗τ12 s∗τ12

s∗τ12
a21
a11
s∗τ12

 , (4.2)

wobei s∗τ12, s
∗τ21 ∈W beliebig sind.

BEWEIS. In OD gilt t2 ∈ Q und t /∈ Q. Folglich muss tr(t) = tr(Λ) = 0 also

a11 = −a22 erfüllt sein. Da außerdem t† = ttt−1 = t = −t gilt, folgt für die

Polarisierung auf den Matrizen Λ† = −Λ. Die Polarisierung λ : A → A
t

ist

eine Hauptpolarisierung, folglich muss det(Λ) = a2
11 + a12a21 ∈W ∗ sein.

Die Identität

Λs∗τ = (Λ†s∗τ)t = −(Λs∗τ)t

liefert folgendes lineares Gleichungssystem für die Koeffizienten s∗τij :
a11 s

∗τ11 +a12 s
∗τ12 = 0,

a21 s
∗τ11 +a12 s

∗τ22 = 0,

−a21 s
∗τ12 +a11 s

∗τ22 = 0.

Ist a12 ∈ W ∗ , folgt (4.1) direkt. Also nehmen wir an, dass a12 ∈ (p) ist. Da

a2
11 + a12a21 ∈W ∗ ist, muss folglich a11 ∈W ∗ sein. Somit folgt (4.2). �

Sei β ∈ End(A) und bezeichne mit B := Ψ(β) ∈ M2(W ) die Matrix der

Wirkung von β auf der Basis (s∗canai) von s∗canU . In der Bezeichnung von

Proposition 4.1.3 ist die Matrix Ψ†(β) ∈ M2(W ) gegeben durch

Λ ·Adj(B) · Λ−1 ∈ M2(W ).
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Benutzt man die Bedingungen aus Satz 3.6.15 für die Liftbarkeit von β ∈
End(A) an die Matrix s∗τ , dann liefert dies ein lineares Gleichungssystem

in s∗τi,j . Dieses ist durch

B · s∗τ = (Λ ·Adj(B) · Λ−1 · s∗τ)t (4.3)

gegeben. Wir benutzen diese Überlegung um folgende Proposition 4.1.4 zu

zeigen.

4.1.4 Proposition. Gegeben die formale Deformation s∗A von A. Dann lässt
sich die Polarisierung λ : A → A

t
und der QM-Typ ΨQM : OD ↪→ End(A)

genau dann zu einer Polarisierung λ : s∗A → s∗At und einem QM-Typ
OD ↪→ End(s∗A) liften, wenn für die Koordinaten s∗qij im Deformationsraum
folgende Identitäten erfüllt sind:

s∗q2,1 = s∗q1,2,

s∗qa12
1,2 = s∗q−a11

1,1 ,

s∗qa12
2,2 = s∗qa21

1,1 .

(4.4)

BEWEIS. Die Varietät A ist gewöhnlich. Damit gilt nach Proposition 2.6.3

insbesondere, dass OD ⊗Z W ' M2(W ) gilt. Es ist also zu zeigen, dass

die Bedingungen (4.4) äquivalent zur Erfüllbarkeit der Gleichung (4.3) für

jede Matrix B ∈ M2(W ) sind. Dies kann man elementar überprüfen. Die

Liftbarkeit der Polarisation folgt nach Satz 3.6.13 aus den Bedingungen

(4.4). �

4.1.5 Lemma. Sei a das Ideal in R erzeugt von den Elementen

q2,1 · q−1
1,2 − 1,

qa12
1,2 · q

a11
1,1 − 1,

qa12
2,2 · q

−a21
1,1 − 1.

Sei s ∈ Spf R ein Punkt im Deformationsraum von A und sei (A0, ρ0) ∈M(R0)
mit ρ0 : A0

∼−→ s∗A. Es existiert genau dann ein QM-Typ Ψ0 : OD ↪→ End(A0)
und eine Polarisierung λ0 : A0 → At0 , so dass (A0, ρ0,Ψ0, λ0) ∈ N(R0) gilt,
wenn (s∗qi,j − 1) in der Nullstellenmenge V (a) von a liegt.

BEWEIS. Sei (A0, ρ0,Ψ0, λ0) ∈ N(R0), insbesondere ist (A0, ρ0) ∈ M(R0).
Dann existiert wegen der Darstellbarkeit von M ein s ∈ Spf R(R0), so dass

s∗A ' A0 ist. Mit Lemma 4.1.2 können wir s∗A = A0 annehmen. Somit folgt

die Behauptung aus Proposition 4.1.4. �

4.1.6 Theorem. Der Funktor N ist darstellbar durch das formale Schema
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Spf(R/a), d.h. es gibt eine natürliche Äquivalenz

ĈW (Spf(R/a),−) ∼−→ N(−).

Das formale Schema Spf R/a ist die formale Faser eines eindimensionalen
Torus.

BEWEIS. Die Darstellbarkeit von N folgt aus Lemma 4.1.5. Aus den Glei-

chungen (4.4) ist offensichtlich, dass das formale Schema Spf R/a formal

glatt ist. Folglich ist Spf R/a isomorph zu einem Torus. Da Spf R/a offen-

sichtlich von Ko-Dimension 3 in Spf R ist, folgt dass Spf R/a eindimensio-

nal ist. �

4.1.7 Bemerkung. In [Mor09] bestimmt Mori unter Benutzung anderer

Methoden ähnliche Gleichungen ([Mor09, Thm. 7]). Sein Ansatz beruht

dabei sehr darauf, dass die CM-Punkte zu abelschen Flächen korrespon-

dieren, die nicht absolut einfach sind.

Wir beschäftigen uns im Folgenden mit den Lifts einer abelschen Flä-

che vom Typ QM nach Charakteristik 0, die ebenfalls vom Typ QM sind

und komplexe Multiplikation haben.

Nach Satz 2.1.9 ist die abelsche Fläche A nicht absolut einfach. O.B.d.A.

sei nach Ersetzen von k durch eine endliche Erweiterung die abelsche Flä-

che A über k nicht einfach, d.h. es existiere eine gewöhnliche elliptische

Kurve E über k, so dass A ∼ E2 gilt. Die Endomorphismenalgebra End0(A)
ist folglich isomorph zur Matrixalgebra M2(K) für einen imaginär quadra-

tischen Körper K ' End0(E). Nach der Honda-Tate-Theorie gilt K = Q(π),
wobei π ∈ End(A) den absoluten Frobenius-Morphismus von A bezeich-

net. Insbesondere existiert eine Ordnung OK,c0 ⊂ K mit Führer c0 ∈ N
in OK , so dass π ∈ OK,c0 und OK,c0 im Zentrum von End(A) liegt. Nach

Proposition 2.6.5 gilt p - c0 für den Führer von OK,c0 .

Sei A ein Lift von A = A ⊗ k nach W und besitze A komplexe Multi-

plikation. Dann gilt End0(A) ' End0(A) ' M2(K). Nach Proposition 2.6.5

existiert ein n ∈ N, so dass das Zentrum von End(A) isomorph zur Ord-

nung OK,c von K mit Führer c := pnc0 in OK ist.

4.1.8 Proposition. Gegeben sei die formale Deformation s∗A von A vom
Typ QM. Sei OK,c ⊂ OK,c0 ' Zentrum(End(A)) eine Unterordnung in K mit
Führer c := pnc0 . Genau dann lässt sich eine Unterordnung OK,c zu einer
Teilmenge von Zentrum(End(A)) liften, wenn im Deformationsraum folgende



72 Kapitel 4. Anwendung I: Abelsche Flächen vom Typ QM

Identitäten erfüllt sind:

s∗qp
n

1,1 = 1,

s∗q2,1 = s∗q1,2,

s∗qa12
1,2 = s∗q−a11

1,1 ,

s∗qa12
2,2 = s∗qa21

1,1 .

(4.5)

BEWEIS. Im Zentrum von End(A) ist die Involution † nach Lemma 2.4.17

gegeben durch die komplexe Konjugation, d.h. für β ∈ Zentrum(End(A)) gilt

Ψ(β)† = Ψ(β)t .
Bezeichne π ∈ OK,c0 den absoluten Frobenius-Morphismus. Nach Proposi-

tion 2.6.7 ist die Liftbarkeit von OK,c äquivalent zur Liftbarkeit des Mor-

phismus pnπ. Benutzt man die Bedingungen aus Satz 3.6.15 für die Lift-

barkeit von Endomorphismen an die Matrix s∗τ , dann liefert dies folgendes

lineare Gleichungssystem in s∗τi,j :

pnΨ(π) · s∗τ = (pnΨ(π)t · s∗τ)t. (4.6)

Es gelten für die Parameter s∗τ ∈W die Relationen (4.1) bzw. (4.2) aus Pro-

position 4.1.3. Da Ψ(π) − Ψ(π)t ∈ W ∗ gilt, ist das Gleichungssystem (4.6)

äquivalent zur Gleichung pns∗τ1,2 ≡ 0 mod pn+1 . Somit folgt die Behaup-

tung. �

4.2 Beispiel: Diskriminante 6

Wir betrachten nun das Beispiel der Shimura-Kurve X (1) bezüglich der

Quaternionenalgebra D/Q mit disc(D) = 6. Wir berechnen dabei konkrete

Gleichungen für die q-Parameter von QM-Lifts für bestimmte CM-Punkte.

Insbesondere berechnen wir die Gleichung für die Reduktion der ellipti-

schen Punkte.

Folgende Proposition gibt eine explizite Basis einer Quaternionenalge-

bra D (wie in Proposition 1.1.9) und eine explizite Basis einer maximalen

Ordnung in D an. Dies gehört zu einem expliziten Modell der Shimura-

Kurve X (1) ([Has95]), auf das wir hier nicht näher eingehen wollen.

4.2.1 Proposition ( [Has95, §2] ). Sei D/Q eine Quaternionenalgebra mit
disc(D) = δ. Dann gilt:

(i) Es existiert eine Primzahl p0 ∈ N und eine Basis {1, i, j, ij} von D als
Q-Vektorraum mit den Eigenschaften i2 = −δ, j2 = p0 und ij = −ji.

(ii) Sei a0 ∈ Z, so dass a0δ ≡ −1 mod p0 gilt. Dann ist

OD := Zε1 ⊕ Zε2 ⊕ Zε3 ⊕ Zε4
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für die Elemente

ε1 := 1, ε2 :=
1 + j

2
, ε3 :=

i+ ij

2
, ε4 :=

a0δj + ij

p0

eine maximale Ordnung von D.

(iii) Sei a ∈ D, so dass a2 ∈ Q<0 gilt. Dann gilt: Die alternierende Form

Et : D ×D −→ Q

(h1, h2) 7−→ tr(h1h2a)

definiert genau dann eine nicht-degenerierte Form

Et : OD ×OD −→ Z

mit Werten in Z, falls a · i ∈ O∗D gilt.

(iv) Durch

Θ(i) :=

(
0 −1
δ 0

)
, Θ(j) :=

(√
p0 0
0 −√p0

)

ist eine konkrete Einbettung Θ : D ↪→ M2(R) gegeben.

4.2.2 Bemerkung. Die Aussage (iii) in Proposition 4.2.1 korrespondiert

dazu, dass die Riemann-Form auf Az := C2/Λz nicht degeneriert ist. Dabei

ist Λz eine Familie von Gittern in C2 , welche der Ordnung OD zugeordnet

wird. Dies entspricht einer konkreten Interpretation von X (1) als Moduli

von abelschen Flächen vom Typ QM (siehe [Has95]).

Wichtig für unsere Berechnungen ist, dass für a := i die Abbildung

D → D, h 7→ h† := tht−1 (4.7)

eine Involution auf OD definiert, die zu einer Hauptpolarisierung von Az

gehört.

Man rechnet mittels dem Hilbertsymbol aus, dass D :=
(
−6,2

Q

)
die Dis-

kriminante disc(D) = 6 hat. Somit können wir in der Proposition 4.2.1 die

Primzahl p0 = 2 wählen. D.h. es existiert eine Basis {1, i, j, ij} von D als

Q-Vektorraum mit den Eigenschaften i2 = −6, j2 = 2 und ij = −ji. Sei die

Einbettung Θ : D ↪→ M2(R) mit

Θ(i) :=

(
0 −1
6 0

)
, Θ(j) :=

(√
2 0

0 −
√

2

)

gegeben.

Um unsere Ergebnisse in Proposition 4.2.4 mit [Mor09, Thm. 7] verglei-
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chen zu können, modifizieren wir die maximale Ordnung OD aus (ii) in

Proposition 4.2.1 und setzen

ε1 := 1, ε2 :=
i+ j

2
, ε3 :=

i− j
2

, ε4 :=
2 + 2j + ij

4
. (4.8)

Dann gehört a := i ∈ OD weiterhin zu einer Hauptpolarisierung wie in Be-

merkung 4.2.2. Bezeichne die arithmetische Fuchssche Gruppe Θ(O1
D) ⊂

SL2(R) mit Γ(1).

Zunächst möchten wir unsere Ergebnisse aus Abschnitt 4.1 auf die el-

liptischen Punkte von X (1) anwenden. Wir haben bereits in Beispiel 2.3.4

gesehen, dass X (1) genau zwei elliptische Punkte von Ordnung 2 und zwei

elliptische Punkte von Ordnung 3 besitzt. Die elliptischen Punkte zi ∈ X (1)
von Ordnung 2 (bzw. 3) korrespondieren (Proposition 2.7.7) zu Einbettun-

gen ι : K ↪→ D von K = Q(ζ4) (bzw. K = Q(ζ3)), wobei ζ4 :=
√
−1 ∈ C (bzw.

ζ3 := −1+
√
−3

2 ∈ C) seien.

Repräsentanten ξi ∈ H der elliptischen Punkte zi := [ξi] ∈ X (1) der Ord-

nung 2 (bzw. 3) sind in folgender Tabelle gegeben. Dabei definieren ιi(ζ4)
(bzw. ιi(ζ3)) Einbettungen ιi : K ↪→ D von K = Q(ζ4) (bzw. K = Q(ζ3)) in D.

Und die ui ∈ D aus der Tabelle erfüllen die Eigenschaften von Satz 1.2.4,

d.h. es gilt D ' (ιi(K), u2
i ).

ordell(zi) = 2 : ιi(ζ4) ui u2
i ξi

i = 1 ε3 ε2 − 2ε3 3 −
√

2+2
√
−1

6

i = 2 ε2 2ε2 − ε3 3
√

2+2
√
−1

6

ordell(zi) = 3 : ιi(ζ3) ui u2
i ξi

i = 1 ε2 − ε4 ε2 − ε3 2 (2+
√

2)
√
−3

6

i = 1 ε3 + ε4 − 1 ε2 − ε3 2 (2−
√

2)
√
−3

6

4.2.3 Proposition. Sei z ∈ X (1) ein elliptischer Punkt und Az die zugehö-
rige abelsche Fläche vom Typ QM mit komplexer Multiplikation durch Oζ4
(bzw. Oζ3 ). Bezeichne E die eindeutige elliptische Kurve mit komplexer Mul-
tiplikation durch Oζ4 (bzw. Oζ3 ). Dann existiert eine Isogenie ψ : A → E × E
von Grad 2.

BEWEIS. Bezeichne n die reduzierte Norm von D über Q. Da n(
√
ζ4) = 1

und n(ζ3) = 1 ist, gilt in allen Fällen e, e ∈ 1
2OD ⊗ OK . Somit folgt die

Behauptung mit Satz 2.4.12. �

Nun wenden wir Satz 4.1.6 auf diese Situation an. Zunächst betrachten

wir die elliptischen Punkte von Ordnung 2.



4.2 Beispiel: Diskriminante 6 75

Sei also z ∈ X (1) ein elliptischer Punkt von Ordnung 2 und Az die zuge-

hörige abelsche Fläche vom Typ QM mit komplexer Multiplikation durch

Oζ4 ⊂ Zentrum(End(A)). Sei p ∈ N eine Primzahl, für die p ≡ 1 mod 4 gilt.

Dann hat die abelsche Fläche Az gute gewöhnliche Reduktion modulo p.

Tatsächlich existiert eine abelsche Fläche A über dem endlichen Körper

k = Fp , so dass A = Az ⊗ k gilt.

Wir betrachten nun die Lifts von A nach W := W (k). Bezeichne Acan den

kanonischen Lift von A nach W . Dann gilt Acan ' Az ⊗W . Bezeichne mit

s∗H := H1
dR(s∗canA/W ) und mit

Ψ : End(A) ↪→ M2(W )

die Darstellung der Wirkung der Endomorphismen End(Acan) auf der Ba-

sis (s∗a1, s
∗a2) des Unit-Root-Kristalls s∗canU ⊂ s∗canH , wie in Satz 3.5.7.

Wir können die Basis so wählen, dass s∗a1 (bzw. s∗a2 ) ein Eigenvektor

zum Endomorphismus ζ4 ∈ OD mit Eigenwert ζ4 (bzw. −ζ4 ) ist. Nun kön-

nen wir Satz 4.1.6 anwenden, um den Lokus der QM-Punkte im Modul-

raum von A konkret anzugeben. Wir benutzen dabei die Notationen und

Bezeichnungen von Abschnitt 4.1. Beispielhaft rechnen wir dies im Fall

z := [−
√

2+2
√
−1

6 ] ∈ X (1) nach.

4.2.4 Proposition. Sei z := [−
√

2+2
√
−1

6 ] ∈ X (1). Bezeichne a ⊂ R das Ideal,
erzeugt von den Elementen

q2,1 · q−1
1,2 − 1,

q1,2 · q3ζ4
1,1 − 1,

q2,2 · q−3
1,1 − 1.

Dann ist der Lokus von N ⊂ M gegeben durch die Nullstellenmenge V (a)
von a.

BEWEIS. O.B.d.A. gelte

Ψ(u) =

(
0 1
3 0

)
.

Dann wirkt a = ε2 + ε3 auf (a1, a2) durch

Ψ(a) =

(
3ζ4 1
3 −3ζ4

)
.

Die Gleichungen folgen dann direkt aus Proposition 4.1.4. �

4.2.5 Bemerkung. Dies sind analoge Gleichungen wie in [Mor09, Thm. 7]

für die Serre-Tate-Parameter.

Für die restlichen elliptischen Punkte geht man völlig analog vor und
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leitet folgende Relationen her.

ordell(z ) = 2 : Relationen

−
√

2+2
√
−1

6 q1,2 = q3ζ4
1,1 q2,1 = q3ζ4

1,1 q2,2 = q−3
1,1

√
2+2
√
−1

6 q1,2 = q−3ζ4
1,1 q2,1 = q−3ζ4

1,1 q2,2 = q3
1,1

ordell(ζ) = 3 :

(2+
√

2)
√
−3

6 q1,2 = q2
1,1 q2,1 = q2

1,1 q3
2,2 = q−14

1,1

(2−
√

2)
√
−3

6 q1,2 = q−2
1,1 q2,1 = q−2

1,1 q3
2,2 = q14

1,1



Kapitel 5

Anwendung II: Zyklische
Überlagerungen von P1

In diesem Kapitel geben wir eine zweite Anwendung der Ergebnisse aus

Kapitel 3. Dabei betrachten wir die Shimura-Kurve X5 (bzw. X7 ), welche

Isomorphieklassen von hauptpolarisierten abelschen Varietäten A von Di-

mension g = 4 (bzw. g = 6) mit einer festen Wirkung von Z[ζ5] (bzw.

Z[ζ7]) auf H0(A,ΩA) parametrisieren. Diese unterscheiden sich von den

Shimura-Kurven X (1) aus Kapitel 4 zum Beispiel dadurch, dass ihre CM-

Punkte generisch gewöhnlich sind (Proposition 5.1.9). Wir benutzen wie

im Fall von X (1) in Kapitel 4 das Korollar 3.6.16, um Gleichungen für

den Lokus von XN im Deformationsraum (Proposition 5.2.3) für N = 5, 7
zu finden. Dies ist ein Indiz dafür, dass man mittels unserer Methoden

allgemeine Shimura-Kurven vom Typ PEL studieren kann.

Wir betrachten dazu für N ∈ N mit N ≥ 2 die Familien von Kurven

CN : yN = x(x− 1)(x− λ) (5.1)

über der projektiven Gerade P1
λ . Sei AN := Jac(CN ) die Jakobische von CN .

Die Überlagerung π : CN → P1(C), (x, y) 7→ x ist galoisch mit Galois-Gruppe

G ' Z/NZ. Sie ist verzweigt bei 0, 1, λ und ∞. Das Geschlecht von CN ist

nach der Riemann-Hurwitz-Formel durch g = N − 1+gcd(N−3,N)
2 gegeben.

Bezeichne ζN ∈ C eine fest gewählte primitive N -te Einheitswurzel. Wir

wählen einen Erzeuger σ von G so, dass

σ(y) = ζNy, σ(x) = x

gilt.
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5.1 Definition der Shimura-Kurve

Wir möchten in diesem Abschnitt für spezielle N zu einem gegebenen CM-

Punkt λ0 ∈ P1(Fq) in Charakteristik p eine Gleichung für die CM-Lifts im

Deformationsraum von λ∗0AN herleiten. Dazu gehen wir ähnlich wie in Ab-

schnitt 4.1 vor. Für N ∈ {2, 4, 5, 6, 7} korrespondiert AN zu einer Shimura-

Kurve (Satz 5.1.1) im Sinne von Abschnitt 3.2. D.h. es existiert eine arith-

metische Fuchssche Gruppe Γ ⊂ PSL2(R) und eine Einbettung j von der

Riemannschen Fläche X := H∗/Γ in den Modulraum der abelschen Varie-

täten AN über C, so dass AN → P1(C) den Morphismus j(X )→ X darstellt.

Fasst man Ergebnisse aus [Möl05, §3] zusammen, dann gilt folgender Satz.

5.1.1 Satz ( [Möl05] ). Die Familie CN korrespondiert genau dann zu einer
Shimura-Kurve, wenn

N ∈ {2, 4, 5, 6, 7}

ist.

5.1.2 Bemerkung. Nach [JN91, Lemma 2.2] parametrisiert P1
λ \ {0, 1,∞}

durch AN für N = 5 (bzw. N = 7) die Isomorphieklassen von hauptpolari-

sierten abelschen Varietäten A von Dimension g = 4 (bzw. g = 6) mit einer

festen Wirkung von Z[ζ5] (bzw. Z[ζ7]) auf H0(A,ΩA).

Dies liefert folglich Beispiele von Shimura-Kurven vom PEL-Typ, die

sich sehr von denen in Kapitel 4 unterscheiden. Dies ist ein Indiz dafür,

dass man mittels unserer Methoden allgemeine Shimura-Kurven vom Typ

PEL studieren kann.

5.1.3 Proposition. Sei N ∈ {2, 4, 5, 6, 7}. Dann ist die Monodromiegruppe
der Picard-Fuchs Differentialgleichung L der Familie AN (Abschnitt 3.2) ge-
geben durch eine arithmetische Fuchssche Gruppe Γ ⊂ SL2(R).
In der folgenden Tabelle ist zu N ∈ N die arithmetische Gruppe Γ angege-
ben. Dabei bezeichnet ∆(a, b, c) die Fuchssche Dreiecksgruppe mit lokalen
Exponenten a, b, c. Die korrespondierende Quaternionenalgebra D über dem
reellen Körper F ist genau in Σ verzweigt.

N Γ F Σ

2 ∆(∞,∞,∞) Q ∅
4 ∆(∞,∞,∞) Q ∅
5 ∆(5, 5, 5) Q(

√
5) {(

√
5),∞1}

6 ∆(∞,∞,∞) Q ∅
7 ∆(7, 7, 7) Q(cos π7 ) ∅

BEWEIS. Dies folgt aus der Berechnung [Bou05, Lem. 1.1.2] einer Basis

der Eigenräume Li von H1
dR(An/P1

λ) bezüglich der Wirkung von σ ∈ G

und der elementaren Berechnung der Differentialgleichung aus [Bou05,
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Lem. 1.1.4]. Die Monodromie-Gruppen korrespondieren nach der Liste der

arithmetischen Fuchsschen Gruppen aus [Tak77] zu den entsprechenden

Quaternionenalgebren. �

Wir interessieren uns für den Fall, dass Γ nicht zu einer Modulkurve

gehört, d.h. dass AN kein Produkt der Legendre-Familie von elliptischen

Kurven mit einer isotrivialen Deformation ist. Somit betrachten wir die

Fälle N = 5 (resp. N = 7). Dann ist das Geschlecht von CN gegeben durch

g = 4 (resp. g = 6). Bezeichne H := H1
dR(An/P1

λ) und für 1 ≤ i < N sei Li ⊂ H
der Eigenraum von H bezüglich der Wirkung von σ mit Eigenwert ζiN .

5.1.4 Bemerkung. Die Dimensionen ni von H0(CN ,ΩCN
)∩Li (resp. n′i von

H1(CN ,OCN
) ∩ Li ) sind nach [Bou05, Lem. 1.1.2] gegeben durch folgende

Tabellen:

C5 : i 1 2 3 4

H0(C5,ΩC5) : ni 2 1 1 0
H1(C5,OC5): n′i 0 1 1 2

C7 : i 1 2 3 4 5 6

H0(C7,ΩC7) : ni 2 2 1 1 0 0
H1(C7,OC7): n′i 0 0 1 1 2 2

In Proposition 5.1.9 zeigen wir, dass A5 (bzw. A7 ) generisch einfach ist.

Genauer treffen wir Aussagen über die Möglichkeiten für die Endomor-

phismenalgebren. Um dies für A7 zu beweisen, benötigen wir zunächst

eine Reihe von Lemmata.

Die Situation ist die folgende: Bezeichne K := Q(ζ7). Sei K̃ 6= K ein

CM-Körper von Grad 6 und sei K ′ := KK̃ ebenfalls ein CM-Körper.

In Lemma 5.1.7 geben wir zunächst die möglichen Galoisgruppen für die

Erweiterung (K ′)Gal/Q an, um in Lemma 5.1.8 im Fall [K̃ : Q] = 6 Aussagen

für Lifts eines CM-Typs von K̃ nach K ′ mit gewissen Eigenschaften treffen

zu können.

5.1.5 Definition. Definiere Ã4 < S6 als die Untergruppe, erzeugt durch

(14), (123456) ∈ S6 .

5.1.6 Bemerkung. Die Gruppe Ã4 ist eine zentrale Erweiterung von A4

durch Zentrum(Ã4) ' Z/2Z. Folglich ist |Ã4| = 24.

5.1.7 Lemma.
Sei G < S6 eine transitive Untergruppe der Ordnung |G| = n · 12, so dass ein
Normalteiler N < G mit Faktorgruppe G/N ' Z/6Z und ein davon verschie-
dener Normalteiler 〈s〉 < G von Index 2 mit s ∈ Zentrum(G) existiert. Dann
ist G isomorph zu Ã4 . Insbesondere gilt n = 2.
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BEWEIS. Mittels dem Computeralgebrasystem GAP kann man die 16 tran-

sitiven Untergruppen von S6 auflisten und auf die geforderten Eigenschaf-

ten hin überprüfen. �

5.1.8 Lemma.
Bezeichne K := Q(ζ7). Dann existiert kein CM-Körper K̃ 6= K und CM-Typ
IK̃ auf K̃ mit folgenden Eigenschaften:

(i) es existiert eine Körpererweiterung K ′/K von Grad 2, so dass K̃ ( K ′ ,

(ii) es existiert ein Lift IK′ := (ι1, . . . , ι6) des CM-Typs IK̃ nach K ′ ,

(iii) für den CM-Typ IK′ gilt nach Permutation

(ι1(ζ7), . . . , ι6(ζ7)) = (ζ7, ζ7, ζ2
7 , ζ

2
7 , ζ

3
7 , ζ

4
7 ).

BEWEIS. Wir führen folgende Bezeichnungen ein: Sei K ′0 ⊂ K ′ (resp. K0 ⊂
K , resp. K̃0 ⊂ K̃ ) der reelle Unterkörper von K ′ (resp. K , resp. K̃ ) von

Index 2. Sei L der Galois-Abschluss von K ′ und Gal(L/Q) die korrespon-

dierende Galois-Gruppe. Sei ñ := [K̃ : Q].
Es gilt K̃ ( K ′ , folglich ist ñ ein echter Teiler von 12. Ausserdem ist K̃ ein

CM-Körper, folglich gilt ñ ∈ {2, 4, 6}. Wir unterscheiden folgende Fälle:

ñ = 2 (siehe Abb. 5.1):

Sind K und K̃ algebraisch unabhängig, dann enthält {ιi(ζ7)} alle

siebten Einheitswurzeln. Dies ist ein Widerspruch zu (iii).

Gilt andererseits K̃ ⊂ K , dann ist K̃ ' Q(
√
−7). In diesem Fall wird

Gal(K/K̃) erzeugt durch ζ7 7→ ζ2
7 . Der CM-Typ IK′ liftet einen CM-Typ

IK̃ auf K̃ , d.h. es existieren σi ∈ Gal((K ′)Gal/K̃) mit ιi|K̃ = σi ◦ ι1|K̃
für alle i. Da ιi(K) = K ist, folgt σi|K ∈ Gal(K/K̃). Somit ist entweder

ιi(ζ7) ∈ {ζj7 , j = 1, 2, 4} für alle i oder ιi(ζ7) ∈ {ζj7 , j = 6, 5, 3} für alle i.

Dies ist im Widerspruch zu (iii). Folglich ist ñ = 2 nicht möglich.

K ′

2

}}}}}}}}
6

AAAAAAAA

K

6 @@@@@@@@ K̃

2
~~~~~~~~

Q

(a) K′ = KK̃

K ′

2

}}}}}}}}
2

K

3
@@@@

@@@

K ′0

~~~~~~~~
2

K̃

2 AAAAAAAA K0

3

Q

(b) K̃ ⊂ K

Abbildung 5.1: Fall: ñ = 2
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ñ = 4 (siehe Abb. 5.2):

Es gilt [K0 : Q] = 3 und [K̃ : Q] = 4. Die Zahlen 3 und 4 sind tei-

lerfremd, somit gilt [K̃K0 : Q] = 12. Außerdem ist K̃K0 ⊂ K ′ und

[K ′ : Q] = 12, folglich gilt K ′ = K̃K0 . Ebenso gilt K ′ = KK̃0 . Da

K/Q und K̃0/Q galoisch sind, ist folglich K ′/Q galoisch. Das Element
√
−7 ∈ K ⊂ K ′ ist auch in K̃ enthalten, da [K ′ : K̃] = 3 gilt. Somit ist

K̃ eine bizyklische Erweiterung von Q, da K̃0,Q(
√
−7) ⊂ K̃ gilt. Dann

existiert ein σ ∈ Gal(K̃,Q) ' (Z/2Z)2 mit σIK̃ = IK̃ . Folglich liftet IK̃
den CM-Typ Iσ

K̃
:= IK̃/〈σ〉 von K̃〈σ〉 . Wir können diesen Fall also auf

den Fall ñ = 2 reduzieren.

K ′ = K̃K0

2

tttttttttt
2

3

JJJJJJJJJJ

K ′0

2

K

2

uuuuuuuuuuu

3

K̃

2
2uuuuuuuuuu

K0

3 JJJJJJJJJJJ Q(
√
−7)

2

K̃0

2
ttttttttttt

Q

Abbildung 5.2: Fall: ñ = 4

Wir schließen, dass ñ 6= 4. Also ist nur noch der Fall ñ = 6 zu überprü-

fen. Aus Überlegungen zu den Graden von K0 und K̃ folgt K0 ⊂ K̃ . Der

Galois-Abschluss von K0 ist K und somit enthält der Galois-Abschluss

K̃Gal von K̃ den Körper K . Da K0 ⊂ K̃ gilt und K der Galois-Abschluss

von K0 ist, gilt K ⊂ K̃Gal . Aus K ′ = KK̃ folgt für den Galois-Abschluss L

von K ′ somit die Identität L = K̃Gal .

Wir nehmen zunächst an, dass die Galoisgruppe G := Gal(L/Q) ⊂ S6

eine transitive Untergruppe ist. Da K/Q galoisch ist, mit Galoisgruppe

Gal(K/Q) ' Z/6Z, muss ein Normalteiler N C G existieren mit G/N ' Z/6Z.

Somit können wir Lemma 5.1.7 anwenden. Es ist folglich Gal(L,Q) ' Ã4 :

ñ = 6, Gal(L,Q) ' Ã4 (siehe Abb. 5.3b):

Sei G := Ã4 ⊂ S6 erzeugt durch (14), (123456) ∈ S6 . Bezeichne KGal

den Galois-Abschluss von K ′ . Der komplexen Konjugation entspricht

das Element (14)(25)(36) ∈ Zentrum(G). Wir suchen Untergruppen

HK′ , HK , HK̃ < G, so dass folgende Eigenschaften erfüllt sind:

• |HK′ | = 2, |HK | = 4, |HK̃ | = 4,

• HK′ = HK ∩HK̃ , d.h. KK̃ = K ′ ,

• HK C G und G/HK ' Z/6Z,
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• |〈HK ∪ {(14)(25)(36)}〉| = 8, d.h. K ist CM-Körper,

• |〈HK̃ ∪ {(14)(25)(36)}〉| = 8, d.h. K̃ ist CM-Körper,

• 〈HK ∪ {(14)(25)(36)}〉 = 〈HK̃ ∪ {(14)(25)(36)}〉, d.h. K0 ⊂ K, K̃ .

Man zeigt, dass folgende Gruppen diese Eigenschaften erfüllen und

bis auf Konjugation eindeutig sind:

HK′ := 〈(25)(36)〉 K ′ = LHK′

HK := 〈(14)(36), (25)(36)〉 K = LHK

HK̃ := 〈(25), (36)〉 K̃ = LHK̃

Wir sind nun in der Lage zu zeigen, dass in dieser Situation die Ei-

genschaften (ii) und (iii) aus dem Lemma nicht gleichzeitig erfüllt

sein können. Dazu nehmen wir an, dass (ii) gilt, d.h. dass ein Lift

IK′ := (ι1, . . . , ι6) eines CM-Typs IK̃ nach K ′ exstiert.

Seien also ι1, ι2 ∈ G. Damit ι1 und ι2 zu einem CM-Typ auf K ′ gehö-

ren, muss ι1|K′ 6= ι2|K′ und ι2|K′ 6= ι1|K′ gelten. D.h. für die Rechts-

nebenklassen gilt folgendes:

ι2HK′ 6= ι1HK′

ι2HK′ 6= ι1(14)(25)(36)HK′ .

Für ι1|K̃ = ι2|K̃ muss

ι1HK̃ = ι2HK̃

gelten. Seien ι1|K = id und ι1|K̃ = ι2|K̃ , dann gilt

ι1 ∈ HK und ι2 ∈ ι1HK̃ \ ι1HK′ .

Für h ∈ HK̃ \ ι1HK′ entspricht h|K der komplexen Konjugation auf K .

Also gilt ι2(ζ7) = ζ7 /∈ {ζ7, ζ2
7 , ζ

3
7 , ζ

4
7}. Dies steht im Widerspruch zu (iii).

Wir schließen daraus, dass die Galoisgruppe Gal(L,Q) keine transitive

Untergruppe von S6 ist. Daraus folgt, dass K̃ das Produkt K̃1K0 für eine

quadratischen Erweiterung K̃1 von Q ist. Dann sind wir im folgendem Fall:

ñ = 6, Gal(L,Q) ' (Z/6Z)× Z/2Z (siehe Abb. 5.3a):

Dann ist K ′/Q galoisch und bezeichne G := (Z/6Z) × Z/2Z. Seien

r, s ∈ G Erzeuger von G mit r6 = s2 = id. O.B.d.A. gelte K = (K ′)〈s〉

und r(ζ7) = ζ3
7 . Dann entspricht das Element r3 ∈ G der komplexen

Konjugation auf K ′ und es gilt K̃1 = (K ′)〈rs〉 . Angenommen es exis-

tiert ein CM-Typ IK′ auf K ′ , der (iii) erfüllt. Insbesondere sind alle



5.1 Definition der Shimura-Kurve 83

Einbettungen von IK′ modulo r3 verschieden. Folglich gilt

IK′ = (id, s, r2, r2s, r, r4s) (5.2)

oder IK′ = (id, s, r2, r2s, rs, r4). (5.3)

Nach der Wahl von r, s ∈ G ist K̃ = (K ′)〈r
3s〉 . Dann liftet IK′ genau

dann einen CM-Typ IK̃ auf K̃ , wenn sich die Automorphismen aus

(5.2) (resp. (5.3)) in genau 3 Rechtsnebenklassen von 〈r3s〉 zerlegen

lassen. Dies ist aber offensichtlich nicht möglich.

K ′

〈r3〉
〈s〉

}}}}}}}} 〈r3s〉

BBBBBBBB

K

〈r3,s〉 @@@@@@@@ K ′0 K̃

}}}}}}}}
〈rs〉

K0

〈r,s〉

K̃1

}}}}}}}}

Q

(a) G ' D6

KGal

(25)(36)
(14)(25)(36)

RRRRRRRRRRRRRRR

K ′

DDDDDDDD
(14)(36)

{{{{{{{{{
(36)

KGal
0

(14)zzzzzzzz

K

DDDDDDDD K̃ K ′0

(25)yyyyyyyy

K0

(123)(456)

Q

(b) G ' fA4

Abbildung 5.3: Fall: ñ = 6

Insgesamt folgt also die Behauptung des Lemmas. �

Nun sind wir in der Lage folgende Proposition 5.1.9 zu beweisen.

5.1.9 Proposition. Die Menge

{End0(λ∗AN ) : λ ∈ P1(C)}

enthält unendlich viele CM-Körper. Insbesondere ist das abelsche Schema
AN für N ∈ {5, 7} generisch einfach.

BEWEIS. Die Aussage für den Fall N = 5 wird zum Beispiel in Proposition

2.7 in [JN91] gezeigt. Wir beweisen die Aussage für N = 7 mit einer ähnli-

chen Argumentation.

Sei λ ∈ C und Aλ := λ∗A7 mit komplexer Multiplikation im Sinne von

Definition 2.1.5. Wir möchten also zeigen, dass unendlich viele λ ∈ C exis-

tieren, so dass Aλ komplexe Multiplikation besitzt und absolut einfach ist.

Sei Aλ so gewählt, dass Aλ komplexe Multiplikation besitzt und nicht ein-

fach ist. Bezeichne K := Q(ζ7) und K0 := Q(ζ7 + ζ6
7 ). Man unterscheidet

zwei Fälle:
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1. Angenommen es existiert keine echte Untervarietät Ã mit komplexer

Multiplikation durch K . Dann sind wir in der Situation von [Wol88,

Satz 4]. Dieser Satz besagt, dass in unserer Situation eine Unterva-

rietät Ã ⊂ Aλ von Dimension 6
m mit komplexer Multiplikation exis-

tiert, so dass Aλ ∼ Ãm gilt. Dann gilt End0(Aλ) ' Mm(K̃) für ein

CM-Körper K̃ und es existiert ein CM-Körper K ′ von Grad 12, der

K und K̃ enthält. Insbesondere gilt [K ′ : K] = 2. Die Wirkung von

σ auf H0(CN ,ΩCN
) ist durch den CM-Typ IK′ := (K ′; ι1, . . . , ι6) von Aλ

auf K ′ bestimmt. D.h. man kann die Matrix der Wirkung von σ auf

H0(CN ,ΩCN
) so diagonalisieren, dass die Einträge durch (ιi(ζ7))i ge-

geben sind. Aus den Werten ni aus Bemerkung 5.1.4 folgt für die

Einbettungen ιi , dass nach Permutation

(ι1(ζ7), . . . , ι6(ζ7)) = (ζ7, ζ7, ζ2
7 , ζ

2
7 , ζ

3
7 , ζ

4
7 )

gilt. Die Varietät Aλ ist isogen zu einer Potenz von Ã und somit ist

der CM-Typ IK′ ein Lift des CM-Typs IK̃ von Ã auf K̃ . Lemma 5.1.8

besagt, dass kein CM-Typ IK̃ mit diesen Eigenschaften existiert.

2. Angenommen es existiert Ã ⊂ Aλ mit komplexer Multiplikation durch

K . Dann sind wir in der Situation von Satz 5 aus [Wol88]. Dieser

Satz besagt, dass in unserer Situation eine abelsche Varietät Ã′ von

Dimension 3 mit komplexer Multiplikation durch K existiert, so dass

Aλ ∼ Ã× Ã′ gilt. Die CM-Typen von Ã und Ã′ müssen somit (ζ7, ζ2
7 , ζ

3
7 )

und (ζ7, ζ2
7 , ζ

4
7 ) sein. Satz 7 in [Wol88] besagt, dass in dieser Situati-

on nach einer geeigneten Normierung des Parameters λ die abelsche

Varietät Aλ genau dann eine Untervarietät mit CM-Typ (ζ7, ζ2
7 , ζ

3
7 ) ent-

hält, wenn λ ∈ Q(ζ7) gilt.

Wählt man nun einen CM-Körper K̃ ⊃ K0 mit K̃ 6= K , dann ist die abelsche

Varietät λ∗Aλ nach geeigneter Normierung des Parameters λ vom Typ KK̃ .

Dies folgt aus einer völlig analogen Argumentation wie im Beweis für N = 5
in [JN91, Prop. 2.7]. �

5.2 Beschreibung der q-Parameter

5.2.1 Proposition.
Sei p ∈ N eine Primzahl mit (p,N) = 1. Für den generischen p-Rang der
Kurven C5 und C7 gilt folgendes:
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C5 p mod 5 generischer p-Rang

1 mod 5 g(C5) = 4
−1 mod 5 2
2, 3 mod 5 0

C7 p mod 7 generischer p-Rang

1 mod 7 g(C7) = 6
2, 4 mod 7 3
−1 mod 7 2
3, 5 mod 7 0

BEWEIS. Die Aussage folgt aus [Bou05, Prop. 2.3.5] und der Berechnung

der Schranken für den p-Rang mittels der Dimensionen ni und n′i . �

Wir berechnen nun den Lokus der abelschen Varietäten Aλ mit Oζ5 ⊂
End(Aλ) im Deformationsraum einer Kurve Aλ über einem endlichen Kör-

per k.

Sei dazu λ0 ∈ Fq und C : y5 = x(x − 1)(x − λ0) die Faser von C5 über λ0 .

Sei λ0 so gewählt, dass die abelsche Varietät A := Jac(C) über k = Fq ein-

fach und gewöhnlich ist. Dann folgt aus der Honda-Tate-Theorie, dass A

komplexe Multiplikation durch ein CM-Körper K ′ ⊃ K besitzt. Wir nehmen

außerdem an, dass eine Hauptpolarisierung λ : A → A
t

existiert. Sei eine

Einbettung

Ψζ5 : Oζ5 ↪→ End(A)

fest gewählt.

Wir benutzen die Bezeichnungen aus den Abschnitten 3.5 und 3.6. Insbe-

sondere bezeichnet M den lokalen Modulfunktor von A, wie in Definition

3.5.1. D.h. M ist der kovariante Funktor M : CW → S , gegeben durch

M(R) =


Isomorphieklassen von (A0, ρ0), wobei

A0 → Spec(R) ein formales abelsches Schema

und ρ0 : A0 ⊗ k
∼−→ A ein Isomorphismus ist

 .

Der zu betrachtende Funktor für die Shimura-Kurve P1
λ , die zu A5 kor-

respondiert, ist nach Bemerkung 5.1.2 wie folgt zu definieren.

5.2.2 Definition. Wir definieren den Subfunktor Nζ5 vom lokalen Modul-
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funktor M als den kovarianten Funktor Nζ5 : CW → S durch

Nζ5(R0) =



Isomorphieklassen von (A0, ρ0,Ψ0, λ0), wobei

A0 → Spec(R0) ein formales abelsches Schema,

ρ0 : A0 ⊗ k
∼−→ A ein Isomorphismus,

Ψ0 : Oζ5 ↪→ End(A0) eine Einbettung mit Ψ0 ⊗ k = Ψζ5

Oζ5 auf H0(A0,Ω1
A0

) via Ψ0 durch (ζ5, ζ5, ζ2
5 , ζ

3
5 ) wirkt und

λ0 : A0 → At0 eine Hauptpolarisierung mit λ0 ⊗ k = λ ist


.

5.2.3 Proposition. Sei a das Ideal in R, erzeugt von den Elementen

q3,4 · q−1
4,3 − 1,

qi,j − 1, für (i, j) ∈ {1, . . . , 4}2 \ {(3, 4), (4, 3)}.

Der Funktor Nζ5 ist darstellbar durch das eindimensionale formale Schema
Spf(R/a), d.h. es gibt eine natürliche Äquivalenz

ĈW (Spf(R/a),−) ∼−→ Nζ5(−).

BEWEIS. Das Vorgehen ist ähnlich zu jenem aus Abschnitt 4.1 für abel-

sche Flächen vom Typ QM. Zunächst bemerkt man, dass für einen Lift

A0 von A nach W für den Oζ5 ⊂ Zentrum(End(A0)) gilt, der Frobenius-

Morphismus F auf dem W -Modul s∗Fil1(H) mit ζ5 kommutiert. Da die Wir-

kung von σ auf s∗Fil1(H) diagonalisierbar ist, kommutiert Oζ5 ⊂ End(A0)
mit dem Zusammenhang ∇. Folglich können wir Eigenvektoren s∗ai, s

∗bi ∈
s∗H von σ wählen, die die Eigenschaften aus Satz 3.5.8 erfüllen. Die Vek-

toren s∗bi ∈ s∗Fil1(H) haben dann die Eigenwerte ζ5, ζ5, ζ
2
5 , ζ

3
5 bezüglich σ.

Mit Korollar 3.6.16 folgt, dass die Liftbarkeit von σ nach A0 äquivalent zur

Erfüllbarkeit der Gleichungen

s∗qi,j = 1, für (i, j) ∈ {1, . . . , 4}2 \ {(3, 4), (4, 3)}

ist. Die Gleichung q3,4 = q4,3 folgt aus Satz 3.6.13. �

5.2.4 Proposition. In der Bezeichnung dieses Abschnittes sei A := Jac(C)
eine abelsche Varietät von Dimension 4, wobei C eine Faser von C5 sei.
Besitze A komplexe Multiplikation durch K ′ ⊃ K . Bezeichne O := End(A) ⊂
K ′ , d.h. insbesondere gilt Oζ5 ⊂ O. Sei A0 ein Lift von A mit Einbettung
Oζ5 ⊂ End(A0), der zu s ∈ Spf(R) im Deformationsraum korrespondiert. Eine
Unterordnung O′ ⊂ O mit Oζ5 ⊂ O′ lässt sich genau dann zu einer Teilmenge
von End(A0) liften, wenn im Deformationsraum folgende Identitäten erfüllt
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sind:

s∗qp
n

3,4 = 1,

s∗q3,4 = s∗q4,3,

s∗qi,j = 1, für (i, j) ∈ {1, . . . , 4}2 \ {(3, 4), (4, 3)}.

BEWEIS. Sei die Basis s∗ai, s
∗bi ∈ s∗H von s∗H wie im Beweis von Propo-

sition 5.2.3 gegeben. Sei π ∈ O ⊂ K ′ der absolute Frobenius-Morphismus.

Wähle n ∈ N minimal so dass pnπ ∈ End(A) ist und setze β := pnπ. Da β

mit σ kommutiert, lässt β die Eigenräume von σ fest. Folglich sind s∗b3

und s∗b4 Eigenvektoren zu β und auf s∗b1, s∗b2 wirkt β durch eine Matrix

pnψ(π) ∈ M2(W ). Wir bezeichnen die Eigenwerte von s∗b3 (bzw. s∗b4 ) mit

pnπ3 ∈ W (bzw. pnπ4 ∈ W ). Nach Korollar 3.6.16 ist die Liftbarkeit nach

einer elementaren Rechnung äquivalent zur Erfüllbarkeit der Gleichungen

pnπ3(1− det(ψ(π))) · s∗τ3,4 ≡ 0 mod pn+1,

pnπ4(1− det(ψ(π))) · s∗τ3,4 ≡ 0 mod pn+1.

Da (1− det(ψ(π))) unipotent ist und π3, π4 invertierbar sind, folgt somit die

Behauptung. �

5.2.5 Beispiel. Wir wählen uns eine Faser von C5 mit komplexer Multipli-

kation. Sei die Kurve C : y5 = x(x− 1)(x− λ0) mit λ0 := ζ6 . Dann ist durch

ζ3 : y 7→ y, x 7→ ζ3x + 1 ein Automorphismus der Ordnung 3 von C gege-

ben, der mit ζ5 : y 7→ ζ5y, x 7→ x kommutiert. Also gibt es eine Einbettung

Q(ζ5, ζ3) ↪→ End(Jac(C)). Eine Basis von H0(C,ΩC) ist durch

ω1
1 =

dx
y4
, ω1

2 =
xdx
y4

∈ L1,

ω2
1 =

dx
y3

∈ L2,

ω3
1 =

dx
y2

∈ L3

gegeben. Man überprüft, dass (ω1
1 , ω

1
2 , ω

2
1 , ω

3
1) Eigenvektoren zum Automor-

phismus ζ3 mit Eigenwerten (ζ3, ζ2
3 , ζ3, ζ3) sind.

Bezeichne Nζ7 ⊂M den analogen Subfunktor wie in Definition 5.2.2 für

eine Faser Aλ/Fq der Familie A7 von abelschen Varietäten von Dimension

6. Dann folgt völlig analog wie für Proposition 5.2.3 und Proposition 5.2.4

folgende Proposition.
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5.2.6 Proposition. Sei a das Ideal in R, erzeugt von den Elementen

q5,6 · q−1
6,5 − 1,

qi,j − 1, für (i, j) ∈ {1, . . . , 6}2 \ {(5, 6), (6, 5)}.

Der Funktor Nζ7 ist darstellbar durch das formale Schema Spf(R/a).

5.2.7 Proposition. Sei A eine abelsche Varietät von Dimension 6 mit kom-
plexer Multiplikation durch eine Ordnung O ⊂ K ′ mit Oζ7 ⊂ O. Sei A0 ein
Lift von A mit Einbettung Oζ7 ⊂ End(A0). Genau dann lässt sich eine Unter-
ordnung O′ ⊂ O mit Oζ7 ⊂ O′ zu einer Teilmenge von End(A0) liften, wenn
im Deformationsraum folgende Identitäten erfüllt sind:

s∗qp
n

3,4 = 1,

q5,6 · q−1
6,5 = 1,

qi,j = 1, für (i, j) ∈ {1, . . . , 6}2 \ {(5, 6), (6, 5)}.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit studieren wir arithmetische Eigenschaften von Shimura-

Kurven vom Typ PEL in gemischter Charakteristik. Eine Shimura-Kurve X
vom Typ PEL besitzt die Eigenschaft, dass sie eine Familie hauptpolarisier-

ter abelscher Varietäten A mit einer Einbettung O ↪→ End(A) einer festen

Ordnung O parametrisiert. Sei eine solche abelsche Varietät A mit guter,

gewöhnlicher Reduktion A gegeben. Wir untersuchen den Lokus V der

Shimura-Kurve X im Deformationsraum von A und besonders die Geo-

metrie der CM-Punkte in V . Dies entspricht dem wichtigsten Schritt im

Beweis der Kongruenzen von verallgemeinerten Spuren singulärer Moduli

auf Modulkurven in [Kro09]. Dies lässt vermuten, dass man analog Kon-

gruenzen von verallgemeinerten Spuren von CM-Punkten auf Shimura-

Kurven beweisen kann.

Wir fassen dazu die Deformationstheorie gewöhnlicher abelscher Varie-

täten benutzerfreundlich zusammen. Im Gegensatz zu [Kro09] formulieren

wir diese in Termen der de-Rham-Kohomologie. Der Vorteil ist, dass die

de-Rham-Kohomologie geeigneter für explizite Berechnungen ist. Mittels

der de-Rham-Kohomologie lassen sich analog zur Serre-Tate-Theorie für

p-divisible Gruppen Parameter auf dem Deformationsraum von A definie-

ren ([Del81]). Wir leiten aus [Mes72] Bedingungen für die Liftbarkeit von

Endomorphismen an diese Parameter her (Korollar 3.6.16). Diese entspre-

chen den Bedingungen an die Serre-Tate-Parameter ([Kat81, Thm. 2.1]).

Die Bestimmung des Lokus V der Shimura-Kurve entspricht einem De-

formationsproblem. Man betrachtet nämlich die Lifts von A, welche die

Ordnung O liften. Mittels der Liftbarkeitsbedingung für Endomorphismen

an die Parameter des Deformationsraum kann man Gleichungen für den

Lokus V angeben.

Mittels dieser Überlegung bestimmen wir in zwei Spezialfällen explizite

Gleichungen für den Lokus V (Thm. 4.1.6, bzw. Prop. 5.2.3). In dem Fall

dass X zu einer maximalen Ordnung O in einer indefiniten Quaternionen-

algebra ist, liefert uns diese andere Methode ähnliche Gleichungen wie in

[Mor09]. Im Fall dass X zyklische Überlagerung von P1 parametrisiert lie-

fert uns diese Methode neue Gleichungen, die ein Indiz dafür geben, dass
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sich die Methode in allgemeinere Kontexte übertragen lässt. Überdies ge-

ben wir die Geometrie der CM-Punkte auf V an (Prop. 4.1.8, bzw. Prop.

5.2.4).

Auf dem Weg zu diesen Ergebnissen studieren wir abelsche Flächen A

mit Einbettungen O ↪→ End(A) einer maximalen Ordnung O in einer in-

definiten Quaternionenalgebra. Wir nennen diese abelsche Flächen A vom

Typ QM. Besitzt eine abelsche Fläche A vom Typ QM zusätzlich komplexe

Multiplikation, so ist sie isogen zum Produkt zweier isogener elliptischer

Kurven. Wir benutzen eine Idee von Mori ([Mor09]), um explizit einesolche

Isogenie zu konstruieren (Thm. 2.4.12). Diese könnte interessant sein, um

explizit abelsche Flächen vom Typ QM mit komplexer Multiplikation zu

konstruieren oder um Gleichungen für Shimura-Kurven zu beweisen.
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