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Einleitung

In dieser Arbeit studieren wir arithmetische Eigenschaften von Shimura-
Kurven in gemischter Charakteristik. Shimura-Kurven sind eine Verallge-
meinerung der klassischen Modulkurven. Modulkurven parametrisieren
Familien von elliptischen Kurven mit Zusatzstruktur. Sie sind ftr die Zah-
lentheorie und die algebraische Geometrie sehr interessante Objekte. Zum
Beispiel benutzt Wiles im Beweis der Fermatschen Vermutung ([Wil95]) die
Theorie der Modulkurven. Die Modulkurven besitzen eine reiche arithmeti-
sche Struktur, die sehr gut untersucht ist. Shimura-Kurven parametrisie-
ren Familien hoher-dimensionaler Objekte und besitzen dhnliche Eigen-
schaften wie die Modulkurven. Wir verallgemeinern in dieser Arbeit eine
arithmetische Eigenschaft der Modulkurven auf Shimura-Kurven. Wir ge-
ben namlich eine lokale Beschreibung von Shimura-Kurven in Termen von
Gleichungen fiir den Lokus im Deformationsraum einer abelschen Varie-
tat.

Wir geben nun eine Motivation fur das Studium solcher Gleichungen
und betrachten dazu den einfachsten Fall der Modulkurven. Eine wichtige
Rolle in der Theorie der Modulkurven spielen die Modulformen, insbeson-
dere die j-Funktion

Jj(r) = % + 744 + 196884q + 21493760¢° + .. .,

fiir ¢ := ¢ und 7 € H in der komplexen oberen Halbebene. Die j-
Funktion besitzt eine Modulinterpretation. Sie definiert einen Parameter
auf der Modulkurve X (1), welche Isomorphieklassen von elliptischen Kur-
ven Uber den komplexen Zahlen C parametrisiert. Diese Modulinterpreta-
tion der j-Funktion begriindet, dass die j-Funktion imaginar quadratische
Zahlen 7 € H auf algebraische Zahlen abbildet. Man nennt diese algebrai-
schen Zahlen j(7) singulare Moduli.

In [Zag02] definiert Zagier die verallgemeinerte Spur singularer Moduli
t(d)e Cfur d € Z.p, d =0,1 (mod 4) als gewichtete Summe tiber singula-
re Moduli mit bestimmten Eigenschaften. Diese entsprechen elliptischen
Kurven mit vorgegebenen Endomorphismen. Die verallgemeinerte Spur er-
fullt interessante Kongruenzrelationen (z.B. [Jen05], [EdiO5]). Edixhoven



viii Einleitung

benutzt zum Beweis der Kongruenzen in [EdiO5] einen geometrischen An-
satz. Kroworsch ([Kro09]) verallgemeinert Edixhovens Ansatz auf andere
Modulkurven und zeigt dhnliche Kongruenzrelationen. Es stellt sich die
Frage, in welcher Allgemeinheit dieser Ansatz funktioniert. Motivation und
Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, dass sich dieser Ansatz in den Kontext
von Shimura-Kurven tibertragen lasst.

Ein wichtiger Schritt im Beweis der Kongruenzen mittels dem geome-
trischen Ansatz in [EdiO5] und [Kro09] ist es, statt einer Modulkurve die
korrespondierende Familie von elliptischen Kurven mit Stufenstruktur zu
betrachten. Indem man die Reduktion modulo p der zugehoérigen ellip-
tischen Kurven mit Zusatzstruktur betrachtet, bekommt die Menge der
singularen Moduli eine geometrische, p-adische Struktur.

Diese geometrische Struktur leitet sich aus folgendem Problem der De-
formationstheorie ab. Man betrachtet fiir eine gegebene gewohnliche el-
liptische Kurve E in positiver Charakteristik p die Menge der Lifts von E
nach Charakteristik 0. Die Methode ist zunachst nur fiir den gewoéhnli-
chen Fall ausgearbeitet. Es ist bekannt, dass diese Menge eine geometri-
sche Struktur besitzt und dass die Geometrie durch eine Koordinate, den
sogenannten g-Parameter, beschrieben wird. Das Problem ist nun die Teil-
menge der Lifts mit vorgegebenen Endomorphismen durch Gleichungen in
¢ zu beschreiben.

Wir stellen nun die Fragen und Ergebnisse dieser Arbeit vor. In dieser
Arbeit geben wir die benétigten Hilfsmittel zur Losung analoger Proble-
me flr allgemeinere Shimura-Kurven. Dabei verfolgen wir das Ziel, die
geometrischen Grundlagen fir die Verallgemeinerung der Kongruenzrela-
tionen in [Kro09] auf Shimura-Kurven zu liefern. Wir beschranken uns
auf den Fall einer Shimura-Kurve X vom Typ PEL. Diese hat die Eigen-
schaft, dass sie hauptpolarisierte abelsche Varietiten A mit einer Einbet-
tung O — End(A) einer festen Ordnung O in den Endomorphismenring
parametrisiert. Abelsche Varietaten sind eine Verallgemeinerung der ellip-
tischen Kurven. Uber C entsprechen ihnen komplexe Tori. Die Ordnung
O in der Definition der Shimura-Kurve X ist dabei so gewahlt, dass die
parametrisierte Familie eindimensional ist.

Es gibt auch fiir hdherdimensionale gewohnliche abelsche Varietéiten A
eine explizite Deformationstheorie. Der Deformationsraum einer gewéhn-
lichen abelschen Varietit von héherer Dimension ist nicht mehr eindi-
mensional, genauer existieren mehrere Koordinaten auf dem Deformati-
onsraum. Man nennt diese Koordinaten ¢-Parameter. Angenommen, eine
gewodhnliche abelsche Varietiat A ist die Reduktion eines Punktes auf der
Shimura-Kurve X, dann definiert die Shimura-Kurve einen eindimensio-
nalen Unterraum des Deformationsraums. Um eine Analogie mit dem Fall
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von Modulkurven herstellen zu kénnen, muss man also eine explizite Ko-
ordinate ¢ im Deformationsraum finden, welche diesen eindimensionalen
Unterraum parametrisiert. Dies enspricht einem analogen Deformations-
problem wie im Fall der Modulkurven. Man betrachtet namlich die Lifts
A von A, fur die O C End(A) gilt. So bekommt man Gleichungen fir die
g-Parameter. Diese geben im geeigneten Sinn eine lokale Beschreibung der
Shimura-Kurve X und liefern den Parameter ¢.

Auf der Shimura-Kurve X existiert eine Menge von speziellen isolierten
Punkten, die CM-Punkte. Sie gehoren zu abelschen Varietidten, deren En-
domorphismenalgebra End(4) ® Q 2 O ® Q maximale Dimension hat. Die
CM-Punkte auf der Shimura-Kurve verallgemeinern die singularen Moduli.
Somit kann man analog zum Fall der Modulkurve die p-adische Geome-
trie der CM-Punkte im Deformationsraum von A beschreiben, in dem man
wiederum ein Deformationsproblem in der Koordinate ¢ betrachtet.

Wir betrachten in dieser Arbeit zur Demonstration der Methoden zwei
Spezialfalle. Zum einen den Fall, dass die Ordnung O aus der Definition
der Shimura-Kurve X zu einer indefiniten Quaternionenalgebra tber Q
gehért, zum anderen den Fall, dass X zyklische Uberlagerungen von P!
parametrisiert.

Der zentrale Fall in dieser Arbeit ist der, fir den O := Op eine maxima-
le Ordnung in einer indefiniten Quaternionenalgebra D tber Q ist. D. h.
wir betrachten die Shimura-Kurve X(1) := X, welche abelsche Flachen A
mit einer Einbettung Op — End(A) parametrisiert. Wir nennen diese abel-
schen Flachen A kurz vom Typ QM.
In Kapitel 1 wird zuerst die benétigte Ringtheorie fir Quaternionenalge-
bren studiert. In Kapitel 2 wird diskutiert, was die Struktur der Qua-
ternionenalgebra tiber die Geometrie der abelschen Flachen vom Typ QM
aussagt. So korrespondiert die Einbettung eines imagindr quadratischen
Korpers K in die Quaternionenalgebra D einem CM-Punkt. Dieser wie-
derum korrespondiert zu einer abelschen Flache A vom Typ QM mit kom-
plexer Multiplikation. Aus den Struktursatzen tiber Endomorphismenal-
gebren von abelschen Varietaten folgt, dass A isogen zum Produkt zweier
isogener elliptischer Kurven E, E’ ist.
In [Mor09] gibt Mori eine Idee, wie man tiber den komplexen Zahlen C eine
Isogenie A — FE x E’ konstruieren kann. Wir folgen dieser Idee und arbeiten
sie fir abelsche Flachen tiber Zahlkérper F' vollstindig und explizit aus.
In unserer Formulierung kann man diese Konstruktion auch auf positive
Charakteristik tibertragen.

2.4.12 Theorem (und Prop. 2.4.15).
Sei A eine abelsche Fliiche vom Typ QM tiber einem Zahlkdrper F mit kom-
plexer Multiplikation. D.h. es gelte End’(A) ~ My(K) fiir einen imagindr
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quadratischen Koérper K und Zentrum(End(4)) ~ Ok, fiir eine Ordnung
Ok, C K mit Fiihrerce N in K.
Dann existieren isogene elliptische Kurven E, E' mit

End(E) ~ End(E’) ~ Ok,

und eine Isogenie
wen tA— Ee X EE

mit deg ey, | (4c? - disc(K)).

Somit kénnen wir als Korollar die Deformationsrdume von A und von E
in Verbindung bringen. Dies kénnte zum Beispiel interessant sein, um
explizit abelsche Varietaten vom Typ QM mit komplexer Multiplikation zu
konstruieren oder um Gleichungen fir Shimura-Kurven zu finden.

Als zweites Thema beschéaftigen wir uns mit der Deformationstheorie
von gewohnlichen abelschen Varietiten. Wir formulieren diese in Termen
der de-Rham-Kohomologie. Es gibt auch alternative Beschreibungen, zum
Beispiel in Termen der p-divisiblen Gruppen wie z.B. in [Kro09]. Die de-
Rham-Kohomologie ist flir unsere Zwecke gut geeignet, da sie moglicher-
weise Verallgemeinerungen auf Shimura-Kurven erlauben, die nicht vom
Typ PEL sind. Zudem ist die de-Rham-Kohomologie fir explizite Berech-
nungen geeignet.

In Kapitel 3 fassen wir dann allgemeine Ergebnisse aus der Theorie
der Dieudonné-Moduln und der Deformationstheorie von gewéhnlichen
abelschen Varietdten benutzerfreundlich zusammen. Wir verstehen die de-
Rham-Kohomologie als Realisierung eines Dieudonné-Moduls. Es ist be-
kannt ([Del81]), dass man mittels der De-Rham-Kohomologie auf dem De-
formationsraum einer abelschen Varietat Koordinaten konstruieren kann,
die g-Parameter. Wir benutzen ein Theorem von Messing ([Mes72]), um ei-
ne notwendige und hinreichende Liftbarkeitsbedingung fiir Endomorphis-
men an die g-Parameter herzuleiten (Korollar 3.6.16). Diese entspricht der
Liftbarkeitsbedingung an den Serre-Tate-Parameter aus der Deformations-
theorie von p-divisiblen Gruppen ([Kat81, Thm. 2.1]). Dies spiegelt wieder,
dass die Gruppenstruktur dieser Parameter tibereinstimmt (Appendix zu
[Del81]).

In den Kapiteln 4 und 5 gehen wir nun auf unsere beiden Spezialfalle
von Shimura-Kurven ein.
In Kapitel 4 betrachten wir den Deformationsraum einer gewéhnlichen
abelschen Fliche A vom Typ QM tiber einem endlichen Kérper. Wir be-
rechnen Gleichungen fiir den Lokus V der Lifts von A, die ebenfalls vom
Typ QM sind (Theorem 4.1.6). Dies entspricht einer lokalen Beschreibung
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der Shimura-Kurve. Mori leitet in [Mor0O9] mittels anderer Methoden in die-
ser Situation dhnliche Gleichungen fiir den Serre-Tate-Parameter her.

In Proposition 4.1.8 benutzen wir Theorem 4.1.6, um dariiber hinaus Ko-
ordinaten fur Lifts von A vom Typ QM mit komplexer Multiplikation zu
finden. Dies stellt einen wichtigen Schritt im Beweis von Kongruenzen far
verallgemeinerte Spuren dar.

SchlieBlich beschéaftigen wir uns in Kapitel 5 mit unserem zweiten Spe-
zialfall, nAmlich Shimura-Kurven die Isomorphieklassen zyklischer Uber-
lagerungen von P! parametrisieren. Wir leiten fiir diese Shimura-Kurven
analoge Gleichungen her. Dies zeigt, dass die Methoden auch auf andere
Shimura-Kurven anwendbar sind, die nicht zu indefiniten Quaternionen-
algebren uber QQ gehoéren.



xii Einleitung




Kapitel 1
Quaternionenalgebren

In den Kapitel 2 und 4 studieren wir eine bestimmte Klasse von Shimura-
Kurven, namlich Shimura-Kurven, die Familien von abelschen Flachen
vom Typ QM parametrisieren. Damit meinen wir, dass die Punkte einer
Shimura-Kurve X zu abelschen Fliche korrespondieren, deren Endomor -
phismenalgebren eine feste Quaternionenalgebra D enthalten. Die Struk-
tur der Quaternionenalgebra D spielt eine wichtige Rolle in dem Studium
der Shimura-Kurve &'. So kann man mittels einer Automorphismengruppe
von D eine Fuchssche Gruppe I' definieren. Diese liefert eine alternative
Definition der Shimura-Kurve X' (tber C) als Quotient H/I" der komplexen
oberen Halbebene H nach I'. Uber dies interessieren wir uns fiir speziel-
le Punkte auf X, die CM-Punkte. Diese korrespondieren zu Einbettungen
von imaginar quadratischen Kérpern in D.

In diesem Kapitel fassen wir Standardergebnisse tiber Quaternionen-
algebren zusammen. In Abschnitt 1.1 geben wir die grundlegende Defi-
nitionen fir Quaternionenalgebren und zitieren den Satz 1.1.6 Uber die
Klassifikation von Quaternionenalgebren tiber Zahlkérpern. In Abschnitt
1.2 benutzen wir dies um die Einbettungen von Koérpern in eine Quater-
nionenalgebra zu studieren. In Abschnitt 1.3 definieren und untersuchen
wir zwei spezielle Automorphismengruppen von D, welche in der Definition
der Shimura-Kurve X(1) (Definition 2.3.2) eine wichtige Rolle spielen.

Als Referenzen fur dieses Kapitel dienen die Buicher [ABO4], [Vig80] und
fiir den Abschnitt tiber Idempotenten der Artikel [Mor09].

1.1 Definitionen und Klassifikation iiber Zahl-

korpern

In diesem Abschnitt geben wir zunachst die Definition einer Quaternionen-
algebra (Definition 1.1.1) und klassifizieren jene tiber lokalen Kérpern (Be-
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merkung 1.1.3) und Zahlkoérper (Satz 1.1.6). Dann zitieren wir eine dquiva-
lente, explizite Definition einer Quaternionenalgebra als Vektorraum mit-
tels einer Basis (Proposition 1.1.9). Mit Hilfe dieser expliziten Darstellung
koénnen wir eine eindeutige Involution auf der Quaternionenalgebra D de-
finieren, die Konjugation (Proposition 1.1.14). Desweiteren studieren wir
positive Involutionen (Definition 1.1.17). Schlieflich geben wir die Defini-
tion einer Ordnung (Definition 1.1.23).

1.1.1 Definition. Eine Quaternionenalgebra D Uber einem Korper F ist
eine einfache zentrale F'-Algebra von Dimension 4.

Ein Beispiel fir eine Quaternionenalgebra tiber einem beliebigen Kor-
per F ist die Matrixalgebra My (F).

1.1.2 Definition. Eine Quaternionenalgebra D tUber F' nennt man unver-
zweigt, falls D ~ My (F) ist. Ansonsten nennen wird D verzweigt.

Wir wollen die Quaternionenalgebren tiber Zahlkérpern klassifizieren.
Dazu betrachten wir zunachst den lokalen Fall. Wir nennen dabei einen
Korper lokal falls er vollstandig beztliglich einer diskreten Bewertung ist
und endlichen Restklassenkoérper besitzt.

1.1.3 Bemerkung. Uber endlichen und algebraisch abgeschlossenen Kér-
pern (insbesondere C) ist jede Quaternionenalgebra unverzweigt. Uber lo-
kalen Korpern und R gibt es bis auf Isomorphie genau eine verzweigte
Quaternionenalgebra. Im Fall der reellen Zahlen R ist dies die Algebra der
Hamiltonschen Quaternionen.

1.1.4 Definition. Sei F' ein Zahlkérper und sei v eine Primstelle von F.
Wir nennen die Quaternionenalgebra D verzweigt bei v, falls die Quater-
nionenalgebra D ®p F, Uber der Vervollstindigung F, verzweigt ist. Ande-
renfalls, also wenn D ® F, ~ My (F,) ist, nennen wir D unverzweigt bei v.
Ist D verzweigt an allen reellen Primstellen, so nennt man D definit. An-
sonsten nennt man D indefinit. Ist D an allen reellen Primstellen unver-
zweigt, so nennt man D total indefinit.

1.1.5 Beispiel. Im Fall F' = Q ist die Indefinitheit einer Quaternionenal-
gebra D/Q aquivalent zur Aussage D @ R ~ My (R).

Mittels Definition 1.1.4 kénnen wir den Satz 1.1.6 zur Klassifikation
der Quaternionenalgebren formulieren:

1.1.6 Satz ( [Vig80, Thm. II1.3.1] ). Fiir einen Zahlkorper F gilt:

(i) Jede Quaternionenalgebra iiber F' ist nur in einer endlichen, geraden
Anzahl von endlichen oder reellen Primstellen verzweigt. Die Quater-
nionenalgebra ist durch die Menge % dieser Primstellen (bis auf Iso-
morphie) eindeutig bestimmt.



1.1 Definitionen und Klassifikation iiber Zahlkérpern 3

(i) Umgelkehrt gibt es zu jeder endlichen Menge gerader Mdchtigkeit von
endlichen oder reellen Primstellen 3 von F' eine Quaternionenalgebra
liber F' verzweigt genau in 3.

1.1.7 Definition. Sei D eine Quaternionenalgebra tiber Q. Wir nennen
das Produkt der verzweigten Primideale von D die reduzierte Diskriminante
von D (Schreibweise: disc(D)).

1.1.8 Korollar. Zu jeder natiirlichen quadratfreien Zahl d € N existiert (bis
auf Isomorphie) genau eine Quaternionenalgebra D tiber Q mit disc(D) = d.
Umgekehrt sind zwei Quaternionenalgebren tiber Q genau dann isomorph,
wenn sie die gleiche reduzierte Diskriminante haben. Somit liefert die Abbil-
dung D — disc(D) einen Isomorphismus

Isomorphieklassen von N )
Quaternionenalgebren ( — > {d € N: d quadratfrei}.

(tber Q

Mittels dieser Isomorphie ist D genau dann indefinit, wenn disc(D) ein Pro-
dukt von einer geraden Anzahl von Primzahlen ist.

BEWEIS. Die Aussagen folgen direkt aus der Definition der reduzierten
Diskriminante und der Klassifikation der Quaternionenalgebren in Satz
1.1.6. =

Folgender Satz liefert eine explizite Darstellung einer Quaternionenal-
gebra als F-Algebra. Sie ist eine erste Version von Satz 1.2.4.

1.1.9 Proposition ( [ABO4, Bemerkung nach Def. 1.1.1] ).

Sei ein Kérper F' der Charakteristik char(F') # 2 und eine Quaternionenalge-
bra D/F gegeben. Dann existieren a,b € F* und eine Basis B = {1,i,7,ij}
von D tiber F', so dass

gilt.
Umgekehrt liefert jede F -Algebra mit einer solchen Basis B eine Quaternio-
nenalgebra tiber F . Wir bezeichnen diese mit (‘%b) .

1.1.10 Bemerkung.

(i) Die Basis B und das Zahlenpaar (a,b) in Proposition 1.1.9 sind nicht

eindeutig.

(ii) Man kann die reduzierte Diskriminante von D := (%’) mit Hilfe des

Hilbert-Symbols elementar berechnen. Fir die Definition und Eigen-
schaften des Hilbert-Symbols sei auf [Ser77, Chap. III] verwiesen.
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Man zeigt ([Vig80, Cor. II.1.2]), dass far das Hilbert-Symbol genau

dann (a,b), = —1 gilt, wenn D bei p verzweigt ist.
Eine Liste von Reprasentanten D := %7 der Isomorphieklassen von

Quaternionenalgebren tiber Q mit Diskriminante disc(D) = pq ftr be-
liebige Primzahlen p, ¢ € N findet man in [ABO4, Prop. 1.25].

1.1.11 Beispiel. Eine Basis B wie in Prop. 1.1.9 ist fiir die Matrixalgebra
M, (F) = (171) gegeben durch

()03

1.1.12 Beispiel. Betrachtet man die reduzierte Diskriminante (6) C Z,
dann gibt es wegen der Klassifikation bis auf Isomorphie nur eine Qua-

ternionenalgebra tiber Q mit dieser Diskriminante, nadmlich (%)

Nun betrachten wir spezielle Anti-Automorphismen auf D, die Involu-
tionen. Vor allem die positiven Involutionen sind interessant, weil auf dem
Endomorphismenring einer polarisierten abelschen Varietdt durch die Po-
larisation eine eindeutige positive Involution definiert wird.

1.1.13 Definition. Sei D eine Quaternionenalgebra tiber F. Eine Involu-
tion auf D ist ein Anti-Automorphismus

D — D, h—hf
uber F, der die Gleichung (h')" = h fiir alle h € D erfiillt.

1.1.14 Proposition. Sei D eine Quaternionenalgebra tiber F. Es existiert
eine eindeutige Involution h — h auf D, so dass fiir eine beliebige Basis
B ={1,4,j,ij} wie in Proposition 1.1.9

i=—i j=—j, ij=—ij (1.1)
gilt. Diese nennt man Konjugation.

BEWEIS. Wahlt man eine beliebige Basis B = {1, 4, j,4j} wie in der Proposi-
tion, dann kann man elementar nachrechnen, dass durch die Gleichungen
(1.1) eine Involution auf D definiert werden kann.

Um die Unabhangigkeit von der Wahl der Basis B zu zeigen betrachtet
man zunichst ein beliebiges Element i € D\ Q mit h? € Q. Man schreibt h
in Termen der Basis B als h = hg+hii+hoj+hsij mit h; € Q. Durch Fallun-
terscheidung beweist man elementar, dass hy = 0 und somit h = —h gilt.
Seinun B = {1,4,5’,i'j'} eine weitere Basis von D. Da (i')?, (')2, (i'j")? € Q
gilt, folgen die Gleichungen (1.1) und somit die Behauptung der Propositi-
on. ]
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1.1.15 Definition. Man definiert die reduzierte Spur tr : D — F als die ad-
ditive Abbildung tr(h) = h+ h € F fiir ein Element h € D und die reduzierte
Norm n: D — F als die multiplikative Abbildung n(h) = hh € F.

1.1.16 Bemerkung. Die Spur tr : D — F definiert durch (z,y) := tr(zy)
eine symmetrische Form

(wy:DxD—F.

1.1.17 Definition. Sei ' C R ein Unterkérper und D eine Quaternio-
nenalgebra tiber F. Eine Involution { : D — D nennt man positiv, falls
tr(hh) > 0 fir alle h € D\ {0} gilt, d.h. die quadratische Form tr(hh') ist
positiv definit.

1.1.18 Bemerkung. Sei F und D/F wie in Definition 1.1.17 gegeben. Die
Konjugation ist genau dann eine positive Involution, wenn kein » € D\ {0}
mit n(h) < 0 existiert.

1.1.19 Beispiel.

() Die Konjugation in einer Matrixalgebra M,(F) = (&) ist gegeben

durch die Adjunktion

a b o (d —b
AZ(C d)HAdJ(A).— (c a).

Die Spur entspricht der Spur im Sinne von Matrizen und die Norm
entspricht der Determinante.
Ist F C R dann ist die Konjugation in Ms(F') keine positive Involution.

Eine positive Involution ist durch die Transposition in Ms(F) gegeben.

Q
Jede positive Involution in D ist gegeben durch h! = aha™' fir ein

a € D mit a? < 0. Allgemeiner gilt folgende Proposition 1.1.21.

(ii) Sei D = (u) Dann ist die Konjugation keine positive Involution.

1.1.20 Definition. Sei oo € Q(«) C R eine algebraische Zahl. Wir nennen
« total positiv, falls fur jede Einbettung o : Q(a) — R gilt, dass o(a) > 0 ist.

1.1.21 Proposition ( [Shi63, Prop. 2] ). Sei D eine total indefinite Quater-
nionenalgebra tiber einem Zahlkérper F C R. Sei h — h'! eine positive Involu-
tion. Dann existiert ein a € D so dass a® € F total negativ ist und h' = aha™!
fur alle h € D gilt.

Sei F' im Rest des Abschnittes ein Zahlkorper oder ein lokaler Korper.
Bezeichne R den Ganzheitsring von F'. Sei D eine Quaternionenalgebra
uber F. Im Folgenden studieren wir bestimmte Teilringe von D, die Ord-
nungen (Definition 1.1.23).
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1.1.22 Definition. Ein Element i € D heift ganz tiber F', falls sowohl die
Norm als auch die Spur von h ganzalgebraisch sind.

1.1.23 Definition. Ein R-Ideal ist ein vollstandiges R-Gitter in D. Eine
R-Ordnung O ist ein R-Ideal, das auch ein Ring ist. Eine Ordnung O heif3t
maximal falls keine andere Ordnung in D existiert, die O enthalt.

Die Definition einer R-Ordnung O ist Aquivalent dazu, dass O ein Ring
aus ganzen Elementen von D ist, der R enthalt und fir den O @r F' ~ D
gilt. Damit folgt, dass jede R-Ordnung in einer maximalen Ordnung ent-
halten ist.

Die maximalen Ordnungen in indefiniten Quaternionenalgebren sind iso-
morph. Genauer gilt folgender

1.1.24 Satz ( [AB04, Thm. 1.59] ). Ist D indefinit, so sind alle maximalen
Ordnungen konjugiert.

1.2 Einbettungen von imaginir quadratischen
Korpern

In diesem Abschnitt wollen wir Aussagen fiir Einbettungen von Kérpern
in eine Quaternionenalgebra D/F zusammenfassen. Diese Einbettungen
definieren CM-Punkte auf Shimura-Kurven (siehe Abschnitt 2.7).

1.2.1 Definition. Wir nennen eine F'-Algebra D separabel, falls D @p K
halbeinfach ist fur alle Kérpererweiterungen K/F.

1.2.2 Bemerkung. Sei I’ ein Koérper mit char(F) = 0 und sei D/F eine
Quaternionenalgebra. Dann ist D separabel.

Im folgenden Satz zitieren wir zundchst aquivalente Bedingungen fir
die Existenz einer Einbettung eines Korpers in eine Quaternionenalgebra:

1.2.3 Satz ( [Vig80, Thm. 1.2.8, II1.3.8] ). Sei F' ein Zahlkérper oder ein
lokaler Kérper und D eine Quaternionenalgebra tiber F und K/F eine se-
parable quadratische Kérpererweiterung. Sei Y. die Menge der Primstellen in
F, die in D verzweigen. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) es existiert eine Einbettung v : K — D,
(b) die Quaternionenalgebra D @ K ist unverzweigt,
(c) keine Primstelle v € ¥ ist vollsténdig zerlegt in K.

Ein Kérper K, der die dquivalente Bedingungen erfiillt, heifst Zerfallungs-
koérper von D.
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Folgender wichtiger Struktursatz ist ein Hilfsmittel in der Beschreibung
der Einbettungen K — D von separablen Erweiterungen K/F'. Er ist eine
genauere Version von Proposition 1.1.9.

1.2.4 Satz ( [Vig80, Cor. 2.2] ). Sei F ein beliebiger Kérper der Charalk-
teristilc char(F) # 2 und D eine Quaternionenalgebra tiber F. Sei K eine
separable 2-dimensionale F-Algebra und . : K — D eine Einbettung. Be-
zeichne m — m den nicht-trivialen F-Automorphismus von K. Dann existie-
ren Elemente 0 € F* und v € D mit folgenden Eigenschaften:

(i) D=K+uK,
(i) u2 =24,
(iii) um = mu filr alle m € K.

Wir schreiben dann D = (K, 0).

Sei K ein Korper. Die Zahl § = u? € F* aus Satz 1.2.4 ist nur eindeutig
bis auf Multiplikation mit Zahlen a € n(K*). Denn seien § € F* und u € D
wie in der Aussage vom Satz 1.2.4 gegeben. Dann erfullt ' = v-u € D
mit v € K* die Bedingungen aus Thm. 1.2.4 und es gilt D = (K,¢') far
0 = (u')? = n(y)d.

1.2.5 Proposition. Sei D eine Quaternionenalgebra iiber Q und sei ein Zer-
Sallungskorper K .= Q(v/—d) von D gegeben. Bezeichne ¥~ C N die Menge
der Primteiler von disc(D) und sei

Y 1:={pe¥: pinertin K}.

Widhle v € D wie in der Aussage von Satz 1.2.4, so dass 0.B.d.A. 6 € Z gilt.
Dann gilt p | 6 fiir alle ungeraden Primzahlen p € ¥_;.

BEWEIS. Dies folgt aus den Eigenschaften des Hilbertsymbols (-,-),. Denn
far ggT(p,2df) =1 gilt (—d,0), = 1. O

1.2.6 Bemerkung. In der Notation von Satz 1.2.4 sei D = (K,0) und u € D
erfulle die Eigenschaften (i) bis (iii) aus diesem Satz. Dann folgt aus dem
Beweis von Propositon 1.1.14, dass die Konjugation auf D gegeben ist
durch

m—Tm und um — —um

fiir alle m € K. Insbesondere gilt w = —u.

1.2.7 Proposition. Sei F' ein beliebiger Kérper mit char(F') # 2 und D eine
Algebra tiber F. Wir nehmen an, dass eine separable 2-dimensionale F'-
Algebra K, eine Einbettung + : K — D und ein Element v € D mit den
Eigenschaften
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(i) D=K+uK,
(ii) 0 :=u?c F*,
(iii) um = mu flr alle m € K
existiere. Dann ist D eine Quaternionenalgebra und in der Notation von Satz

1.2.4 gilt D = (K, 0).

BEWEIS. Aus der Bedingung (i) folgt, dass D von Dimension 4 tber F ist.
Aus der Bedingung (iii) folgt, dass D eine zentrale F'-Algebra ist. Aus der
Bedingung (ii) folgt, dass D nicht isomorph zu K? und somit einfach ist.
Damit ist D eine Quaternionenalgebra tiber F'. O

Folgender Satz 1.2.8 liefert eine einfache Charakterisierung von Matrix-
Algebren in Termen der Darstellung der Quaternionenalgebren wie in Satz
1.2.4.

1.2.8 Satz ( [Vig80, Cor. 2.4] ). Sei F ein beliebiger Kérper mit charF # 2
und D = (K, 0) eine Quaternionenalgebra iiber F' wie in Satz 1.2.4. Folgende
Aussagen sind dquivalent:

(i) D ist unverzweigt,

(ii) K ist kein Kérper oder 6 € n(K).

In der Bezeichnung von Satz 1.2.4 ist D = K + uK ein K-Vektorraum
durch die Multiplikation von rechts

k1: K xD— D, (x,h) — h-ux).

Die Abbildung
/QQ:DXD*)D, (hl,h)thh

ist K -bilinear. Bezeichne o € K ein Element mit o? € F. Dann ist K + uK
eine Zerlegung von D in den positiven und negativen Eigenraum beztiglich
der Abbildung k2 (:(a)) : D — D.

1.2.9 Proposition. Fiir den Ring der K -linearen Abbildungen Endg (D) gilt

k:D®g K — Endg (D)
h1 ® x — [h+— K1(x, h) o ka(hy, h).]

BEWEIS. Der Morphismus & ist offensichtlich injektiv. Die Quaternionen-
algebra D ist ein zweidimensionaler K-Vektorraum. Somit ist Endg (D)
und M, (K) isomorph als K-Vektorraume. Also ist « ebenfalls surjektiv. O
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1.2.10 Proposition. Sei (-,-) : D x D — F das Skalarprodukt auf D wie in
Bem. 1.1.16. Sei D = (K, 0) wie in Satz 1.2.4 gewcdbhlt. Dann gilt:

(m,u) =0, Vm e K.

Die Zerlegung D = K +uK ist somit die orthogonale Zerlegung von D bezlig-
lich dem Skalarprodukt (-,-) : D x D — F.

BEWEIS. Sei m € K. Dann ist
(m,u) = tr(mu) = mu + um = —mu + mu = 0.
O

Sei fur den Rest des Abschnittes F := Q und D eine indefinite Qua-
ternionenalgebra Uber Q. Bezeichne K/Q einen imaginiren Zerfallungs-
korper von D. Sei also K = Q(a) mit a? = —d. Bezeichne + : K — D eine
feste Einbettung. Satz 1.2.3 besagt in dieser Situation, dass alle Primteiler
p der Diskriminante disc(D) in K verzweigt oder inert sind.

Wir zeigen im Folgenden, dass man einer Einbettung . : K — D eine Idem-
potente in der Algebra D ®g K ~ My(K) zuordnen kann. Dabei fithren wir
Ideen aus [Mor09, §1.3] weiter aus.

1.2.11 Proposition. Die Konjugation auf D ®¢ K wie in Proposition 1.1.14
definiert, ist gegeben durch

D®g K — D®qgK, (1.2)
h@xr— h . (1.3)

Wir bezeichnen die Konjugation auf D ®gy K ebenfalls mit e — e.

BEWEIS. Das Zentrum von D ®qg K ist Q ®g K. Sei D = (K,§) und v € D
wie in Satz 1.2.4 gewahlt. Dann erfillt u® 1 € D ®g K die Eigenschaften (i)
bis (iii) des Satzes und es gilt (v ® 1)? = §. Mit der Bemerkung 1.2.6 folgt
dann die Behauptung. O

1.2.12 Proposition. Sei.: K — D eine Einbettung. Durch
1 1
e, = 5(1®l—ab(a)®a)€D®QK (1.4)
ist eine Idempotente in D ®g K ~ My(K) mit tre, = 1 gegeben.

BEWEIS. Es gilt:

el =-[1®l- 2L(oz) ®a+ %L(—d) ®(=d)] =e,
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und

tre, =e, +¢€,
1
:1®1—2—d(L(a)®a+L(a)®a)
=1®1.

O

1.2.13 Definition. Wir nennen die Idempotente ¢, € D ®¢ K wie in (1.4)
die zu ¢ gehdérende Idempotente. Falls klar ist, welche Einbettung . : K — D
wir betrachten, schreiben wir auch abkiirzend e fur e,.

1.2.14 Proposition. Seie:=a®1+0®@a € D ®y K eine Idempotente mit
e ¢ {0,1}. Dann definiert a +— ab~! eine Einbettung ¢ : K — D. Fir die zu ¢
gehdrende Idempotente e, wie in Proposition 1.2.12 gilt:

e,=e-(2a@1)7h
BEWEIS. Da e eine Idempotente ist, gilt

e? = (a® —db*) @1+ (ab+ ba) ® «
—(@®1+b®a).

Dies entspricht dem Gleichungsystem

a’> —db®> =a (1.5)
ab+ba = b. (1.6)

Da (1.6) aquivalent zu ab~! = b71(1 — a) ist, folgt die Identitat

ab~tapt =Y b '(1 —a)ab™?
=bvtab™t — b ta !
LD p=1ap=1 — p~lab~! — b=1db2b!
=—d.
Da e # 1 eine Idempotente ist, gilt

0=n(e) = ee = (n(a) —dn(d)) ® 1 + tr(ab) ® a.

und folglich tr(ab=!) = tr(ab)/n(b) = 0. Somit definiert o — ab~! eine Ein-
bettung. Die letzte Aussage der Proposition folgt aus den Gleichungen

1
e~(2a®1)71=§(I®1—|—ba71®o¢)=eb.
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1.2.15 Korollar. Folgende Abbildung liefert eine Bijektion von Mengen:

{t: K— D} — {e€D®gK: e =e, tre =1},
t: K— D — ee=31®1- L)' ®a),
t: K —=D 1

bt -~ e=51®1+b®a).
[0 d

BEWEIS. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Proposition 1.2.12 und
Proposition 1.2.14 fur a = 1. O
1.2.16 Proposition. Sei . : K — D eine Einbettung und e¢, € D ®q K die
zugehdrige Idempotente nach Korollar 1.2.15. Bezeichne 1 : K — D die Ver-
kniipfung der komplexen Konjugation auf K mit . und bezeichne e; die zu ©
gehorende Idempotente. Dann gelten folgende Identitciten:

€[:EL:1—€L.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Proposition 1.2.12 und der Definition
der Konjugation auf D ®g K. 0

Durch den Isomorphismus « : D ®g K ~ Endg (D) aus Prop. 1.2.9 de-
finiert die Idempotente e eine Projektion x(e) auf D. Die komplementéare
Projektion ist gegeben durch 1 — x(e) = k(e):

1.2.17 Korollar (zu Prop. 1.2.10). In der Notation von Prop. 1.2.10 gilt:

Die K -lineare Abbildung «(e,) (resp. k(€)) ist die orthogonale Projektion bzgl.
dem Skalarprodukt {(-,-) : D x D — K nach K (resp. uK).

BEWEIS. Sei z :=x; +uze € K + uK = D gegeben. Dann gilt

k(e)(x1 + uxs)

1 1
= H(§ ®1-— ﬁb(a) ® a)(r1 + uws)
— L (@1 +ums — =u(@)arifa) - <i(a)ura(a))
= 5@ +urs — mu(@)ei(a) - Du@)uzai(a
% 1
® §(x1 + uxe + 1 — uxs)
= I1.

Dabei folgt (x) aus der Eigenschalft (iii) von Satz 1.2.4. Die Aussage fUr «(e)
beweist man analog.
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Sei nun O eine Ordnung in D und Op eine maximale Ordnung, die
O enthalt. Um CM-Punkte einer Shimura-Kurve (siehe Abschnitt 2.7) zu
beschreiben, betrachten wir nicht nur Einbettungen . : K — D von Zer-
fallungskérpern K, sondern zusétzlich die Urbilder .~!(0). Diese Urbilder
sind Ordnungen in K.
Sei K := Q(v/—d) ein Zerfallungskérper von D und Ok . eine Ordnung von
K mit Fahrer ¢ € N. Sei h(Og,.) die Klassenzahl von Ok ., also die An-
zahl der gebrochenen Ideale modulo Hauptideale (fiir Eigenschaften der
Klassenzahl siehe [NeuO7, §6]).

1.2.18 Definition. Wir bezeichnen mit
E(0,Ok.) := {¢: K — D mit ((Ok,.) C O}

die Menge der Einbettungen von Ok . in O. Gilt :(Ok,) = O, dann nennen
wir ¢« € E(O, Ok ) eine optimale Einbettung bzgl. Ok .. Wir bezeichnen die
Menge der optimalen Einbettungen mit E*(O, Ok ).

1.3 Automorphismen

In diesem Abschnitt wollen wir die Untergruppe O}, (Definition 1.3.5) der
Automorphismengruppe der Quaternionenalgebra D tiber Q untersuchen.
Die Gruppe O}, liefert eine Fuchssche Gruppe I'(1) < SLy(R). Der Quotient
X (1) := H/T(1) liefert eine Shimura-Kurve (Definition 2.3.2).

Sei allgemein F C R ein Zahlkérper und D eine Quaternionenalgebra
uber F. Sei Op der Ganzheitsring von F'.

1.3.1 Definition. Bezeichne Autz(D) die Gruppe der F-Automorphismen
von D, d.h. der Automorphismen v : D — D, die eingeschrankt auf F' die
Identitat sind.

1.3.2 Proposition ( [Vig80, Thm. 2.1, Cor. 2.3] ). Sei~y € Autp(D) ein F-
Automorphismus. Dann ist v ein innerer Automorphismus, dh. es existiert
ein h € D, so dass v(z) = hzh™! fiir alle * € D gilt. Insbesondere gilt
Autp(D) ~ D*/F*.

Sei O C D eine Op-Ordnung. Wir méchten nun zwei bestimmte Grup-
pen von Automorphismen studieren. Namlich jene, deren Elemente die
Ordnung O festlassen und jene, deren Elemente zusatzlich Bilinearformen
auf D festlassen. Diese Gruppen liefern uns Fuchssche Gruppen (Defini-
tion 2.2.7), die uns zur Definition der Shimura-Kurven x*(1) und X'(1)
fuhren (Definition 2.3.2).
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1.3.3 Definition. Wir definieren den Normalisator von O als die Gruppe
Nor(O) :={h € D* : hO = Oh}.

1.3.4 Korollar (zu Prop. 1.3.2).

(i) Die Gruppe der Automorphismen {y € Autp(D) : p(O) = O} der Ord-
nung O ist isomorph zum Quotienten Nor(0)/O%..

(ii) Sei h € O*. Genau dann ist Oh Links- und Rechtsideal, wenn Oh = hO,
i.e. h € Nor(O) ist.

BEWEIS. Der Beweis ist elementar. O

Korollar 1.3.4 besagt, dass Nor(O) auf der Menge der beidseitigen Idea-
len wirkt.

1.3.5 Definition. Bezeichne O}, C D die Gruppe
Op :={h € Op: n(h) =1} < Nor(0).

Sei
t:D—D, z—af

eine positive Involution. Dann korrespondiert nach Proposition 1.1.21 zur
Involution { ein Element a € D, so dass a? € F total negativ ist und = =
awa~! gilt. Dann definiert

E,:DxD—R (1.7)

(x1,29) — tr(zy ca”t -xQT) (1.8)

eine alternierende Bilinearform. Ein Element h € O}, ldsst im folgenden

Sinne die Bilinearform E, fest:
1.3.6 Proposition. Sei h € Op. Dann gilt
E,(z1h,z2h) = 1n(h) - Eq(z1,12)

fur alle x1,29 € D. Insbesondere ist die Bilinearform E, invariant unter
Rechtsmultiplikation von h € Op, wenn h € O}, ist.

BEWEIS. Es gilt

E,(x1h, zoh) = tr(z1h-a™t - (x2h))
= tr(xlhxgihcfl)
=n(h) tr(z1T2a™ ") = n(h) - Eq(z1, x2).
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1.3.7 Bemerkung. Sei A eine abelsche Varietat vom Typ QM und sei eine
Polarisierung A : A — A' gegeben. Die Proposition 1.3.6 besagt, dass far
h € O}, folgendes Diagramm kommutiert:

A—2s gt

]

A2 4t
Wir sind im Folgenden daran interessiert, wie die Gruppen Nor(O) und
OL auf den Einbettungen in D von Zerfallungskérpern wirken. Um die
Notation zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall, dass F' = Q gilt.

1.3.8 Lemma ( [ABO4, Cor. 4.17] ). Sei D eine Quaternionenalgebra tiber
Q und O eine Ordnung von D. Sei desweiteren h € Nor(O) und ¢ : K — D in
E(0, Ok,.). Dann gilt:

(i Der Morphismus " := h=1.(-)h : K — D definiert eine Einbettung von
OK,C in O.

(ii) Die Einbettung " aus (i) ist genau dann optimal, wenn . optimal ist.

Mit Hilfe von Lemma 1.3.8 kann man folgende Aquivalenzrelation defi-

nieren:

1.3.9 Definition. Wir nennen zwei Einbettungen ¢,/ € E(O, Ok .) aquiva-

lent, falls ein h € O}, existiert so dass // = /" ist.
Bezeichne h(0, Ok ) die Anzahl der Aquivalenzklassen optimaler Einbet-

tungen aus E*(O, Ok .).

1.3.10 Proposition ( [Vig80, Cor. 5.12, 5.13] ). Bezeichne ¥_; die Men-
ge der Primzahlen p | disc(D) inert in K und bezeichne b = |X_,|. Es gilt:

hO}, Ok ) = 22T h(Ok ¢).

1.3.11 Bemerkung. (i In [NeuO7, §12] findet man eine Formel fiir die
Klassenzahl von Ok ., die in konkreten Fillen angewendet werden
kann. Man kann somit auch h(0}, Ok .) konkret angeben.

(i) In [Vig80, Cor. 5.12] ist auch eine explizite Formel fiir die Anzahl der
optimalen Einbettungen modulo Nor(Op) gegeben.



Kapitel 2

Abelsche Flachen vom Typ
GM und die
Shimura-Kurve X (1)

In diesem Kapitel benutzen wir die Ergebnisse tiber Quaternionenalgebren
aus Kapitel 1 um die Shimura-Kurve X (1) zu studieren. Sei Op eine fes-
te maximale Ordnung in einer Quaternionenalgebra D tiber Q. Zu der
Automorphismengruppe O}, (Definition 1.3.5) gehort eine Shimura-Kurve
X (1) (Definition 2.3.2). Diese parametrisiert Isomorphieklassen hauptpo-
larisierte abelsche Flachen A mit Einbettungen Op — End(A).

Kroworsch ([Kro09]) zeigt Kongruenzen fiir verallgemeinerte Spuren sin-
gularer Moduli im Fall von klassischen Modulkurven. Um Spurformeln
analog zu denen in [Kro09] definieren zu kénnen, mtissen wir einige Infor-
mationen uber die abelschen Flachen haben, die als Punkte der Shimura-
Kurve X(1) auftreten. Insbesondere die CM-Punkte auf X (1) miissen stu-
diert werden, weil sie eine Verallgemeinerung der singularen Moduli auf
die Shimura-Kurve X (1) sind.

Im Fall der Modulkurve entsprechen den singuldren Moduli die elliptische
Kurven mit komplexer Multiplikation. Analog entsprechen den CM-Punkte
auf X(1) abelsche Flachen deren Endomorphismenalgebra echt grofier als
die Quaternionenalgebra D sind. Diese sind dann isogen zum Produkt iso-
gener elliptischer Kurven.

In diesem Kapitel studieren wir die Shimura-Kurve X (1) und ihre CM-
Punkte, sowohl als Quotient H/I" der komplexen oberen Halbeben nach
einer Fuchsschen Gruppe I', wie auch mittels der Modulinterpretation von
X(1). In Abschnitt 2.1 definieren wir, was wir unter einer abelschen Flache
A vom Typ QM verstehen. Wir zeigen, dass entweder die Endomorphisme-
nalgebra von A in Charakteristik 0 isomorph zur Quaternionenalgebra
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ist oder A isogen zum Produkt zweier elliptischer Kurven ist (Proposition
2.1.8). Wir zeigen auflerdem, dass A Uber endlichen Kérpern nicht abso-
lut einfach ist (Satz 2.1.9). In Abschnitt 2.2 fassen wir dann allgemeine
Ergebnisse tiber arithmetische Fuchssche Gruppen und Shimura-Kurven
uber den komplexen Zahlen zusammen. In Abschnitt 2.3 wenden wir diese
allgemeinen Ergebnisse auf die Shimura-Kurve X (1) an. In Abschnitt 2.4
und Abschnitt 2.5 betrachten wir die CM-Punkte auf X (1) mittels ihrer Mo-
dulinterpretation (Satz 2.3.6) und treffen Strukturaussagen tiber abelsche
Flachen vom Typ QM & CM uber Zahlkérper (Theorem 2.4.12 und Satz
2.5.7). Diese lassen sich mit etwas Vorsicht auch tber endlichen Kérpern
anwenden. Dies benutzen wir in Abschnitt 2.6 um Aussagen tber die Lift-
barkeit von Endomorphismen nach Charakteristik 0 zu treffen. Im letzten
Abschnitt 2.7 geben wir eine intrinsische Beschreibung der CM-Punkte
auf X(1) und verbinden diese mit der Modulinterpretation um eine Kor-
respondenz zwischen CM-Punkten auf X' (1) und bestimmten elliptischen
Kurven explizit zu machen (Theorem 2.7.12).

2.1 Abelsche Flichen vom Typ QM

Sei A eine abelsche Flache tiber dem Koérper F. Wir bestimmen in diesem
Abschnitt die Moglichkeiten fiir die Endomorphismenalgebra End’(A4), so
dass eine Einbettung D — End’(A) einer Quaternionenalgebra D tiber Q
existiert (Proposition 2.1.8). In positiver Charakteristik char(F) > 0 folgt
aus der Existenz einer solchen Einbettung, dass A nicht absolut einfach
ist (Satz 2.1.9).

Sei F' ein beliebiger Kérper mit char(F') # 2. Sei A eine abelsche Varietat
von Dimension 2 tiber F. Bezeichne End(A) den Endomorphismenring von
A und End’(A4) := End(A) ®; Q die Endomorphismenalgebra von A. Fur
Allgemeines tiber Endomorphismenalgebren von abelschen Varietaten sei
auf [Mum?74, Kap. IV] verwiesen.

Bezeichne A’ ~ Pic’(A) die duale abelsche Varietit von A. Bezeichne
tp : A — A die Translation mit P. Sei L ein Geradenbtindel auf A. Die
Zuordnung

o1, : A — Pic’(A) 2.1)
P [tpL® L7

ist ein Homomorphismus. Ist L ampel, so ist ¢ eine Isogenie.

2.1.1 Definition. Eine Quasi-Polarisierung ist ein Morphismus \ : A — A’
mit folgender Eigenschatft:
Es existiert eine Kérpererweiterung F’ > F und ein Geradenbtindel L auf
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A® F', sodass A® F' = ¢ fur pp wie in (2.1) ist.

Ist das Geradenbtuindel L ampel, so nennen wir den Morphismus ) : 4 — A?
eine Polarisierung.

Wir nennen A, falls eine Polarisierung gegeben ist, vereinfachend polari-
sierte abelsche Varietdit. Ist deg A = 1, dann nennen wir A hauptpolarisiert.

Sei nun eine Polarisierung \ : A — A! gegeben.

2.1.2 Proposition ( [Mum?74, §20,821] ). Die Polarisierung induziert eine
positive Involution

t:End®(A) — End’(A4), a—af :=A"1oalo
auf End’(A), die Rosati-Involution.

Betrachte nun also End’(A) ausgestattet mit der Involution t aus Pro-
position 2.1.2.

2.1.3 Definition. Wir nennen eine abelsche Varietat A/F einfach, falls sie
uber F' keine echten abelschen Untervarietiten besitzt. Behdlt A diese
Eigenschaften nach beliebiger Kérpererweiterung, so nennen wir A absolut
einfach.

Wendet man die allgemeinen Ergebnisse flir die Endomorphismenal-
gebren einer abelschen Varietat aus [Mum?74, Thm. 2] auf den Fall g = 2
an, so ergibt sich folgender Satz 2.1.4 fiir die Endomorphismenalgebra
End’(A) := End(A4) ®z Q.

2.1.4 Satz. Sei A eine einfache abelsche Fliche. Bezeichne K das Zentrum
von End’(A) und K, den Unterkérper der Elemente von K, die durch die
Involution t auf End’(A) festgelassen werden. Dann ist End’(A) endlich-
dimensional als Q-Algebra. Der Kérper K ist total reell. Es treten folgende
Méglichkeiten fiir End®(A) auf:

(la) End’(A) = K ~ Q,
(Ib) End’(A) = K ~ Q(v/d) mit quadratfreiem d € N,

an EndO(A) ist isomorph zu einer indefiniten Quaternionenalgebra tiber
den rationalen Zahlen K = Q,

(Illa) End° (A) ist isomorph zu einer definiten Quaternionenalgebra tiber den
rationalen Zahlen K = Q,

(Illb) End®(A) ist isomorph zu einer definiten Quaternionenalgebra tiber dem
Korper Ko ~ Q(v/d) mit d € Qsg,

(IVa) End’(A) ~ Q(v—d) mit d € Qsg, i.e. End’(A) ist isomorph zu einem
CM-Koérper von Grad 2,
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(IVb) End’(A) ist isomorph zu einer Quaternionenalgebra, dessen Zentrum
isomorph zu K ~ Q(v/—d) mit d € Qs ist,

(IVc) End’(A) ist isomorph zu einem CM-Kérper K von Grad 4, d.h. End’(A)
ist isomorph zu einer imagindr quadratischen Erweiterung K des total
reellen Unterkérpers K, = Q(v/d) von Grad 2.

Die Fdlle (I1Ib) und (IVb) treten nur in positiver Charalkteristik auf.

Ist die abelsche Flache A nicht einfach, dann ist sie isogen zum Produkt
A ~ ExE' elliptischer Kurven. In diesem Fall gilt fiir die Endomorphismen-
algebra:

e End’(A) ~ My (End’(E)), falls E und E’ isogen sind,

e End’(A) ~ End’(E) x End’(E"), falls £ und E’ nicht isogen sind.

2.1.5 Definition. Eine einfache abelsche Varietat A hat komplexe Multi-
plikation, falls far die Endomorphismenalgebra D := End’(4) und das
Zentrum K von D die Gleichung /dimg (D) - [K : Q] = 2g erfiillt ist. Ei-
ne zusammengesetzte abelsche Varietat hat komplexe Multiplikation, falls
deren einfache Faktoren komplexe Multiplikation haben.

Eine einfache abelsche Flache hat im Fall (IIIb), (IVb) und (IVc) komple-
xe Multiplikation.

2.1.6 Definition. Sei A eine (nicht notwendigerweise einfache) abelsche
Flache und existiere eine Einbettung yqy : D — End’(A) einer indefiniten
Quaternionenalgebra D tber Q in die Endomorphismenalgebra End’(A)
von A. Bezeichne t die positive Involution auf End’(4). Wir nehmen an
dass ¥qu (D) = qu(D) erfiillt sei. Dann nennen wir die abelsche Flache
A vom Typ @M durch gy . Wir nennen die Einbettung vqu : D < End’(A)
den QM-Typ von A.

2.1.7 Bemerkung. Bezeichne
t=1vquotovou: D — D

ebenso die positive Involution auf D induziert durch den QM-Typ ¥qu.
Wenn wir vom QM-Typ sprechen, meinen wir, dass die Quaternionenalge-
bra D mit jener positiven Involution  versehen ist.

In der folgender Proposition 2.1.8 bestimmen wir die Moglichkeiten fur
die Endomorphismenalgebra einer abelschen Flidche A von Typ QM in
Charakteristik 0.

2.1.8 Proposition. Sei F' ein Kérper der Charakteristik char(F) = 0 und A
eine abelsche Fldche tiber F vom Typ QM durch D. Dann gilt folgendes fiir
die Endomorphismenalgebra End®(A):
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(i) Ist A tiber F einfach, dann ist End"(A) isomorph zu einer Quaternio-
nenalgebra (Fall Il in Satz 2.1.4).

(ii) Ist A tiber F nicht einfach, dann gilt End’(A) ~ My(K). Und es gilt
A ~ E? fiir eine elliptische Kurve mit komplexer Multiplikation durch
K cD.

BEWEIS. Ist A einfach, dann gilt nach der Klassifikation der Endomorphis-
menalgebren von einfachen abelschen Flachen in Satz 2.1.4, dass End’(A)
kommutativ ist oder isomorph zu einer indefiniten Quaternionenalgebra
D tber Q. Dies beweist (i).

Ist A tiber F nicht einfach, dann gilt A ~r E x E’ fir elliptische Kurven
E,E'. Somit ist End’(4) kommutativ oder isomorph zu einer Matrixalge-
bra My(K). Es muss also D C My(K) gelten und folglich K ein Zerfal-
lungskorper von D sein. Da End’(A4) ~ My(K) ist, folgt dass E ~ E’ und
End’(E) ~ K C D gilt. O

Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass A eine abelsche Flache vom
Typ @M tiber einem endlichen Korper k ist. Mittels der Honda-Tate-Theorie
([Tat68]) kann man zeigen, dass A nicht absolut einfach ist:

2.1.9 Satz. Sei k ein endlicher Kérper der Charakteristilk p := char(k). Set
D ftiber Q eine indefinite Quaternionenalgebra. Sei A eine abelsche Fldche
tiber k vom Typ QM durch D. Dann ist A (iiber dem algebraischen Abschluss
k) isogen zum Produkt E? einer elliptischen Kurve E mit komplexer Multipli-
kation. Insbesondere ist A entweder gewdhnlich oder supersinguldir.

BEWEIS. Mittels der Honda-Tate-Theorie werden in [Oor, Bem. zu Prop.
3.13] die Moglichkeiten fiir die Endomorphismenalgebren von einfachen
abelschen Flachen tiber endlichen Korpern bestimmt. Dort wird auch be-
stimmt, ob die zugehorige abelsche Flache absolut einfach ist. Dies liefert
das Ergebnis, dass A genau dann absolut einfach ist, wenn End’(A) iso-
morph zu einem CM-Korper K von Dimension 4 ist. Da eine Einbettung
D — End’(A) existiert ist End”(A) nicht kommutativ. Folglich ist A nicht
absolut einfach. O

2.1.10 Bemerkung. In Charakteristik 0 gibt es absolut einfache abelsche
Flachen vom Typ QM, siehe [HM95, Example 1.6]. Beispielsweise ist die
Jakobische J(C) der Kurve

C:y?=x(x

1+2v11 —-14+2v11
4++7w3+@m2+%x+1)

2 20
vom Typ QM mit der Quaternionenalgebra D := (%) . Sie ist aber absolut
einfach, also hat J(C) nach 2.1.8 insbesondere keine komplexe Multipli-

kation.
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2.1.11 Korollar. Wir benutzen die Notation von Satz 2.1.9. Sei A deswei-
teren gewohnlich. Dann existiert ein imagindrer Zerfdllungskérper K von D,
so dass End’(E) ~ K gilt. Insbesondere gilt End%(A) ~My(K)~D®gK.

BEWEIS. Dies folgt aus der selben Uberlegung wie in Proposition 2.1.8. [

Der p-Rang (Definition 2.1.12) ist eine wichtige Invariante einer abel-
schen Varietit in positiver Charakteristik.

2.1.12 Definition. Sei A eine abelsche Varietat von Dimension g tiber ei-
nem Kérper & mit char(k) = p > 0. Bezeichne A[p|(k) die p-Torsionspunkte
von A tiber dem algebraischen Abschluss k von k. Dann nennen wir die
nattirliche Zahl 0 < r < g, so dass A[p|(k) ~ (Z/pZ)" gilt, den p-Rang von A.
Wir nennen A gewdhnlich falls r = ¢ gilt. Wir nennen eine elliptische Kur-
ve supersinguldr, falls » = 0 gilt. Eine abelsche Varietit von Dimension
¢ > 1 nennen wir supersinguldr, falls A tiber dem algebraischen Abschluss

k isogen zum Produkt EY einer supersinguldren elliptischen Kurve E ist.

Wir bestimmen den p-Rang einer abelschen Flache vom Typ QM:

2.1.13 Korollar. Sei D tiber Q eine indefinite Quaternionenalgebra. Sei A
eine abelsche Fliche tiber einem endlichen Kérper k vom Typ QM durch D.
Dann ist A entweder gewdhnlich oder supersinguldr.

BEWEIS. Dies folgt direkt aus Satz 2.1.9, da die elliptische Kurve £ C A
entweder gewodhnlich oder supersingular ist. O

2.2 Arithmetische Fuchssche Gruppen

In diesem Abschnitt zitieren wir allgemeine Ergebnisse tiber Fuchssche
Gruppen (Definition 2.2.7) und geben die Definition einer arithmetischen
Fuchsschen Gruppe (Definition 2.2.13). Dieser Abschnitt ist die Vorberei-
tung fiir den nachsten Abschnitt 2.3, in dem wir Shimura-Kurven (Defi-
nition 2.2.14) uber C betrachten, die Isomorphieklassen von hauptpolari-
sierten abelschen Flachen vom Typ QM parametrisieren.

Sei H:={z=a+biceC: b=1Imz >0} die komplexe obere Halbebene.

2.2.1 Definition. Eine gebrochene lineare Transformation ist eine Abbil-
dung Pt — P, definiert durch

az+b . a b
= rd mit < . 4 > € GLy(C).

2.2.2 Proposition. Die Gruppe PSLy(R) := SLs(R)/{£1} wirkt via gebroche-
ner linearer Transformation auf P*(C).
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BEWEIS. Dies rechnet man elementar nach. O

Sei I' < SLy(R) im Folgenden eine diskrete Untergruppe und wirke T’
auf P!(C) via gebrochener linearer Transformation.

2.2.3 Definition. Sei o € '\ {£1}. Wir nennen ¢ genau dann
e parabolisch, wenn o genau einen Fixpunkt in RU {co} besitzt,

e elliptisch, wenn die Fixpunkte von ¢ gegeben sind durch ¢, ¢ fir ein
(eH,

e hyperbolisch, wenn o zwei Fixpunkte in R U {co} besitzt.

Wir nennen Punkte ¢ € P!(C), fiir die es ein parabolisches (resp. ellipti-
sches) Element ¢ € I' mit ¢ = ¢ gibt, Spitzen (resp. elliptische Punkte).

2.2.4 Proposition ( [Shi94, Prop. 1.16, 1.17]). Sei( € P!(C) und bezeich-
ne den Stabilisator von ¢ unter I' mit I'c := {c € ' : ¢ = (}.

e Sei ( € H ein elliptischer Punkt. Dann ist der Stabilisator I eine end-
liche zyklische Gruppe. Wir nennen die Zahl |T'¢| € N die Ordnung des
elliptischen Punkts (.

e Sei ( € RU{oo} eine Spitze. Dann ist I';/(I' N {£1}) isomorph zu Z.

2.2.5 Definition. Sei I' < SLy(R) eine diskrete Untergruppe. Wir definie-
ren die erweiterte obere Halbebene als

H* :=H U {Spitzen von I'}.

2.2.6 Satz ( [Shi94, §1.5] ). Sei I eine diskrete Untergruppe von SLy(R).
Dann wirkt I' auf H* und es existiert eine komplexe Struktur auf X := H* /T,
so dass X eine Riemannsche Fldche ist.

2.2.7 Definition. Wir nennen eine diskrete Untergruppe I" C SLy(R) eine
Fuchssche Gruppe der ersten Art, falls H*/T' eine kompakte Riemannsche
Flache ist.

2.2.8 Bemerkung. Falls X := H*/T" kompakt ist, kann man auf X ein
Radon-Maf3 einfiihren, das hyperbolische Volumen vol(X). Wir méchten
dies nicht ausfiihren. Eine Definition wird in [Shi94, §2.5] gegeben.

In der Literatur wird das hyperbolische Volumen vol(X) haufig benutzt
um eine aquivalente Definition der Fuchsschen Gruppen zu geben. Es gilt
namlich far eine diskrete Untergruppe I' C SL2(R), dass H*/T" genau dann
kompakt ist, wenn vol(X) endlich ist ([Shi94, §2.5]). Folglich ist I" C SLs(R)
eine Fuchssche Gruppe, falls H*/T endliches Volumen vol(X) hat.
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2.2.9 Bemerkung. Sei ( € H ein elliptischer Punkt (bzw. eine Spitze). Wir
nennen das Bild [(] € H*/T unter der Quotientenabbildung ebenfalls ellip-
tischen Punkt (bzw. Spitze).

2.2.10 Proposition ( [Shi94, Prop. 2.20] ). Bezeichne X := H*/T", wobei
I’ < SLy(R) eine Fuchssche Gruppe der ersten Art sei. Bezeichne mit m € N
die Anzahl der Spitzen von X und mit e; € N die Ordnungen der elliptischen
Punkte von X. Dann hat X endliches hyperbolisches Volumen vol(X) (Be
merkung 2.2.8). Fiir das Geschlecht g von X gilt:
29 — 2 =vol(X) = > (1- l) —m.

i K
2.2.11 Definition. SeiI' < SL(2,R) eine Fuchssche Gruppe der ersten Art.
Bezeichne mit x; € H* die elliptischen Punkte und die Spitzen von I'. Wir
nennen I' eine Dreiecksgruppe, falls X := H*/T" von Geschlecht g = 0 ist
und die Anzahl der elliptischen Punkte zusammen mit der Anzahl der Spit-
zen 3 ist. Falls z; ein elliptischer Punkt ist, bezeichne e; die Ordnung
von z;. Falls x; eine Spitze ist, setzen wir e; := co. Dann schreiben wir
I = A(ey, e, e3) flir die Dreiecksgruppe.

2.2.12 Definition. Wir nennen zwei Untergruppen G;, G» einer Gruppe G
kommensurabel, falls ihr Schnitt G; N G, endlichen Index in G; und G
hat.

Sei D eine Quaternionenalgebra tiber einem Zahlkérper F. Sei O eine
Op-Ordnung und sei 0! := {h € O* : n(h) = 1}. Sei O! — SLy(R) eine
Einbettung und I'o < SL2(R) ihr Bild.

2.2.13 Definition. Sei I' C SLy(R) eine Fuchssche Gruppe der ersten Art.
Wir nennen I' arithmetisch, falls I' kommensurabel zu einer Gruppe I'p
wie oben ist.

2.2.14 Definition. Sei I' C SLy(R) eine arithmetische Fuchssche Gruppe
der ersten Art. Dann nennen wir den Quotienten +*/I" eine Shimura-Kurve.

2.2.15 Bemerkung. Dies ist die Definition einer Shimura-Kurve tiber C.
Man kann diese tiber beliebigen Korpern definieren. Dazu siehe zum Bei-
spiel [M6105, Definition 1.1] und [Del71].

2.3 Shimura-Kurve X (1): Definition und Alge-
braisierbarkeit

Sei D eine indefinite Quaternionenalgebra tiber Q und Op eine maximale
Ordnung. In Abschnitt 2.2 haben wir gesehen, dass die Gruppe O} (Defi-
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nition 1.3.5) eine Shimura-Kurve X' (1) (Definition 2.2.14) tiber C definiert.
In diesem Abschnitt zitieren wir bekannte Ergebnisse fiir X'(1). Insbeson-
dere korrespondieren die Punkte von X'(1) zu hauptpolarisierten abelschen
Flachen vom Typ QM (Satz 2.3.6). Wir benutzen diese Modulbeschreibung
um X'(1) in Kapitel 4 weiter zu untersuchen.

Sei D eine indefinite verzweigte Quaternionenalgebra tiber Q, d.h. es
gilt D ®g R ~ My(R) und D ist nicht isomorph zur Matrixalgebra M:(Q).
Bezeichne () # ¥ C N die Menge der Primteiler von disc(D). Sei Op die (bis
auf Konjugation eindeutige) maximale Ordnung in D. Bezeichne

Op :={h € Op :n(h) =1}, (2.2)
Nor(Op) := {[h] € D* :n(h) > 0,hOp = Oph} (2.3

wie in Definition 1.3.5 (bzw. 1.3.3).

Sei eine Einbettung © : D — M,(R), gegeben. Diese Einbettung ist eindeu-
tig bis auf Konjugation. Mittels der Einbettung © kann man die Gruppen
0O}, und Nor(Op) als diskrete Untergruppen von SLy(R) auffassen. Wir be-
zeichnen diese Untergruppen von SLg(R) mit

2.3.1 Satz ( [Shi94, Prop. 9.2] ). Die GruppenT'(1) (resp. I'*(1)) sind arith-
metische Fuchssche Gruppen. Es existieren keine parabolischen Elemente o
in (1) (resp. T'*(1)).

2.3.2 Definition. Wir definieren die Shimura-Kurven X (1) und X*(1) als
die Quotienten X(1) := H/T'(1) und X*(1) := H/T*(1). Diese Quotienten
sind nach Satz 2.3.1 kompakte Riemannsche Flachen.

2.3.3 Proposition ( [Vig80, Abschnitt IV.3.A] ). Das hyperbolische Volu-
men von X (1) ist gegeben durch

vol(X(1)) = ¢ (b—1).
pldisc(D)

Es gibt nur elliptische Punkte von Ordnung 2 und 3 und die Anzahl ns (bzw.
ng) der elliptischen Punkte von Ordnung 2 (bzw. Ordnung 3) sind

v L) e Lo (2)

pldisc(D) pldisc(
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Das Geschlecht g von X(1) ist gegeben durch

2.3.4 Beispiel. Sei D die Quaternionenalgebra tiber Q mit Diskriminante
disc(D) = 6. In der Notation von Proposition 2.3.3 gilt

1
VOl(X(l)) = g, Nog = 2, ns = 2.
Das Geschlecht von X'(1) ist somit g = 0.

Die Kurve X(1) ist eine Uberlagerung von X*(1). Tatsachlich gilt nim-
lich folgende Proposition 2.3.5. Diese werden wir in Satz 2.7.12 benutzen
um zu zeigen, dass eine Korrespondenz zwischen den CM-Punkten auf
X(1) (2.7.4) und den CM-Punkten auf der Modulkurve X (1) existiert.

2.3.5 Proposition ( [Vig80, § IV.3.B] ). Die Gruppe I'(1) ist eine normale
Untergruppe von T'*(1) von Index 2*. Der Quotient T'\(1)/T*(1) ist eine ele-
mentarabelsche 2-Gruppe. Die Elemente von I'*(1) /T'(1) korrespondieren zu

den Klassen [h] von Elementen h € D, fiir die n(h) = [] p filr eine Unterme-
peX’
ge Y C ¥ gilt.

In [Shi67, §4] und [Shi63, §2] wird beschrieben, wie die Shimura-Kurve
X (1) polarisierte abelsche Flachen A mit Einbettungen Op — End(A4) pa-
rametrisiert.

2.3.6 Satz ( [Shi67, Thm. 4.20], [Shi63, Thm. 1] ). Es gibt eine Bijektion
zwischen den Punkten ¢ € X (1) und den Isomorphieklassen hauptpolari-
sierter abelscher Fléichen mit QM durch Op.

Die Shimura-Kurven X' (1) und X*(1) sind algebraisierbar.

2.3.7 Satz ( [Shi67, Thm. 4.20], auch [Shi94, Thm. 9.6] ). Es existieren
Modelle von X (1) und X*(1) als projektive algebraische Kurven iiber dem
Zahlkorper Q.

2.3.8 Bemerkung. Wir bezeichnen diese algebraischen Kurven ebenfalls

mit X' (1) und X*(1).

2.4 Abelsche Flichen vom Typ QM mit komple-
xer Multiplikation

Proposition 2.1.8 impliziert, dass eine abelsche Flache A vom Typ QM
mit komplexer Multiplikation nicht absolut einfach ist. D.h. tUber einer
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Erweiterung des Definitionskérpers ist A isogen zum Produkt isogener
elliptischer Kurven. Wir konstruieren zu einer gegebenen Idempotenten
e € End’(A) mit bestimmten Eigenschaften (Notation 2.4.6) eindeutige el-
liptische Kurven E., Ez und eine explizite Isogenie ¢ : A — E. x Ez (Theorem
2.4.12).

2.4.1 Notation. Sei D eine indefinite Quaternionenalgebra tiber Q und
Op in D eine maximale Ordnung. Sei F' ein Koérper der Charakteristik
char(F') # 2 und A eine abelsche Flache vom Typ QM durch ¢qum : Op —
End(A) tiber F. Sei A : A — A! eine Hauptpolarisierung. Dann liefert \ eine
Involution auf End(A) und durch Einschranken eine Involution auf Op,
die wir mit ¢ — a' bezeichnen (siehe Bemerkung 2.1.7). Wir nehmen an,
dass die Polarisation )\ : A — A’ und alle Endomorphismen von A tber F
definiert sind.

2.4.2 Bemerkung. Angenommen A habe zusatzlich komplexe Multiplika-
tion im Sinne von Definition 2.1.5. Dann impliziert Proposition 2.1.8, dass
A isogen zum Produkt E? einer elliptischen Kurve E mit komplexer Mul-
tiplikation durch einen imaginar quadratischen Kérper K ist. Die Quater-
nionenalgebra D lasst sich in End’(A) ~ M, (K) einbetten und folglich ist
K ein Zerfallungskorper von D.

2.4.3 Notation. Wir nehmen an, A habe komplexe Multiplikation und es
gelte End®(A) ~ M,y (K) fiir einen imaginir quadratischen Zerfallungskor-
per K = Q(a) mit o? = —d € Z.o quadratfrei.

Sei
e:End®(4) = D@y K

ein Isomorphismus, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

YoM

D End’(A) (2.4)

can
€

D ®q K.
2.4.4 Proposition. Es existieren genau 2 Isomorphismen
£1,€2: EndO(A) — D RXqQ K,

die das Diagramm (2.5) kommutativ machen. Dabei ist €5 die Verkniipfung
von ¢, mit der komplexen Korjugation in Q ®qg K.

BEWEIS. Seien ¢,e5 : End”(4) — D ®g K zwei Isomorphismen, die das
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Diagramm (2.5) kommutativ machen. Wir definieren den Isomorphismus
ki=eroe]' 1 DRgK — D®gK.

Nach der Definition der Isomorphismen ¢; ist die Einschrankung von « auf
D ®q Q die Identitit auf D ®g Q. Fur den Morphismus « muss damit

KdRa)=(doDk(l®a)=rk(1l®a)(d®1)

gelten und folglich ist x(1®a) € Zentrum(D®gK) = Q®gK . Aus der Identitat
k(l®a)?=d®1 folgt k(1®a) = +1 ® a. O

Bezeichne nun ¢ : End’(4) — D ®¢ K den (bis auf Konjuation) eindeu-
tigen Isomorphismus aus Prop. 2.4.4.

2.4.5 Proposition. Das Zentrum von End(A) ist mittels ¢ isomorph zu 7 ®z
Ok, fiir eine Ordnung Ok . von K mit Fithrer ¢ € N. Somit definiert

et Op ®7z OK,C — End(A)
eine Einbettung.

BEWEIS. Es ist offensichtlich, dass das Zentrum einer Z-Ordnung wieder-
um eine Z-Ordnung ist. Der Endomorphismenring End(A) ist eine Ord-
nung in End"(A). Somit ist Zentrum(End(A)) eine Ordnung in ¢ '(Q ®¢ K),
dem Zentrum von End’(A4). Die Behauptund der Proposition folgt unmit-
telbar. O

2.4.6 Notation. Sei nun die Ordnung Ok . mit Fiihrer ¢ € N wie in Propo-
sition 2.4.5 gegeben, d.h. Zentrum(End(A)) ~ Ok .. Sei

t: K — D

eine optimale Einbettung von Ok . in Op, d.h. es gelte Ok . = =1 (Op).
Bezeichne mit

1
e:§(l®1+b(a)_1®a)€D®QK (2.5)
die zu ¢ gehoérende Idempotente nach Proposition 1.2.14.

2.4.7 Definition. Sei A eine abelsche Varietat und I C End(A) ein Ideal
in End(A). Wir definieren das Torsionsuntergruppenschema bzgl. I als das

Untergruppenschema
All] = ﬂ ker .

yel
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2.4.8 Lemma. Sei A eine abelsche Varietdit, nicht notwendigerweise ein-
fach, und I C End(A) ein Ideal. Genau dann existiert eine Isogenie v # 0 in
I, wenn I ein Gitter in End(A) ist.

BEWEIS. Sei I ein Gitter und § € End(A) eine Isogenie. Dann existieren
n e N\ {0} und § € I, so dass 3 = f3 o [n] gilt. Daraus folgt die Gleichheit
ker 3 = ker(( o [n]) und somit ist 4 € I\ {0} eine Isogenie.

Sei umgekehrt 5 € I\ {0} eine Isogenie und n := deg . Dann existiert ein
(3 € End(A), so dass die Isogenie [n] faktorisiert als [n] = § o 3. Somit gilt
[n] = Bof €I und folglich auch I ® Q ~ End’(A4). O

2.4.9 Bemerkung. Falls A eine einfache abelsche Varietat ist, sind alle
nicht-trivialen Endomorphismen Isogenien, und somit ist / genau dann
ein Gitter wenn [ nicht trivial ist.

2.4.10 Lemma. Sei A eine abelsche Varietdt und I C End(A) ein Ideal.
(i) Ist I ein Gitter in End(A), so ist das Untergruppenschema A[I| endlich.

(i) Ist A[I] endlich, so ist das Ideal J = {3 € End(A) : BA[I] =0} D I ein
Gitter.

BEWEIS. Ist I ein Gitter, dann existiert nach Lemma 2.4.8 eine nicht-
triviale Isogenie € I und folglich ist A[I] C ker § endlich.

Ist n := |A[I]| endlich, dann gilt A[I] C ker[n] und somit gilt [n] € J. Folg-
lich ist J ein Gitter nach Lemma 2.4.8. Die Relation I C J gilt nach der
Definition des Torsionsuntergruppenschemas A[7]. O

Die nachste Proposition liefert eine explizite Konstruktion des Quotien-
ten A/A[I]. Far weitere Details sei auf [Shi98, §7] verwiesen.

2.4.11 Proposition ( [Shi98, §7, Prop. 7],[Wat69, § 3.2] ). Sei A eine abel-
sche Varietdt und I C End(A) ein Gitter. Seien (v;); C End(A) Erzeuger von I
tiber End(A), dann definiert

b= (v)i: A— [[1m~i,
Pr— (vi(P)):
eine Isogenie mit kery = A[l]|. Folglich gilt [],Im~; ~ A/A[I] als abelsche
Varietdten. Sind A und alle v € I iiber F definiert, dann ist auch v tiber F
definiert.

Wir konstruieren eine explizite Isogenie

A—>E8XE§.
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Dazu erinnern wir an unsere Bezeichnungen. Gegeben ist die abelsche
Flache A vom Typ QM durch D und die Einbettung ¢ : O . — Op. Dann
existiert nach Satz 1.2.4 ein u € D, so dass D = ((K) + w(K), v* € Q und
ux = Tu far alle z € «(K) gilt. Sei ein solches Element v € Op gewahlt.

Das Element e := ¢, = 1(1®1+:(a) ' ®a) € D®g K bezeichne die zu ¢ geho-
rige Idempotente. Die zu 7 gehdrende Idempotente e; ist nach Proposition
1.2.16 gegeben durch e; =e=1—e.

2.4.12 Theorem. Sein € .(Ok ), so dass en € End(A) ist. Dann existieren
isogene elliptische Kurven E., Ez vom Typ CM durch O . und eine Isogenie

wen:A_)EeXEga

von Grad deg )., | degn.

BEWEIS. Wir definieren I = (en,en) als das ganze Ideal in End(A) erzeugt
von en und en. Da n = en+en € I C End(A) eine Isogenie definiert, ist 7 nach
Lemma 2.4.8 ein Gitter. Somit definiert / nach Lemma 2.4.11 eine Isogenie
ey : A — A’ mit ker )., = A[I] C kern. Insbesondere folgt deg ., | degn.
Das Ideal el = (en) < End(A) ist kein Gitter, da e¢ # 1 eine Idempotente
ist, also zu einer Projektion gehort. Dies impliziert dass A — A/Alel] keine
Isogenie ist. Also ist A/Alel] eine abelsche Varietat von Dimension < 1. Da
aber el # {0} gilt, ist E. := A/A[el] eine elliptische Kurve. Analog definiert
man die elliptische Kurve Ez := A/A[el]. Damit definiert das Gitter I C
End(A) nach Lemma 2.4.11 eine Isogenie

Yen 1 A — Ee X Eg.

Wir méchten nun zeigen, dass E. ~ Ez gilt. Dazu betrachten wir zunachst
End(E.). Die Endomorphismen 5 € End(A), die mit en € End(A) kommutie-
ren, also E. auf sich selbst abbilden, sind ¢~*(3) € «(Ok,.) ® Ok .. Folglich
gilt O . ~ End(E,). Analog gilt O . ~ End(E).

Fir das Element u € Op gilt wenj = enu, d.h. folgendes Diagramm kommu-

tiert
A—">E, (2.6)
en
A—— Fe.
Dies liefert eine explizite Isogenie u|g, : F. — F=. O

Im Folgenden wollen wir Aussagen Uber die Eindeutigkeit der ellipti-
schen Kurven E, und E; treffen.
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2.4.13 Lemma. Seienn,n’ € 1((Ok,), sodass en,en’ € End(A) ist. Bezeichne

wen:A_’EeXEgv
ey A — EL x EL

die zugehorigen Isogenien aus Satz 2.4.12. Dann gilt E. ~ E! und Ez ~ E..

BEWEIS. Es gilt 0.B.d.A. ' = 3n fur ein § € «(Ok) und folglich en’ = en-ef.
Es ist en € End(E,) und en’ € End(E!). Somit definiert e eine Isogenie
ef: E, — E!. Es existiert ein N € N, so dass [N]oef € End(E,) ist:

e Lop N g

Folglich gilt E!/E![N] ~ E. und somit sind E. und E/ isomorph. Analog
gilt Bz ~ E.. 0

2.4.14 Lemma. Seien .,/ : K — D zwei dquivalente Einbettungen im Sinne
von Definition 1.3.9, d.h. es existiert ein h € 0}, so dass !/(z) = hi(z)h~!
fuir alle x € K gilt. Bezeichne mit e,/ € D ®g K die korrespondierenden
Idempotenten. Seien 1,1’ € 1(Ok ) so gewdhlt, dass en, e’/ € End(A) ist. In
der Bezeichnung von Satz 2.4.12 gilt dann E. ~ E. und Fz ~ Fz .

BEWEIS. Sei h € O} so gewahlt, dass /(z) = h(z)h~! far alle z € K gilt.
Zu h korrespondiert ein Isomorphismus 4 = A. Daco(h®1) = (h®1)oe
ist, liefert die Einschrankung von h auf E. (bzw. Ez) einen Isomorphismus
E.~ FE! (bzw. Fz ~ FEz). O

2.4.15 Proposition. Es existiert n € (Og,) mit en € End(A), so dass fiir
die Isogenie ., : A — E. x Ez aus Satz 2.4.12 gilt, dass

deg ey | (4¢® - disc(K)).

BEWEIS. Angenommen es gilt 4 | disc(K). Dann ist Ok, = Z & caZ. Far
1 = 2ca € Ok, folgt, dass en = ca® 1+ 1® ca € Ok, ® Ok, gilt. Nach
Proposition 2.4.5 ist somit en € End(A). Es gilt n(n) = 4¢?d = ¢*-disc(K) und
folglich degn = ¢?-disc(K). Mit der Teilbarkeitsbedingung deg ., | degn aus
der Aussage von Satz 2.4.12 folgt somit die Behauptung.

Angenommen es gilt 4 { disc(K). Dann ist O . = Z ® ¢i52Z. Fur n := 2ca €
Ok, gilt ebenso en € End(A). Die Aussage folgt dann aus der Identitat
degn = 4c? - disc(K). O

2.4.16 Bemerkung. Man kann die elliptische Kurve E. (bzw. Eg) nach
Proposition 2.4.11 auch als Bild unter der Abbildung en (bzw. en) auffas-
sen. Man betrachtet also E. (bzw. E-) als Untervarietat von A. Die duale
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Isogenie z/JeDn von 1., ist dann gegeben durch

E.xE:— A
(z,y) — 0" (@) + 7" (y).

Ein Isomorphismus ¢ : End”(4) — D ®g K aus Proposition 2.4.4 indu-
ziert durch die positive Involution 1 auf End(A) eine positive Involution
auf D ®q K. Die Proposition 2.4.4 impliziert, dass diese unabhéngig von
der Wahl des Isomorphismus ¢ ist. Diese Involution auf D ®q K sei eben-
falls mit  bezeichnet. Das folgende Lemma beschreibt die Involution { auf
D ®q K in Termen der kanonischen Einbettung D — D ®q K.

2.4.17 Lemma ( [Knu91, Thm. 9.3.5]). Sei { eine positive Involution auf
D. Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung von 1 zu einer positiven Invo-
lution auf D ®g K. Sei o € K \ Q mit o? € Q, dann ist die Involution gegeben
durch (h® a) — hi @ @.

2.4.18 Bemerkung. Es sei daran erinnert, dass die positive Involution t :
D — D nicht der Konjugation (Lemma 1.1.14) in D entspricht.

2.4.19 Bemerkung. Die Polarisierung von A entspricht nicht der durch
das Produkt FE. x FEr induzierten Polarisierung. Denn ware die Polarisie-
rung auf A durch die auf dem Produkt FE. x Ez induziert, so musste die
Involution auf End(E) der Konjugation entsprechen. Insbesondere wiirde
dies bedeuten, dass fiir die Idempotente ¢ € D ®g K die Identitat ef = ¢
gilt. Mit Lemma 2.4.17 berechnen wir

el=3(1®1+ua ) ®a)
=i(lel+ua N @a)
< ilel—a)®a)=¢
Da @ = —a gilt, muss «(a)! = (() erfiillt sein. Dies ist aber ein Widerspruch

dazu, dass { eine positive Involution ist.

2.5 Konstruktion abelscher Flichen vom Typ
GM mit komplexer Multiplikation

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es zu zeigen, dass fur eine elliptische
Kurve E vom Typ CM durch K eine abelsche Flache A von Typ QM und
komplexer Multiplikation durch M,(K) existiert. In gewissem Sinne ist
dies eine Umkehrung von Theorem 2.4.12. Dies wird in Satz 2.5.7 genauer
beschrieben. In den folgenden Abschnitten 2.6, 2.7 spielen die Ergebnisse
dieses Abschnittes eine entscheidende Rolle.
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Sei F' nun ein Zahlkérper und E eine elliptische Kurve tber F mit
komplexer Multiplikation durch einen CM-Korper K. Sei ein fester Iso-
morphismus ¢ : Ok . — End(E) gewéhlt. Sei 6 € N eine quadratfreie Zahl
mit ggT(d,n(m)) = 1 fur alle m € K*. Sei eine elliptische Kurve E’ mit
End(E’) ~ Ok . und eine Isogenie u : £ — E’ von Grad degu | §? gegeben.
Sei 4 : E' — FE eine Isogenie mit @ o u = [f]. Dann gilt:

End(E’) = [0 'uEnd(E). (2.7)

2.5.1 Bemerkung. In der Situation von Abschnitt 2.4 gilt £ = E, und
E' = FE;. Der genaue Zusammenhang wird in Satz 2.5.7 beschrieben.

Bezeichne 7 : Ok . — End(E) die Verkntipfung von ¢ mit der komplexen
Konjugation. Definiere mittels (2.7)

/1 O, — End(E') (2.8)
0 — [9]*1 ouz(f) o . (2.9)

Dann gelten fiir alle € Ok . die Identitaten

Wir konstruieren eine Quaternionenalgebra D tber Q aus geeigneten
Teilalgebren von Hom(FE, E’') und Hom(E’, E'). Dazu identifizieren wir @ und
u (bzw. ¢ und //). Dies geschieht formal wie folgt:

Wir definieren eine Algebra D’ und Ideale I, I,k als

(LK) x u(K) x /(K) x u/(K)),
Hom(E, E') x Hom(E', E),
ta),1,1,1) — (1,1,/(a), 1)),
Lu(a),1,1) — (1,1,1, 0 ())).

N

((
=((
2.5.2 Proposition. Die Algebra

D:=D'/(Ix + Luk)
ist eine Quaternionenalgebra iiber Q.

BEWEIS. Fuir die Algebra D gilt
(i) D=uK)®wK),

() v2=wa =90,
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(i) w(a)=/(@)u = (@)u.

Damit ist D nach Prop. 1.2.7 eine Quaternionenalgebra tiber Q. O

Sei nun Op eine maximale Ordnung, die Ok . & uOk . enthalt. Wir de-
finieren wie folgt eine Wirkung von Op auf E x E’:

2.5.3 Lemma. Sei ein Element h := ;1 + ufBy € Op mit §; € K gegeben.
Dann korrespondiert h zu einer Isogenie ¥(h) : E x E' — E x E'.

BEWEIS. Seizunédchst h € Ok . ®uOk . C Op, d.h. §; € Ok .. Die Definition
von D liefert uns die Morphismen

VUp(h) = («(b1),u(B2)) : E — E x E,
\IJEI(h) = (L/(B1)7’I],L/(ﬁ2)) B — E' xE.

Wir definieren den Morphismus

U(h):ExE — ExE'
(P.Q) = ¥p(h)(P)+ ¥e (h)(Q).

Die Verkntipfung von ¥(h) mit der Projektion nach E bzw. E’ ist

(L(B) +ad(B2): EXE'— E
bzw. (L(ﬁg) + uL/(61>) ExFE — FE.

Man rechnet mittels der Identifikation E’ = u(F) nach, dass ker ¥(h)|g und
ker U(h)|g endlich sind. O

2.5.4 Lemma. Die Abbildung

U:Op — End(E x E’) (2.10)
h— \I/(h)

ist ein Morphismus. Dabei bezeichnet ¥(h) : E x E' — E x E’ die Isogenie
aus Lemma 2.5.3.

BEWEIS. Dies rechnet man mittels den Relationen in D aus dem Beweis
von Proposition 2.5.2 elementar nach. O

Wir betrachten weiter fir g € O . die Isogenie
(L(B),/(B): ExE — ExFE. (2.11)

Insgesamt bekommen wir den folgenden Satz:
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2.5.5 Satz. Mit der Bezeichnung aus (2.10) und (2.11) existiert eine Einbet-
tung

V:0p®zOr,c— End(E x E’) (2.12)
h®1l— ¥(h)
1@ B (u(B),(B)).

BEWEIS. Es ist offensichtlich, dass

U(h® B)="T(h)o (u(B),/(B))
=0 (h®1)o¥(1®A)
€ End(E x E')

fir h® B € Op ®z Ok, gilt. Damit folgt die Behauptung. O

Wir méchten der abelschen Fliache E x E’ mit ihrer Op-Wirkung eine
abelsche Flache vom Typ QM zuweisen. Sei dazu e = 1 (1®1+:(a) ' ®a) die
zu ¢ gehorende Idempotente und e = 1 — e die zu 7 gehérende Idempotente.

2.5.6 Bemerkung. Die abelsche Flache F x E’ ist nicht vom Typ QM im
Sinne von Definition 2.1.6, da die Produktpolarisation auf F x E’' keine
positive Polarisation auf D liefert (vgl. Bemerkung 2.4.19).

2.5.7 Satz. Sein € Ok, sodass en € Op ® Ok, ist. Desweiteren sei das
ganze Ideal I = (V(en), ¥(en)) von End(E x E’) und das Torsionsuntergrup-
penschema G := (E x E')[I] gegeben. Dann ist G endlich und definiert somit
eine Isogenie

Ve : EX E' — (Ex E')/G.

Bezeichne A := (E x E’)/G die abelsche Fldche. Die Einbettung
U: Op ®z Ok.c — End(E x E')
aus (2.12) induziert eine Einbettung
Op ®z Ok, — End(A).

BEWEIS. Das Ideal I & End(E x E’) enthélt die Isogenie ¥(1®n) # 0 (vgl.
Beweis von Satz 2.4.12). Daher ist I nach Lemma 2.4.8 ein Gitter und G
nach Lemma 2.4.10 endlich. Folglich definiert 1. eine Isogenie.

Nun bleibt die Behauptung tiber die Endomorphismen von A zu zeigen.
Ein Endomorphismus § auf F x E’ induziert genau dann einen Endomor-
phismus auf A, wenn G C G gilt. Dazu argumentieren wir wie folgt:
Offensichtlich kommutieren alle 3 ® 3’ € Ok . ® Ok, mit e und e. Folglich
gilt (3 ® f')G C G. Fur das Element v € Op gilt uen = eju und daher
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U(u)G C G. Somit folgt die Behauptung. O

Wir mochten jetzt die Konstruktion in Zusammenhang mit dem Ab-
schnitt 2.4 bringen.

Wir erinnern dazu an die Situation von Satz 2.4.12:
Sei A eine abelsche Flache von Typ QM mit komplexer Multiplikation
durch End"(A4) ~ My(K). Sei ¢ : K — D eine Einbettung und bezeichne
Ok.. = 1"1(Op). Sei e die zu . gehérende Idempotente. Und sei 1 € (K)
ein Endomorphismus mit en € Op ® Ok . Bezeichne u € Op ein Element,
fiir das

() D= u(K) +u(K).
i) w2 =0€Z,
(iii) wm = 7w fur alle m € o(K)
gilt.

Dann existiert nach Satz 2.4.12 eine Isogenie ¢, : A — E. x Fz, wobei
E., Es isogene elliptische Kurven mit CM sind.

2.5.8 Satz. Wendet man den Satz 2.5.7 auf E := E., E' := Ez an, dann gilt
Ex E'/G ~ A.

BEWEIS. Der Satz ist eine Umformulierung der Konstruktion der dualen
Isogenie aus Bemerkung 2.4.16. |

2.6 Reduktion modulo p und Liften von Endo-
morphismen

Wir méchten in diesem Abschnitt die méglichen Endomorphismenringe fiir
CM-Lifts einer abelschen Fliache A von Typ QM tiber einem endlichen Kor-
per k nach W (k) bestimmen. Die Ergebnisse dieses Abschnittes werden in
Abschnitt 4.1 benutzt um die Punkte im Deformationsraum von A expli-
zit zu beschreiben (Proposition 4.1.8). Dies ist wahrscheinlich das richtige
Werkzeug um Kongruenzen fur verallgemeinerte Spuren auf X (1) analog
zu Edixhoven ([EdiO5]) geometrisch zu zeigen.

Sei dazu Oy, ein diskreter Bewertungsring, L := Quot(O},) dessen Quoti-
entenring und gelte char(L) = 0. Sei m das maximale Ideal von Oy,. Bezeich-
ne mit k£ := Op/m den zugehorigen Restklassenkérper der Charakteristik
p := char(k) > 0. Sei A ein abelsches Schema von Dimension 2 uber Oy.
Bezeichne mit A := A ® k die Reduktion von A modulo m.
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2.6.1 Definition. Wir sagen eine abelsche Varietdt A; hat gute Reduktion
uber L, falls ein abelsches Schema A tber O; mit A ® L = A; existiert,
so dass A ® k glatt ist. Wir sagen A hat potentiell gute Reduktion, falls es
eine endliche Erweiterung L'/L gibt, so dass A, ® L' gute Reduktion uber
L’ hat.

Habe A; gute Reduktion tiber L, d.h. A ® k ist eine abelsche Flache
uber k. Wir nehmen an, die abelsche Flache A ® L sei vom Typ QM durch
die indefinite Quaternionenalgebra D tiber Q. Dann ist A ebenfalls vom
Typ QM. Angenommen A habe zusatzlich komplexe Multiplikation. Dann
existiert nach Proposition 2.1.8 ein imaginarer Zerfallungskérper K von
D, so dass End’(A) ~ D ®q K gilt. Das Zentrum von End(A) ist nach Pro-
position 2.4.5 eine Ordnung Ok . C K, wobei ¢ € N den Fuhrer von Ok
in Ok bezeichne. Wir wahlen eine optimale Einbettung « : K — D. Dann
existiert nach Satz 2.4.12 eine Isogenie

Yen : A = Ee x Fg,

so dass dege, | (4¢? - disc(K)) gilt und E., E- isogene elliptische Kurven
mit komplexer Multiplikation durch End(E) = O . sind. Die Reduktion A
ist isogen zum Produkt E,. x Ez, wobei E, (bzw.E.) die Reduktion von E,
(bzw. Ez) modulo m bezeichnet. Insbesondere ist A entweder gew6hnlich
oder supersingulir. Dies kann man an K wie folgt ablesen.

2.6.2 Satz. Die Reduktion A ist genau dann gewdhnlich, wenn das Prim-
ideal (p) C Z in K zerfdllt.

Die Reduktion A ist genau dann supersinguldr, wenn das Primideal (p) C 7
inert oder verzweigt in K ist.

BEWEIS. Dies folgt aus den entsprechenden Satzen fur elliptische Kurven
vom Typ CM ([Lan87, Kap. 13, Thm. 12]). O

2.6.3 Proposition. Sei die Reduktion A tiber p gewdhnlich. Dann ist D
nicht verzweigt in p.

BEWEIS. Nach Satz 2.6.2 gilt K ®; Q, ~ Q2 und aus K ®¢ Q, C D ®q Q,
folgt dann nach Satz 1.2.8, dass D ®q Q, ~ M»(Q,) ist. O

Sei im folgenden A tber k gewohnlich. Wir untersuchen nun, wie sich
das Zentrum von End(A) ~ Ok . bei Reduktion verhalt (Proposition 2.6.5),
d.h. wir untersuchen die Einbettung Zentrum(End(A)) — Zentrum(End(A4)).
Wir reduzieren dies auf Aussagen tber das Verhalten von End(E,) bei Re-

duktion, welches wir in folgendem Lemma 2.6.4 zitieren.
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2.6.4 Lemma ( [Lan87, Thm. 13.12] ). Sei E eine elliptische Kurve tiber
O, mit komplexer Multiplilcation durch End(F) ~ Ok ., wobei Ok . die Ord-
nung mit Fiihrer ¢ bezeichnet. Schreibe ¢ = ¢y - p" mit p 1 ¢o. Habe E gute
gewdhnliche Reduktion E modulo m. Dann gilt End(E) ~ Ok ., .

2.6.5 Proposition. Sei die Situation wie oben. Insbesondere sei A tiber k
eine gewodhnliche abelsche Fldche und es gelte ZentrumEnd(A) ~ Ok .. Be-
zeichne ¢ = ¢y - p™ mit p t ¢o. Dann gilt:

Zentrum(End(A4)) ~ Ok ¢, -
Folglich existiert eine Einbettung
Op ®z OK,CQ — End(Z).

BEWEIs. Die Konstruktion der Isogenie ., : A — E. x Eg im Beweis von
Satz 2.4.12 liefert eine Isogenie u : E, — Fz von Grad degu | (n(u))?, wobei
u als Element von Op aufgefasst wird. Da nach Proposition 2.6.3 die Qua-
ternionenalgebra D in p nicht verzweigt ist, kann man « so wahlen, dass
p1n(u) gilt. Somit liefert die Reduktion der Isogenie u : E. — Ez eine Isoge-
nie uyeq : E. — Fg. Satz 2.5.7 konstruiert zu u,.q : E. — Ee eine abelsche
Varietat A tber k vom Typ QM durch Op. Dabei wird eine optimale Ein-
bettung ./ : K — D konstruiert. Satz 2.5.8 besagt, dass tatsichlich A ~ 4
gilt. Somit folgt die Behauptung aus den Aussagen von Satz 2.5.7 tiber die
Endomorphismen von A. O

2.6.6 Bemerkung. Man beachte beim Beweis von Proposition 2.6.5, dass
die Einbettungen ¢ : K — D und ¢/ : K — D nicht aquivalent sind, falls
¢ # ¢ gilt. Denn ¢ (bzw. (/) ist eine optimale Einbettung beztiglich O .
(bzw. Ok ,) und fur Ok . # Ok, sind  und ./ wegen Lemma 1.3.8 nicht
aquivalent.

Wir méchten die Liftbarkeit einer ganzen Ordnung Ok . des Zentrums
von End’(4) in Termen der Liftbarkeit eines einzigen Endomorphismus’
ausdriicken. Dies reduzieren wir wieder auf den Fall fiir elliptische Kurven.

2.6.7 Proposition. Sei die Situation wie oben. Inshesondere sei A eine ge-
wohnliche abelsche Fliche iiber k. Gelte Zentrum(End(A)) ~ O ., , insheson-
dere gelte p { cy. Bezeichne © € Ok ., den absoluten Frobenius-Morphismus.
Sei Ok . C Ok, die eindeutige Unterordnung von Ok ., von Index p™ filr ein

n € N, d.h. sei c = p"cy. Genau dann existiert eine Einbettung
Ok ,c — Zentrum(End(A4)),

falls p"w € Zentrum(End(A)) ist.
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BEWEIS. Die eine Richtung ist trivial. Sei also p"n € Zentrum(End(A)).
Dann gilt p"n € End(E.) (bzw. p"n € End(E.)). In [Kro09, Prop. 2.3.13]
beweist Kroworsch, dass fur einen Lift £ einer gewdhnlichen elliptischen
Kurve E, genau dann Ok ,n., C End(E) gilt, wenn p"m € End(E) ist. In
unserer Situation gilt somit Ok ,n, C End(E.) (bzw. O pne, C End(Eg).
Analog zum Beweis von Proposition 2.6.5 zeigt man nun, dass daraus

Ok, C Zentrum(End(A)) folgt. O

2.7 CM-Punkte und abelsche Flichen vom Typ
GM & CM

Wir moéchten in diesem Abschnitt die Punkte auf der Shimura-Kurve X(1)
(Definition 2.3.2), die in der Modulinterpretation zu abelschen Flachen
vom Typ QM mit komplexer Multiplikation gehoren, intrinsisch beschrei-
ben. Schliefllich zeigen wir unter Verwendung der Ergebnisse aus den Ab-
schnitten 2.4 und 2.5 eine Korrespondenz zwischen den CM-Punkten und
bestimmten elliptischen Kurven.

Wir erinnern an die Bezeichnungen in der Definition der Shimura-
Kurve X(1) (Definition 2.3.2). Sei D eine indefinite Quaternionenalgebra
uber Q und Op eine maximale Ordnung. Sei ¥ : D — M,(R) eine Einbet-
tung von D. Sei

O :={h € Op :n(h) =1} und I'(1) := ¥(0F) C SLy(R).

Dann ist I'(1) eine arithmetische Fuchssche Gruppe und die Shimura-
Kurve X(1) := H/T'(1) ist eine kompakte Riemannsche Flache.

2.7.1 Proposition ( [Shi94, Prop. 9.4] ). Gegeben sei ein imagindrer Zer-
fallungskorper K von D und « : K — D eine Einbettung. Betrachte (K*/Q*)
als Untergruppe von SLs(R) via ¥ : D — My(R). Die zugehérige Wirkung von
W(K*/Q*) auf H hat einen eindeutigen Fixpunkt ¢ € H.

Umgekehrt sei v € D*\ Q* und existiere ein Fixpunkt ( € H der Wirkung von
() € GL*(R) auf H. Dann ist Q(v) ein imagindr quadratischer Zerféallungs-
kérper von D.

2.7.2 Definition. Wir nennen einen Fixpunkt ( € H wie in Prop. 2.7.1
einen CM-Punkt unter D*.

Wir erinnern an die Definition 1.3.9 der Aquivalenz von Einbettungen
t,// : K — D. Dabei nennen wir diese dquivalent, falls h € O}, existiert, so
dass hi(z)h=1 =/ (z) fur alle x € K gilt.
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2.7.3 Proposition ( [ABO4, Prop. 9.11] ). Zwei Fixpunkte (,(’ € 'H bezlg-
lich zweier optimal gewdhlter Einbettungen «,.’ (Definition 1.2.18) sind ge-
nau dann gleich, wenn ¢ dquivalent zu ' oder v modulo O}, ist.

Somit kann man CM-Punkte auf X'(1) wie folgt definieren:

2.7.4 Definition. Wir nennen die Bahn unter I'(1) eines Punktes ¢ € H
wie in 2.7.1 einen CM-Punkt von X (1) mit CM-Ring Ok . = . '(Op), wobei
¢ € N den Fuhrer von O . bezeichnet.

2.7.5 Bemerkung. Analog kann man CM-Punkte auf der Shimura-Kurve
X*(1) definieren.

2.7.6 Bemerkung. Nach Satz 2.3.6 korrespondiert zu einem CM-Punkt
¢ € X(1) eine abelsche Flache A vom Typ QM durch Op. Die Bahn von ¢
unter ¥(Op) besitzt eine Op ®z Ok .-Wirkung. Damit korrespondiert ¢ zu
einer abelschen Fliache vom Typ QM mit komplexer Multiplikation.

2.7.7 Proposition ( [ABO4, Lem.5.13] ). Die elliptischen Punkte ( € X (1)
entsprechen den Einbettungen von Ok, — Op mit (3 € Ok, (bzw. (4 €
Ok..). Insbesondere hat ¢ als elliptischer Punkt die Ordnung 3 (bzw. 2). An-
dere Ordnungen von elliptischen Punkten sind nicht mdglich.

BEWEIS. Sei ( € X(1) ein elliptischer Punkt, dh. es existiert eine nicht
triviale Transformation v € I'(1) mit v(¢) = ¢. Mittels Proposition 2.7.1
definiert v ¢ Q eine Einbettung Q(y) — D eines imagindr quadratischen
Zerfallungskorpers K = Q(vy). Da n(y) = 1 gilt, muss K ~ Q((3) oder K ~

Q(¢y) sein.
Die Umkehrung folgt direkt aus Prop. 2.7.1. O

2.7.8 Bemerkung. Nach Bemerkung 2.7.6 korrespondieren zu den ellip-
tischen Punkten also abelsche Flichen A ~ E? mit (3 € End(E) (bzw.
¢4 € End(E)).

Folgender Satz bestimmt die Anzahl der CM-Punkte mit CM-Ring Ok .
in X(1). Die kombinatorische Aussage des Satzes wird im Beweis von Theo-
rem 2.7.12 benutzt.

2.7.9 Korollar ( zu Prop. 1.3.10, [AB04, Thm. 6.13] ). Bezeichne b € N
die Anzahl der Primzahlen p | disc(D), die verzweigt in K sind. Dann ist
die Anzahl der CM-Punkte von X (1) mit CM-Ring Ok . C K genau 2°h(Ok ).

BEWEIS. Dies folgt elementar aus Proposition 2.7.3 und Proposition 1.3.10
unter Verwendung folgender Tatsache:

Sei ¢ : K — D eine Einbettung. Dann sind 7 und ¢ nicht &quivalent (modulo
oL). O
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Wir beweisen in Theorem 2.7.12 eine Korrespondenz zwischen ellipti-
schen Kurven und CM-Punkten. Dazu zitieren wir zunéchst ein Ergebnis
fiir sogenannte Isogenie-Graphen aus [Koh96].

2.7.10 Proposition. Sei | € N eine Primzahl mit p # char(F). Sei E eine
elliptische Kurve tiber F und bezeichne O := End(E). Sei ¢ € N der Fiihrer
von O in Ok.

(1) Sei E — E' eine Isogenie von Grad | zu einer elliptischen Kurven E’ mit
CM durch O’ := End(E’) C K. Dann gilt O C O’ oder O > O’ mit Index
il|l.

(2) Bezeichne Isog;(E) folgende Menge:

Isogenien E — E' von Grad |
Isog,(E) := .

zu elliptischen Kurven E’

Dann gilt |Tsog;(E)| <1+ 1.

(2a) Geltel t c. Dann existieren d‘%““) +1 Isogenien E — E' von Grad
I zu elliptischen Kurven E’ mit O’ ~ O.

(2b) Gelte | | ¢. Dann existiert genau eine Isogenie E — E’ von Grad |
zu einer elliptischen Kurve E' mit O' 2 O und Index [0’ : O] = 1.

(2¢) Existieren zusditzlich zu (1) (bzw. (2)) Isogenien von Grad | dann
sind dies genau | — (d‘%(K)) mit O' G O und Index [0 : O'] = 1.

BEWEIS. Einen Beweis in Charakteristik p > 0 findet man in [Koh96, Prop.
23]. Die Vorgehensweise fiir den Beweis in Charakteristik 0 findet man in
einer Bemerkung in dem Beweis von [Koh96, Prop. 22]. O

2.7.11 Korollar. Seien Ey, E, zwei elliptische Kurven mit CM durch O .
und sei n := p;---ps € N fiir paarweise verschiedene Primzahlen p; mit
(B:) = —1 oder p; { c. Dann existiert keine Isogenie 3 : E; — E, mit deg 8 > 1
und deg 3 | n.

BEWEIS. Der Fall, dass n = p; eine Primzahl ist, entspricht Teil (2a) in
Proposition 2.7.10. Wir beweisen die Behauptung fiir n = p1p,, der Rest
folgt dann mittels Induktion nach s € N. Wir nehmen o.B.d.A. an, dass
eine Isogenie § : Ey — E; von Grad n = p;p, existiert, sonst folgt die
Behauptung direkt aus Teil (2a) in Proposition 2.7.10. Dann existieren
Isogenien (; : F;_1 — FE; von Grad p;, so dass (§ = 3 o 3; ist. Per Annahme
gilt (2) = —1, und folglich ist [End(E,) : End(E1)] = p; nach Teil (1) in
Proposition 2.7.10. Es folgt aus End(E;) ~ Ok ., dass [End(E;) : End(E?)] =
p1 gilt. Nach Proposition 2.7.10 Teil (1) musste dann p; | po gelten. Dies
ist aber im Widerspruch dazu, dass die Primzahlen p; und p; verschieden
sind. O
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Sei 0 € N eine quadratfreie Zahl, so dass D ~ (K, 0) in der Notation von
Satz 1.2.4 gilt. Sei § = 0_; - 6,. Bezeichne ¥ die Menge der Primteiler von
disc(D) und sei b € N die Anzahl der Primzahlen in ¥, die verzweigt in K
sind. Sei £_; C ¥ die Untermenge der Primteiler von disc(D), die in K inert
sind. Dann folgt aus Proposition 1.3.10 die folgende Korrespondenz.

2.7.12 Theorem. Es existiert eine 2°-1-Korrespondenz

elliptische Kurven

CM-Punkte auf E mit komplexer (2.13)
X (1) durch K Multiplikation
durch K
CeXx() Ee.

BEWEIS. Wir gliedern den Beweis in drei Schritte. Zunéchst konstruieren
wir die Abbildung, dann zeigen wir die Surjektivitit und zuletzt zeigen wir
die Korrespondenz.

(1) Zunachst konstruieren wir zu einem CM-Punkt ¢ € X(1) eine ellipti-
sche Kurve E wie in der Aussage des Satzes. Sei dazu ¢ € X(1) ein
CM-Punkt. Dann korrespondieren zu ¢ nach Proposition 2.7.3, bis
auf Aquivalenz, genau zwei Einbettung von K in D, nimlich

t: K — D

und die Verkniipfung der komplexen Konjugation mit (. In [Shi94,
Seite 246] wird eine Normierungsbedingung genannt, so dass man ¢
(bis auf Aquivalenz) eindeutig wahlen kann. Mit der selben Uberle-
gung kann man den Isomorphismus

e:End”(A) = Deg K

aus Proposition 2.4.4 eindeutig wahlen. Nach Bemerkung 2.7.6 kor-
respondiert zu ¢ eine abelsche Flache A vom Typ QM mit komplexer
Multiplikation. Satz 2.4.12 besagt, dass zu der eindeutigen normier-
ten Einbettung . eine Isogenie

Yen 1 A¢ — Ee x Eg

existiert. Lemma 2.4.14 besagt, dass die Isomorphieklassen der ellip-
tischen Kurve E. unabhédngig von der Wahl des Reprasentanten ¢ ist.
Dies liefert durch ( — E; := E. die Abbildung aus der Korrespondenz
(2.13).

Fur die weiteren Teile des Beweises bemerke man, dass die elliptische
Kurve E: komplexe Multiplikation durch Ok . := 1~1(Op) hat, wobei
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(2)

3)

Ok . eine Ordnung mit Fihrer c in K ist.

Nun zeigen wir die Surjektivitit. Sei also E eine elliptische Kurve mit
komplexer Multiplikation durch Ok . und sei § € Z quadratfrei, so
dass D ~ (K, 0) gilt. Sei §_; € N das Produkt der Primteiler von 6, die
inert in K sind. Sei 6, € N, so dass 6 = 6_, - 6, gilt. Nach Proposition
2.7.10 Teil (2a) existiert eine elliptische Kurve E' mit End(E’") ~ Ok .
und eine Isogenie u; : F — E’ mit degu; = 60,. Definiere nun die
Isogenien v := [f_1]owu; : E — F und @ := v} : ' — E. Dann gilt
wou = [0]. Die Konstruktion in Abschnitt 2.5 liefert uns eine abelsche
Varietat A vom Typ QM mit komplexer Multiplikation durch Ok . und
somit nach Bemerkung 2.7.6 einen CM-Punkt ¢ € X(1). Nach Satz
2.5.8 ist die elliptische Kurve E isomorph zu E;, insbesondere liegt
E im Bild der Abbildung.

Es genuigt zu zeigen, dass eine elliptische Kurve F mit komplexer
Multiplikation durch K C D unter obiger Abbildung mindestens 2°
Urbilder besitzt. Dann besitzt £ nach der Formel fiir die Anzahl der
CM-Punkte in Korollar 2.7.9 genau 2° Urbilder.

Sei also eine elliptische Kurve E := E, mit komplexer Multiplikation
durch Ok . gegeben und sei ¢ € X(1) ein beliebiges Urbild unter der
Korrespondenz. Sei A := A, die zu ¢ gehorende abelsche Flache vom
Typ QM. Nach Proposition 2.3.5 existieren 2°— 1 nicht-triviale Aquiva-
lenzklassen von I'*(1)/T'. Sei nun eine nicht-triviale Aquivalenzklasse
[h] € T*(1)/T und ein Reprasentant h € Nor(Op) gewahlt, so dass
0.B.d.A.

t<am)| ] »

pEX 1

erfullt ist (Prop. 2.3.5). Die Einbettung
Ll ::L}L:Kf_)D7 xl—)h_1~L(l’)'h

definiert nach Lemma 1.3.8 eine optimale Einbettung von O .. Somit
korrespondiert /' zu einem CM-Punkt ¢’ € X(1). Da n(h) # 1 ist, gilt
¢’ # ¢ (Korollar 2.7.3). Sei A’ die abelsche Flache vom Typ QM, die
zu ¢’ korrespondiert und E’ das Bild unter der Korrespondenz (2.13).
Aus der Modulinterpretation folgt, dass eine Isogenie

B:A— A

von Grad deg 8 = n(h) existiert und diese durch Einschrankung eine
Isogenie Bl : F — E' mit degf|g | (n(h))? liefert. Korollar 2.7.11
besagt, dass zwischen elliptischen Kurven E, E’ mit CM durch Ok .
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keine Isogenie 5 : E — E’ mit

degf > 1 und deg [ | H D
pPEX_1

existiert. Somit existiert ein N | n(h) und ein Isomorphismus j;, so
dass 3 = [N]o 3, gilt. Insbesondere sind also £ = E; und E. iso-
morph.

Die 2° verschiedene Aquivalenzklassen in I'*(1)/T liefern mit dieser
Uberlegung 2" paarweise verschiedene CM-Punkte, die auf die ellip-
tische Kurve E abbilden. Somit existieren 2* paarweise verschieden
Urbilder von E. O



Kapitel 3

Dieudonné-Moduln
abelscher Varietiaten und
die¢-Parameter

In den Kapiteln 4 und 5 studieren wir den Lokus einer Shimura-Kurve im
Deformationsraum gewohnlicher abelscher Varietdten. Dazu fassen wir in
diesem Kapitel die benétigten Ergebnisse aus der Theorie der Dieudonné-
Moduln ([Oda69, §3]) und der Deformationstheorie gewohnlicher, abel-
scher Varietaten zusammen. Dabei interpretieren wir die erste de-Rham-
Kohomologie (3.4.1) als Realisierung eines Dieudonné-Moduls ([Oda69,
§4]). Wir zitieren die Existenz von Koordinaten auf dem Deformations-
raum (Satz 3.5.8) und leiten mittels [Mes72, Thm. V.1.10] eine Liftbar-
keitsbedingung flir Endomorphismen an diese Koordinaten her (Korollar
3.6.16). Dies kann benutzt werden um den Lokus einer Shimura-Kurve
im Deformationsraum auszurechnen (Thm. 4.1.6, bzw. Prop. 5.2.3) und
um die Geometrie von CM-Punkten im Deformationsraum zu studieren
(Prop. 4.1.8, bzw. Prop. 5.2.4). Solche Gleichungen lassen vermuten, dass
man Kongruenzen von verallgemeinerten Spuren von CM-Punkten auf all-
gemeineren Shimura-Kurven vom Typ PEL mit dhnlichen Methoden wie in
[Kro09] beweisen kann.

Wir geben nun einen Uberblick iiber den Inhalt dieses Kapitels. In
Abschnitt 3.1 leiten wir eine alternative Uniformisierung von Shimura-
Kurven tber C mittels der uniformisierenden Differentialgleichung (Defi-
nition 3.1.12) her. Diese hat den Vorteil, dass sie auch in positiver und ge-
mischter Charakteristik betrachtet werden kann. In Abschnitt 3.2 erklaren
wir kurz die Interpretation der uniformisierenden Differentialgleichung als
Picard-Fuchs Differentialgleichung (Satz 3.2.3). Diese Abschnitte liefern
den theoretischen Hintergrund fur die Kapitel 4 und 5.
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In den restlichen Abschnitten des Kapitels beschéftigen wir uns mit der
Deformationstheorie gewohnlicher abelscher Varietaten. Dazu geben wir
in Abschnitt 3.3 zunachst die Definition eines F-Kristalls. In Abschnitt
3.4 betrachten wir gewohnliche F'-Kristalle. Dies benutzen wir um in Ab-
schnitt 3.5 die Deformationstheorie einer gewéhnlichen abelschen Varietat
A 1Uber einem endlichen Koérper zu studieren und auf dem Deformations-
raum explizite Koordinaten zu definieren (Satz 3.5.8). Diese Koordinaten
ermoglichen uns in Abschnitt 3.6 explizite Bedingungen fiir die Liftbarkeit
von Endomorphismen zu formulieren (Korollar 3.6.16).

3.1 Lineare gewohnliche Differentialgleichung-
en uber C

Wir geben kurz Resultate fiir lineare gewdhnliche Differentialgleichungen
uber C zweiten Grades an. Dabei orientieren wir uns an [Yos87] und
[E1k98, §2.2]. Dieser soll einen Zusammenhang zwischen Shimura-Kurven
und Differentialgleichungen tiber C erlautern.

Seien dazu p;,ps € C(z) rationale Funktionen tiber C und sei
L: v +piv/ +pu=0 (8.1)

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung. Sei S ¢ P!(C) die Menge
der Singularitaten von p; und p-.

3.1.1 Definition. Wir nennen zwei Losungen ug,u; der Differentialglei-
chung L linear unabhdngig, falls die Wronski-Determinante

W(u(),ul) := det <U0 Ul)

! !
Ug Uy
nicht verschwindet.

3.1.2 Satz ( [Beu07, Thm. 2.3]). Sei z; € P!(C) \ S ein. Dann existieren
zwel Potenzreithen ug,u; um xy mit positivem Konvergenzradius, die linear
unabhdngige Losungen von L in xy sind.

3.1.3 Definition. Wir nennen einen Punkt zy, € S reguldre Singularitéit,
falls ord,,(p;) > —i fur ¢ = 1,2 gilt. Die Differentialgleichung L nennt man
Fuchssche Differentialgleichung, falls jeder Punkt z, € S eine regulare Sin-
gularitat ist.

Sei z¢ € P!(C) ein regularer Punkt oder eine regulire Singularitit von L.
Wir wenden eine Koordinatentransformation an, so dass 0.B.d.A. 2y = 0.
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Seien nun die Gleichung
s(s—1)+sq+q2=0 (3.2)

far qo := 2|,—o und ¢; := %|,_, gegeben. Wir nennen (3.2) die charakteris-
tische Gleichung von L bei xy = 0. Die Loésungen sg, s; € C von (3.2) nennen

wir die charakteristischen Exponenten.

3.1.4 Satz ( [BeuO7, Thm 2.9] ). Sei eine reguldre Singularitit xo € S ge-
geben. Dann besitzt L zwei linear unabhéingige Lésungen ug, u; als Laurent-
Reihen um x.

3.1.5 Proposition ( [Yos87, § 2.4] ). Seien ug,u; zwei linear unabhdingige
Funlktionen. Dann liefert die Gleichung

ug  ufy U
/ —
det | w; wj uf | =0

u u/ u//

eine lineare Differentialgleichung u” 4+ pu’+q = 0 mit Lésungsraum Cu®Cuy .

Seien up und u; zwei linear unabhangige Lésungen in einem reguliren
Punkt z, € P}(C)\ S von L. Sei v eine Schleife mit Anfangs- und Endpunkt
in zy, die S nicht schneidet. Die analytische Fortsetzung von uy und wu;
entlang der Kurve + liefert wieder zwei linear unabhangige Losungen, denn
die Wronski-Determinante ist eine nicht-verschwindende holomorphe Ab-
bildung in z,. Damit bekommen wir eine Wirkung der Fundamentalgruppe
71 (PY(C) \ S, z0) auf dem Lésungsraum von L in x.

3.1.6 Definition. Wir nennen den Homomorphismus
p:m(PH(C)\ S, z0) — GL(2,C)

wie oben die Monodromie-Darstellung von L beztiglich wug,u;. Wir nennen
das Bild T := p(m; (P}(C) \ S, x0)) die Monodromie-Gruppe.

3.1.7 Bemerkung. Die Konjugationsklasse der Monodromie-Gruppe I ist
offensichtlich unabhangig von der Wahl der linear unabhangigen Losun-
gen ug,u; und ebenso von der Wahl des Punktes z, € P}(C) \ S.

Wir wollen nun eine Uniformisierung von Quotienten H*/T" fir eine
Fuchssche Gruppen I' in Termen von linearen Differentialgleichungen be-
schreiben. Wir folgen dazu [E1k98, §2.2].

3.1.8 Notation. Bezeichne H* := H UP!(Q) die erweiterte komplexe obere
Halbebene. Sei z eine Koordinate auf H. Sei I' < SLy(R) eine Fuchssche
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Gruppe (Definition 2.2.7). Existiere ein projektives, glattes Modell C' uber
C von X := H*/T" und sei der Einfachheit halber C von Geschlecht 0. Wir
wahlen einen Parameter ¢ auf C.

Wir betrachten die Uberlagerung H* — C. Die Zuordnung z := z(t) ist
nur modulo I' wohldefiniert. Wir fassen ¢ — z(¢) jedoch als mehrwertige
Funktion auf und definieren 2’ := %. Die folgende Ableitung ist aber wohl-
definiert und holomorph aufSerhalb einer endlichen Menge S von Punkten
auf H*:

3.1.9 Definition. Man nennt die meromorphe Funktion

2 M 3(2//)2
(2)?

die Schwarzsche Ableitung von z := z(t).

Si(z) =

3.1.10 Proposition ( [Yos87, §4.1] ). Die Schwarzsche Ableitung S;(z) er-
fiillt folgende Eigenschaften:

(i) Die Schwarzsche Ableitung S;(z) verschwindet genau dann, wenn z
eine gebrochene lineare Transformation von t ist.

(ii) Ist t; eine nicht-konstante Funktion in t, dann gilt die Regel

St (2) = (ch51>2 Si(z) 4 S, (t).

BEWEIS. Beide Eigenschaften (i) und (ii) kann man elementar nachrech-
nen. Ein alternativer Beweis wird in [Yos87, §4.2] bzw. [Yos87, § 4.3] ge-
geben. O

Aus Proposition 3.1.10 folgt, dass S;(z) unabhangig von der Wahl des
Parameters ¢ und der Wahl der Abbildung ¢ — z(¢) ist. Somit kénnen wir
S¢(z) als meromorphe Funktion auf C' auffassen. Wir ordnen der Schwarz-
schen Ableitung in Definition 3.1.12 eine Fuchssche Differentialgleichung
zu. Zunachst bestimmen wir dazu in Proposition 3.1.11 die Pole von S;(z).

3.1.11 Proposition ( [Yos87, §4.4] ). Die Pole der Schwarzschen Ableitung
Si(z) in C liegen genau in den Spitzen und in den elliptischen Punkten von
C ~ X (Definition 2.2.3). In einer Spitze hat S;(z) einen doppelten Pol mit
Leitkoeffizient —1. In einem elliptischen Punkt von Ordnung e hat S;(z) einen
doppelten Pol mit Leitkoeffizient (1 — e~2).

BEWEIS. In einem elliptischen Punkt z; € C ist H — C verzweigt mit Index
ej, da der Stabilisator genau e; Elemente hat. Lokal in diesem Punkt ist
z = t'/¢ ., mit holomorpher Funktion h = ¢y + ¢t +. ... Damit rechnet man
die Proposition elementar nach. Fur die Spitzen zeigt man dies dhnlich. [J
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3.1.12 Definition. Wir nennen die Fuchssche Differentialgleichung
L: v +Si(2)u=0 (8.3)

die uniformisierende Differentialgleichung von X .

Die Losungen von L hangen wie folgt mit der Funktion z(¢) zusammen.

3.1.13 Satz ( [Yos87, §4.2] ). SeiI' < SLy(R) eine Fuchssche Gruppe und
z(t) die mehrwertige Funktion wie in 3.1.8. Sei L die uniformisierende Dif-
ferentialgleichung von X := H* /T wie in Definition 3.1.12. Dann existieren
zwei linear unabhdngige Lésungen uy(t) und uy(t) von L iiber C, so dass

uo (t)

z(t) = e gilt.

BEWEIS. Setze uy = (2/)~%? und u; = z - ug. Man rechnet nach, dass
W(up,u1) = 1. Man berechnet die Differentialgleichung mit Losungsraum
Cug @ Cuy aus Proposition 3.1.5. Man rechnet elementar nach, dass dies
die obige Gleichung (3.3) ergibt. O

3.1.14 Satz. Seien die Annahmen und Bezeichnungen wie in Satz 3.1.13.
Sei desweiteren T'(L) die Monodromie-Gruppe der uniformisierenden Diffe-
rentialgleichung (3.3). Dann sind I'(L) und I konjugiert.

BEWEIS. Man betrachtet die Losungen wug,u; aus dem Beweis von Satz
3.1.13. Andert sich z projektiv, so dndert sich der Lésungsraum von L
linear. Das liefert die Behauptung. O

3.1.15 Beispiel ( [Yos87, §5.3]). Sei I' := A(ej,eq,e3) < SLa(R) eine Drei-
ecksgruppe wie in Definition 2.2.11. Insbesondere korrespondiert zu e;
eine Spitze, falls e; = oo ist, und sonst ein elliptischer Punkt von Ordnung
e;. Dann ist die uniformisierende Differentialgleichung L von H*/T' eindeu-
tig bestimmt. Seien namlich 0.B.d.A. nach Transformation die elliptischen
Punkte bzw. Spitzen zu e; gegeben durch die Punkte 0, 1,00 € P}(C). Dann
ist L gegeben durch die hypergeometrische Differentialgleichung

L:xz(z—1u"+[c—(a+b+1)z]u' —abu=0
far a,b,c € C mit

1 1 1
1 —¢| =—, lc—a—0b=—, la — b = —.
e1 €2 €3
Die Losungen von L kénnen mit Hilfe der hypergeometrischen Funktionen
(far die Definition siehe [Yos87, §1.1]) explizit angegeben werden.
Zum Beispiel ist die uniformisierende Differentialgleichung zu A(oco, 00, )
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gegeben durch die Gauf3ssche hypergeometrische Differentialgleichung
1 ! 1
L: z(z—1u" + 2z — 1u —|—Zu:O.

Diese entpricht der Modulkurve X (2). Eine Basis von Losungen von L um
Ao := 1 ist fir den Parameter ¢ := 1 — 2\ wie folgt gegeben:

fl()‘):F(ivi’%;tQ)
_ 142 25 44 45 46 7605 48
=14 224 2t 2546y TO05 48
fQ()\):_%tF(%7%7%7t2)

_ (1 343 147 45 | 847 47
——(§t+ﬁt + 3555t 1+ Tooaot +--0).

3.2 Picard-Fuchs Differentialgleichung

In diesem Abschnitt geben wir eine alternative Interpretation der unifor-
misierenden Differentialgleichung (3.3) als Picard-Fuchs Differentialglei-
chung. Dies liefert den Hintergrund fiir die Anwendungen in den Kapiteln
4 und 5. Wir folgen dem Artikel [M6105].

Sei I' < SLy(R) eine arithmetische Fuchssche Gruppe und X := H*/T’
die korrespondierende Shimura-Kurve tiber C. Sei X eine endliche Uber-
lagerung von X, z.B. gegeben durch Hinzufligen einer Stufenstruktur, so
dass eine endliche Menge S C X und eine Familie

A—-X\S

von abelschen Varietaten mit Stufenstruktur existiert ([M6105, Seite 5]).
Bezeichne Qk(log S) die Garbe der Differenzialformen auf X mit héchs-
tens logarithmischen Singularititen in S C X.

3.2.1 Definition. Wir nennen ein Paar (£,V) bestehend aus einem Vek-
torbtindel £ tiber X und einem logarithmischen Zusammenhang (Definiti-
on 3.3.2)

V:E€— 5®Qk(log5)

ein flaches Vektorbiindel tiber X.

Wir betrachten das flache Vektorbtindel H := H! (2/X \ S) mit seinem
Gauf3-Manin-Zusammenhang V : H — H ® Q}e(log S) ([KO68, §2]). Das
Vektorbtindel H ist mit einer kanonischen Filtrierung

H :=Fil°(H) > Fil' (H)

versehen, der Hodge-Filtrierung. Man sagt, H definiert zusammen mit der
Hodge-Filtrierung eine Variation von Hodge-Strukturen (VHS). Dabei muss
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man besondere Riicksicht auf die Singularitaten = € S nehmen. Fir eine
genaue Definition siehe zum Beispiel [M6105] oder [BDIP02, § 7A]. An der
VHS kann man ablesen, ob eine Familie von abelschen Varietaten zu einer
Shimura-Kurve gehort ((M6105, Thm. 1.2]).

3.2.2 Definition. Sei (£,V) ein flaches Vektorbtindel von Rang 2 mit ei-
nem Geradenbiindel Fil'(€) C &£, so dass Gr'(&) := £/Fil'(£) ebenfalls ein
Geradenbiindel ist. Dann nennen wir den Morphismus

K Fil'(€) — Gr'(€) ® Q% (log )
gegeben durch
ki FILE) = € Y £ @0k (logS) 2L arl(€) @ 0k (log S)
die Kodaira-Spencer Abbildung.

3.2.3 Satz ( [M6105, Thm. 1.2] ). Seien die Bezeichnungen wie oben, ins-
besondere korrespondiere die Familie 24 — X \ S zu einer Shimura-Kurve.
Dann existiert ein flaches Untervektorbtindel (£,V|¢) C (H,V) von Rang 2
mit _folgenden Eigenschaften:

() Fil*(€) := Fil'(H) N € ist ein Geradenbiindel,

(i) die Kodaira-Spencer Abbildung « : Fil'(£) — Gr'(€) ® QL (log S) ist ein
Isomorphismus.

3.2.4 Bemerkung. Man kann sich die Bedingung an die Kodaira-Spencer
Abbildung wie folgt erklaren. Sei die Familie E; von elliptischen Kurven fir
ein Parameter ¢ tiber C\ {0, ¢} gegeben durch

E :y? =t -x(x—1)(z+1).

d
gilt V(D)(w) = w und folglich verschwindet die Kodaira-Spencer Abbil-

dung. Dies liegt daran, dass die Familie E; isotrivial ist, d.h. die Fasern

Wahle D := § und den globalen Schnitt w := §2 € H°(E;,Qp,). Dann

E, zueinander isomorph sind. Dies kann aber in einer Familie, die zu ei-
ner Shimura-Kurve gehort, nicht auftreten.

3.2.5 Definition ( [BWO06, Def. 2.1] ). Wir nennen ein flaches Vektorbiin-
del (£,V) von Rang 2 mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus Satz 3.2.3 ein
urspriingliches Btindel.

Wir stellen jetzt den Zusammenhang zwischen dem urspringlichen
Btindel £ C H und einer gewdhnlichen linearen Differentialgleichung her.
Dazu folgen wir [BWO06, §5]. Wir nehmen an, dass X ~ P! und S #+ 0
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gilt. Bezeichne ¢ den Standard-Parameter auf P! und D := %. Sei 0.B.d.A.
nach Koordinatentransformation oo € S. Sei w € Fil'(£)(P' \ {cc}) ein glo-
baler Schnitt. Dann erfullt w beztiglich D eine Fuchssche Differentialglei-
chung zweiter Ordnung L. Mann nennt diese die Picard-Fuchs Differential-
gleichung.

In [BM10, Prop. 2.2] ist ein explizites Kriterium far das Verschwinden der
Kodaira-Spencer Abbildung an die lokalen Exponenten der Picard-Fuchs
Differentialgleichung gegeben.

3.2.6 Beispiel. Wir betrachten erneut die Fuchssche Gruppe I'(2) also die
Dreiecksgruppe A(oo, 00, 00). Diese gehort zur Modulkurve X (2) := H*/T'(2).
In Beispiel 3.1.15 haben wir die uniformisierende Differentialgleichung be-
rechnet. Tatsachlich existiert eine universelle Familie

Ey: y?=xz(x—1)(z -\ (3.4)

uber C :=P}(C)\ {0,1,00}. Man betrachtet das 2-dimensionale Vektorbiin-
del H := H!,(E\/C). Dieses ist gegeben durch den Quotient der Differen-
tiale zweiter Gattung auf F, modulo den exakten Differentialen. Eine Basis
der globalen Schnitte von H ist gegeben durch

dzx xdx
= = und w1 = —.
2y 2y

wo -
Fur den Parameter A auf C ist der Gauf3-Manin-Zusammenhang gegeben
durch

d
also durch formales Differenzieren. Man rechnet damit folgende Identitat
aus:
A — Dll 4+ (20— D))+ —d(—2
(A= Dwp + (22 = )Wo‘i‘zwo = (m)-
Das Ergebnis ist ein exaktes Differential, somit erfiillt wy die Differential-
gleichung

L:AQ—lW”+PA—Hw+iu:Q (3.5)

Vergleicht man dies mit Beispiel 3.1.15 sieht man also, dass die Picard-
Fuchs Differentialgleichung und die uniformisierende Differentialgleichung
gleich sind.

Man kann mittels der Picard-Fuchs Differentialgleichung arithmetische
Eigenschaften der universellen Familie beweisen.
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3.2.7 Beispiel ( [BWO06, Exa. 4.5] ). Wir betrachten wiederum das Beispiel
der Modulkurve X (2) und ihrer Picard-Fuchschen Differentialgleichung L
(3.5). Die Modulkurve X(2) sowie ihre universelle Familie £\, — C (3.4)
sind tiber Z[3] definiert. Folglich macht es Sinn, die Familie £, und ihre
Picard-Fuchs Differentialgleichung auch in positiver Charakteristik p # 2
zu betrachten. Die Theorie der Losungen von Differentialgleichungen in
positiver Charakteristik ist etwas anders ([Hon81]): Sei k¢ ein endlicher
Korper der Charakteristik char(k) = p. Das Hasse-Polynom

2
= (m i .. _p-1
@ZO(Z) A fiar m ==
liefert eine Basis des Losungsraums von L Uber k[\?]. Fur ¢ gilt, dass des-
sen Nullstellen alle in F,: liegen. Der Zusammenhang mit der universellen
Familie ist wie folgt gegeben: Ein Element )\, € F,. ist genau dann Null-
stelle von @, falls die elliptische Kurve FE), supersingular ist. Der Grund
dafiir liegt darin, dass der Frobenius-Morphismus F auf H. (F,/R) hori-
zontal ist. Dabei sei R := W/[[\,1/A\(\ — 1)®]] fiir einen beliebigen Lift & des
Hasse-Polynoms .

3.2.8 Bemerkung. Die Berechnungen in Kapitel 5, vor allem Proposition
5.1.3, sind eine direkte Verallgemeinerung der Berechnungen fiir X (2).

3.3 Definition von F-Kristallen

In diesem Abschnitt fassen wir Allgemeines zu F'-Kristallen zusammen.
Wir orientieren uns dabei an [Del81, §1].

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p. Be-
zeichne W := W(k) den Ring der Witt-Vektoren und o den Frobenius-
Morphismus auf W. Seien R := W[[t]] und R := k[[t]] die Potenzreihenringe
zu den Variablen ¢ := (t1,...,t,).

Wir méchten nun definieren, was wir unter einem F-Kristall auf R verste-
hen. Dazu benétigen wir folgende Definitionen:

3.3.1 Definition. Ein Lift ¢ : R — R des Frobenius-Morphismus k — k zu
einem Morphismus von R nennen wir o-linear oder auch kompatibel mit
o, falls p oo linear ist.

Zum Beispiel ist ein o-linearer Lift gegeben durch

o(t;) =t firi=1,...,n,
p(a) :=o(a), fir a € W.
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3.3.2 Definition. Sei H ein freier R-Modul. Ein Zusammenhang auf H ist
ein Morphismus
V:H— H®Qpw,

der die Leibniz-Regel erfiillt, d.h. es gilt
V(c-a) =cV(a) +a®dc
far alle e € H und c € R.

3.3.3 Bemerkung. Mittels der Isomorphie Hom(Q}, yw1t) ~ Der(R) kann
man den Zusammenhang auch als einen Morphismus V : Dery (R) —
End(H) interpretieren.

In Abschnitt 3.2, insbesondere Beispiel 3.2.6, haben wir bereits Beispiele
fiir einen Zusammenhang gesehen.

3.3.4 Definition. Wir nennen einen Zusammenhang
V:H— H®Q W
e integrierbar, falls fur die zugehoérigen Endomorphismen
V(d/dt;)V(d/dt;) = V(d/dt;)V(d/dt;)
gilt,
e und topologisch nilpotent, falls die Reduktion
Vewk: Howk— H® Qg Owk
nilpotent ist.

3.3.5 Definition. Ein Kristall auf R ist ein freier R-Modul H endlichen
Typs mit einem integrierbaren, topologisch nilpotenten Zusammenhang

V:H— H®QY(A/R).

3.3.6 Definition. Wir nennen einen Morphismus « : H — H’ zwischen
Kristallen (H,V) und (H’, V') horizontal, falls folgendes Diagramm kom-
mutiert:

H H® QY (A/R)

il H' @ QLYA/R).
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3.3.7 Bemerkung. Sei o : R — R ein o-linearer Lift des Frobenius-Morphis-
mus auf R. Und sei (H,V) ein Kristall. Dann induziert ¢ auf ¢*H einen
Zusammenhang ¢*V und eine Struktur als Kristall.

3.3.8 Lemma ( [Kat73, §1.2] ). Seien ¢,v : R — R zwei o-lineare Lifts des
Frobenius-Morphismus auf R. Dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus

x(g, ) 1 o*H = ¢*H.

3.3.9 Definition. Ein F-Kristall ist ein Kristall (H, V) tber R, so dass fir
alle o-kompatible Lifts ¢ : R — R des Frobenius-Morphismus auf R ein
horizontaler Homomorphismus F(y) : ¢*H — H existiert, der einen Iso-
morphismus F(¢) ® Q, : ¢*H ® Q, — H ® Q, induziert.

Ausserdem fordern wir, dass fiir zwei o-kompatible Lifts ¢,¢ : R — R fol-
gendes Diagramm kommutiert

x(%d})i
v H

3.3.10 Definition. Wir nennen einen Untermodul H, eines F-Kristalls H
(topologisch) nilpotent, falls ein Morphismus ¢ : R — R wie in Definition
3.3.9 existiert, fur den F(y) auf H, topologisch nilpotent ist.

Sei nun ein Lift ¢ : R — R des Frobenius-Morphismus wie in der De-
finition 3.3.9 fest gewahlt und sei H ein F'-Kristall. Bezeichne dann F(y)
den horizontalen Morphismus von H.

Bezeichne 5 : R — k' einen Punkt in Spf(R) mit Werten in einer alge-
braisch abgeschlossenen Erweiterung &'/k. Bezeichne s : R — W(k') den
Teichmuller-Lift von 3§ bezliglich ¢, d.h. den eindeutigen Lift s von 5 nach
W(k') fir den sy = os gilt. Aus dieser Eigenschaft beweist man elementar
das folgende Lemma.

3.3.11 Lemma ( [Del81, §1.1.4]). Das Tripel (s*H,s*V,s*F(y)) ist ein F-
Kristall.

Sei ¢’ ein weiterer Lift des Frobenius-Morphismus wie in Definition
3.3.9 und F(¢') der zugehorige Morphismus. Sei s’ : R — W(k’) der zu ¢’
gehorende Teichmuller-Lift von 5. Dann existiert ein eindeutiger Isomor-
phismus s*H — (s')*H von F-Kristallen. Man nennt deshalb s*H das von
H induzierte F'-Kristall bei 5.
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3.4 F-Kristalle gewohnlicher formaler abelscher
Schemata

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Struktur von gewohnlichen F'-
Kristallen, d.h. von F-Kristallen gewdhnlicher abelscher Schemata. Sei da-
zu 7 : A — Spf(R) ein formales abelsches Schema von relativer Dimension

g.

3.4.1 Definition. Sei
HZ}R(A/R) = Riﬂ*(Q.A/R>7

wobei Rim, den hyper-abgeleiteten Funktor von . bezeichnet. Wir be-
zeichnen die R-Moduln H

dR

de-Rham-Kohomologie von A uber R.

(A/R) mit ihrer Graduierung als die relative

Wir betrachten im Folgenden den Modul H := H! (A/R) von Rang 2g
uber R. Die folgenden zwei Satze definieren eine F'-Kristall-Struktur auf
H.

3.4.2 Satz ( [KO68, Thm. 1] ). Es existiert ein kanonischer integrierbarer
Zusammenhang

V:H— H®Q(A/R)
auf H. Dieser Zusammenhang wird Gauf3-Manin-Zusammenhang genannt.

Der Vergleich mit der kristallinen Kohomologie ([BO78, §7]) liefert den
folgenden Satz.

3.4.3 Satz ( [Kat73, §8] ). Der GauB3-Manin-Zusammenhang V auf H ist
topologisch nilpotent und (H,V) ist ein F-Kristall.

Betrachte im Folgenden den R-Modul H mit ihrer Struktur als F'-
Kristall, definiert in Satz 3.4.3. Wahle einen festen Lift ¢ : R — R des
Frobenius-Morphismus auf R und einen horizontalen Morphismus F(y)
wie in der Definition 3.3.9. Bezeichne die Reduktion von H mit H := H®prk
und sei Fy := F(p) ®r k. Es gilt H = 7" o T, wobei A" := UKer F?' den
nilpotenten und H := ()Im F}' den semistabilen Teil von H bezeichnet.
Im Fall, dass H zu einem gewohnlichen abelschen Schema A/SpfW ge-
hért, induziert diese Zerlegung auf der Reduktion H eine Zerlegung auf
dem F-Kristall H (siehe Proposition 3.4.8). Im Folgenden wollen wir dies
diskutieren.

3.4.4 Definition. Definiere die Hodge-Filtrierung auf H als

Fil'(H) := {x € H: 3y € H, y reduziert zu z und F(p)p*y € p'H}.
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3.4.5 Definition. Wir nennen eine Filtrierung
H=Fil’(H) D Fil'(H) D ...

durch freie R-Moduln Fil'(H) auf H Hodge-Filtrierung, falls folgende Ei-
genschaften erfiillt sind:

() Fil'(H)® k = Fil'(H),
(i) VFil'(H) C Fil'™'(H) @ Qp . fir i > 0.

3.4.6 Satz ( [Del81, §2.1A] ). Auf H existiert eine Hodge-Filtrierung, die
wir wie in Definition 3.4.5 bezeichnen. Sie hat Stufe < 1, d.h. Fil'(H) ist
trivial fiir i > 2. Die Filtrierung ist eindeutig und unabhdingig von der Wahl
des o-linearen Lifts ¢ : R — R des Frobenius-Morphismus auf R.

3.4.7 Definition. Wir nennen ein F-Kristall H ein Unit-Root F-Kristall,
falls es einen Morphismus ¢ : R — R wie in Definition 3.3.9 gibt, fir den
F(¢) einen Isomorphismus auf H definiert.

3.4.8 Proposition ( [Del81, Prop. 1.3.2] ). Sei s*A ® k gewdhnlich fiir alle
Punkte s : R — k' in Spf R. Dann existiert ein Unit-Root-F -Kristall U ¢ H von
Rang g, fiir das H = U @ Fil' (H) erfiillt ist.

3.4.9 Bemerkung. Im Beweis von [Kat73, Thm. 4.1] wird das R-Modul U
explizit konstruiert.

3.5 Deformation gewohnlicher abelscher Varie-
tiaten

In diesem Abschnitt definieren wir die ¢g-Parameter (Satz 3.5.8). Dies sind
explizite Koordinaten des Modulraums von Lifts einer gewohnlichen abel-
schen Varietat (Definition 3.5.1).

Sei dazu A eine gewohnliche abelsche Varietidt der Dimension g tiber
einem endlichen Korper k£ der Charakteristik p. Bezeichne mit W := W(k)
den Ring der Witt-Vektoren tber k. Sei S die Kategorie der Mengen und
sei Cyy die Kategorie der artinschen, lokalen W-Algebren R, zusammen
mit Isomorphismen R/mp ~ k, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

%R

|

*:>R/m3
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Sei Cy die Kategorie der vollstandigen, lokalen, noetherschen W -Algebren
R, so dass R/m7}, € Cy fur jede nattirliche Zahl n € N ist.

3.5.1 Definition. Wir definieren den lokalen Modulfunktor M als den ko-
varianten Funktor M : Cyy — S durch

Isomorphieklassen von (Ay, pp), wobei
M(R) := 1 Ag — Spec(R) ein abelsches Schema

und py : Ag ® k =+ A ein Isomorphismus ist

3.5.2 Theorem ( [Oor71, Thm. 2.2.1] ). Der Funitor M ist darstellbar durch
das formale Schema Spf R mit R := W([t1,...,t.]], d.h. es gibt eine natiirli-
che Isomorphie

CW(Ra _) = M(_)
und ein universelles formales abelsches Schema A — Spf R.

3.5.3 Satz. Sei A, ein formales abelsches Schema tiber W mit AgQw k = A,
dann existiert ein s € Spf(R) mit Ay ~ s*A. Sei umgekehrt ein s € Spf(R) ge-
geben, dann existiert eine (nicht notwendigerweise separable) Erweiterung
W'/W und ein formales abelsches Schema Aq tiber W', so dass Ay ~ s*A

gilt.

BEWEIS. Sei W,, := W/m"*!. Der Modulfunktor M ist darstellbar, Wir nen-
nen ein System von abelschen Schemata X uber S ® W,, kompatibel Nach
[GD60, Thm. 10.12.3] und [GD61, Thm. 5.4.1] existiert eine Aquivalenz
von Kategorien zwischen formalen abelschen Schemata tiber W und dem
inversen Limes von kompatiblen abelschen Schemata tiber W,,. D.h. sei A
ein formales abelsches Schema tiber W dann definiert A @y W,, ein kom-
patibles System, d.h. von abelschen Schemata und es gilt A = lim A4,. Da
der lokale Modulfunktor darstellbar ist liefert dies auch kompatible Koor-
dinaten im Deformationsraum. O

Es existiert eine formale Deformation A..,/Spf W von A, die sich be-
sonders auszeichnet. Tatsachlich ist A.,, sogar algebraisierbar.

3.5.4 Satz ( [Mes72, Thm. V.3.3] ). Sei A eine gewdhnliche abelsche Va-
rietdt tiber dem (perfekten) Kérper k. Dann existiert ein eindeutiger Lift Acan
von A zu einem projektiven abelschen Schema tiber W, so dass der Mor-

phismus End(Acan) — End(A) ein Isomorphismus ist.

3.5.5 Definition. Wir nennen den eindeutigen Lift A..,, aus Satz 3.5.4 den
lcanonischen Lift von A. Wir bezeichnen den Punkt in M der zu A.., kor-
respondiert mit s.,,. Wir nennen das Urbild 8 € End(A.,) eines Endomor-
phismus 3 : A — A unter dem Isomorphismus End(A..,) — End(A) den
kanonischen Lift von (3.
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Sei die Situation wie in Satz 3.5.2 gegeben. D.h. sei A/M die universelle
formale Deformation von A und sei der Funktor M dargestellt durch das
formale Schema Spf R mit R := W{[ti,...,t,:]]. Dann sind wir in der Si-
tuation von Abschnitt 3.4. Insbesondere gilt (Proposition 3.4.8), dass das
F-Kristall H := H!_(A/M) eine Zerlegung H = Fil'(H) ® U in einen nilpo-
tenten R-Modul Fil'(H) von Rang g und ein Unit-Root- F-Kristall U tiber
R von Rang g besitzt.

Wir méchten im folgenden eine Gruppenstruktur auf dem Deformati-
onsraum Spf R definieren (Satz 3.5.10). Diese soll die Eigenschaft besit-
zen, dass der Frobenius-Morphismus F(®) auf R ein Gruppenhomomor-
phismus ist. Da der Frobenius-Morphismus auf A sich zu einem Endo-
morphismus auf dem kanonischen Lift A.,, liften lasst, muss dieser dem
neutralen Element der Gruppe entsprechen. Folgender Satz 3.5.6 zeigt die
Existenz eines Frobenius-Morphismus F(®) mit gewissen Eigenschaften,
welche tatsdchlich die notwendigen sind (Satz 3.5.10).

3.5.6 Satz ( [Del81, §A3] ). In der Situation und Bezeichnung wie oben,
existiert ein eindeutiger o -kompatibler Lift ® : R — R des Frobenius-Morphis-
mus auf R, so dass

F(®)(®*(Fil'(H))) C Fil'(H)

gilt.

Bezeichne ® : R — R den Morphismus wie in Satz 3.5.6. Dann liefert
uns die spezielle Wahl von ® eine Verfeinerung von [Del81, Satz 1.4.2].

3.5.7 Satz ( [Del81, Kor. A2.1 zu 1.4.2] ). Es existieren Basen (a;)1<i<y UON
U, (bi)i<i<g vON Fil'H und Elemente M, € Q}% W mit _folgenden Eigenschaf-

ten:

Va; =0, (3.6)

Vb= a; @1, € HO Qs (3.7)

J

F(®)(®*(a;)) = as, (3.8)

F(®)(®"(bi)) = pb, (3.9)

O (ni ) = PNy (3.10)

d’l?iJ‘ =0. (311)

3.5.8 Satz ( [Del81, Kor. A2.1 zu 1.4.2] ). Seien die Basen (a;)1<i<g voOn
U und (b;)1<i<g vON Fil' H wie in Satz 3.5.7 gewcdhlt. Dann existiert eine
eindeutige Familie T := (7, ;) von formalen Potenzreihen 7, ; € Quot(W)][t]]
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mit
drij = nij, (3.12)
*(7i,5) = pTi (3.13)
SeanTij = 0 (8.14)

Desweiteren sind die Potenzreihen g; ; := exp(7; ;) € R wohldefiniert und es
gilt:

D" (qi) = qi 4

* p—
Scandi,j = L.

3.5.9 Definition. Wir nennen die Familie ¢ = (¢; ;) aus Satz 3.5.8 die ¢-
Parameter von A/M.

Die g-Parameter definieren im folgenden Sinne ein Koordinatensystem
und eine Gruppenstruktur auf dem Deformationsraum.

3.5.10 Satz ( [Del81, 2.1.3] ). Die g-Parameter q = (g; ;) aus Satz 3.5.8 bil-
den mit p ein System reguléirer Parameter von Spf(R), d.h. der W -Morphismus

Spf(WHffi,j]](i,j:l,...,g)) — Spf(R),

Tij— qi—j — 1
ist ein Isomorphismus.

3.5.11 Bemerkung ( [Del81, A2.2] ). Satz 3.5.10 induziert eine Gruppen-
struktur auf der formalen Faser des Deformationsraums von M, so dass
der Frobenius-Morphismus F(®) ein Gruppenhomomorphismus ist. Ins-
besondere entspricht s.., € Spf R dem neutralen Element.

3.5.12 Bemerkung. Katz vergleicht im Appendix zu [Del81] die g-Parameter
fiir den Deformationsraum von A wie in Satz 3.5.8 mit den Serre-Tate-
Parametern aus [Dwo71]. Er zeigt ([Del81, A3.1]), dass die Gruppenstruk-
tur auf dem Deformationsraum M, induziert durch diese zwei verschiede-
nen Familien von Parametern, tibereinstimmen.

3.6 Liftbarkeit von Isogenien

In diesen Abschnitt beschreiben wir Lifts von gewéhnlichen abelschen Va-
rietdten zusammen mit zusitzlichen Morphismen. In [Mes72, Appendix
Prop. 3.3] und [Kat81, Thm. 2.1] sind Bedingungen fiir die Liftbarkeit
eines Morphismus 7 in Termen der Wirkung von 7 auf den Serre-Tate-
Parametern gegeben.
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Sei die Situation wie in Abschnitt 3.5 gegeben. Insbesondere sei A eine
gewoOhnliche abelsche Varietat tiber k. Bezeichne A tiber Spf R die univer-
selle formale Deformation von A (Satz 3.5.3). Wir schreiben H := H!_ (A/R).
Das k-Modul H := H ®p k besitzt eine kanonische Filtrierung Fil'(H) ¢ H,
die Hodge-Filtrierung. Und es existiert ein Komplement U C H, so dass
H =Fil'(H) @ U gilt. Da A gewéhnlich ist, kann man diese Zerlegung von
H zu einer Zerlegung H = Fil'(H) @ U liften (Proposition 3.4.8). Dabei ist
Fil' (H) nilpotent und U ein Unit-Root F-Kristall.

Angenommen A besitzt eine Hauptpolarisierung  : 4 — A . Diese Po-
larisierung definiert nach Prop. 2.1.2 eine Involution auf End(A), die wir
mit

tframal

bezeichnen. Ausserdem liefert die Polarisierung \ mittels folgender Propo-
sition 3.6.1 eine Paarung

(wy:HxH—R
auf H.

3.6.1 Proposition ( [0da69, Prop. 3.24],[KO68, §2] ). Es existiert eine sym-
plektische Form (-,-) : H x H — R auf H, d.h. die Paarung (-,-) ist perfekt,
bilinear und alternierend. Flir beliebige w,,wy € H gelten aufSerdem folgende

Identitciten:
(Fwi, Fwz) = plwr,wa), (3.15)
(Fil' (H))* = Fil'(H), (3.16)
Ut =1, (3.17)
(Vwi,ws) + (w1, Vws) = d{wr, ws). (3.18)

Sei (a;) C U, (b;) C Fil'(H) die Basis wie in Satz 3.5.7. Wir bezeichnen
mit sc., € Spf R den Punkt im Deformationsraum, so dass s!,, A der ka-

nonische Lift von A ist. Nach geeigneter Wahl der Indizes ist die folgende
Identitat erfallt:

<5:anaia S:anbj> = 6i,j- (3 19)

Fir s € Spf R moéchten wir die Variation von Hodge-Strukturen im Sin-
ne von Abschnitt 3.2 studieren. D.h. wir méchten fiir Punkte s € Spf R
die Einbettungen s*Fil'(H) — s*H von R-Moduln beziiglich dem Zusam-
menhang V mittels der Paarung (-, -) vergleichen. Dies kénnen wir nur im
offenen Einheitskreis um einen Punkt machen (Bemerkung 3.6.3). Diese
korrespondiert zum folgenden Ring:
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Sei R, der folgende Unterring von R:
Ry :={f € R: fkonvergiertinzc W" mit |z;] <1Vie{1,...,9}}. (3.20)

Bezeichne L, := Ry ®z, Q, den Quotientenkérper von Ry.

3.6.2 Proposition ( [Kat73, Prop. 3.1] ). Es existieren Basisvektoren b; von
Fil'(H) ® g Ly mit folgenden Eigenschaften:

(i) die Vektoren b} sind horizontal, d.h. es gilt Vb, =0,

(ii) die Vektoren b sind Lifts von s}, b, nach Ly, d.h. es gilt s%, b, = s}

can can -1 can

b;.

3.6.3 Bemerkung. Satz 3.5.7 besagt, dass eine horizontale Fortsetzung
nach R der Vektoren (s},,a;) zu einer Basis von U existiert, also insbeson-
Fil'(H) lasst sich aber
nicht nach R zu einer horizontalen Basis von Fil'(H) fortsetzen.

dere nach L,. Die horizontale Basis (s?,,b;) von s*

can

3.6.4 Korollar ( [Kat73, Rem. 3.2] ). Sei L die Vervollstindigung des al-
gebraischen Abschlusses des Quotientenkdrpers Quot(W) von W. Sei Of,
der lokale Ring von L und mj, dessen maximales Ideal. Sei s € Spf(Ry) mit
$ = Scan mod my,. Dann liefert die Abbildung
s*HopL > s, H®r L
s*b, — sk b

*

¥ a; > Sp, G

einen Isomorphismus von L-Vektorrdumen, welcher eine Einbettung
p:s*Fil'(H) — s, H @ Quot(W)
von W -Moduln induziert.

3.6.5 Proposition. In der Bezeichnung aus Prop. 3.6.2 erfiillen die Velto-
ren b, € Fill(H ) ®r Lo und a; = a; ® 1 € H ®pr Ly folgende zusditzliche
Eigenschaften:

(iti) die Vektoren o) und b bilden eine symplektische Basis von H Qg Ly,
d.h.
(a},a’) =0, (b, 0%) = 0, (al, b)) = 6&; ;. (3.21)

i Yy 17 7] ]
(iv) die Vektoren b, sind Eigenvektoren von F(®) mit F(®)(®*b,) = pb..

BEWEIS. Die Eigenschaft (iii) folgt aus der Uberlegung:

d<a/ b/> (3:18)

i Vg

(Val, b;) + (al, Vb,) =0 (3.22)

i Vg
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in H® Q, w- Dabei folgt die letzte Identitat daraus, dass a; und b} hori-
zontal sind (Satz 3.5.7 und Proposition 3.6.2). Das impliziert, dass (a;, b;)
can

konstant ist. Ausserdem liften «; und b} die Vektoren s
Somit folgt aus (3.19) und (3.22) die Identitat

a; und Szanbj'

<CL;, b;> = <S>ckanai7 S:anbj> = 52}]"
Die Eigenschaft (iv) zeigt man analog zur Eigenschatft (iii). Bezeichne mit
cij € Lo und ¢; ; € Lo die Koeffizienten in der Zerlegung

F(@)(®7H) = 3 ¢ji0i + D ¢ b}
Der Frobenius-Morphismus ist horizontal, insbesondere gilt
Vo F(®)(27b)) =0,

also sind die Koeffizienten ¢; ; und c; ; konstant. Die Vektoren b; sind aber

Lifts von s, b;, also folgt die Behauptung F(®)(®*b;) = pb; aus (3.9). O

can

3.6.6 Proposition. Seir := (7; ;) die Familie von formalen Potenzreihen mit
Koeffizienten in Quot(W) aus Satz 3.5.8 und (b;) C Fil'(H) die Basis von
Fil'(H) aus Satz 3.5.7. Dann gelten fiir die Elemente b; ® 1, b; € H®r Lo
folgende Identitciten

Tij = <bz®1,b;> (3.23)
Desuweiteren gilt

bi@l=0b—> 7 ;a, (3.24)
J

BEWEIS. Wir schreiben fir die Elemente b; ® 1 € H @ g Ly abkiuirzend eben-
falls b;. Es gilt

d(b;, vy 2

/.
Vbifo

L (Vb b))

3.7)
= Z<CL;7 b;>771l
l

(3.21)
= 7’]1’]
(322) dTi’j.

(Vb;, b;) + (b;, Vb;)

Und da (s%,,bi,si,,0:) =0 = s

can can”j can

7;,; gilt, folgt (3.23). Die Gleichung (3.24)
folgt elementar aus (a;,b;) = 0; ;. a
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3.6.7 Definition. Sei Defo(A) die Kategorie der formalen abelschen Sche-
mata Ay Gber W mit Ay ® k = A. Die Morphismen von Defo(A4) seien
die Morphismen 7 : Ay — A;, die zu Endomorphismen n @y k : A — A
reduzieren.

Der formale Deformationsraum von A ist nach Satz 3.5.2 darstellbar
durch das formale Schema Spf R und es existiert ein universelles forma-
les abelsches Schema A Uiber R. Bezeichne s.., € Spf R den Punkt im

Deformationsraum, so dass s, A isomorph zum kanonischen Lift von A

can

(Definition 3.5.5) ist. Sei eine solche Isomorphie fest gewahlt.

3.6.8 Definition. Bezeichne Defoy; (A) folgende Kategorie:
Die Objekte von Defop; (A) sind W-Moduln B C H von Rang g und Einbet-
tungen
p: B st © Quot(ih),

so dass

e der Quotient (s?,, H ® Quot(W))/(p(B) ® Quot(W)) frei ist,

e die Reduktion B ®y k kanonisch isomorph zu Fil' (H) ist und

e die Reduktion p ® k die Identitat auf Fil' (H) ist.
Die Morphismen B — B von Defo};(4) sind Paare (8, 3), wobei

e (3:A — A ein Endomorphismus von A ist,

e Opy:B— B ein Morphismus von W-Moduln ist, der
B Fil'(H) — Fil'(H)
liftet und

e fiir den kanonischen Lift (.., : 85,4 — s5,,A von (3 (Definition 3.5.5)

can

folgendes Diagramm kommutiert:

B——> s

\LﬁFil \Lﬁgau

B s H @ Quot(W).

can

P st H ® Quot(W)

Sei Ay € Defo(A) eine formale Deformation von A nach W. Dann exis-
tiert nach Proposition 3.5.3 genau ein s € Spf R im Deformationsraum und
ein Isomorphismus p : s*A = Ay. Wahlt man einen solchen Isomorphis-
mus fest, dann liefert dies einen kanonischen Isomorphismus s*Fil' (H)®y
k ~ Fil'(H). Sei nun Defo'(4) die Unterkategorie von Defo(A4), so dass
s € Spf Ry gilt, wobei Ry den Ring aus (3.20) bezeichnet.
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3.6.9 Theorem. Der Funktor F, definiert durch

F : Defo’(A) — Defop; (A)
[Ag ~ s*A] — [p: s*Fil* (H) — s, H ® Quot(W)]
Bri : $TFil' (H) — siFil' (H
B stA s | B ST — sE D]
B:sTAw k — s5AQw k
ist eine Aquivalenz von Kategorien. Dabei bezeichnet p : s*Fil'(H) — s&, H®
Quot(W) die horizontale Einbettung aus Korollar 3.6.4.

BEWEIS. In [Mes72, Thm. V.1.10] ist die Aquivalenz far infinitesimale De-
formationen gezeigt, d.h. fir Lifts von A (bzw. s*Fil'(H)) zu einem artinsch,
lokalem Ring (z.B. W,, := W/m"). Das Theorem folgt dann mittels Grenz-
wertbildung analog zu der im Beweis von Proposition 3.5.3. O

3.6.10 Bemerkung. Der Funktor F vergleicht eine Deformation von A mit
dem Lift der Hodge-Filtrierung. Dies ist eine analoge Situation zur Variati-
on von Hodge-Strukturen (VHS) aus Abschnitt 3.2.

3.6.11 Bemerkung. In [Mes72, Thm. V.1.10] wird die Aquivalenz aus Satz
3.6.9 in Termen der sogenannten universellen Erweiterung und den dazu-
gehorigen Kristallen formuliert. Tatsachlich liefert dies durch Ersetzen von
Defof,; eine Aquivalenz fiir den Funktor Defo(A). Mittels [MM74, §1.4] kann
man die Aquivalenz in Termen der Hodge-Filtrierung Fil'(H) ¢ H, wie in
Theorem 3.6.9, Ubersetzen. Fiir eine einfachere Formulierung beschran-
ken wir uns in Satz 3.6.9 auf den Subfunktor Defo’(A).

Nun formulieren wir die Bedingung aus Satz 3.6.9 fur die Liftbarkeit
von Endomorphismen in Termen der g-Parameter um. Aus technischen
Griinden beschrinken wir uns auf die Lifts von A, welche die Polarisierung
X : 4 — A liften. Genauer betrachten wir folgenden Funktor.

3.6.12 Definition. Wir definieren den Funktor M, als den kovarianten
Funktor My, : Cw — S durch

Isomorphieklassen von (Ag, po, Ag), Wobei
M (Ro) Ao — Spec(Ry) ein formales abelsches Schema,
0) = - —
P po: Ao ® k — A ein Isomorphismus und

Ao : Ag — A} eine Quasi-Polarisierung mit \o ® k = X ist

3.6.13 Satz ( [Oor71, Thm. 2.3.3, §2.4] ). Der Funktor M,, ist ein Unter-
funitor des lokalen Modulfunktors M . Er ist darstellbar durch das formale
Schema Spf(R/a,,) mit ap, := (qiyjquil — 1) i j=1,.g) -
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Sei nun 3: A — A ein Endomorphismus und identifiziere End(A) mit
End(
st H. Bezeichne

can

A). Der Endomorphismus § wirkt auf der de-Rham-Kohomologie

*
Scan

VU : End(A) — GL,(W)

*
can

die Darstellung der Wirkung der Endomorphismen auf der Basis s}, a;

von sk,

U via Projektion. Wir benutzen folgendes Lemma 3.6.14, um die

Wirkung von End(A) auf der Basis s

can

b; = s* b zu bestimmen.

can-1

3.6.14 Lemma ( [0da69, Prop.3.24], [KO68, §2]). Sei s € Spf RNV (app)
ein Punkt im Deformationsraum von M,,. Seien beliebige Elemente w;,w, €
s*H und ein Endomorphismus € End(s*A) gegeben. Dann gilt folgende
Identitdit:

(B wi,w2) = (w1, (B)*w2). (3.25)

Es gilt (s},.b;, s5..a;) = &; ;. Somit wirkt End(A) nach Lemma 3.6.14 auf
der Basis s* b, = s* . durch

U :=Wot: End(A) — GL,(W). (3.26)

Mit Hilfe dieser Vorbereitungen kann man eine Bedingung far die Liftbar-
keit von Isogenien angeben.

3.6.15 Satz. Sei s € Spf Ry NV (app) filr a,, wie in Satz 3.6.13. Bezeichne
A, = s*A die zugehdrige abelsche Varietdit in Defo’ (A) und 7 € My(R) die
Matrix (1; ;), definiert in Satz 3.5.8. Der Endomorphismus 3 € End(A) ist
genau dann zu einem Endomorphismus A, — A, liftbar, wenn

U(B)s* T = (¥1(B)s*r)" (3.27)

Sfir die Matrix ¥(3) € GLy(W) gilt.
BEWEIS. Sei die Einbettung
p: s Fil'(H) < s%,,H @ Quot(W)

aus Korollar 3.6.4 gegeben. Die abelsche Varietit A, bildet unter der Aqui-
valenz der Kategorieen Defo’(A) und Defoy; (A) aus Theorem 3.6.9 auf p ab.
Wir zeigen nun die Notwendigkeit der Identitat (3.27) fur die Existenz eines
Lifts. Angenommen es existiere ein Lift 3 € End(A4,) des Endomorphismus
3 von A nach A,. Dann ist der Lift 3 unter der Aquivalenz aus Satz 3.6.9
gegeben durch einen Lift

B ¢ s*Fil'(H) — s*Fil' (H)
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von B : Fil'(H) — Fil'(H) der in folgendes kommutative Diagramm passt:

S*Fill(H)k—p> st H ® Quot(W) (3.28)

lﬁFil iﬁ;n

s*Fil' (H)———— 5%, H ® Quot(W).

Der Endomorphismus f.., wirkt auf den Vektoren (s}, b;); durch die Ma-
trix ¥(3) € M, (W) aus (3.26). Wegen der Kommutativitit von (3.28) und
der Definition von p : s*Fil' (H) — s*, H ® Quot(W) wirkt Bg; auf den Vek-
toren (s*b}); durch die Matrix ¥(3).

Nach Proposition 3.6.6 gilt

S*Tij = <S*bl,8*b;>
und aus Lemma 3.6.14 folgt somit
(sbi, WT(B)s*b;) = (V(B)s*bs, s*V}). (3.29)

Schreiben wir ¥(3) = (¢;;) (bzw. ¥1(3) = (¢} ;)) fir die Koeffizienten der
Matrix ¥(3) (bzw. ¥f(3)). Dann folgt aus (3. 29) unter Verwendung der Li-
nearitat der Paarung (-,-) die Identitat

s cintig) = 5" () yTik) (3.30)

k k

In Termen der Matrix 7 = (7; ;) ist (3.30) aquivalent zur Identitat
V(B)-s*r=s"7-(V(B) = (P(B)-s"r")".
Und da s € V(app) ist, gilt
(UH(8) - s* )" = (¥(B) - s*7)".

Wir zeigen nun, dass die Identitat (3.27) hinreichend fiir die Existenz eines
Lifts ist. Gelte also (3.27) far s*r. Definiere ;) wie folgt: Wirke Gr;) auf den
Vektoren (s*b}); durch die Matrix ¥'(3). Es bleibt zu zeigen, dass f3r; das

Diagramm (3.28) kommutativ macht. Auf den Vektoren s}, a; wirkt (..,

can

durch ¥(3). Man rechnet elementar nach, dass aus (3.27) die Identitét

Ut (3)s*b; = *b’+Zr” )s*a; (3.31)

auf der Basis (s*b;) von s*Fil' (H) folgt. Wegen der Gleichung (3.24) aus Pro-
position 3.6.6 folgt, dass das Diagramm (3.28) kommutiert. Nach Theorem
3.6.9 existiert folglich ein Lift 8 € End(Ay) von 3 € End(A). O
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3.6.16 Korollar. Seis € Spf RyNV (app) filr ap, wie in Satz 3.6.13. Bezeichne
A, = s*A die zugehdrige abelsche Varietdit in Defo’'(A). Genau dann ist der

Endomorphismus 3 € End(A) zu einer Isogenie A, — A liftbar, wenn
t
8* (qf(ﬁ)) — 8* (q;I”j (ﬁ))t
Sfurallei,j € {1,---,g} gilt.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der ¢-Parameter in Satz
3.5.8 als (qi,j) = (exp(nyj)). O

3.6.17 Bemerkung. In [Kat81, Thm. 2.1] sind entsprechende Liftbarkeits-
bedingungen fiir den Serre-Tate-Parameter mittels der Deformationstheo-
rie von p-divisiblen Gruppen formuliert (Bemerkung 3.5.12).

Eine ausfiihrliche Diskussion des Serre-Tate-Parameters fiir den Fall von
elliptischen Kurven findet man in [Kro09].



Kapitel 4

Anwendung I: Abelsche
Flachen vom Typ GM

In diesem Kapitel geben wir eine Anwendung der Ergebnisse aus Kapitel
3. Wir betrachten dazu wie in Kapitel 2 die Shimura-Kurve X (1) (Defi-
nition 2.3.2), die Isomorphieklassen von abelschen Flachen A vom Typ
QM parametrisiert, d.h. abelsche Flaichen A mit Einbettung Op — End(A)
einer festen maximalen Ordnung in der indefiniten Quaternionenalgebra
D (Definition 2.1.6). Wir interessieren uns fiir den Ort V der Shimura-
Kurve im Deformationsraum einer abelschen Fliche A vom Typ QM tiber
einem endlichen Koérper. Konkret bestimmen wir Gleichungen fiir den Ort
der Lifts A von A nach Charakteristik 0, welche vom Typ QM sind (Theo-
rem 4.1.6). Mori bestimmt in [Mor09] mittels anderer Methoden ahnliche
Gleichungen. Wir gehen dartiber hinaus und betrachten die Geometrie der
CM-Lifts von A. In Abschnitt 4.2 zeigen wir fiir das Beispiel der Quaternio-
nenalgebra D/Q mit Diskriminante 6, wie man diese Gleichungen explizit
berechnet.

4.1 Beschreibung der ¢-Parameter

Sei in diesem Abschnitt A eine hauptpolarisierte, gewdéhnliche abelsche
Flache tiber k£ = F,. Sei D/Q eine indefinite, verzweigte Quaternionenalge-
bra und Op eine maximale Ordnung, so dass durch V¥ : Op — End(4) ein
QM-Typ (Definition 2.1.6) gegeben ist.

Sei X : A — A' eine Hauptpolarisierung auf A. Dann definiert \ eine Invo-

lution auf End(A) und somit auf Op. Wir bezeichnen diese Involution mit

$0—>$T.

Sei W = W(k) der Ring der Witt-Vektoren. Wir interessieren uns nun fur
die Lifts von A nach W vom Typ QM. Das heif3t, wir mochten die abelsche
Varietat A, den QM-Typ ¥qu : Op — End(A) und die Polarisierung \ :
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A — A nach W liften. Sei M der lokale Modulfunktor (Definition 3.5.1)
der Lifts von A nach W. Der Funktor M ist darstellbar durch das formale
Schema Spf R mit R := W{[g — 1]] fir q := (¢;,;)i,j=1,2. Dabei wéhlen wir die
Koordinaten im Deformationsraum Spf R von M mittels Satz 3.5.10, d.h.
¢i,; bezeichnen die g-Parameter auf Spf R aus Satz 3.5.8. Wie in Abschitt
3.6 beschranken wir uns auf den Funktor M, (Definition 3.6.12) also auf
den Unterlokus V(a) C Spf R mit a = (q1,2¢51 — 1).

4.1.1 Definition. Wir definieren den Funktor N als den kovarianten Funk-
tor N :Cy — S durch

Isomorphieklassen von (A, po, Vo, Ao), Wobei

Ao — Spec(Ry) ein formales abelsches Schema,

N(Rp) := < po: Ay ® k = A ein Isomorphismus,

Uy : Op — End(Ap) ein QM-Typ mit ¥y ® k = ¥qu und

Ao Ag — Ag eine Quasi-Polarisierung mit A\ ® k = \ ist

4.1.2 Lemma. Sei (Ao, po, Yo, Ao) € N(Ry) und (Ay, p1, 1) € M(Ry) mit Iso-
morphismus v : Ay — A; quasi-polarisierter abelscher Schemata. Dann
existiert héchstens ein QM-Typ ¥, : Op — End(A;), sodass (A1, p1,¥1,A1) €
N(Ryp) ist. D.h. der Funktor N ist ein Unterfunktor von M,,, in dem man den
OM-Typ vergisst.

BEWEIS. Angenommen es existiert ein QM-Typ ¥; : Op — End(4,) auf A,
und ein Isomorphismus v : 4y — A; wie in der Aussage des Lemmas.
Da Ay ® k ~ A, ® k gilt, ist ¥ := v ® k ein Automorphismus von A. Die
Bedingungen ¥, ® k = Yo und A @ k = ) implizieren, dass 7 im Zentrum
von End(A) liegt und 5" = 7 gelten muss. Da D eine Quaternionenalgebra
ist, muss 7 € Q (Definition 1.1.1) und folglich 7 = id gelten. O

Bezeichne s.,, € Spf R den Punkt im Deformationsraum, welcher zum
kanonische Lift von A korrespondiert. Dieser ist gegeben durch den Null-
punkt in der Gruppenstruktur auf dem Deformationsraum, d.h. s},,¢;; =1
fir alle 4, j. Sei der W-Modul s¥, H := H., (s?,,A/W) gegeben und bezeich-

ne
U : End(A) — My(W)

die Darstellung der Wirkung der Endomorphismen auf der Basis (a1, a3) C
st.nU des Unit-Root-Kristalls s?, U C s, H wie in Satz 3.5.7.

can

4.1.3 Proposition. Sei t ¢ Op \ Q wie in Proposition 1.1.21, d.h. es gilt
zf =7t~ fiir alle x € Op. Bezeichne

A = W(Tau(t)) = (i) € My(W)
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die Matrix der Wirkung des Endomorphismus ¥qum(t) € End(A) auf der Basis
(st nai) von sk, U.

() Dann gilt a1; = —age und a3, + ajzas € W*.

(i) Die Identitét As*t = (Afs*7)! ist genau dann erfiillt, wenn einer der
folgenden Fdille eintritt:

(I) Es gilt a1, € W* und

* __ Q11 g%
S T11 ale T12
s'r = , 4.1)
__ Q11 _ Q921 %
a1p 111 a5 T11
wobei s*111,s*112 € W beliebig sind.
() Es gilt a12 ¢ W* und
—g2s' Ty 8T
s'r = , 4.2)
5 T12 221 g% 719

ail

wobei s*114, s*191 € W beliebig sind.

BEWEIS. In Op gilt t> € Q und t ¢ Q. Folglich muss tr(t) = tr(A) = 0 also
a1 = —agy erfillt sein. Da auBerdem tf = tft~! =7 = —¢ gilt, folgt fiir die
Polarisierung auf den Matrizen AT = —A. Die Polarisierung X : 4 — A’ ist
eine Hauptpolarisierung, folglich muss det(A) = a2, + a12a21 € W* sein.
Die Identitat

As*t = (ATs*7) = —(As™7)!
liefert folgendes lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten s*7;;:

* *

a11 $ T11  +a12 S T2 =0,
* *

a1 8" T11 +ay2 $" T2 = 0,

—a91 $* 119 +ajy $mee = 0.

Ist a1o € W*, folgt (4.1) direkt. Also nehmen wir an, dass a;2 € (p) ist. Da
a?, + ajzaz; € W* ist, muss folglich a;; € W* sein. Somit folgt (4.2). O

Sei 3 € End(A4) und bezeichne mit B := ¥(3) € My(W) die Matrix der
Wirkung von (§ auf der Basis (s¥,,a;) von sf,,U. In der Bezeichnung von
Proposition 4.1.3 ist die Matrix ¥'(3) € My(W) gegeben durch

A-Adj(B) - A~ € My(W).
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Benutzt man die Bedingungen aus Satz 3.6.15 fir die Liftbarkeit von g €

End(A) an die Matrix s*7, dann liefert dies ein lineares Gleichungssystem
in s*7; ;. Dieses ist durch

B.s*t = (A-Adj(B) - A7t s*7)! (4.3)

gegeben. Wir benutzen diese Uberlegung um folgende Proposition 4.1.4 zu
zeigen.

4.1.4 Proposition. Gegeben die formale Deformation s* A von A. Dann léisst
sich die Polarisierung X : 4 — A' und der QM-Typ Uom : Op — End(A)
genau dann zu einer Polarisierung A\ : s*A — s*A' und einem QM-Typ
Op — End(s*A) liften, wenn fiir die Koordinaten s*¢;; im Deformationsraum
folgende Identitciten erfiillt sind:

* *
$ 421 = S (1,2,

* Q12 —ail

S = 3*(11,1 ) (4.4)

s'3 = 8"y
BEWEIS. Die Varietét A ist gewohnlich. Damit gilt nach Proposition 2.6.3
insbesondere, dass Op ®z W ~ My(W) gilt. Es ist also zu zeigen, dass
die Bedingungen (4.4) dquivalent zur Erftillbarkeit der Gleichung (4.3) fiir
jede Matrix B € My(W) sind. Dies kann man elementar tiberpriifen. Die
Liftbarkeit der Polarisation folgt nach Satz 3.6.13 aus den Bedingungen
(4.4). |

4.1.5 Lemma. Sei a das Ideal in R erzeugt von den Elementen

-1

42,1412 — 1,
a2 ail

135 "q11 — L,
a12 —az1

925 4117 — L.

Sei s € Spf R ein Punkt im Deformationsraum von A und sei (Ag, po) € M(Ro)
mit po : Ay = s*A. Es existiert genau dann ein QM-Typ ¥, : Op — End(Ay)
und eine Polarisierung )\g : A9 — Af, so dass (Ao, po, Yo, o) € N(Rp) gilt,
wenn (s*q; ; — 1) in der Nullstellenmenge V (a) von a liegt.

BEWEIS. Sei (Ao, po, Yo, o) € N(Ro), insbesondere ist (Ao, po) € M(Ryp).
Dann existiert wegen der Darstellbarkeit von M ein s € Spf R(Ry), so dass
s*A ~ Ay ist. Mit Lemma 4.1.2 kénnen wir s*A = A, annehmen. Somit folgt
die Behauptung aus Proposition 4.1.4. |

4.1.6 Theorem. Der Funktor N ist darstellbar durch das formale Schema
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Spf(R/a), d.h. es gibt eine natiirliche Aquivalenz
Cw (Spf(R/a), =) = N(-).

Das formale Schema Spf R/a ist die formale Faser eines eindimensionalen
Torus.

BEWEIS. Die Darstellbarkeit von N folgt aus Lemma 4.1.5. Aus den Glei-
chungen (4.4) ist offensichtlich, dass das formale Schema Spf R/a formal
glatt ist. Folglich ist Spf R/a isomorph zu einem Torus. Da Spf R/a offen-
sichtlich von Ko-Dimension 3 in Spf R ist, folgt dass Spf R/a eindimensio-
nal ist. O

4.1.7 Bemerkung. In [Mor09] bestimmt Mori unter Benutzung anderer
Methoden &dhnliche Gleichungen ([Mor09, Thm. 7]). Sein Ansatz beruht
dabei sehr darauf, dass die CM-Punkte zu abelschen Flachen korrespon-
dieren, die nicht absolut einfach sind.

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit den Lifts einer abelschen Fla-

che vom Typ QM nach Charakteristik 0, die ebenfalls vom Typ QM sind
und komplexe Multiplikation haben.
Nach Satz 2.1.9 ist die abelsche Flache A nicht absolut einfach. O.B.d.A.
sei nach Ersetzen von k£ durch eine endliche Erweiterung die abelsche Fla-
che A tiber k nicht einfach, d.h. es existiere eine gewohnliche elliptische
Kurve E tUber k, so dass A ~ E? gilt. Die Endomorphismenalgebra End’(4)
ist folglich isomorph zur Matrixalgebra M, (K) fiir einen imaginar quadra-
tischen Kérper K ~ End’(E). Nach der Honda-Tate-Theorie gilt K = Q(n),
wobei 7 € End(A4) den absoluten Frobenius-Morphismus von A bezeich-
net. Insbesondere existiert eine Ordnung Ok ., C K mit Fuahrer ¢y € N
in Ok, so dass © € Ok, und Ok ., im Zentrum von End(4) liegt. Nach
Proposition 2.6.5 gilt p { ¢y fiir den Fiihrer von Ok .

Sei A ein Lift von A = A ® k nach W und besitze A komplexe Multi-
plikation. Dann gilt End’(A4) ~ End’(A) ~ M,(K). Nach Proposition 2.6.5
existiert ein n € N, so dass das Zentrum von End(A) isomorph zur Ord-
nung Ok . von K mit Fuhrer ¢ := p”¢y in Ok ist.

4.1.8 Proposition. Gegeben sei die formale Deformation s*A von A vom
Typ QM. Sei Ok . C Ok, ~ Zentrum(End(A)) eine Unterordnung in K mit
Fiihrer ¢ := p"cy. Genau dann lésst sich eine Unterordnung Ok . zu einer

Teilmenge von Zentrum(End(A)) liften, wenn im Deformationsraum folgende
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Identitdten erfiillt sind:
s'qfy =1,

8*(12,1 = S*Q1,27 4.5)

* _a12 __ * —aill
S =54q11 >

* @12 __ k421
Sdqa =54q171-

BEWEIS. Im Zentrum von End(A4) ist die Involution { nach Lemma 2.4.17
gegeben durch die komplexe Konjugation, d.h. fiir 8 € Zentrum(End(A)) gilt
v(B)T = w(B)".

Bezeichne 7 € Ok ., den absoluten Frobenius-Morphismus. Nach Proposi-
tion 2.6.7 ist die Liftbarkeit von Ok . aquivalent zur Liftbarkeit des Mor-
phismus p"7. Benutzt man die Bedingungen aus Satz 3.6.15 fur die Lift-
barkeit von Endomorphismen an die Matrix s*7, dann liefert dies folgendes

lineare Gleichungssystem in s*7; ;:
p"U(m) - s*r = (p"U(7)" - s* 7). (4.6)

Es gelten fir die Parameter s*7 € W die Relationen (4.1) bzw. (4.2) aus Pro-
position 4.1.3. Da ¥(r) — ¥(7)! € W* gilt, ist das Gleichungssystem (4.6)
dquivalent zur Gleichung p"s*t; 2 = 0 mod p"*'. Somit folgt die Behaup-
tung. ]

4.2 Beispiel: Diskriminante 6

Wir betrachten nun das Beispiel der Shimura-Kurve X'(1) beztglich der
Quaternionenalgebra D/Q mit disc(D) = 6. Wir berechnen dabei konkrete
Gleichungen fur die g-Parameter von QM-Lifts fiir bestimmte CM-Punkte.
Insbesondere berechnen wir die Gleichung fiir die Reduktion der ellipti-
schen Punkte.

Folgende Proposition gibt eine explizite Basis einer Quaternionenalge-
bra D (wie in Proposition 1.1.9) und eine explizite Basis einer maximalen
Ordnung in D an. Dies gehort zu einem expliziten Modell der Shimura-
Kurve X (1) ([Has95]), auf das wir hier nicht naher eingehen wollen.

4.2.1 Proposition ( [Has95, §2] ). Sei D/Q eine Quaternionenalgebra mit
disc(D) = ¢. Dann gilt:

(i) Es existiert eine Primzahl py € N und eine Basis {1,i,7,ij} von D als

Q-Vektorraum mit den Eigenschaften i’ = —6, j? = py und ij = —ji.

(ii) Sei ay € Z, so dass agd = —1 mod pq gilt. Dann ist

Op :=Ze1 B Zey B Zez B Zey
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fiir die Elemente

143 1+ agdj +ij
€ :=1, €9 1= ——, €3 1= ———, €4 1= ——=
2 Po

eine maximale Ordnung von D.

(iii) Seia € D, so dass a® € Q¢ gilt. Dann gilt: Die alternierende Form

E,:DxD—Q
(h1, ho) — tr(hlﬁga)

definiert genau dann eine nicht-degenerierte Form
Et : 0 D X O D — Z

mit Werten in Z, falls o - i € OF, gilt.

(o 1 [y 0
(D) (e )

ist eine konkrete Einbettung © : D — Ms(R) gegeben.

(iv) Durch

4.2.2 Bemerkung. Die Aussage (iii) in Proposition 4.2.1 korrespondiert
dazu, dass die Riemann-Form auf A, := C?/A, nicht degeneriert ist. Dabei
ist A, eine Familie von Gittern in C?, welche der Ordnung Op zugeordnet
wird. Dies entspricht einer konkreten Interpretation von X (1) als Moduli
von abelschen Flachen vom Typ QM (siehe [Has95]).

Wichtig fir unsere Berechnungen ist, dass fir « := i die Abbildung

D — D, h— hl :=tht™! 4.7)

eine Involution auf Op definiert, die zu einer Hauptpolarisierung von A,
gehort.

Man rechnet mittels dem Hilbertsymbol aus, dass D := (78’2) die Dis-

kriminante disc(D) = 6 hat. Somit kénnen wir in der Proposition 4.2.1 die
Primzahl py = 2 wahlen. D.h. es existiert eine Basis {1,4,7,ij} von D als

Q-Vektorraum mit den Eigenschaften i2 = —6, j? = 2 und ij = —ji. Sei die
Einbettung O : D — M(R) mit
0 -1 V2 0
O(i) = , o) =
(4) (6 0) () <0 _\/ﬁ)
gegeben.

Um unsere Ergebnisse in Proposition 4.2.4 mit [Mor09, Thm. 7] verglei-
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chen zu kénnen, modifizieren wir die maximale Ordnung Op aus (ii) in
Proposition 4.2.1 und setzen

1+ 1—7 2425415
€ :=1, €9 1= , €3 1= , €4 1= —

3 4.8)

Dann gehort a := i € Op weiterhin zu einer Hauptpolarisierung wie in Be-
merkung 4.2.2. Bezeichne die arithmetische Fuchssche Gruppe ©(0},) C
SLo(R) mit I'(1).

Zunachst moéchten wir unsere Ergebnisse aus Abschnitt 4.1 auf die el-

liptischen Punkte von X (1) anwenden. Wir haben bereits in Beispiel 2.3.4
gesehen, dass X (1) genau zwei elliptische Punkte von Ordnung 2 und zwei
elliptische Punkte von Ordnung 3 besitzt. Die elliptischen Punkte z; € X (1)
von Ordnung 2 (bzw. 3) korrespondieren (Proposition 2.7.7) zu Einbettun-
gen 1 : K — D von K = Q(¢4) (bzw. K = Q((3)), wobei (4 := v/—1 € C (bzw.
(3:= *1%‘/:3 € C) seien.
Reprasentanten & € H der elliptischen Punkte z; := [§;] € X(1) der Ord-
nung 2 (bzw. 3) sind in folgender Tabelle gegeben. Dabei definieren ¢;({y)
(bzw. ¢;(¢3)) Einbettungen ¢; : K — D von K = Q({4) (bzw. K = Q({3)) in D.
Und die u; € D aus der Tabelle erftillen die Eigenschaften von Satz 1.2.4,
d.h. es gilt D ~ (1;(K),u?).

Eat)

orden(z;) = 2 : ti(Ca) u; u? &i
i=1 e € — 26 | 3 | T2/
i=2 e 2y — ey | 3 | AL

orden(z) = 8 : ti(C3) U u? &
1=1 €2 — €4 €2—€3 | 2 W%
=1 es+es—1 | €9 —e€3 2 M%)\/j?’

4.2.3 Proposition. Sei z € X(1) ein elliptischer Punkt und A, die zugeho-
rige abelsche Fldche vom Typ QM mit komplexer Multiplikation durch O,
(bzw. O, ). Bezeichne E die eindeutige elliptische Kurve mit komplexer Mul-
tiplikation durch O, (bzw. O¢,). Dann existiert eine Isogenie ¢ : A — E x E
von Grad 2.

BEWEIS. Bezeichne n die reduzierte Norm von D tiber Q. Da n(y/(4) = 1
und n(¢3) = 1 ist, gilt in allen Fallen e,e € $O0p ® Ok . Somit folgt die
Behauptung mit Satz 2.4.12. O

Nun wenden wir Satz 4.1.6 auf diese Situation an. Zunichst betrachten
wir die elliptischen Punkte von Ordnung 2.
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Sei also z € X(1) ein elliptischer Punkt von Ordnung 2 und A, die zuge-
horige abelsche Flache vom Typ QM mit komplexer Multiplikation durch
O¢, C Zentrum(End(A)). Sei p € N eine Primzahl, fiur die p =1 mod 4 gilt.
Dann hat die abelsche Fliache A, gute gewohnliche Reduktion modulo p.
Tatséchlich existiert eine abelsche Flache A t{iber dem endlichen Koérper
k=TF,, sodass A=A, ®k gilt.

Wir betrachten nun die Lifts von A nach W := W (k). Bezeichne A.,, den
kanonischen Lift von A nach W. Dann gilt Acan >~ A, ® W. Bezeichne mit
s*H := H!. (s%,,A/W) und mit

U : End(A) — My(W)

die Darstellung der Wirkung der Endomorphismen End(A..,) auf der Ba-
sis (s*a1,s*az) des Unit-Root-Kristalls sX, U C s, H, wie in Satz 3.5.7.
Wir kénnen die Basis so wahlen, dass s*a; (bzw. s*as) ein Eigenvektor
zum Endomorphismus (4 € Op mit Eigenwert (4 (bzw. —(4) ist. Nun koén-
nen wir Satz 4.1.6 anwenden, um den Lokus der QM-Punkte im Modul-
raum von A konkret anzugeben. Wir benutzen dabei die Notationen und
Bezeichnungen von Abschnitt 4.1. Beispielhaft rechnen wir dies im Fall
z = [%] € X(1) nach.

4.2.4 Proposition. Sei z := [%] € X(1). Bezeichne a C R das Ideal,
erzeugt von den Elementen

@1 d15 — 1,
3
q172 : q17<14 - 17

42,2 fo -1

Dann ist der Lokus von N C M gegeben durch die Nullstellenmenge V (a)

v - (3 4).

Dann wirkt a = €3 + €3 auf (a1, a2) durch

NEE
U(a) = ( 5 _3@) .

Die Gleichungen folgen dann direkt aus Proposition 4.1.4. O

von a.

BEWEIS. O.B.d.A. gelte

4.2.5 Bemerkung. Dies sind analoge Gleichungen wie in [Mor09, Thm. 7]
fiir die Serre-Tate-Parameter.

Fur die restlichen elliptischen Punkte geht man vollig analog vor und
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leitet folgende Relationen her.

orden(z) = 2: Relationen
% G2 = q?,cf q2,1 = Q?Ff G22 = (h_,i’
V2421 G2=a5" | e1=a1" | ee=d,
orden(¢) = 3 :
2+v2)y=3 G2=¢, | @i=d, | ds=ai
E-v2)/=3 Ge=a¢; | i=a; | Bo=a}

)




Kapitel 5

Anwendung II: Zyklische
Uberlagerungen von P!

In diesem Kapitel geben wir eine zweite Anwendung der Ergebnisse aus
Kapitel 3. Dabei betrachten wir die Shimura-Kurve X5 (bzw. A7), welche
Isomorphieklassen von hauptpolarisierten abelschen Varietdten A von Di-
mension g = 4 (bzw. g = 6) mit einer festen Wirkung von Z[(;] (bzw.
Z[¢7)) auf H°(A,Q4) parametrisieren. Diese unterscheiden sich von den
Shimura-Kurven X (1) aus Kapitel 4 zum Beispiel dadurch, dass ihre CM-
Punkte generisch gewodhnlich sind (Proposition 5.1.9). Wir benutzen wie
im Fall von X(1) in Kapitel 4 das Korollar 3.6.16, um Gleichungen fuar
den Lokus von Xy im Deformationsraum (Proposition 5.2.3) fiur N = 5,7
zu finden. Dies ist ein Indiz daftir, dass man mittels unserer Methoden
allgemeine Shimura-Kurven vom Typ PEL studieren kann.

Wir betrachten dazu fiir N € N mit N > 2 die Familien von Kurven
ey yN =x(x—1)(z - N (5.1)

uber der projektiven Gerade P} . Sei 2y := Jac(€y) die Jakobische von €y .
Die Uberlagerung 7 : ¢y — P*(C), (x,y) — x ist galoisch mit Galois-Gruppe
G ~ Z/NZ. Sie ist verzweigt bei 0,1, A und co. Das Geschlecht von ¢y ist
71%“1(12\]*3’]\” gegeben.

Bezeichne (y € C eine fest gewahlte primitive N-te Einheitswurzel. Wir

nach der Riemann-Hurwitz-Formel durch ¢ = N —
wahlen einen Erzeuger ¢ von G so, dass

a(y) = (wy, o(z) ==

gilt.
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5.1 Definition der Shimura-Kurve

Wir mochten in diesem Abschnitt flir spezielle N zu einem gegebenen CM-
Punkt )\, € P!(F,) in Charakteristik p eine Gleichung fiir die CM-Lifts im
Deformationsraum von A2y herleiten. Dazu gehen wir dhnlich wie in Ab-
schnitt 4.1 vor. Fur N € {2,4,5,6,7} korrespondiert 2y zu einer Shimura-
Kurve (Satz 5.1.1) im Sinne von Abschnitt 3.2. D.h. es existiert eine arith-
metische Fuchssche Gruppe I' C PSLy(R) und eine Einbettung j von der
Riemannschen Flache & := H*/T" in den Modulraum der abelschen Varie-
taten Ay tber C, so dass Ay — P!}(C) den Morphismus j(X) — X darstellt.
Fasst man Ergebnisse aus [M6105, §3] zusammen, dann gilt folgender Satz.

5.1.1 Satz ( [M6105] ). Die Familie ¢y korrespondiert genau dann zu einer
Shimura-Kurve, wenn
N €{2,4,5,6,7}

ist.

5.1.2 Bemerkung. Nach [JN91, Lemma 2.2] parametrisiert P} \ {0,1,00}
durch 2y far N =5 (bzw. N = 7) die Isomorphieklassen von hauptpolari-
sierten abelschen Varietidten A von Dimension g = 4 (bzw. g = 6) mit einer
festen Wirkung von Z[(s] (bzw. Z[(7]) auf HO(A,Q4).

Dies liefert folglich Beispiele von Shimura-Kurven vom PEL-Typ, die
sich sehr von denen in Kapitel 4 unterscheiden. Dies ist ein Indiz daftr,
dass man mittels unserer Methoden allgemeine Shimura-Kurven vom Typ
PEL studieren kann.

5.1.3 Proposition. Sei N € {2,4,5,6,7}. Dann ist die Monodromiegruppe
der Picard-Fuchs Differentialgleichung L der Familie 2y (Abschnitt 3.2) ge-
geben durch eine arithmetische Fuchssche Gruppe I'  SL*(R).

In der folgenden Tabelle ist zu N € N die arithmetische Gruppe I' angege-
ben. Dabei bezeichnet A(a,b,c) die Fuchssche Dreiecksgruppe mit lokalen
Exponenten a, b, c. Die korrespondierende Quaternionenalgebra D tiber dem
reellen Korper F' ist genau in ¥ verzweigt.

N | T F X
2 || A(co,00,00) | Q 0
4 || Aoo,00,00) | Q 0
5 || AG,5,5) Q(v5) | {(V5),001}
6 A0, 00,00) | Q 0
7 || A(7,7,7) Q(cos %) | 0

BEWEIS. Dies folgt aus der Berechnung [Bou0O5, Lem. 1.1.2] einer Basis
der Eigenrdume £; von H! (%, /P}) beztglich der Wirkung von o € G
und der elementaren Berechnung der Differentialgleichung aus [BouO05,
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Lem. 1.1.4]. Die Monodromie-Gruppen korrespondieren nach der Liste der
arithmetischen Fuchsschen Gruppen aus [Tak77] zu den entsprechenden
Quaternionenalgebren. O

Wir interessieren uns fir den Fall, dass I'" nicht zu einer Modulkurve
gehort, d.h. dass 2y kein Produkt der Legendre-Familie von elliptischen
Kurven mit einer isotrivialen Deformation ist. Somit betrachten wir die
Falle N =5 (resp. N = 7). Dann ist das Geschlecht von ¢y gegeben durch
g =4 (resp. g = 6). Bezeichne H := H! (%,,/P}) und fur 1 <i < N sei £; C H
der Eigenraum von H bezuglich der Wirkung von o mit Eigenwert (%, .

5.1.4 Bemerkung. Die Dimensionen n; von H°(¢y, Q¢ ) N L; (resp. n) von
H(€y,O¢y) N L;) sind nach [BouO5, Lem. 1.1.2] gegeben durch folgende
Tabellen:

Cs: 1 1123
H0(¢5,Q¢5) : n; 2 1
Hl((’:g), O@S)i n; 01 1

¢y i | 112]3|4
HO(¢7,Q¢7) : n; 2 2
HY(€7,0¢,): | ni {00 |1]1

In Proposition 5.1.9 zeigen wir, dass 2[5 (bzw. 2;) generisch einfach ist.
Genauer treffen wir Aussagen uber die Moglichkeiten fiir die Endomor-
phismenalgebren. Um dies fir 2; zu beweisen, benétigen wir zunéchst
eine Reihe von Lemmata.

Die Situation ist die folgende: Bezeichne K := Q((7). Sei K # K ein
CM-Korper von Grad 6 und sei K’ := KK ebenfalls ein CM-Kérper.
In Lemma 5.1.7 geben wir zunachst die méglichen Galoisgruppen fiir die
Erweiterung (K’)%* /Q an, um in Lemma 5.1.8 im Fall [K : Q] = 6 Aussagen
fur Lifts eines CM-Typs von K nach K’ mit gewissen Eigenschaften treffen
zu kénnen.

5.1.5 Definition. Definiere A; < Sg als die Untergruppe, erzeugt durch
(14), (123456) € Sg.

5.1.6 Bemerkung. Die Gruppe A, ist eine zentrale Erweiterung von A,
durch Zentrum(A,) ~ Z/2Z. Folglich ist |A4| = 24.

5.1.7 Lemma.

Sei G < Sg eine transitive Untergruppe der Ordnung |G| = n - 12, so dass ein
Normalteiler N < G mit Faktorgruppe G/N ~ Z/6Z und ein davon verschie-
dener Normalteiler (s) < G von Index 2 mit s € Zentrum(G) existiert. Dann
ist G isomorph zu A4. Insbesondere gilt n = 2.
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BEWEIS. Mittels dem Computeralgebrasystem GAP kann man die 16 tran-
sitiven Untergruppen von Ss auflisten und auf die geforderten Eigenschaf-
ten hin tberprifen. O

5.1.8 Lemma.
Bezeichne K := Q((;). Dann existiert kein CM-Kérper K # K und CM-Typ
I auf K mit _folgenden Eigenschaften:

(i) es existiert eine Korpererweiterung K'/K von Grad 2, so dass K C K',
(i) es existiert ein Lift I/ := (t1,...,t5) des CM-Typs I nach K’,

(iii) fiir den CM-Typ Ik gilt nach Permutation
(L1(<7)7 ceey LG(C7)) = (C?v C7u <$7 4-37 C’:T))7 C’?)

BEWEIS. Wir fuhren folgende Bezeichnungen ein: Sei K, C K’ (resp. Ko C
K, resp. Ky C K) der reelle Unterkorper von K’ (resp. K, resp. K) von
Index 2. Sei L der Galois-Abschluss von K’ und Gal(L/Q) die korrespon-
dierende Galois-Gruppe. Sei 7 := [K : Q).

Es gilt K C K’, folglich ist 7 ein echter Teiler von 12. Ausserdem ist K ein
CM-Korper, folglich gilt 7 € {2,4,6}. Wir unterscheiden folgende Falle:

n = 2 (siehe Abb. 5.1):

Sind K und K algebraisch unabhingig, dann enthalt {1;(¢;)} alle
siebten Einheitswurzeln. Dies ist ein Widerspruch zu (iii).

Gilt andererseits K C K, dann ist K ~ Q(v/—7). In diesem Fall wird
Gal(K/K) erzeugt durch ¢; — (2. Der CM-Typ Ix- liftet einen CM-Typ
I auf K, d.h. es existieren o; € Gal((K')%*/K) mit 1|z = 0i 01|z
fur alle i. Da (;(K) = K ist, folgt o;| € Gal(K/K). Somit ist entweder
1i(Cr) € {¢Z,5 = 1,2,4} fiir alle 7 oder 1;(¢7) € {¢Z,5 = 6,5,3} fiir alle i.
Dies ist im Widerspruch zu (iii). Folglich ist 7 = 2 nicht moglich.

KI
e
2
K' K K
/ \\6 3 \/ 9
i [N
K K K Ky
\\ ,
6 2 2
Q Q
(@ K' = KK b)KCcK

Abbildung 5.1: Fall: 7 = 2
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n = 4 (siehe Abb. 5.2):

Es gilt [Ko : Q) = 3 und [K : Q] = 4. Die Zahlen 3 und 4 sind tei-
lerfremd, somit gilt [KK, : Q] = 12. Auferdem ist KK, ¢ K’ und
[K’ : Q] = 12, folglich gilt K’ = KK,. Ebenso gilt K’ = KK,. Da
K/Q und K,/Q galoisch sind, ist folglich K’/Q galoisch. Das Element
V=7 € K C K’ ist auch in K enthalten, da [K’ : K] = 3 gilt. Somit ist
K eine bizyklische Erweiterung von Q, da Ky, Q(v/—7) ¢ K gilt. Dann
existiert ein ¢ € Gal(K,Q) ~ (Z/2Z)? mit ol = I;. Folglich liftet I
den CM-Typ I% := I /(o) von K(). Wir kénnen diesen Fall also auf
den Fall nn = 2 reduzieren.

Abbildung 5.2: Fall: n =4

Wir schliefen, dass 7 # 4. Also ist nur noch der Fall 7 = 6 zu tiberpri-

fen. Aus Uberlegungen zu den Graden von K, und K folgt K, ¢ K. Der
Galois-Abschluss von K, ist K und somit enthalt der Galois-Abschluss
Kca von K den Koérper K. Da K, C K gilt und K der Galois-Abschluss
von Kj ist, gilt K C Kga. Aus K’ = KK folgt fiir den Galois-Abschluss L
von K’ somit die Identitat L = Kq,).
Wir nehmen zunichst an, dass die Galoisgruppe G := Gal(L/Q) C Sg
eine transitive Untergruppe ist. Da K/Q galoisch ist, mit Galoisgruppe
Gal(K/Q) ~ Z/6Z, muss ein Normalteiler N < G existieren mit G/N ~ Z/6Z.
Somit kénnen wir Lemma 5.1.7 anwenden. Es ist folglich Gal(L,Q) ~ Ay

ii = 6, Gal(L,Q) ~ A, (siche Abb. 5.3b):
Sei G := A, C Sg erzeugt durch (14),(123456) € Sg. Bezeichne Kca
den Galois-Abschluss von K'. Der komplexen Konjugation entspricht
das Element (14)(25)(36) € Zentrum(G). Wir suchen Untergruppen
Hg,Hg,H; < G, so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind:

o |Hi| =2, [Hi| =4, [Hg| =4,
o Hy=HgNHg,dh. KK =K',
e Hy <Gund G/Hk ~7/6Z,
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o |(Hr U{(14)(25)(36)})| = 8, d.h. K ist CM-Kérper,
o |(HyU{(14)(25)(36)})| = 8, d.h. K ist CM-Kérper,
o (Hyg U{(14)(25)(36)}) = (Hz U{(14)(25)(36)}), d.h. K, C K, K.

Man zeigt, dass folgende Gruppen diese Eigenschaften erfiillen und
bis auf Konjugation eindeutig sind:

Hpyr = ((25)(36)) K — [Hx
Hy :=((14)(36), (25)(36)) | K = [HEk
Hiy = ((25),(36)) K = LHx

Wir sind nun in der Lage zu zeigen, dass in dieser Situation die Ei-
genschaften (i) und (iii) aus dem Lemma nicht gleichzeitig erfiillt
sein kénnen. Dazu nehmen wir an, dass (ii) gilt, d.h. dass ein Lift
Ixr == (u1,...,t6) eines CM-Typs I; nach K’ exstiert.

Seien also t1,t € G. Damit ¢; und ¢» zu einem CM-Typ auf K’ geho-
ren, muss t1|g # to|g und |k # 71|k gelten. D.h. fir die Rechts-
nebenklassen gilt folgendes:

toHpr # 11Hgr
toHpr # 11(14)(25)(36) Hg .

Far u1|; = 12 3 muss
LlH}*( = LQHR
gelten. Seien ¢1|x =id und 1|z = 12|, dann gilt

11 € Hg und LQELle(\LlHK/.

Far h € H \ 11 Hg entspricht h|x der komplexen Konjugation auf K.
Also gilt 15(¢7) = (7 ¢ {7, (2, (2, ¢4}, Dies steht im Widerspruch zu (iii).

Wir schliefen daraus, dass die Galoisgruppe Gal(L, Q) keine transitive

Untergruppe von Sg ist. Daraus folgt, dass K das Produkt K, K fiir eine

quadratischen Erweiterung K; von Q ist. Dann sind wir im folgendem Fall:

7 = 6, Gal(L,Q) ~ (Z/6Z) x Z/2Z (siehe Abb. 5.3a):

Dann ist K’/Q galoisch und bezeichne G := (Z/6Z) x Z/27. Seien
r,s € G Erzeuger von G mit 7% = s? = id. O.B.d.A. gelte K = (K'){
und r(¢7) = ¢3. Dann entspricht das Element r® € G der komplexen
Konjugation auf K’ und es gilt K; = (K’)("*). Angenommen es exis-
tiert ein CM-Typ Ik, auf K’, der (iii) erftillt. Insbesondere sind alle
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Einbettungen von Ix» modulo 73 verschieden. Folglich gilt

I = (id, s, 72, 7%s,7,745) (5.2)

Zs,rs,rh). (5.3)

oder IK/ = (ld, S,Tz,’f‘
Nach der Wahl von r,s € G ist K = (K')("’*). Dann liftet I, genau
dann einen CM-Typ I; auf K, wenn sich die Automorphismen aus
(5.2) (resp. (5.3)) in genau 3 Rechtsnebenklassen von (rds) zerlegen
lassen. Dies ist aber offensichtlich nicht méglich.

KGal
(25)(30) 14)(25)(36)
K/ K’ Ké}al
() N () (14)(36)
@\ /(36) \ A)
K Ky K K K K}
(rs)
<T?>\ / \ %5)
KO Kl KO
(r,s) / (123)(456)
Q Q
(@) G =~ De (b) G~ Ay
Abbildung 5.3: Fall: 7 =6
Insgesamt folgt also die Behauptung des Lemmas. O

Nun sind wir in der Lage folgende Proposition 5.1.9 zu beweisen.

5.1.9 Proposition. Die Menge
{End°(\*2y) : X e PY(C)}

enthdlt unendlich viele CM-Kérper. Insbesondere ist das abelsche Schema
Ay fiir N € {5,7} generisch einfach.

BEWEIS. Die Aussage fir den Fall N = 5 wird zum Beispiel in Proposition
2.7 in [JN91] gezeigt. Wir beweisen die Aussage flir N = 7 mit einer dhnli-
chen Argumentation.

Sei A € C und A, := \*2; mit komplexer Multiplikation im Sinne von
Definition 2.1.5. Wir méchten also zeigen, dass unendlich viele A € C exis-
tieren, so dass A, komplexe Multiplikation besitzt und absolut einfach ist.
Sei A, so gewahlt, dass A, komplexe Multiplikation besitzt und nicht ein-
fach ist. Bezeichne K := Q(¢7) und Kj := Q(¢; + ¢¥). Man unterscheidet
zwei Falle:
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1. Angenommen es existiert keine echte Untervarietat A mit komplexer

Multiplikation durch K. Dann sind wir in der Situation von [Wol88,
Satz 4]. Dieser Satz besagt, dass in unserer Situation eine Unterva-
rietait A C Ay von Dimension S mit komplexer Multiplikation exis-
tiert, so dass A, ~ A™ gilt. Dann gilt End’(4,) ~ M,,(K) fur ein
CM-Kérper K und es existiert ein CM-Korper K’ von Grad 12, der
K und K enthélt. Insbesondere gilt [K’ : K] = 2. Die Wirkung von
o auf H(¢y, Q¢,) ist durch den CM-Typ Ik := (K';11,...,16) von Ay
auf K’ bestimmt. D.h. man kann die Matrix der Wirkung von ¢ auf
HY(€yN,Q¢,) so diagonalisieren, dass die Eintrage durch (:;((7)); ge-
geben sind. Aus den Werten n, aus Bemerkung 5.1.4 folgt fur die
Einbettungen ¢;, dass nach Permutation

(LI(C7)7 ey L6<C7)) = (477 <77 C’?ﬂ C?? C?? <’?)

gilt. Die Varietat A, ist isogen zu einer Potenz von A und somit ist
der CM-Typ Ik ein Lift des CM-Typs I; von A auf K. Lemma 5.1.8
besagt, dass kein CM-Typ I mit diesen Eigenschaften existiert.

2. Angenommen es existiert A ¢ A, mit komplexer Multiplikation durch

K. Dann sind wir in der Situation von Satz 5 aus [Wol88]. Dieser
Satz besagt, dass in unserer Situation eine abelsche Varietat A’ von
Dimension 3 mit komplexer Multiplikation durch K existiert, so dass
Ay ~ Ax A’ gilt. Die CM-Typen von A und A’ miissen somit ({7, (2, ¢3)
und ((7,¢2,¢?) sein. Satz 7 in [Wol88] besagt, dass in dieser Situati-
on nach einer geeigneten Normierung des Parameters A die abelsche
Varietét A, genau dann eine Untervarietit mit CM-Typ ((7, (2, ¢3) ent-
halt, wenn \ € Q(¢7) gilt.

Wahlt man nun einen CM-Koérper K O K, mit K # K, dann ist die abelsche

Varietit A*A, nach geeigneter Normierung des Parameters A vom Typ KK.

Dies folgt aus einer vollig analogen Argumentation wie im Beweis fiir N =5
in [JN91, Prop. 2.7]. O

5.2 Beschreibung der ¢-Parameter

5.2.1 Proposition.

Sei p € N eine Primzahl mit (p, N) = 1. Flir den generischen p-Rang der

Kurven €5 und ¢; gilt folgendes:
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s p mod 5 | generischer p-Rang
1 mod 5 g9(Cs5) =4

—1 mod 5 2

2,3 mod 5 0

¢ p mod 7 | generischer p-Rang
1 mod 7 9(€7) =6

2,4 mod 7 3

—1 mod 7 2

3,5 mod 7 0

BEWEIS. Die Aussage folgt aus [Bou05, Prop. 2.3.5] und der Berechnung
der Schranken fur den p-Rang mittels der Dimensionen n; und n/. O

Wir berechnen nun den Lokus der abelschen Varietiaten Ay mit O, C
End(A4,) im Deformationsraum einer Kurve A, tiber einem endlichen Kor-
per k.

Sei dazu A\ € F, und C : y° = z(x — 1)(z — \¢) die Faser von €5 uber ).
Sei )\ so gewihlt, dass die abelsche Varietidt A := Jac(C) tiber k = F, ein-
fach und gewéhnlich ist. Dann folgt aus der Honda-Tate-Theorie, dass A
komplexe Multiplikation durch ein CM-Korper K’ O K besitzt. Wir nehmen
auBerdem an, dass eine Hauptpolarisierung X : A — A  existiert. Sei eine
Einbettung

Ve, 1 Op, — End(A)

fest gewahlt.

Wir benutzen die Bezeichnungen aus den Abschnitten 3.5 und 3.6. Insbe-
sondere bezeichnet M den lokalen Modulfunktor von A, wie in Definition
3.5.1. D.h. M ist der kovariante Funktor M : Cyy — S, gegeben durch

Isomorphieklassen von (A, po), wobei
M(R) = { Ao — Spec(R) ein formales abelsches Schema

und po : Ag ® k =+ A ein Isomorphismus ist

Der zu betrachtende Funktor fiir die Shimura-Kurve PY, die zu 25 kor-
respondiert, ist nach Bemerkung 5.1.2 wie folgt zu definieren.

5.2.2 Definition. Wir definieren den Subfunktor N, vom lokalen Modul-
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funktor M als den kovarianten Funktor N¢, : Cw — S durch

Isomorphieklassen von (Ay, pg, o, Ag), Wobei
Ao — Spec(Ry) ein formales abelsches Schema,
po: Ag ® k = A ein Isomorphismus,

Ne, (Ro) =
Uy : O¢, — End(4Ay) eine Einbettung mit ¥y ® k = ¥,

O¢, auf H%(Ay, Q) via ¥y durch (s, G5, (2, ¢8) wirkt und

Ao : Ag — Al eine Hauptpolarisierung mit \o ® k = X ist

5.2.3 Proposition. Sei a das Ideal in R, erzeugt von den Elementen

@34 13 — 1,

Qi,j_]-a far (Zvj) € {1a74}2\{(374)7(4a3)}

Der Funlktor N, ist darstellbar durch das eindimensionale formale Schema
Spf(R/a), d.h. es gibt eine natiirliche Aquivalenz

Cow (SpE(R/a), =) = Ney (—)-

BEWEIS. Das Vorgehen ist dhnlich zu jenem aus Abschnitt 4.1 fir abel-
sche Flachen vom Typ QM. Zunachst bemerkt man, dass fiir einen Lift
Ap von A nach W fir den O, C Zentrum(End(Ay)) gilt, der Frobenius-
Morphismus F auf dem W -Modul s*Fil' (H) mit ¢(; kommutiert. Da die Wir-
kung von ¢ auf s*Fil'(H) diagonalisierbar ist, kommutiert O;, C End(Ap)
mit dem Zusammenhang V. Folglich kénnen wir Eigenvektoren s*a;, s*b; €
s*H von ¢ wahlen, die die Eigenschaften aus Satz 3.5.8 erfiillen. Die Vek-
toren s*b; € s*Fil'(H) haben dann die Eigenwerte (s, s, (2, (2 beziiglich o.
Mit Korollar 3.6.16 folgt, dass die Liftbarkeit von ¢ nach A, aquivalent zur
Erfallbarkeit der Gleichungen

s*q; =1, far (i,5) € {1,...,4}*\ {(3,4), (4,3)}

ist. Die Gleichung g3 4 = ¢4 3 folgt aus Satz 3.6.13. O

5.2.4 Proposition. In der Bezeichnung dieses Abschnittes sei A := Jac(C)
eine abelsche Varietcéit von Dimension 4, wobei C eine Faser von €5 sei.
Besitze A komplexe Multiplikation durch K' O K. Bezeichne O := End(A4) C
K', d.h. insbesondere gilt O;, C O. Sei A, ein Lift von A mit Einbettung
O¢, C End(Ay), der zu s € Spf(R) im Deformationsraum korrespondiert. Eine
Unterordnung O’ ¢ O mit O, C O’ ldsst sich genau dann zu einer Teilmenge

von End(Ay) liften, wenn im Deformationsraum folgende Identitéiten erfiillt
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sind:

.
sq3 4 =1,
* *
$°q3,4 = S (4,3,

s*qij =1, Siir (i,5) € {1,...,4}*\ {(3,4), (4,3)}.

BEWEIS. Sei die Basis s*a;, s*b; € s*H von s*H wie im Beweis von Propo-
sition 5.2.3 gegeben. Sei 7 € O C K’ der absolute Frobenius-Morphismus.
Wahle » € N minimal so dass p"7 € End(A) ist und setze g := p"n. Da
mit ¢ kommutiert, lasst § die Eigenrdume von o fest. Folglich sind s*b3
und s*b4 Eigenvektoren zu § und auf s*b, s*b; wirkt § durch eine Matrix
p"p(m) € Ma(W). Wir bezeichnen die Eigenwerte von s*b; (bzw. s*by) mit
ptm3 € W (bzw. p"my € W). Nach Korollar 3.6.16 ist die Liftbarkeit nach
einer elementaren Rechnung dquivalent zur Erfiillbarkeit der Gleichungen

p"m3(1 — det(y(m))) - s*734 =0 mod p" T,
p"ma(1 — det(s(m))) - s 134 =0 mod p"TL.

Da (1 — det(¢)(n))) unipotent ist und =3, 74 invertierbar sind, folgt somit die
Behauptung. O

5.2.5 Beispiel. Wir wiahlen uns eine Faser von ¢; mit komplexer Multipli-
kation. Sei die Kurve C : ° = x(x — 1)(x — \¢) mit )\ := (5. Dann ist durch
(3:y+— vy, — (3r+ 1 ein Automorphismus der Ordnung 3 von C gege-
ben, der mit (5 : y — {5y, * — = kommutiert. Also gibt es eine Einbettung
Q(¢s5, ¢3) — End(Jac(C)). Eine Basis von H°(C, Q¢) ist durch

p_do g wde

W) = —1, Wy = — €Ly,
Yy
dx

2

wlzi 662
y3 ’
dx
Yy

gegeben. Man tiberpriift, dass (wi,ws,w?,w?) Eigenvektoren zum Automor-
phismus (3 mit Eigenwerten (3, (3, (3, (3) sind.

Bezeichne N, C M den analogen Subfunktor wie in Definition 5.2.2 fir
eine Faser A, /F, der Familie ; von abelschen Varietdten von Dimension
6. Dann folgt vollig analog wie fiir Proposition 5.2.3 und Proposition 5.2.4
folgende Proposition.
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5.2.6 Proposition. Sei a das Ideal in R, erzeugt von den Elementen

q5,6 : Q(;,sl, - ]-7
qij;— 1, Sir (i,5) € {1,...,6}*\ {(5,6), (6,5)}.

Der Funktor N, ist darstellbar durch das formale Schema Spf(R/a).

5.2.7 Proposition. Sei A eine abelsche Varietcit von Dimension 6 mit kom-
plexer Multiplikation durch eine Ordnung O C K’ mit O;, C O. Sei Ay ein
Lift von A mit Einbettung O, C End(4y). Genau dann ldsst sich eine Unter-
ordnung O’ C O mit O, C O’ zu einer Teilmenge von End(A,) liften, wenn
im Deformationsraum folgende Identitciten erfiillt sind:

n

* "
s'qzq =1,
-1
a5,6 96,5 = 1,

g =1, Siir (i,5) € {1,...,6}*\ {(5,6), (6,5)}.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit studieren wir arithmetische Eigenschaften von Shimura-
Kurven vom Typ PEL in gemischter Charakteristik. Eine Shimura-Kurve X
vom Typ PEL besitzt die Eigenschaft, dass sie eine Familie hauptpolarisier -
ter abelscher Varietdten A mit einer Einbettung O — End(A) einer festen
Ordnung O parametrisiert. Sei eine solche abelsche Varietat A mit guter,
gewohnlicher Reduktion A gegeben. Wir untersuchen den Lokus V der
Shimura-Kurve X im Deformationsraum von A und besonders die Geo-
metrie der CM-Punkte in V. Dies entspricht dem wichtigsten Schritt im
Beweis der Kongruenzen von verallgemeinerten Spuren singuldrer Moduli
auf Modulkurven in [Kro09]. Dies lasst vermuten, dass man analog Kon-
gruenzen von verallgemeinerten Spuren von CM-Punkten auf Shimura-
Kurven beweisen kann.

Wir fassen dazu die Deformationstheorie gewéhnlicher abelscher Varie-
taten benutzerfreundlich zusammen. Im Gegensatz zu [Kro09] formulieren
wir diese in Termen der de-Rham-Kohomologie. Der Vorteil ist, dass die
de-Rham-Kohomologie geeigneter fiir explizite Berechnungen ist. Mittels
der de-Rham-Kohomologie lassen sich analog zur Serre-Tate-Theorie fir
p-divisible Gruppen Parameter auf dem Deformationsraum von A definie-
ren ([Del81]). Wir leiten aus [Mes72] Bedingungen fur die Liftbarkeit von
Endomorphismen an diese Parameter her (Korollar 3.6.16). Diese entspre-
chen den Bedingungen an die Serre-Tate-Parameter ([Kat81, Thm. 2.1]).

Die Bestimmung des Lokus V der Shimura-Kurve entspricht einem De-
formationsproblem. Man betrachtet namlich die Lifts von A, welche die
Ordnung O liften. Mittels der Liftbarkeitsbedingung fiir Endomorphismen
an die Parameter des Deformationsraum kann man Gleichungen fiar den
Lokus V angeben.

Mittels dieser Uberlegung bestimmen wir in zwei Spezialfillen explizite
Gleichungen fiir den Lokus V (Thm. 4.1.6, bzw. Prop. 5.2.3). In dem Fall
dass X zu einer maximalen Ordnung O in einer indefiniten Quaternionen-
algebra ist, liefert uns diese andere Methode dhnliche Gleichungen wie in
[Mor09]. Im Fall dass X zyklische Uberlagerung von P! parametrisiert lie-
fert uns diese Methode neue Gleichungen, die ein Indiz dafiir geben, dass
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sich die Methode in allgemeinere Kontexte iibertragen lasst. Uberdies ge-
ben wir die Geometrie der CM-Punkte auf V an (Prop. 4.1.8, bzw. Prop.
5.2.4).

Auf dem Weg zu diesen Ergebnissen studieren wir abelsche Flachen A
mit Einbettungen O — End(A) einer maximalen Ordnung O in einer in-
definiten Quaternionenalgebra. Wir nennen diese abelsche Flachen A vom
Typ QM. Besitzt eine abelsche Fliache A vom Typ QM zusatzlich komplexe
Multiplikation, so ist sie isogen zum Produkt zweier isogener elliptischer
Kurven. Wir benutzen eine Idee von Mori ([Mor09]), um explizit einesolche
Isogenie zu konstruieren (Thm. 2.4.12). Diese kdonnte interessant sein, um
explizit abelsche Flachen vom Typ QM mit komplexer Multiplikation zu
konstruieren oder um Gleichungen fiir Shimura-Kurven zu beweisen.
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