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Zusammenfassung

Es werden Effizienzbegriffe zum Vergleich von statistischen Tests basierend auf verschie-
denen statistischen Experimenten eingefiihrt. Dabei handelt es sich um die schon aus dem
Vergleich von statistischen Tests in je demselben Modell bekannten asymptotischen relati-
ven Effizienzen wie die Hodges-Lehmann-Effizienz, die Bahadur-Effizienz und die Pitman-
Effizienz sowie um Kriterien basierend auf Volumina von Konfidenzbereichen. Effizienzaus-
sagen werden unter anderem fiir Likelihood-Quotienten-Tests und Waldsche Tests im Rah-
men eines allgemeinen multivariaten parametrischen Modells erhalten. Statistische Tests
zur Priifung von Hypothesen {iber die relative Wirksamkeit zweier Experimente werden
vorgeschlagen. Auf der Grundlage der erhaltenen Ergebnisse erfolgt ein Vergleich der Wirk-
samkeit von korrespondierenden Verfahren bei verbundener Stichprobenerhebung und un-
abhéangiger Stichprobenerhebung. Die Rolle der Kovarianzmatrix bei verbundener Stich-
probenerhebung wird insbesondere unter der Annahme, dass die zugrunde liegenden Ver-
teilungen durch k-parametrische Exponentialfamilien modellierbar sind, herausgearbeitet.
Verbindungen zu Effizienzbegriffen bei Punkt- und Konfidenzbereichsschiatzverfahren wer-
den aufgezeigt. Ausfiihrlichere Untersuchungen betreffen die korrespondierenden Hotelling-
schen T2-Tests im multivariaten Normalverteilungsfall, die klassischen Homogenitéitstests
bei k x k-Kontingenztafeln und die Wilcoxon Tests in nichtparametrischen Lagealternativ-
modellen.

Schlagworte: Vergleich von Experimenten, Hypothesentests, Effizienz



Abstract

Efficiency notions for the comparison of statistical tests based on different statistical ex-
periments are introduced. The notions under consideration are those already known for
the comparisons of procedures in the same underlying statistical model, i.e., the Hodges-
Lehmann efficiency, the Bahadur efficiency and the Pitman efficiency, as well as criteria
based on volumes of confidence sets. Efficiency results are presented for likelihood-ratio
tests and Wald tests in a general multivariate parametric setting. Statistical tests for test-
ing hypotheses on the relative efficiency of two experiments are suggested. Based on the
results obtained, a comparison is done for corresponding procedures in paired samples and
independent samples. The role of the covariance matrix in the paired sample case is dis-
cussed, especially for the k-parametric exponential family model. Connections to efficiency
concepts in point estimation and set estimation are shown. Detailed analysis is done for
the T2-tests of Hotelling in the multivariate normal case, the classical homogeneity tests
in k£ X k-contingency tables and the Wilcoxon tests in nonparametric location models.

Keywords: comparison of experiments, testing hypotheses, efficiency
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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Wir erldutern die zu behandelnde Thematik anhand eines einfithrenden Anwendungsbei-
spiels. Die Konstrukteure eines Autoherstellers vermuten, dass der Reifenabrieb eines neu-
en Automodells mit Frontantrieb bei den Vorderreifen und Hinterreifen verschieden ist.
Unabhéangige Messungen an 2n Fahrzeugen des Modells liefern die Beobachtungswerte

(xf7x:7yf7y:)7 Z = 17' ° '72n7

mit 2} bzw. 27 als Reifenabrieb beim linken bzw. rechten Vorderreifen des i-ten Fahrzeugs
und y¢ bzw. y! als Reifenabrieb beim linken bzw. rechten Hinterreifen des i-ten Fahrzeugs.
Mit begleitender Dokumentation zum Messverfahren werden einem Statistiker A die er-
mittelten Werte

z; = (2b,20), i=1,...,n, und y; = (v',97), i=1,...,n, (1.1.1)

1)

und einem weiteren Statistiker B die ermittelten Werte

zh= (25, 27), i=1,...,n, und y, = (yﬁH,y;H), i=1,...,n, (1.1.2)
zur Verfiigung gestellt, jeweils mit der Bitte, auf der Basis der erhaltenen Werte Stellung
zum vermuteten unterschiedlichen Abrieb bei Vorderreifen und Hinterreifen zu nehmen.
Wissend, dass z§, 27 und y¢, 47 bei demselben Fahrzeug i ermittelt wurden, wird der Statis-
tiker A eine Abhéngigkeit zwischen z; und y; nicht ausschliefen und seine Aussage auf der
Grundlage eines diese Abhéngigkeit beriicksichtigenden statistischen Verfahrens treffen. In
der Terminologie der Statistik handelt es sich bei (1.1.1) um eine verbundene Stichprobe.
Ein auf einer verbundenen Stichprobe fuflendes statistisches Verfahren ist ein Verfahren bei
verbundener Stichprobenerhebung bzw. beim verbundenen Stichprobenfall. Messungen an
verschiedenen Fahrzeugen vor Augen, wird der Statistiker B nicht von Abhéngigkeiten zwi-
schen den ermittelten Werten z; und v, fiir die Vorderreifen und den ermittelten Werten fiir
die Hinterreifen ausgehen und seine Stellungnahme auf der Basis eines die Unabhéngigkeit
der Messwerte griindenden statistischen Verfahren formulieren. In der Sprache der Statistik
handelt es sich bei (1.1.2) um zwei unabhéngige Stichproben. Ein auf einer Erhebung von
zwei unabhéngigen Stichproben aufsetzendes statistisches Verfahren ist ein Verfahren bei
unabhéngiger Stichprobenerhebung bzw. beim unabhéngigen Stichprobenfall.

Ausgehend davon, dass die von den Statistikern einzusetzenden adidquaten statistischen
Verfahren je vom selben Typ (statistischer Test, Punktschétzverfahren oder Konfidenzbe-
reichsschitzverfahren) sind, ist ein Vergleich ihrer Wirksamkeit naheliegend. Im giinstigen
Fall kann als Folgerung aus einem solchen Vergleich eine Aussage zur Uberlegenheit einer
der beiden Stichprobenerhebungsarten getroffen werden.



Der Fragestellung entsprechend bringt hier jeder der beiden Statistiker einen statistischen
Test an. Die (1, 41), - - -, (Ton, Yo, ) werden aufgefasst als Beobachtungen von unabhéngigen
und identisch verteilten Tupeln (X1,Y7), ..., (Xaon, Y2,) von zweidimensionalen Zufallsvek-
toren, deren unbekannte gemeinsame Verteilung £(X7, Y1) Element einer Verteilungsfamilie
F ist. Die Behandlung der Frage, ob die Verteilung £(X;) von X; gleich der Verteilung
L(Y1) von Y; ist (Hypothese H), oder nicht (Alternative K), in der Sprache der Statistik,
die Behandlung des statistischen Testproblems

H: £(X))=LY:), K: £(X)) # L(Y)), (1.1.3)

erfolgt durch den Statistiker A bzw. den Statistiker B durch Bereitstellung eines auf den ver-
bundenen Stichprobenvariablen (X1,Y7),..., (X,,Y,) bzw. auf den unabhéngigen Blocken
Xi,..., X, und Y,4q,...,Ys, von Stichprobenvariablen basierenden statistischen Tests.
Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit ist gerichtet auf einen Wirksamkeitsvergleich dieser
Tests, allgemeiner solcher fiir Testprobleme, die dhnlich zu (1.1.3) gelagert sind. In der
Regel reichen elementare Uberlegungen nicht aus, damit ein zufriedenstellender Vergleich
gelingt.

1.1.1 Beispiel: Im Rahmen einer verbundenen Stichprobenerhebung gehen wir aus von

unabhingigen 2-dimensionalen Zufallsvektoren ()511 | (i(,:), die je dieselbe bivariate

Normalverteilung
a o o%p
N2<(b)7(0_2p O.2)>

haben. Es seien 0 > 0 und p € (—1,1) bekannt und a,b € R unbekannt. Zur Behandlung
des Testproblems 1.1.3, welches hier dquivalent ist zum Testproblem

H: a=b, K: a#b,
schlagen wir bei gegebenem Testniveau o den auf der Testgrofie

V2 (1)

mit
X, = EZ:Xj und Y, = EZY},
7j=1 7j=1
basierenden statistischen Test

, Verwirf H, falls T}, > uy_q /2"



vor. Hierbei ist u1_q /2 das (1 —/2)-Quantil der Standardnormalverteilung. Bei Giiltigkeit
der Hypothese wird fiir jeden zugrunde liegenden Parameter a = b das Testniveau o exakt
eingehalten. Wir definieren fiir y > 0 die Abbildung

Xy(7) =@y —2) = ®(~y — 1), z €R,

mit ¢ als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Bei Giiltigkeit der Alternative
mit zugrunde liegenden Parametern a,b € R mit p := a — b # 0 ist die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler 2. Art

VX, — V) ul_a/z)

=P, —Ul_q/2 <
p ,b( 1-a/2 2021 )

Im unabhéngigen Stichprobenfall gehen wir aus von unabhéngigen 2-dimensionalen Zu-
fallsvektoren ();1} ) ();7 ), die je dieselbe bivariate Normalverteilung

()6 )

202

haben. Wir betrachten

mit
K= 2 %) wd Y= o5 V),
j=1 j=1
und schlagen bei gegebenem Testniveau « € (0, 1) zur Behandlung des Testproblems
H: a=0b, K: a#b
den zweiseitigen Zweistichproben-Gauf3-Test
, Verwirf H, falls T), > u1_q/0“

vor. Auch dieser Test hélt bei Giiltigkeit der Hypothese fiir jeden zugrunde liegenden
Parameter a = b das Testniveau «a exakt ein. Bei Giiltigkeit der Alternative mit zugrunde



liegenden Parametern a,b € R mit p = a—b # 0 ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler
2. Art

n(X! =Y/
Mém_a/z)

202

B;::Pu(_ul—a/2§

Fiir die Ableitung der Abbildung x, gilt fiir jedes y > 0

<0, z>0
>0, z2<0

Y

Xy() = —p(y — ) + o(—y —2) = —p(y — x) + p(y + z) {

mit ¢ als Dichtefunktion der Standardnormalverteilung. Daher ist die Abbildung y, fiir
jedes y > 0 streng monoton fallend auf (0, 00) und streng monoton wachsend auf (—oo, 0).
Wir stellen fiir g > 0

< > >
B = ﬂ;VHEN(@Lu = \/ﬁu‘v’nEN@p =30,
> 202(1—p) | < | V202 <
und fiir p < 0
< < >
Bn { = BL‘V’nEN@Lu = \/ﬁ,aneN@p =70
> 202(1—=p) || V202 <

fest. Legen wir die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art als Qualitdtsmafistab an, zie-
hen wir die verbundene Stichprobenerhebung der unabhéngigen Stichprobenerhebung vor,
wenn die Korrelation p zwischen X und Y positiv ist; dagegen ziechen wir die unabhéngige
Stichprobenerhebung der verbundenen Stichprobenerhebung vor, wenn die Korrelation ne-
gativ ist. Verschwindet die Korrelation, so sind beide Verfahren gleichwertig.

Im Allgemeinen sind Wahrscheinlichkeiten fiir einen Fehler 2. Art schwer zu bestimmen, so-
dass ein wie im vorhergehenden Beispiel vorgenommener einfacher Vergleich nicht moéglich
ist. Der sich anbietende Ausweg, auf asymptotischen Aussagen fiir Folgen von Test- oder
Schéitzgroflen fuende Vergleiche durchzufithren, wird in dieser Arbeit durchweg beschrit-
ten. Wir starten mit einer Vorstellung der wichtigsten Effizienzbegriffe fiir Folgen von
statistischen Tests. Es werden Modifikationen und Ergénzungen der bekannten Ansétze
und Ergebnisse vorgenommen. Ein Effizienzbegriff basierend auf dem Volumen von Kon-
fidenzbereichen wird vorgestellt, Zusammenhénge mit den traditionellen Effizienzbegriffen
werden aufgezeigt.



Die hier betrachteten statistischen Tests bei verbundener Stichprobenerhebung einerseits
und bei unabhéngiger Stichprobenerhebung andererseits sind auffassbar als statistische
Verfahren in verschiedenen Experimenten, wobei diese Experimente ihrerseits auf einem
gemeinsamen Grundexperiment aufsetzen. Losgelost von diesen beiden speziellen Expe-
rimenten stellen wir im vierten Kapitel Wirksamkeitsvergleiche von Experimenten mit
zugrunde liegendem gemeinsamen Grundexperiment, einem statistischen Raum (€2, 21, ),
B = {Py; Y € O} eine durch den Parameter ¥ aus der Parametermenge © indizierte Familie
von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Messraum (€2, 1), an.

Lasst sich eine Teilmenge ©* von © angegeben mit der FEigenschaft, dass bei zwei im
Vergleich stehenden Experimenten E; und F5 bei zugrunde liegendem Parameter ¢ € ©F
das Experiment F; wirksamer ist als das Experiment FEs, so ist die (Vorab-)Anbringung
eines statistischen Tests zur Behandlung des Testproblems H : ¢ € ©*, K : 9 € O\ ©*
naheliegend. Das Ergebnis des Tests kann zur Entscheidungsfindung, ob das Experiment
Ey oder das Experiment Fs durchgefithrt werden soll, beitragen. Im fiinften Kapitel geht
es um die Ermittlung derartiger Teilmengen ©* sowie die Bereitstellung und Diskussion
der zugehorigen statistischen Tests.

Fiir die Ausgangsfrage der Bevorzugung einer Stichprobenerhebungsart wird durch die
(zumindest in speziellen Fillen mogliche) Identifizierung von solchen Teilmengen ©* auf
der Basis der Kreuzkovarianzmatrix von X und Y eine eingéngige Antwort gegeben (Kapi-
tel 6). Effizienzbetrachtungen bei Punktschétzverfahren bzw. Bereichsschétzverfahren sind
Gegenstand des nachfolgenden Abschnitts. Zusammenhénge mit Effizienzen bei statisti-
schen Tests werden aufgezeigt. Ergebnisse, die iiber die bis dahin erhaltenen Resultate
hinausgehen, sind unter der Annahme, dass X und Y d-dimensionale Zufallsvektoren mit
einer gemeinsamen 2d-dimensionalen Normalverteilung sind, moglich und werden im ach-
ten Kapitel erarbeitet. Im neunten Kapitel finden die vorher erarbeiteten Resultate im Zu-
sammenhang mit d x d-Kontingenztafeln Anwendung. Schliefflich findet im zehnten Kapitel
ein eigenstandiger Vergleich der Stichprobenerhebungsarten in einem Lagealternativmodell
statt.

Aus der Literatur sind nur wenige theoretisch untermauerte Aussagen zum Vergleich der
Wirksamkeit von statistischen Tests bei verbundener bzw. unabhéngiger Stichprobenerhe-
bung bekannt. Kniisel ([20]) gelingt auf der Basis der Pitman-Effizienz bei 2 x 2-Kontingenz-
tafeln eine solche Aussage fiir den einseitigen Symmetrietest von McNemar (verbundene
Stichprobenerhebung) und den einseitigen exakten Zweistichprobentest von Fisher (un-
abhéngige Stichprobenerhebung). Frischmuth ([7]) nimmt den Vergleich dieser Tests sowie
den Vergleich des einseitigen Einstichproben-t-Tests (verbundene Stichprobenerhebung)
mit dem einseitigen Zweistichproben-t-Test (unabhéngige Stichprobenerhebung) anhand
der Hodges-Lehmann-Effizienz vor. Eigenschaften der Giitefunktionen bei endlichem Stich-
probenumfang erarbeitend, kommen Pollak und Cohen ([31]) zu einer vergleichenden Be-
wertung dieser t-Tests.



1.2 Mathematischer Rahmen

Wir gehen aus von einem zugrunde liegenden statistischen Raum (€2, 2(,3). Die Familie B
von WahrscheinlichkeitsmaBen auf dem Messraum (€2,2() denken wir uns indiziert durch
einen Parameter 9 aus einer nicht leeren Parametermenge O,

m = {Pﬁ;/ﬁ S @}
Es seien
) #£6yC 0O
und
0,:=0\06,

Teilmengen von © mit der Eigenschaft, dass die zugehorigen Teilmengen
PBo :={Py; ¥ € Op} und Py := {Py;¥ € O}

von P disjunkt sind. Die Frage, ob das zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsmafl Py
Element von By oder Element von $J3; ist, ldsst sich so als Testproblem

H:9e€0y K:9e06, (1.2.1)

schreiben. Zur Behandlung dieses Testproblems betrachten wir ausschlieflich nichtrando-
misierte statistische Tests, die iiber reelle Testgrofen T : (©,2A) — (R,B) und einen
kritischen Wert ¢ € R verbal durch

, Verwirf die Hypothese H, falls T" > ¢

oder in der iiblichen Weise als Indikatorvariablen I(T" > ¢) formulierbar sind. Der Abhéngig-
keit vom kritischen Wert ¢ bei einem solchen Test bewusst, sprechen wir gleichwohl kurz
auch vom statistischen Test T

Unsere anzustellenden asymptotischen Betrachtungen griinden auf Folgen T = (7},)nen
und 7" = (T} )nen von statistischen Tests T, und 7, n € N, fiir das Testproblem (1.2.1).
Die in der Regel getroffene Grundannahme ist, dass gegeben sind

- zwei Messrdume (R, S) und (R, &'),

- Zufallsvariablen ¢; : (Q,20) — (R,S), i € N, die unter jedem Py € 9 unabhingig
und identisch verteilt sind, und Zufallsvariablen (] : (2,2() — (R, &), i € N, die
unter jedem Py € P8 unabhéngig und identisch verteilt sind,

- reellwertige Statistiken
to: (R*,6") = (R,B) und ¢, : ((R)",(&")") = (R,B), n €N,

mit (R", &") bzw. ((R)", (&")") als n-facher Produktraum von (R, &) bzw. (R, &),

6



und dass
Tn=t.(C1y. .., C) und T =t ((1, ..., ) fiir jedes n € N

ist. In der Literatur behandelte Vergleiche von Testfolgen T' = (T},)neny und 7" = (T} )nen
betreffen tiblicherweise den Spezialfall, dass (R, &) = (R, &') und (; = (] fur alle i € N
ist, also auch

Ty =1t.(C1y. . Co), T =1 (Chy...,¢,) fiir jedesn € N

gilt. Fiir jedes n € N fulen hier die Tests 7, und 7 auf den Beobachtungen derselben
Zufallsvariablen (1, ..., (,, also der Beobachtung von

("= (¢, G nEN
es basieren T und 7" auf derselben Folge
((r"&" {P§" 0 € 6})n=>1)
von statistischen Experimenten. Wir betrachten dagegen den allgemeineren Fall, dass mit

¢ = (¢, ), neN

die Folgen von Tests 7" und 7" auf den (im Allgemeinen verschiedenen) Folgen von Expe-
rimenten

<(R”, G, {Pg(n);ﬁ € 9}),n > 1> und <((R’)", (&"Hn, {Pgl<n>;19 S @}),n > 1>

griinden. Die Behandelbarkeit des Testproblems (1.2.1) bei diesen Folgen von Experimenten
setzt voraus, dass fiir jedes n € N die Mengen

& (PS" 9 € O und P = (P59 € O}
bzw. die Mengen

Cr(n) C/(n) C/(n) Cr(n)

o ={P; ;9€06¢} und P; ={P; ;U€06;}

disjunkt sind. Wir werden im Verlauf der Arbeit Strukturannahmen an 8 und © formu-
lieren, die dieser Minimalforderung Rechnung tragen.

Bezugnehmend auf die Ausfithrungen in Abschnitt (1.1) stellen wir uns
(R,6)=(R,8)=(Sx5%T®%)

als Produktraum eines Messraums (S,%) und eine Folge von unter jedem Py € P un-
abhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (X;,Y;) : (2,) — (S x 5, T®F), i €
N, vor. Unter der Voraussetzung, dass fiir jedes n € N Beobachtungen entweder nur von

7



(X1,,Y1),...,(X,,Y,) oder nur von (X1, Y,41), ..., (X,, Ya,) moglich sind, gehen wir aus
von einer Folge von Zufallsvariablen (;, ¢ € N, die unter jedem Py € © unabhéngig sind

und je dieselbe Verteilung
e

haben sowie von einer Folge von Zufallsvariablen ¢, ¢ € N, die unter jedem Py € ©
unabhéngig sind und je dieselbe Verteilung

Pg{ — P;,Xl ® Pgﬁ

haben.

Der hier formulierte mathematische Rahmen ist auch fiir Folgen von Punktschétzern oder
Folgen von Konfidenzbereichsschétzern fiir (Funktionen von) 9 passend. Genauere Aus-
fithrungen hierzu werden wir im Zusammenhang mit Aussagen zur Effizienz von solchen
Folgen geben.

Die Beantwortung der interessierenden Frage, welche Art der Stichprobenerhebung vor-
zuziehen ist, geschieht auf der Basis von Effizienzkriterien fiir Folgen von statistischen
Tests, Punktschéitzern oder Konfidenzbereichsschétzern.



2 Relative Effizienzen

2.1 Definition

Es sei @ ein (zunéchst nicht ndher formuliertes) Qualitdtskriterium fiir Tests fiir das Test-
problem (1.2.1). Fiir eine Folge von Tests T' = (T},),en sei fiir jedes n € N bekannt, ob T,
dieses Qualitétskriterium erfiillt oder nicht. Dann sei

Ny :=inf{n € N;T,, erfiillt Q V m > n},

mit inf () ;= oo. Die relative Effizienz einer Folge von Tests T = (T)),en beziiglich einer
Folge von Tests T = (T,,)nen fiir das Testproblem (1.2.1) ist im Fall Ny < oo und Npv < o0
definiert als der Quotient

€T = NT/NT/.

Mittels eq 1 ist ein Qualititsvergleich der Testfolgen 7" und 7" moglich. Allerdings ist eq ¢
in der Regel schwer zu bestimmen.

2.2 Hodges-Lehmann-Effizienz

Fiir ein vorgegebenes Testniveau o € (0,1) sei eine Folge von kritischen Werten ¢, :=
cn() € R so gewéhlt, dass

sup{ Py, (T, > ¢,);Y € O} <aVneN

erfiillt ist, d.h. es liege eine Folge von Tests zum Testniveau « vor. Es sei ¥ € O fest
gewahlt. Dann ist

B = B, ) := Py(T), < cp)

die Wahrscheinlichkeit fiir den zugehorigen Fehler 2. Art. Weiter sei fiir ein vorgegebenes

B €(0,1)
Np := Nr(a, 5,9) :=inf{n e N; 5,, < ¥V m > n}.
Dann heifit der Grenzwert

. Np(a,B,9)
HL . _HL = (a5
Errp = eT’,T(a’/ﬁ) T lﬁl?g NT'(Oé7ﬁ7Q9)

asymptotische relative Effizienz im Hodges-Lehmann Sinn der Testgrofien 7" und 77, falls
Ny < oo und Ny < oo gilt, und dieser Grenzwert existiert. In klassischen Anwen-
dungsfillen héngt diese Grofle nicht mehr vom vorgegebenen Testniveau « ab.

Falls ein dr(¥) mit 0 < dr(¥) < oo existiert, sodass

—dp(9) = Tim < log By(a, ) (2.2.1)

n—oo M



gilt, so heifit dr := dr(v) Hodges-Lehmann-Index von T'. Der Index dr ist etwa die Rate
der exponentiellen Konvergenzgeschwindigkeit der Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art
bei wachsendem Stichprobenumfang.

Existiert der Hodges-Lehmann-Index, so gilt wegen (2.2.1) auch
Bn > 0 fiir gentigend grofles n € N und nh_g)lo Bn(a,¥) = 0. (2.2.2)
Daher gilt offensichtlich
Nr(a, 8,1) < oo fiir jedes 8 € (0,1).
Dariiber hinaus gilt in diesem Fall

%iI(]lNT(Oé,ﬂ,ﬁ) = 00,

was man wie folgt sieht: Wére dies nicht der Fall, so gédbe es ein n € N und eine Folge von
Zahlen ~y; € (0,1), k € N, mit limy_,o, 7% = 0, sodass

VkeN: NT(Oé,’}/k,ﬁ) Sfl

Dann ware fiir alle n > 7 die Ungleichung G, («, 9) < 74 fiir jedes k € N erfiillt und folglich
Bn = 0 fir alle n > 1, was im Widerspruch zu (2.2.2) steht.

Weiter gilt nach Definition von Np

Bny < B < Bnp—1,

mit fy := 1. Angenommen der Hodges-Lehmann-Index von T existiert. Dann folgt

1 1 1
N lOg BNT(a7T9) < N_ logﬁ < N_ log BNTfl(Oéaﬁ) ~ log BNTfl(OQﬁ) fiir 5 \L 0,
T T

—dr(9) S dr(9)
und somit
1
lim — log 8 = —dy (), 2.2.3
i gl 7(9) (2.2.3)

falls der Hodges-Lehmann-Index fiir T" existiert.

Deshalb gilt wegen (2.2.3) fiir zwei Folgen von Testgrofien 7" und 77, deren Hodges-
Lehmann-Indizes existieren,

HL
dT’/dT — GT/7T.
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Die Ermittlung von Hodges-Lehmann-Effzienzen kommt demnach auf die Bestimmung der
exponentiellen Konvergenzraten von Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 2. Art unter fes-
ten Alternativen 9 € ©; hinaus.

Gilt T,, = t,(C1, .., Cn), so lésst sich fiir den Hodges-Lehmann-Index der Folge von Test-
groflen 1" mit Hilfe der Verteilung von (; eine untere Schranke angeben. Es gilt fiir jedes

796@1

1
lim infﬁlog Bn(c,¥) > —K (O, ).

n—oo

Hierbei sei fir A C © K(A,9) := inf{K(J,9),0 € A}, mit K(,7) als Kullback-Leibler-
Information, d.h.

ary
K(9,0) = / log dplzl dpPs,
19/

falls P§' < PS5}, und K (9,7%') := oo sonst. Zum Beweis dieser Schranke siche Theorem 2.1
aus [22].

Lésst sich lim sup,,_, . log B, («, ¥)/n < —K (O, V) zeigen, so folgt bei existierendem Hodges-
Lehmann-Index die Gleichheit dr(9) = K(Op,v). Man spricht dann von der Hodges-
Lehmann-Optimalitéit der Folge von Testgréfen 7.

Es sei nun © ein metrischer Raum und! 90, C ©,. Weiter sei ¥y € 90, sowie (V;)ien
eine Folge mit 1J; € O fiir alle + € N und lim;_,, ¥; = ty. Falls der Grenzwert

6%% = 61%1/{7{71 (04, o, (191')1'61\1) = Zliglo G%IjT(ﬁi)
existiert, so heifit dieser lokale asymptotische relative Effizienz im Hodges-Lehmann Sinn
der Testgroflen T und T".

2.2.1 Bemerkung: In der Arbeit von Groeneboom und Oosterhoff ([10]) sowie bei Nikitin
([29]) wird eine andere Definition der Hodges-Lehmann-Effizienz gegeben. Dabei wird fir
ein ¥ € O und fiir ein vorgegebenes § € (0,1) eine Folge von kritischen Werten ¢, =
cn(9, B) € R so gewihlt, dass

Py(T, <cn) <B<Py(T, <¢,)VneN
gilt. Dann wird fiir ein 0 < @ < 1 — [ mit
Ny = min{n € N;sup{ Py, (T, > ¢n);Y € O} < aVm >n}

die Hodges-Lehmann-Effizienz zweier Folgen von Tests T und 7’ als der Grenzwert
lim5¢0 NT/NT/ definiert.

IMan beachte, dass im Fall © C R? fiir ein d € N 90, der Rand von 0 beziiglich der Relativtopologie
auf © ist.

11



2.3 Bahadur-Effizienz

Fiir ein vorgegebenes 8 und ein fest vorgegebenes ¥ € ©; sei eine Folge ¢, := ¢, (5,9) € R
so gewahlt, dass

Py(T, <cp) <BVneN
erfiillt ist. Es sei
Q= ap(B,0) 1= sup{ Py, (T, > ¢,); o € Op}.
Weiter sei fiir ein Testniveau a € (0,1 — )
Nr := Nr(a, 5,9) :=inf{n € N;a,;, < a ¥V m > n}.

Fiir die zwei Folgen von Tests T und 7" heifit der Grenzwert

. Np(a, 8,9
i i= or(.0) = i 305

asymptotische relative Effizienz im Bahadur Sinn der Testgroflen T und 77, falls Ny < oo
und Ny < oo gilt, und dieser Grenzwert existiert. In klassischen Anwendungsfillen héangt
diese Effizienz nicht mehr von g ab. Zu diesem Konzept der Bahadur-Effizienz siehe z.B.
Nikitin ([29]) oder Groeneboom und Oosterhoff ([10]).

Falls ein ¢z (¢) mit 0 < ¢p(¥) < oo existiert, sodass

—cr(¥) = lim llog an(B,17) (2.3.1)

n—oo N,

gilt, so heifit ¢y := ep(¢) Bahadur-Steigung von T

Existiert die Bahadur-Steigung, so gilt wegen (2.3.1)

o, > 0 fiir geniigend grofies n € N und lim «,(8,9) = 0. (2.3.2)

n—o0

Daher gilt offensichtlich auch
Nr(a, 8,1) < oo fiir jedes o € (0,1).
Dariiber hinaus gilt in diesem Fall

li&)l Nr(a, 5,9) = oo,

was man wie folgt sieht: Wére dies nicht der Fall, so gédbe es ein n € N und eine Folge von
Zahlen v, € (0,1), k € N, mit limy_,o 7, = 0, sodass

VkeN: Nv(’}/k,ﬁ,ﬁ> Sﬁ

12



Dann wire fiir alle n > i die Ungleichung «, (8, 9) < ~; fiir jedes k € N erfiillt und folglich
a, = 0 fiir alle n > 1, was im Widerspruch zu (2.3.2) steht.

Weiter gilt nach Definition von Np
any < @ < anp-1,

mit ap := 1. Angenommen, die Bahadur-Steigung von T existiert. Dann folgt

1 1 1 1
N log aNT(Ba 19) < N_ lOgOé < N_ log Oéij*l(ﬁa 79) ~ N log aNTfl(ﬂa 19) fiir o \L 07

\NT ,, T T NV — 1
—>—CT(’L9) —>—CT(’L9)
und somit
lim —— log & = —ep() (2.3.3)
;g}l N, oga = —cp(19), .3.

falls die Bahadur-Steigung fiir T existiert.

Deshalb gilt wegen (2.3.3) fiir zwei Folgen von Testgroffen 7' und 77, deren Bahadur-
Steigungen existieren,

B
CT//CT = eT’,T‘

Gilt T,, = t,((y, -.., Cn), so ldsst sich fiir die Bahadur-Steigung der Folge von Testgrofien T
mit Hilfe der Verteilung von (; und ebenfalls mit Hilfe der Kullback-Leibler-Information
eine untere Schranke angeben. Es gilt fiir jedes ¥ € ©,

liminfllog an(B,9) > —K(¥,0y),

n—oo M

mit K (9, A) := inf{ K (09,0),9 € A} fiir A C ©. Der Beweis fiir das Bestehen dieser Schran-

ke funktioniert analog zum Beweis von Theorem 2.1 aus [22].

Gilt dariiber hinaus limsup,,_,. log a,(8,9)/n < —K(9,0y), d.h. cr(¥) = K(¥,0y), so
heifit die Folge von Testgroflen T' optimal im Bahadur Sinn.

Fiir eine Folge von Tests T' sei
Gn(t) :=sup{ Py, (T,, > t); 09 € Op}, t € R.

Dann ist
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der P-Wert der Testgréfle T,,. Hierbei handelt es sich um eine Zufallsvariable. Gilt nun fiir
e @1

1
lim —log L, = —cr () in Py-Wahrscheinlichkeit

n—oo N

mit 0 < cp(¥) < oo, so ist ¢p die Bahadur-Steigung von T'. Vergleiche hierzu Theorem 2.1
aus [10]. Auch hier ldsst sich im Fall T,, = ¢,,((1, ..., () eine untere Schranke mit Hilfe der
Kullback-Leibler-Information angeben. Es gilt

1
liminf — log L,, > —K (¥, 0,) Py-f.s.

n—oo M
fiir ¥ € ©4; siehe zum Beweis z.B. Theorem 1.2.3 aus [29].
2.3.1 Bemerkung: Gilt im Fall 7,, = t,,(¢1, ..., ()
1
Ve>0: lim Pg(—logLn +K(9,00) > e) —0,

n—o0o n
so ist die Folge von Testgroflen T" optimal im Bahadur Sinn. Dies siecht man wie folgt: Es
ist

{nminfllog L, > —K(9, @0)} - { lim inf — log Ly > —K (9, @0)}

n—oo N n—oo m>n M

1
:{V5>03keNVn2k: inf —long+K(19,@0)2—g}

m>n M

:ﬂ U m {;gi%log[/m—i-f((ﬁ,@o) > —5}7

e>0 keNn>k
und daher
o1
0= Pﬂ(U Ny {g%long + K(9,0) < —5}).
e>0 keNn>k
Dies impliziert

Ve>0: ozpﬁ(ﬂ U { inf ilong+K(q9,@0)<—g})

m>n M,
keN n>k
. : 1
- kll_)rroloP,g( LJ]C{;EEEIOng + K(9,0,) < —8})

1
> lim sup P19< inf —log L, + K(¢,0,) < —5),

n—00 m2n 1

also

1
Ve>0: lim Pﬁ( inf — log Ly, + K (9,0) < —5) —0.

n—oo m>n M,
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Insgesamt folgt dann

|
Ves0: Pﬁ(‘ﬁlogLn—kK(ﬁ,@o)

o)

:Pﬂ(% log L, + K (0,0,) > 5> + Py (% log L, + K(9,00) < —5)

1 1
gpﬁ(— log Ly, + K(9,0p) > g) + Pﬁ( inf —log Ly, + K(#, 0p) < —g>
n m2n 1
— 0 fiir n — oo.

In manchen Féllen kann relativ leicht die Bahadur-Steigung bestimmt werden. Existiert
némlich eine Funktion b : ©; — R, sodass

lim 7,, = b(¢¥) in Py-Wahrscheinlichkeit V J € 6,

n—o0

gilt, und existiert eine stetige Funktion ¢ : I — R, mit einem offenen Intervall I D
{b(9);9 € O1}, sodass

1
lim —logG,(t) = —g(t) Vtel
n—oo M

gilt, so existiert die Bahadur-Steigung fiir alle ¥ € ©4, es ist

1
lim —log L, = —g(b(?)) in Py-Wahrscheinlichkeit,

n—oo N

und daher
cr=gob.

Siehe hierzu z.B. Theorem 7.2 aus [4]. Zur Berechnung der Bahadur-Steigung, und zum
Nachweis der Optimalitdt im Bahadur Sinn einer Folge von Testgroflen 7' fiir das oben
genannte Testproblem kann folgendes Lemma niitzlich sein:

2.3.2 Lemma: FEs existiere eine Funktion b: ©1 — R, sodass

lim T,, = b(Y) in Py-Wahrscheinlichkeit ¥V 9 € 6,

n—oo
qilt, und es existiere eine linksseitig stetige Funktion g : I — R, mit einem offenen Intervall

I D{b(V);9 € ©1}, sodass

1
limsup —log G, (t) < —g(t) Vtel

n—oo TN

qilt. Dann folgt

Ve>0:lim Pg(%log[]n—i—g(b(ﬂ)) >€> =0V dJdeo,.

n—oo
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Gilt im Fall T,, = t,((1, ..., Cu) zusdtzlich go b = K(-,0y), so ist T optimal im Bahadur
Sinn fir alle ¥ € ©1.

Beweis: Es sei ¥ € O, und € > 0 beliebig. Wegen der linksseitigen Stetigkeit von g
ldsst sich ein § > 0 wéihlen, sodass

(b(¥) = 6) € I und & := e — |g(b(¥) — 6) — g(b(¥))| > 0
gilt. Da G,, monoton fallend ist, folgt
L, < Gn(b(¥) = 6) auf {T,, > b(9) — 6}

Ferner gilt nach Voraussetzung fiir t € 1

1
lim sup — log G (t) < —g(2),
n

n—oo

woraus

3 kENVnZk:supllogGm(b(ﬁ)—@—l—g(b(ﬁ)—d) <é

m>n TN

folgt. Dies impliziert
1
JkeNVn>k: Eloan(b(ﬁ) —0) 4+ g(b(¥) —6) <&,
woraus

FkeNVn>k:e> %loan(b(ﬁ) —8) +g(b(V) = 8) + |g(b(V) — 8) — g(b(V))|

> % log G (b(9) — 6) + g(b(9) — ) — g(b(9) — 6) + g (b(9))
_ % log G, (b(®) — 8) + g (b(¥))

folgt. Insgesamt folgt fiir n > k

)

Pﬂ( log Ly, + g(b(1)) >
_Pﬁ< log Ly + g(b(9)) > &, T}, > b( )—5)+P§(%logLn+g(b(ﬂ))>€,Tn§b(19)—5)
gpﬁ(glogG (b(9) = 9) + g(b(9)) > 2, T > b(9) — )

+ Pﬁ(%log Lo+ g(b(9)) > &, T, < b(®)) — 5)

=Py (% log Ly, + g(b(9)) > €, T, < b(9) — 6)
SPg(Tn < b(V¥) — (5) — 0 fiir n — oo fiir alle ¥ € O;.
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Gilt im Fall T,, = t,,(1, ..., () nun zusétzlich gob = K(+,0y), so folgt die Optimalitiat im
Bahadur Sinn von T fiir alle ¢ € ©; aus Bemerkung 2.3.1. U

Das folgende Lemma kann ebenfalls bei der Berechnung von Bahadur-Effizienzen niitzlich
sein. Es ist etwas allgemeiner als die oben erwéhnte klassische Aussage in Theorem 7.2 aus
[4].

2.3.3 Lemma: Es sei U C O; eine offene Teilmenge. Weiter sei (B, )nen eine Folge
von reellen Zufallsvariablen auf dem zugrunde liegenden statistischen Raum, sodass eine
Funktion b : U — R existiere mit

lim B, = b(V) in Py-Wahrscheinlichkeit ¥V 9 € U.

n—o0

gilt. Ferner existiere eine stetige Funktion h : I — R, mit einem offenen Intervall I D
{b(¥);9 € U}, sodass

lim ~log G(t) = —h(t) ¥ t € T

n—oo M,

gilt. Dann folgt

1
lim —log G,(B,) = —h(b(V¥)) in Py-Wahrscheinlichkeit ¥ 9 € U.

n—oo N

Beweis: Es sei ¥ € U und ¢ > 0 beliebig. Wegen der Stetigkeit von A gilt fiir geniigend
kleines 6 > 0

[b(9) — 6,b(9) + 6] C I
e_i=c— |n(b(W) - &) — h(b(¥))]| >0
und
er 1 =e— |h(b(¥) +6) — h(b(V))| >0,
Da G,, monoton fallend ist, gilt auBerdem fiir jedes § > 0
G (b(0) +8) < Gn(B,) < Gy (b(9) — 6) aut {B, € [b(d) — §,b(0) + 5] }.

Da nach Voraussetzung

1
lim —log G, (t) = —h(t), t € I,

n—oo 1M
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erfiillt ist, gilt
SEENYn >k logGu(b(9) — 6) +h(b(3) —0) <<,
%log G (b(9) +6) + h(b(9) +6) > —e4.

Dies impliziert

Dann folgt insgesamt fiir n > k
1
P§<‘ﬁloan(Bn) h(b(¥)) ’ > 5)
1 1
:pﬂ(ﬁ log Gn(B,) — h(b(9)) > ) + Pﬂ(ﬁ log G, (B,) — h(b(®)) < —5)
)

— P, (1 log G(By) — h(b(¥)

—l—Pg(llogG ~ h(b(9)) > £, By < b(9) — )
+P19< log Gin(By) = h(b(¥)) < —=, B, < b(9) + 0
+Pﬂ( log G (By) — h(b(¥)) < —&, By = b(9) + 0

gpﬂ(l log Gin (b(9) = 8) — A(6(9)) > &, By > b(¥) — )
+Pﬂ( log G (By) — h(b(9)) > =, B, < b(d) — )
+ P, (% log G (b(9) + 8) — h(b(9)) < —&, B, < b(¥) + 5)

+ P, (% log G (B,) — h(b(¥)) < —¢, B, > b(v) + 5)
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zpﬁ(% log Gu(By) — h(b(#)) > &, B, < b(9) )
+ Py (% log G (B,) — h(b(9)) < —&, B, > b(¥) + 6>
<Py(B, < b(¥) — ) + Py(B, > b(¥) + ) — 0 fiir n — oc.

Somit folgt die Behauptung. O

Es sei nun O ein metrischer Raum und 00, C ©y. Weiter sei ¥y € 90, sowie (¢;)ien
eine Folge mit ; € Oy fiir alle + € N und lim;_,, ¥; = tg. Falls der Grenzwert

617_1’]’3,’11 = 6’%’1’3:T (67 1907 (ﬁl)ZEN) = le)lgo 6’1]3“’,T(67 791)

existiert, so heifit dieser lokale asymptotische relative Effizienz im Bahadur Sinn der Test-
grofen T und T".

2.4 Pitman-Effizienz

Es sei im Zusammenhang mit der Pitman-Effizienz © stets ein metrischer Raum und stets
00y C ©y. Ferner sei ¥y € 00 fest gewihlt. Fiir ein vorgegebenes Testniveau a € (0, 1)
lasse sich eine Folge von kritischen Werten ¢, := ¢, (a,9y) € R so wihlen, dass

Py, (T, > cn) <« (2.4.1)
sowie
lim Py, (T, > ¢,) =« (2.4.2)
n—oo

erfiillt ist, d.h. es liege im Fall der einfachen Hypothese gegeben durch vy eine Folge von
Tests zum Testniveau « vor, die asymptotisch das Testniveau exakt einhalten. Es sei (¢;);en
eine Folge mit 1J; € ©; fiir alle 7+ € N und lim;_,, ¥; = 9. Dann ist

Bn,i = B’n(a7791) = Pﬁl(Tn < Cn)a Z € Na

der zu ¥J; zugehorige Fehler 2. Art, i € N. Weiter sei fiir eine vorgegebene Folge (5] )ien
mit 37 € (0,1) fiir alle i € N und lim; ,o, 37 =8 € (0,1 — )

Nr; = Nr;i(a, 8,90, (0:)ien, (8] )ien) = inf{n € N; B,,; < ] Vm >n}, i e N. (2.4.3)

Wir nehmen ab sofort an, dass im Zusammenhang mit der Pitman-Effizienz fiir jedes
Y € ©1 lim, o Bn(a, ) = 0 gilt, d.h. es liegt eine Folge von konsistenten Tests vor. Dann
gilt offensichtlich

Np; < oo fiir alle i € N. (2.4.4)
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Zudem nehmen wir ab sofort an, dass im Zusammenhang mit der Pitman-Effizienz fiir
jedes n € N die Abbildung ¥ — ,(«, ) stets stetig in ¥y ist. Dann gilt

1—00
was man wie folgt sieht: Angenommen, dies gilt nicht. Dann existiert eine beschrinkte
Teilfolge (N1, )ken von (Nr;)ien und da die Folgeglieder dieser Teilfolge nur endlich viele
Werte annehmen koénnen, existiert eine weitere Teilfolge (NT,ikl)lEN von (Nr; )ken, die
konstant ist. Damit folgt wegen der Stetigkeit der Abbildung ¥ — 3, (a,v) in ¥y und der
Definition von (Nr7;)en
BT T .
1-a>f= zlg?o Ba, 2 lllglo BNT’% otk

=1 = . ) >1-—
; lliglo /BNT,zkl sk Pﬂo(TNT,zk1 < CNT,1k1) >1-a,

also ein Widerspruch, und damit die Behauptung. Also gilt lim;_,,, Nr; = oco.

Wir verlangen zudem, dass
lim By, .0 =0 (2.4.6)
1—>00 ’

erfiillt ist.

Erfiillen nun zwei Folgen von Tests 1" und 7" fiir identische ¥y, § und identische Folgen
(9;)ien diese Eigenschaften, so heifit der Grenzwert

epr = e (o, 8,90, (Ui)ien, (8] )ien, (BiT/)ieN) = }iglo Nr,i/Nr ; (2.4.7)

asymptotische relative Effizienz im Pitman Sinn der Testgroflen 7' und 77, falls dieser
existiert. In klassischen Anwendungsféllen hingt dieser Grenzwert nicht von «, 3, (9;);en,

(BT )iew und (BL") ab.

Eine sehr dhnliche Definition der Pitman-Effizienz wird von Wieand ([40]) verwendet. Kon-
kret definiert Wieand seine Pitman-Effizienz genauso, bis auf die Tatsache, dass er auf die
Forderungen verzichtet, dass fiir jedes n € N die Abbildung ¢ — G, («, ) stetig in ¥ ist,
und dass die Konvergenz lim; ;o 8n;.,i = 8 vorliegt, und stattdessen verlangt, dass die
Pitman-Effizienz nicht mehr von (9;)icx, (87 )ien und (37) abhingt. Wie allerdings die
Ausfithrungen im Bemerkung 2.4.1 zeigen, ist es sinnvoll, diese Stetigkeits- und Konver-
genzforderungen bei der Definition der Pitman-Effizienz zu stellen.

Auch van der Vaart ([38]) wéhlt ein &hnliches Vorgehen, um die Pitman-Effizienz zu de-
finieren. Einen adhnlichen Ansatz bei der Definition von relativen Effizienzen, also auch
bei der Definiton der Pitman-Effizienz, kann ebenfalls z.B. bei Serfling ([36]) nachgelesen
werden.
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2.4.1 Bemerkung: In der Literatur wird héufig eine andere Definition der Pitman-Effizienz
verwendet. Dabei werden vom Stichprobenumfang n € N abhéngige Folgen von Alterna-
tiven (9, )peny mit 9, € O fiir alle n € N und lim,,_,, ¥, = ¥y betrachtet. Im Fall, dass
dann fiir eine Abbildung h: N — N

: 1 / / _
lim Py, (T, < cq) = lim Py, (Thiny < Chmy) € (0,1 = a), (2.4.8)

n—oo

sowie

lim —— € (0, 00) (2.4.9)

gilt, wird die Pitman-Effizienz als der Grenzwert lim,,_,o, n/h(n) definiert. Vergleiche hier-
zu z.B. mit Puri und Sen ([32]).

Nehmen wir an, dass der Fehler 2. Art der betrachteten Tests fiir alle festen Alternati-
ven steng monoton fallend im Stichprobenumfang ist, also fiir alle ¥ € ©; die Abbildungen

n— Py(T,, < ¢,) und n+— Py(T), < ¢},)

streng monoton fallend sind. Existiert dann die Pitman-Effizienz in dem Sinn, so wie sie
von Puri und Sen geméif (2.4.8) und (2.4.9) definiert wird, so existiert die Pitman-Effizienz
auch in dem Sinn, wie sie von uns geméfl (2.4.7) definiert ist, und beide Effizienzen sind
identisch. Dies sieht man wie folgt:

Gehen wir davon aus, dass die Pitman-Effizienz im Sinne von Puri und Sen existiert.
Wir setzen
BE = Py (T < &), BT = Py, (Thsy < chepy), i € N.

Dann existiert nach Annahme ein g € (0,1 — a) mit
lim 31" = lim 31" = §.
i—o0 i—00
Zudem gilt wegen der geforderten Monotonie der Fehler 2. Art fiir jedes ¢ > 2
Py, (T < ) < BT fiir alle m >4 und Py, (T;_1 < ;1) > B},
und genauso fiir jedes i € N mit h(i) > 2
Py (T, < &) < BT fiir alle m > h(i) und Py, (Thiy-1 < Chgiy-1) > B
Dies bedeutet

NTﬂ' = ¢ und NT’,i = h(l)
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Damit erhalt man

lim Pﬁi<TNTi < CNTi) = hm Pﬁz<ﬂ < Cz‘) = ﬁ,
’ ’ 1—>00

1—>00
und genauso

hm Pﬁi (TN}’,i < C/]VT’,i) = Zli)l’g} Pﬁi (T’i(z) < C;l(l)) = B

1—00
Dariiber hinaus gilt

. Nt ! {
1m = 1m —-—=
1—00 NT’,Z' 1—00 h(@) ’

d.h. die Pitman-Effizienz existiert in unserem Sinn, und die Effizienzen stimmen {iberein.

Nehmen wir umgekehrt an, dass die Pitman-Effizienz in unserem Sinn existiert, so erhélt
man unter gewissen Voraussetzungen zumindest noch, dass die in der Definition der Pitman-
Effizienz im Sinn von Puri und Sen auftauchenden Konvergenzen (2.4.8) und (2.4.9) langs
einer Teilfolge zutreffen, und der entsprechende Grenzwert (2.4.9) langs dieser Teilfolge mit
der Pitman-Effizienz in unserem Sinn gemé&$ (2.4.7) iibereinstimmt, wie man wie folgt sieht:

Es existiere die Pitman-Effizienz nach unserer Definition der Pitman-Effizienz. Gehen wir
erneut davon aus, dass der Fehler 2. Art der betrachteten Tests fiir alle festen Alternativen
steng monoton fallend im Stichprobenumfang ist, und dass die Abbildung

j:N—=N, j(i):= Npg,

streng monoton wachsend? ist. Definiere dann eine Folge (97 );ey durch

* * o —

IR NT,I .—/191,
* * P
NT,1+17 ey NT,Z .« — 7927
* k . o
Npo+lo 92 ¥ Npg © ™ U,

Dann ist ¥; € Oy, i € N, lim; 0] = ¥o und v3,.. = ¢;, ¢« € N. Es folgt wegen
llml*)()o /BNT,iyi = ﬁ

5 = }E& Pﬂi (TNT,'L' < CNT,'L') = Z.hm Pﬁ* (TNT,i < CNT,i)'

—oo N1y

Betrachten wir weiter die Abbildung

kNN, k(i) = Ny,

’Die Existenz von Sequenzen von Alternativen mit dieser Eigenschaft wird in Bemerkung 4.2.7 behan-
delt.
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Es existiert eine Abbildung j=!: j(N) — N mit j7'(j(:)) =4, i € N. Mit h:= ko j~! folgt
Nr; = h(Nr;). Damit gilt erneut wegen lim; o 8y, i = 8

f= Zlgglo Py, (TI/VT/J- < CEVT,J.) = lim Py, (TJ/VT/J- < CNT/J-) = lim Pﬂ*NT,Z- (Thves) < Chivr.)):

i—oo N7y

Insgesamt folgt

. o . / / .
lliglo PﬁRT,i (TNT,i < CNT,i) - Zliglo Pﬁ*NT,i (Th(NT,i) < Ch(NTﬂ-)) =0,
und auch
. T . Nr; p
lim = lim = ep 7

1—00 h(NT,Z) 1—00 NT’,Z'

Deshalb liegen die in der Definition der Pitman-Effizienz im Sinne von Puri und Sen gefor-
derten Konvergenzen (2.4.8) und (2.4.9) zumindest liangs der Teilfolge (Nr,;);eny der Folge

(n)pen vor.

Ein bekanntes Resultat zur Pitman-Effizienz® lisst sich wie folgt formulieren: Es sei © = R
und ©¢ = {¥y}. Es existieren Funktionen p, : © — R und o0, : © — [0,00) sowie eine
stetige und streng monoton wachsende Verteilungsfunktion GG, sodass o, fiir alle n € N auf
einer Umgebung U C © um ¥ nicht verschwindet und

m(ﬂgT‘g’)(m gt) —G(t)‘ ~0

gilt. Ferner sei p, auf U differenzierbar mit p] (99) > 0. Zudem existiere eine Konstante
kp > 0, sodass

lim sup sup
N0 YeU teR

/
on (V) ~ kTM fir n — oo

Vn
gilt und fiir Folgen (9,,)neny mit ¥, := 99 + O(1//n) gilt
w (9,) ~ il (90), 0n(9) ~ 0,(Vg) filr n — oo.
Erfiillen die Folgen von Testgrofien 7" und 7" diese Bedingungen, so ist
kg \ 2
eg,v’T - <E> .

Zum Beweis siehe hierzu z.B. Abschnitt 10.2.1 aus [36].

3Beachte hierbei Bemerkung 2.4.1.
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3 Volumen-Effizienz

3.1 Definition

Uber eine gegebene geeignete Schar von statistischen Tests ist die Aufstellung von Kon-
fidenzbereichen fiir passende Parameter moglich. Umgekehrt liefert ein Konfidenzbereich
fiir einen Parameter eine Schar von statistischen Tests fiir addquate Testprobleme. Dieses
Korrespondenzprinzip legt die Frage nach Effizienzvergleichen von statistischen Tests auf
der Basis der korrespondierenden Konfidenzbereiche nahe. Dariiber hinaus ist ein Wirksam-
keitsvergleich konkurrierender Konfidenzbereichsschétzverfahren selbst interessant. Fiir den
angestrebten Vergleich fithren wir den Begriff der Volumen-Effzienz ein. Ausgangspunkt ist
das zu Beginn der Arbeit eingefithrte mathematische Modell und eine Abbildung  : © —
RP. Fiir jedes n € N und jedes o € (0,1) sei eine Abbildung b, (-, «) : R* — B? gegeben
mit den Eigenschaften

VIeO: {(z1,...,2,) € R 0(0) € by(21, ..., 2, 0)} € G" (3.1.1)

VoeO: PP 7 ({2, . z) € R6(0) €bplzr,...,z0a)}) >1—a.  (3.1.2)
Die Eigenschaft (3.1.1) bringen wir kiirzer auch durch die Schreibweise
VIeO: Py(d(W) €bp(Zy,...,Zn,c) >1—«

zum Ausdruck. Es ist (b, (-, @)),en eine Folge von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau
1 — a fiir §(09). Fiir jedes ¥y € O liegt fiir jedes n € N bei gegebenem « € (0,1) mit dem
verbal formulierten statistischen Test

,» Verwirf H, falls 6(Jg) & b, (Z1, ..., Zn, )",
ein Test zum Testniveau « fiir das Testproblem
H(do) : 6(9) = (o), K(do) = 0(0) # (o)

vor. Wir schreiben T' = (T,)nen fiir diese Folge von Scharen von Tests und Br, :=
Bro(a) =0 (21, ..., Zn,a) == by(Zy, ..., Z,, ). Der unbekannte Parameter ¥ € © wird
mit einer Wahrscheinlichkeit, die gréfier oder gleich 1—aist, von der Menge Br,, iiberdeckt.
Wir gehen in der Folge davon aus, dass fiir jedes n € N und jedes o € (0, 1)

{(s,2) e RP X R";s € by(z,0)} € BP @ &"

ist. Diese Annahme garantiert fiir jedes n € N und jedes a € (0, 1) die (&",B)-Messbarkeit
der Abbildung
Z—> / dx, z € R",

bL' (z,0)
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sodass das zufillige Volumen

Volr,, := / dz

BT,n
eine Zufallsvariable ist. Es sei
Ey(|Volr,|) < oo fiir jedes ¥ € O.

Fiir die durch den Konfidenzbereichsschitzer Br,, behauptete Lokalisierung von (1) liegt
mit Ey(Volr,,), 9 € O, ein Qualititskriterium vor. Fiir zwei auf den Folgen (b% (-, @) ) ey und
(b (-, @))nen von Konfidenzbereichen basierenden Folgen T = (T}, )neny und 7" = (T7)nen
sel

e}?{T’n = e‘:’p‘?l,T’n(oz, v) = (Eﬁ(VO]T’n)/ Eﬂ(VOlT/’n>>2
fiir Ey(Volp ,,) # 0 die Volumen-Effizienz der Testscharen T,, und 7. Es sei
Cp(R) :={f : R — R; f ist gleichméBig stetig und beschrénkt}.

Existiert eine Folge (a,)neny C (0, 00) und existieren reellwertige Zufallsvariablen A und B
mit 0 < Ey(A), Ey(B) < oo, sodass

lim Ey (f(anVolr,)) = Eg (£(A)), Jim B, (f(anVolyry)) = Ey (f(B)) ¥V f € Cy(R)

gilt, also Verteilungskonvergenz von a, Volr,, gegen A und a, Vol ,, gegen B vorliegt, so
heifit

VO. VO 2
epg = eprp(a,¥) == (Eg(A)/Ey(B))

asymptotische Volumen-Effizienz von T und 7”. In typischen Anwendungsfillen hingt
6‘1’3{T,n nicht von ¢ € ©, el%. weder von ¥ € ©, noch von a ab.

3.1.1 Bemerkung: Zur Motivation der Definition der asymptotischen Volumen-Effizienz
betrachte man folgende Uberlegung. Gilt
lim Ey(a,Volr,) =Ey(A), lim Ey(a,Volr ,) = Ey(B),
n—oo

n—oo

so folgt

lim ey, = lim (Ey(Volr,,)/ Ey(Voly,))*
0 n— 00

n—o0

. 2 2
= nhjgo (Eﬁ(anVolT,n)/Eg(anVollen)) = (Eﬁ(A)/Eﬁ(B)) .
Es handelt sich bei der asymptotischen Volumen-Effizienz der Tests 7,, und 77 also um
eine Approximation der Volumen-Effizienz der Tests 7, und 7}, fiir fiir grofe n € N,
wobei bei der Approximation unter der genannten Bedingung fiir n — oo der Fehler sogar
verschwindet.
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3.1.2 Bemerkung: Die asymptotische Volumen-Effizienz der Tests 7,, und 7, ist wohlde-
finiert. Um dies zu sehen, betrachte man eine weitere Folge (@ )nen C (0,00) und weitere
reellwertige Zufallsvariablen A und B, mit 0 < Ey(A), Eg(B) < oo, sodass

nll_>Holo Ey (f(a,Volr,)) = Ey (f(A)), nh_{glo Ey (f(a, Vol ,,)) = Ey (f(B)) vV f e Cy(R)

gilt. Es ist

lim E, (f(d— anVolTn>) = lim By (f(anVolr,)) = Ey (f(A)) V f € Cy(R).
SA

Dann ist die Folge (a,/an)nen beschrankt. Denn nehmen wir an, dass dies nicht gilt, so
existiert eine Teilfolge (G, /an, )keny mit limg_,o0 @p, /an, = +00. Da wegen Egy(A) > 0 auch
A nicht Py-f.s. identisch 0 ist, kann wegen der Verteilungskonvergenz von (a,, Volr,)nen die
Folge (an, Volr,, )ren nicht in Verteilung gegen die reelle Zufallsvariable A konvergieren.
Also ist die Folge (a,,/a,)nen beschriankt, und besitzt daher eine konvergente Teilfolge, die
ebenfalls mit (ank/ an, )ken bezeichnet werden soll. Damit folgt die Verteilungskonvergenz

von @y, Volr,, = ’“ankVolTnk gegen cA, mit limy_, Gy, /a,, = ¢ > 0. Ferner ist PA
PsA. Uberdies gilt

: O,
pi B (4

Nk

ankVOIT/’nk>) = kh—glo Eﬁ (f(dnkVolT/mk)) = qu (f(B)) V f € Cb(R),
woraus wegen

lim Ey (f(an,Volr,,)) = Ey (f(B)) ¥ f € Cy(R)

k—o0

auch Pf = PSP folgt, und damit insgesamt

(Eo(A)/Eo(B))" = (Eg(cA)/ Eo(cB))” = (Es(A)/Es(B))".
3.2 Zusammenhang mit der Pitman-Effizienz

Nun sei speziell d = 1, also © = R. Wir betrachten fiir ¥9 € R das Testproblem
H: ’19:190, K: 197&190

Fiir jedes ¥y € R lasse sich das Testproblem anhand eines Konfidenzintervalls geméafl der
Vorschrift

, Verwirf H, falls Jy ¢ [al, bE)*

n-n

behandeln mit a®, 0! : (R",&") — (R,B), Ey(|al|),Ey(JbL|) < oo fiir alle ¥ € R und alle

n € N, und al < bl fiir alle ¥ € R und alle n € N. Weiter gelte Py, (Jy & [al,bl)) < « fiir
alle Y9 € R und alle n € N sowie

lim Py, (9 & [aX,b))) = a fiir alle 9, € R.
n—oo

n»-n
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Es liege also mit [al,bT) eine Folge von Konfidenzintervallen zum Konfidenzniveau 1 — «

n - n

vor, die das Konfidenzniveau asymptotisch exakt einhalten.

Um uns auf die bisherigen Ausfiihrungen beziehen zu koénnen, ohne neue Notationen
einfithren zu miissen, gehen wir davon aus, dass sich der Test mit Hilfe einer Testgrofie
dquivalent formulieren lasse. Konkret verlangen wir, dass

Py(T,(90) > cu(to)) = Py (Yo & [a), b)) fiir alle 9,9, € R

n»-n

gelte, mit einer Folge von Testgrofien (7),(Jg))neny und einer Folge von kritischen Werten
(¢n(90))nen- Dies kann z.B. durch die Setzung T, () = I(Jy & [al,b])) und ¢, () = 1/2

’I'L r n
erreicht werden.

Liegen nun zwei Folgen von Testgrofien 7' und 77 mit diesen Eigenschaften vor, so er-
gibt sich unter bestimmten Voraussetzungen, dass die asymtotische Volumen-Effizienz der
Tests mit der Pitman-Effizienz iibereinstimmt. Um ein entsprechendes Resultat zu erhal-
ten, werden wir zwei einfache Lemmata voranstellen.

3.2.1 Lemma: Es sei —o0 < a < ¢ < oo und fir jedes n € N f, : [a,c] — RU {00},
frlla,e) < 00, wobei fac e~ @ dx < oo gelte und fnl(ae) differenzierbar sei mit f, > 0 und
fl monoton wachsend. Weiter sei (b,)nen eine reelle Folge mit 0 < b, < ¢ — a fir jedes
n € N. Dann qilt

c a+by

—fnlatbp)n _ —fo(c)n
—fn(2)n € € —fn(z)n
/ ¢ s R S pET / c dz.

a+bny a

Beweis: Es gilt einerseits

(& 1 4
(z ndIE — / fn(x ndr < sup / fé(z 6—fn($)ndx
/ f/ z€(a+bn,c) frll(x) )
a+bn, a+by, a+bp
1
fn(a+bn)n _ _fn(c)n
———(e e .
f’ (a +b,)n al )
Andererseits gilt
a+b, a+bn, a+bn,
1 1
~ha@n gy / ! () e—tn(@n / ! () e—tn(@n
e de = (x)e dz > inf (x)e dz
/ Fuw v (@) ) )
1 1

— = T A(eo—[Inle)n _ —fnlatbn)n
Tala b ‘ )
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Somit folgt insgesamt

f effn(x)ndx
a+b,
atby — e—fala)n _ o—fn(atbn)n
[ e F@nde ‘ ‘

a

e—In(atbn)n _ o=fale)n

und damit die Behauptung. U

3.2.2 Lemma: Es seien (a,)nen und (by)nen reelle Folgen mit a,, < b, fir alle n € N und

Jrs Gn i (@, by) = Rog mit 0 < f;: fa(z)dr < 0o und 0 < f:: gn(x)dx < 0o fiir allen € N
gegeben. Ferner gelte im,, ., SUD e (q, po) | fn(2)/gn(z) — 1] = 0. Dann gilt

b,

[ fa(z)dz
lim =1.
n—oo bn

[ gn(z)dz

an

Beweis: Es gilt

bn bn bn
J fal@)dz S (@) = gn(@)lde [ gn(2)[ 28 — 1]de
e =
J gn(2)da J gn(x)dz [ gn(x)dz
< sup fnlz) —1‘ — 0 fiir n — oo,
€ (an,bn) gn(x)
also die Behauptung. O

Wir definieren fiir festgehaltenes v* € R
ph e (0) := Py (T,(¥) < cu(0)), ¥ €R,

und gehen davon aus, dass fiir die betrachteten Tests stets p] 5. () > 0 fiir alle n € N und
alle ¥ € R gilt. Weiter sei

1
9;{,19*(19) = T log (qu;,ﬂ*(ﬁ))y UeR.

Es sei fir ¥ € R\ {9*} dJ.(9) der Hodges-Lehmann-Index von T an der Stelle 9* fiir
das Testproblem, ob der zugrunde liegende Parameter gleich ¢ ist oder nicht, falls dieser
existiert. In der Notation von Unterabschnitt 2.2 bedeutet dies

dy. = dp(V%).
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Weiter setzen wir dJ. (¢9*) := 0. Dann gilt

lim g} . (9) = dj. (9) fiir alle ¥ € R,

n—0o0

sofern der beteiligte Hodges-Lehmann-Index existiert.

Ferner sei die Folge (Nr;):en entsprechend der Definition (2.4.3) im Zusammenhang mit
der Definition der Pitman-Effizienz in Unterabschnitt 2.4 fiir das Testproblem, ob der zu-
grunde liegende Parameter 9* ist oder nicht, definiert, und (¥;);en die zugehorige reelle
Folge aus der Definition der (Nr;)iey mit lim; o, ¥; = ¥*. Ebenso sei 5 € (0,1 — «) aus
der Definition der (N7, );en. Zusammengefasst bedeutet dies, dass

Nr; =inf {n € N; Py, (T,,(9") < cn(9)) < 5; YV m >n}, i €N,

mit einer Folge (5]);eny mit 8 € (0,1) fiir alle i € N und lim; . 87 = 3 € (0,1 — «), und

dass lim; o N7; = 0o sowie lim; o Bn,. i = B erfiillt sein soll; siehe Unterabschnitt 2.4.

Wir definieren nun zur Formulierung der néchsten Resultate folgende Bedingungen:

(A1) Es gelte lim,,_,o Eg-(v/n(bL — al)) = L. mit ¢, € (0, 00).

(A2) Es sei limy_ o Vp) 5. (¥) = limy_, oo Ip} 4. (9) = 0 fiir geniigend groBes n € N.

(A3) Fiir geniigend grofies n € N existiere eine Funktion f! : Rsy — Rsg, sodass
g9 (9) = fr (|9 —9*]), ¥ € R, gilt, und diese Funktion sei auf [0,00) zweimal
stetig differenzierbar, wobei ihre Ableitung auf (0, c0) monoton wachsend und strikt
positiv sei. Zudem gelten fiir die zugehorige Taylorentwicklung von gffy g« um U

gr g (9) = al, +al (0 =) + a3, (9 — ) + 7] (V), I €R,

die Eigenschaften liminf, o a3, > 0 und lim;_. sup,,cy |77 ( 9)|/(0; — )2 = 0 fiir
alle Folgen (ﬁi)ieN mit J; = 9* fiir alle ¢ € N und lim;_,, J; = V*.

3.2.3 Bemerkung:

a) Dass die Bedingung (A1) in konkreten Beispielen erfiillt ist, zeigen die Betrachtungen
in Beispiel 3.2.9 und Unterabschnitt 8.10.

b) Ist (A3) erfiillt, so gilt p} 4.(J) = ppy(9*), ¥ € R. Es ist (A2) erfiillt, wenn der
Fehler 2. Art bei zugrunde liegendem Parameter ¥* fiir das Testproblem, ob der
zugrunde liegende Parameter gleich ¢ ist oder nicht, hinreichend schnell gegen 0 € R
fur || — oo geht. Konkret muss dieser Fehler 2. Art von der Grofienordnung o(1/]9])
fiir |¥] — oo sein.
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c) Ist die GroBle des Fehlers 2. Art des betrachteten Testproblems, ob der zugrunde
liegende Parameter gleich 9 ist oder nicht, nur abhédngig vom Abstand zwischen der
Hypothese ¥ und der Alternative ¥*, so ist die Existenz einer Funktion f! im Sinne
von (A3) erfiillt. Des Weiteren ist zu den in (A3) geforderten weiteren Eigenschaften
der Funktion fI zu bemerken, dass gewisse Monotonien des Fehlers 2. Art im Abstand
zwischen der Hypothese und Alternative in der Regel vorliegen sollten.

d) Fiir den in (A3) genannten Koeffizienten aj, gilt unter den in (A3) genannten Be-
dingungen an die Funktion fI stets aT > 0 fiir geniigend grofle n € N, da es
sich bei dem Koeffizienten um die zweite Ableitung der Funktion gi o+ an der Stel-
le ¥* handelt. Ist die Funktion dJ. an der Stelle ¥* zweimal differenzierbar, wobei
die zweite Ableitung an der Stelle ¥* nicht verschwindet, und konvergiert die zweite
Ableitung der Funktion gg: g+ an der Stelle ¥* fiir n — oo mit, so ist die Bedingung
liminf, agn > (0 aus (A3) erfiillt.

e) Zur Bedingung lim, . sup,,cy |7} (9 9|/ (9; — 9*)* = 0 fiir alle Folgen (9;)sen mit
19 # U* fur alle : € N und lim; 192 = 19* in (A3) soll bemerkt werden, dass in jedem
Fall fiir alle festen n € N lim; o [r7(9;)|/(9; — 9*)? = 0 fiir alle Folgen (51)@ mit
19 # 9 fiir alle i € N und lim;_,, ¥; = 9* gilt, da es sich bei dem Term rl um den
Restterm in der Taylorentwicklung der Funktion g ;. um die Stelle ¥* handelt. Ist
gi g+ in einer Umgebung U um 9¥* dreimal differenzierbar, und ist die dritte Ableitung
in U gleichméfig beschréankt in dem Sinne, dass

supsup |(gy 4+)" (V)] < o0
neN 9eU

gilt, so liefert fiir geniigend grofles i € N die Lagrange-Darstellung des Restglieds die
Existenz eines ?92 € U mit
PTG L) D)@, — 9 1

-0 (@i = =l(gh )" DI[0: = "]

Daraus folgt fiir geniigend grofles i € N

‘TT<~>’ 1 T " 7 * o
sup sup | (g, g-)" (9)[|9; — 9% — 0 fiir i — oo,

SUp 2 < -
N (9; — 09%)2 T 6 nenver

sodass die Bedingung lim; o sup,,cy |7 (9 9)|/(9; — %)% = 0 fiir alle Folgen (¥;);en
mit o, # 0* fur alle ¢ € N und lim;_, o, ¥; = ¥* aus (A3) erfiillt ist.
3.2.4 Lemma: Die Tests T und T" erfillen (A1) und (A2). Dann gilt

f efgff o+ (ﬁ)ndﬁ> 2

e 9o gy

n—oo n—oo

lim e}y, (9F) = lim (
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Ezistiert zusdtzlich die Pitman-Effizienz e, p(9*) und gilt 0 < e, p(9%) < 00, so gilt auch

_ggT,ivﬂ* NT ldﬁ
lim e¥9' ., (9) = ebs (%) lim ( Je - )

n—soo 7 ' i—00 (N 5

[ e M T gy

Beweis: Zunichst ist festzustellen, dass aufgrund der Gestalt des vorliegenden Tests
Py (T (9) > cn(9)) = Py (¥ < a Y+ Py > 1), ¥ €R,
dquivalent
—pp g+ (9) = Py (b, <) — Py-(a) <09), ¥ €R,
gilt, und genauso
— e (9) = Py (BT < 0) — Pye(al <), 0 € R,

Es ist?

7\ 2 Ege (vl — a?)) \?
1- Vgl 19* — %) — 1 ( 9 n n )
S €7 (V%) ( oo \Egr (Vb — aT'))

Es folgt mit Hilfe von partieller Integration

SOl (9) [ g (9)d0

79;1; 9* (ﬁ)nd,ﬂ
lim &——>——~ = lim T/— lim fe

N0 f 19(1,0” SO (19) n—oo f pn,ﬂ* (ﬁ)dﬁ N0 f e In, 19* @) nd??

und damit insgesamt

_gz; 9* (ﬂ)ndﬁ 2
lim e, (9%) = lim (f ‘ )

n—o00 o n—00 fe zﬁ* nd??

also die erste Aussage. Nun seien Np,; und Nypv; entsprechend des Unterabschnittes 2.4
gewéhlt. Aufgrund der generellen Voraussetzungen in Unterabschnitt 2.1 gilt lim; ,o, Np; =
lim; 00 Ngv; = 00, und somit

: Vo * CT 2 . NTi Eﬂ* (b%‘[ i CLT]\—} 1) 2
hm eT/lmi(lg ) - ( g/ ) - llm ’ <E19* (brlj;v[/ L _ T;R ))
T! i

n—00 Cys i—oo Nov ay,, .
L (9°) Tim J9dpy, 0 (0)
i—00 fﬁd 7]\7 e (19) ’
“Die hier genannte Integration ist in dem Sinne dp} ».(-) := dPy- (b, < ) —dPy-(a} < -) zu verstehen.
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Erneut mit Hilfe von partieller Integration folgt

—g% * 9)N- i
e Y SO ) P
1—00 fﬁdeT’zﬂ* (19) 1—00 prT’ 9 (19)(:1’[9 1—00 fe_ng/vi’ﬂ*(ﬁ)NTl’idﬁ7
also insgesamt
_g]’l\;T,ivﬁ* ﬂ)NT Zdﬁ
i ) = o0 0) i (LT
n—00 1—00 f e gNT/,'L’ﬂ* T 7Zd/l_9
und so die Behauptung. O

3.2.5 Satz: Die Tests T und T" erfilllen (A1) - (A3). Fir ein 0 <y < 1— « existiere fir
jedes 0 < B <~y eine Folge (V;);en, sodass die Pitman-Effizienz bei zugrunde liegender Folge
(9)ien und zugrunde liegendem (5 im Sz’nne der Definition aus Unterabschnitt 2.4 existiert
mit 0 < ey p(9%) < 0o. Zudem hinge el (9*) nicht von (9;)ien, (B )ien, (BT ien und
B € (0,v) ab. Dann gilt

lim ey, (0%) = e 1 (97).
n—o00 7

Beweis: Nach Lemma 3.2.4 geniigt es,

& n ONagy
lim

: T! = 1
i—00 fe -9y . ﬁ*(ﬁ)NT’,

"dy

zu zeigen. Da die Pitman-Effizienz nicht mehr von der Folge (¢;);en abhéngt, sowie wegen
(A3), kann ohne Einschréinkung ©J; > ¢* fiir alle ¢ € N angenommen werden. Da dann
wegen (A3) fiir gentigend grofles ¢ € N alle Bedingungen von Lemma 3.2.1 erfiillt sind,
folgt mit Hilfe dieses Lemmas fiir geniigend grofies i € N

oo

9 00
—g% L (9)Nrp, Y=gk gx (0N 9%, . g% (DN
f 795 ﬁ*(ﬂ)NTid,lg f e QNT’Z-,ﬂ (9)Nr, d9 f e "Nt dd9 + fe N ;.0 dv
e Ti ’ 9* 9* 9
= < ’
T/ o0 T/ — .
—-g ox ()N, —9g « (O)Npr ; Vi g1/ « (O)Nopr
fe Nepr ;59 d'l9 j‘e Nr 39 ,dﬁ f@ gNT’,i’ﬁ () T,’Zd'ﬁ
9* 9%
191' 4T « (9, . 191'
*9% ,ﬁ*(ﬁ)NT’i e gNT,ivﬂL9 ()N 7g17\1, _g*(ﬁ)NT,i
f e T,i» dﬁ + - - - f e T,i d,ﬁ
. “INp ox OONTG —9n gk DDNT G S
<P e ‘Nri _e N1y 3

- Vi g1’ 9)Nys 5
[ e O g
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9
791\] J9*
e T,i
(1o St )J
p],:[\}T,i,ﬂ* (19 ) pNT 19* v

ﬁ)NT’idﬂ

g *QN 1t 0 (D) Np ;

e @ dy

*

9
Wegen (A3) und lim;_,~, Np; = oo gilt fiir geniigend grofies i € N pﬁmﬂg* (V) = pﬁmﬁi (9%),
und daher aufgrund von (2.4.6) lim; ., p]TVT’M* (9;) = lim;_,00 p]TVT’Mi(z?*) = 3. Da Folgen
von Tests zum Testniveau « vorliegen, die asymptotisch das Testniveau exakt einhalten,
gilt wegen lim; o Nr; = oo auflerdem lim; pﬁmyﬁ* (0*) =1 — o, womit

T
PN 9= (Vs 1-—

hm (1+ = N0 (T) ) =14+ ﬁ _ (07

i—00 pNT,i719* (19*) —_ pNT,iaﬁ* (fﬁz) l—a— ﬁ l—a— ﬂ

folgt.

Es lisst sich auch aufgrund von (A3) fiir die Funktionen g} ;. und gTTL:W eine Entwick-
lung um ¥* geméaf

917;,19* (19) = ag)jn + a{n<79 - 19*) + a%—:n(ﬁ - 19*)2 + 7,77;(19)’ NS [19*7 OO),
Grge () = af, +al (9 = 9%) +al (9 = 9> + ] (9), 0 € [9%,00),
anbringen. Wegen
9L 5-(9)n = —log (pL - (97)), gy (0" )n = —log (p% 4. (%))

und da aufgrund von (A3) af,, = alT:n = 0 fiir geniigend grofle n € N gelten muss, verein-
fachen sich diese Darstellungen zu

log (pI . (9%
Gno- (B) = = g(p";f &) +a5,(0 = 9)* + 7, (9), 0 € [0, 00),
’ lo I * ¥ ’ 7
() =~ 2B @) o et 9), 9 € 97, 00),

Wegen lim;_, p]:C,Tiﬂg*(ﬁ ) = [ und lim;_,, pNT, . «9-(0;) = B ist nach Definition

lim gﬁmﬁ* (9;))Nrp; = lim g%ﬂi’ﬁ* (%) Ny ; = —log 8 < o0.

1—>00
Dabher ist

lim sup(¥; — 9*)?Nr; < oo, limsup(d; — 9*)* Ny ; < 00

1—00 1—00

Dies sieht man wie folgt ein: Wire z.B. limsup,_, . (¢; — 9*)?Nr; = 0o, so miisste wegen

7Ny, (903)] . SUp,en ITT(0;)
it e, >0 i S <ty e

=0,
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was wegen (A3) gilt, auch
lim sup (a3 v, N1 (9 — U*)? + Nyarg,. (95))

1—00

I Ny (95 — 0 e, 99)
— H;Ililolp TZ( - ) <a2 Nt + (,191 _ 19*)2) =

folgen, sodass insgesamt

lim sup QNT 9+ (Vi) Nr; = 00

1—00

gelten miisste, was aber wegen lim;_, gf,Tm* (¥;)Nr,; = —log 8 < oo nicht sein kann.

Da Folgen von Tests zum Testniveau « vorliegen, die asymptotisch das Testniveau ein-
halten, gilt auBlerdem

Jim Ing0- (0 )Ny = lim —log (P (07)) = —log(1 — @),
lim g?\ﬂ,{T(’M* (V)N = nll_{go —log (pfjﬂ*(ﬁ*)) = —log(l — a).

n—oo

Nun sei (ﬁi)ieN eine beliebige Folge mit J; € (9%, ;] fur alle i € N. Dann ergibt sich durch
einfache Umformung

|98 .0+ (0i) Nri — 917%;,119*(15 )N ]
—‘ — log (pnﬂ*(’ﬁ*)) +a2NT (9 _19*)2NT1'+NT1‘7"£T ()
+10g (pyg-(0)) = agw,, (0i = 9°)*Npvy = Nprye, (95)]

B L0 S S N T
= my: log (pn,ﬁ* (0 )) + ay ny (i = 07) Ny + Nygry,, (9:)
(191 — 79 ) ’ ’

+10g (P (9°)) = b, (95 = 9")2Npi = Npvary, (91))

™ - Zigz (log (pn g+ (07)) —log (Pg,/ﬂ* (79*))> — log (,05,19* (9%)) + log (pgﬁ*(ﬁ*))

(i
3 — )2 , - -
+ E i 19*52( Neirk, (0) + Np %, (9, )) + Npark, (0) = Npark, (9))

| @ —97)? T
(19 - 0*)2 (987,000 (D) Nos = 9y, o (0:)N1vs)
19*)2 T’ * T * i *
AT DE <log P+ (9%)) —log (pp - (9 ))) —log (py,9- (7)) + log (pp 9+ (V7))
(192) ],1\}/ / (191)
__ Q¥ N * 2N , T i
(19 19 ) (/19 19*)2 (/191 19 ) T 1(19@ o /19*)2
~ A
b s = 02O G ey, T |
=02 (G — 02




woraus mit Hilfe der bisherigen Uberlegungen

19870 (Vi) N1 = g1, o= (i) Nov i

(0; — 9*)* :
Sml N (V) N1s = g0 (03) Ny
<1 :0
M 1 T /19* . 1 T 19* . 1 T 19* 1 T 19*
+ (0; — 0")2 ‘ 0g (pn,ﬂ*( )) 0g (pn,ﬁ*( ))‘ +l og (pmg*( )) + log (pn’ﬁ*( ))l
<1
e, 0] 1 9]
'19 19* NZL 191'_19*2]\[11T—Z
(—/)—T/ (95 — 0%)2 +;L (0; — 0%)?
S@iI PN STNE— <0 Ny T

+ (0; — 9*)* Ny, "y + (9 — ") N, %, (00
i Ty <1§1 _19*)2 i T (19 _19*)
<(03—09*)2Np,; “———— L(9i=9*)2Npr ; N——~——

—0 —0

— 0 firn — o

folgt.

Also gilt fiir beliebige Folgen (¥;)ieny mit J; € (9%, ;] fiir alle i € N
Z]i)lgl() |g£T,iﬂ9* (éi)NT,i - ngI\jf/T/yi,ﬂ* (ﬁi)NT’,z’| =0

und man erhalt
T
e_gNT,iﬂ?* (ﬁ)NT,i

lim sup — 1‘ = lim sup

’

~INgp ;0 OINTHGY e (O)Ng
T/ ’
Z*)Oo,lge(lg* } e_gNT’,i’ﬁ*(ﬁ)NT/’i Z*)Oo,ﬁe(lg* }

e -1 =0.

Somit sind die Bedingungen von Lemma 3.2.2 sind erfiillt und es ist daher

lim Zf , =1
1—00 fl _g%T’ o (ﬂ)NT/’idﬁ
19*
Insgesamt resultiert einerseits
Je e iqy g
lim = < )
1—00 f@ gNT/’Lg*(ﬁ)NT/,id,ﬁ 1—0&—6

Durch die gleiche Behandlung des Kehrwertes des Integrals erhélt man andererseits

_qT )
_ [e e @Nrigy 4 p
lim > )

h T/
o fe_gNT’,ivﬂ*(ﬁ)NT'*

l—«

9
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Da ef, ;(9*) nach Annahme nicht von 3 oder (;);eny abhéingt, genauso wie lim,, o0 €597, (%),
folgt aufgrund der nach Lemma 3.2.4 gegebenen Darstellung

f 6—91511_,19* (ﬁ)NT,idﬂ )2

hm egng (7.9*) - e?/ T(/ﬁ*) hm ( 7
ham ’ 9N, . 9* (79)NT’,1‘
e e dd

n—o00 1—>00

dass auch der Term

nicht mehr von § oder (;);eny abhéngen kann.

Nach Annahme ist fiir ein 0 < v < 1 — « fiir jedes 0 < § < v die Existenz einer Fol-
ge (U;)ien gesichert, sodass die Pitman-Effizienz bei zugrunde liegender Folge (¥;);eny und
zugrunde liegendem [ im Sinne der Definition aus Unterabschnitt 2.4 existiert. Daher
konnen wir (9;);en so wahlen, dass 5 > 0 beliebig klein wird. Somit folgt fiir 5 | 0

T
~Ino . gx (O)NT;
[e N dv

lim = =1
o J o INps ;0 N s

dv

und damit die Behauptung. U
3.2.6 Bemerkung: Im Fall dass es sich bei den betrachteten Tests jeweils um den Likelihood-
Quotienten-Test oder den Waldschen Test handelt, so erhélt man

nh_{glo G}Q{T,n(ﬁ*) = eg’,T(ﬁ*)

unter anderen Voraussetzungen. Betrachte hierzu die Unterabschnitte 4.2 und 4.4.

3.2.7 Bemerkung: Die in Satz 3.2.5 genannte Aussage fiir die Pitman-Effizienz lisst sich
nicht fiir hoherdimensionale Testprobleme in der Form H : 9 = ¢y, K : ¢ # 9y, mit
Yy € R, d > 1, verallgemeinern. Betrachte hierzu die Ausfithrungen in Unterabschnitt 4.4.

Zur Vorbereitung auf das kommende Beispiel formulieren wir eine Hilfsaussage.

3.2.8 Lemma: Es sei u € (0,00) und die Funktion h : (0,00) — (0, 00) sei definiert durch

) — £ = el
Ot +u) — D(t)

t € (0,00),

mit @ als Dichtefunktion der Standardnormalverteilung beziiglich des Lebesque-Borelschen
Majles und ® als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Dann ist die Funktion
h streng monoton wachsend.
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Beweis: Fiir t € (0, 00) ist

Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass die Funktion

(1)
Ot +u) — d(t)

w(t) = t € (0,00),

streng monoton wachsend ist. Dazu stellen wir

W (t) = —tp(t) (Pt +u) — O(t)) — p(t) (p(t +u) — p(t))
(D(t 4 u) — D(t))?

_ 2O 1), te (0,00),

(P(t+ u) — D(1))

mit
2(t) =@(t) — ot +u) —t (Pt +u) — (), t € (0,00),

fest. Wir wollen beweisen, dass z positiv ist. Wegen

Z(t) = —tp(t) + (t +u)pt +u) — (Bt +u) — () — t (ot +u) — p(t))
= up(t 4+ u) — (B(t +u) — B(t))

= up(t+u) — /ttﬂ o(s)ds
<up(t+u) —up(t+u)=0

fiir t € (0, 00) ist z streng monoton fallend. Da

li =
fi =0 =0
ist, ist z positiv und damit die behauptete Aussage bewiesen. [l

3.2.9 Beispiel: Wir betrachten ein Modell dhnlich dem Beispiel 1.1.1: Beim Vergleich von
verbundener und unabhéngiger Stichprobenerhebung sind im verbundenen Stichprobenfall
mit ()1511 )yens ()}S: ) unabhingig und identisch verteilte R2.-wertige Zufallsvektoren gegeben,
die jeweils die gemeinsame bivariate Normalverteilung

()~ () )
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besitzen, wobei a,b € R unbekannt, und ¢? > 0 und p € (—1,1) bekannt seien. Es sei

1= a —b. Fiir ein gegebenes 1y € R betrachten wir zur Behandlung des Testproblems
H: p=po, K: p# po

die Testgrofle

_ \/ﬁ|7n _Yn — to|

T5.(1to) 202(1 — p)

I

und schlagen zur Behandlung des Testproblems fiir ein vorgegebenes Testniveau a € (0, 1)
den Test

,» Verwirf H, falls T}, (1) > u1—q/2"
VOr.
Im unabhéngigen Stichprobenfall sollen dagegen mit X7,..., X, und Y/,..., Y/ zwei von-

einander unabhéngige Stichproben unabhéngiger und identisch verteilter R-wertiger Zu-
fallsvariablen vorliegen, die jeweils entsprechend

X{ ~N(a,0?), Y/ ~N(b,o?)

verteilt sind, wobei a,b € R unbekannt seien, und ¢? > 0 bekannt. Zur Behandlung des
Testproblems

H: p=po, K p#po
betrachten wir die Testgrofie

_ VX, - Y —

202

Tﬁ(ﬂo)

?

und schlagen zur Behandlung des Testproblems fiir ein vorgegebenes Testniveau o € (0, 1)
den Test

» Verwirf H, falls T, (1) > u1—q/2"

Vor.

Sowohl im verbundenen als auch im unabhéngigen Stichprobenfall halten die Tests das
Testniveau fiir alle n € N exakt ein, was wie in Beispiel 1.1.1 begriindet werden kann.

Im verbundenen Stichprobenfall kann der Test mit Hilfe eines Konfidenzintervalls gemaf
, Verwirf H, falls
0 ¢ [yn - 7n — Ho — vV 2U2<1 - p)ul—a/Q/\/ﬁj 7n - ?n — Mo + V 202<1 - p)ul—a/Q/\/ﬁj)“

[

~~
—aT —pT
=ap 7bn
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formuliert werden.

Im unabhéngigen Stichprobenfall kann der zugehorige Test mit Hilfe eines Konfidenzin-
tervalls geméf

, Verwirf H, falls

0 ¢ [X5 — Vi — po = V202urap2/ Vi, Xo) — Vi — pio + V20%uraj2/ V)"

(&

—, T —_pT’
=ap _bn

formuliert werden.

Es ist

E, (vl —al)) = 2v202(1 — p)ur_aja, By (VL —al')) = 2v20%u;_y)s,

sodass sich fiir die zugehorigen Effizienzen basierend auf den Intervalllingen

o (E# (v(br — al)) )2 B <EM (vn(f —al)) )2 S o S
T Tn E'U, (\/ﬁ(bz:/ _ CL%—V>) Eu (\/ﬁ(b%ﬂ/ _ CL;I;I)) P T Tn N300 T Tn

ergibt.

Im verbundenen Stichprobenfall handelt es sich um den Likelihood-Quotienten-Test, wenn
als Beobachtungen die Zufallsvariablen X;—Y,..., X,,—Y,, zugrunde liegen. Die zugehorige
Fisher-Information hat die Gestalt ix, v, (o) = 1/20%(1 — p).

Im unabhéngigen Stichprobenfall handelt es sich um den Likelihood-Quotienten-Test, wenn
als Beobachtungen die Zufallsvariablen ();1} ) R ();7) zugrunde liegen. Die zugehorige
Fisher-Information hat die Gestalt i(x: y/y(1o) = 1/20°.

Somit folgt mit Korollar 4.2.5 fiir die Pitman-Effizienz der Tests

P 20%(1 — p)

vol
Cry —
T T
' 202

=1—p=lim ey,

n— o0
Diese Resultate mochten wir nun mit Hilfe von Lemma 3.2.4 und Satz 3.2.5 bestétigen. In
der vorliegenden Situation ergibt eine kurze Rechnung, welche analog zu der in Beispiel
1.1.1 présentierten Rechnung ist, dass sich fiir Alternativen der Form p, = p* + k/y/n,
n € N, mit einem k € R\ {0}, und fiir h(n) :=n/(1 —p), n € N,

k
P (To(") < wi—asa) = Buy Ty (1) < 1-a/2) = Xuy_oa (—>

20%(1 = p)
ergibt, wobei wir fiir y > 0

Xy(2) =y —x) = d(-y — ), v €R,
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definieren.

Es 18t Bimye| o0 Xuy a0 (7) = 0, Xu,_,, ,(2) < 1—afiirallex € R\{0} und lim, 0 Xu,_, ,(¥) =
Xuy_as2(0) =1 — . Also existiert fiir jedes 8 € (0,1 —a) ein k € R\ {0} mit

Bk (Ta(p*) < wimay2) = Prosryim (Thim) (1) < tr-ay2) = B.

Fiir die Ableitung der Abbildung , gilt fiir jedes y > 0

<0, 2>0
>0, z<0

Y

Xy(®) = —p(y — ) + o(—y —2) = —p(y — x) + oy + z) {

mit ¢ als Dichtefunktion der Standardnormalverteilung. Zudem haben wir fiir p € R\ {p*}

\/ﬁ
2071~ 1)

PH (Th(”) (:u*) < Ul—a/2) = Xui_ay2 (\/%(M - /L*>> :

P 0) < wr-as) = v =),

Daher sind fiir alle p € R\ {¢*} die Abbildungen
n— P, (Tn(,u*) < ul,a/g) und n — P, (Tn(,u*) < ul,a/g)

streng monoton fallend. Unter Beachtung von Bemerkung 2.4.1 ist damit fiir jedes
0 < f < 1— « die Existenz einer Folge (1;);en sichergestellt, sodass die Pitman-Effizienz
bei zugrunde liegender Folge (¥;);eny und zugrunde liegendem /3 im Sinne der Definition
aus Unterabschnitt 2.4 existiert.

Es ist also

T _ * T’ = Yu
Prpie (1) xul_a/2<—202(1_p> (1 u)) Prgi= (1) = X M/Q( Nors

und daher

r * = —— 10 u ( \/ﬁ * >’
gn# <'u) g&X 1-a/2 20_2(1 _p)(/l ﬂ)
T . \/ﬁ %

Es ist wegen

E. (VL —al)) = 2v20%(1 — p)ur_ase, B (VROL —al’)) = 220210y
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Bedingung (A1) erfiillt, und natiirlich ist auch (A2) erfiillt. Dann ist wegen x,(z) = x,(—2)
fiir alle x € R und alle y > 0 mit Satz 3.2.4

(f oI+ (“)"d,u)Q
4 we \ [ oot g,

S X (= 0 =) AN 2 [T X (i (0t — 1)) dir 2
( J X (55 (07 = 1)) dps ) noee ( % Xour o (5 (i = ) dpe )
. (fom Xula/z(\/%lp)u)du)? L (—W 2 X (u)dp>2

Jo X (o) oo\ 22 [, (1) du

Um die Bedingungen in (A3) zu iiberpriifen, setzen wir

1 vn
T(2) = —=1og yu <—x>, x € R,
fn ( ) n gX 1—a/2 20_2(1 — p)

) 1 vn
T —

Es gilt wie oben erwdhnt x,(z) = x,(—=) fiir alle z € R und alle y > 0, und deshalb

Gy (1) = £ (17 = )y ge () = i (1" = ).
Es ist die Funktion y, fiir alle y > 0 auf [0, co]zweimal stetig differenzierbar, und daher

sind auch f7 und f7" auf [0, 00] zweimal stetig differenzierbar. Fiir die Ableitung dieser
Funktionen gilt

lim e}y, (1) = lim = lim

n—oo

<f pim(u)du)Q

J oL () dp

= lim
n—oo

n—oo

1 NG X'/Ul_a/2< 2;2/?1_ )1’)
(1Y (x) = —= d
nVERl=p) ( N :E)

202(1-p)

, x>0,

\/ﬁ
X (—x)
(Y (0) = —L Y AV
()
Ul—a/2

s
V202

, > 0.

Es ist x,(z) > 0 fir alle > 0 und y > 0. Fiir die Ableitung der Abbildung y, gilt zudem
fiir jedes y > 0 X;(x) < 0, = > 0, was wir bereits oben sahen. Somit sind die Ableitungen
der Funktionen f7 und f7" auf (0,00) strikt positiv. In der Tat sind die Ableitungen der
Funktionen fI und fI" auf (0, 00) auch monoton wachsend; siche Lemma 3.2.8.

Weiter ist fiir jedes y > 0
Xy () = ¢'(y —x) — ¢ (—y — )



also fiir jedes y > 0

2 1,2
Xy (0) = — e
Zudem ist
" vn *
T " B 1 Xula/g( /202(17P) (ILL ILL))
(gn,,u*) (/J“) 9 2 1
9 ( - p) Vn ( * )
Xui_q/o \/m K M
2
’ Vn *
1 X’ul_a/g( 20_2(17p) (ILL ILL)>
2%~ ) : 7
)

2
1 XZl,a/g (\/\g%(:u* - :u)) 1 X{ulfa/Z (\/\g%(’u* N M))
(60" (1) = + 5 -
.0 202 Ja . 202 A 2
Xuy o | Joz (10* — 1) Xuy_as | o (W5 — 1)

Wegen x,(0) = 2®(y) — 1 und x;,(0) = 0 fiir jedes y > 0 folgt daher fiir jedes y > 0

12
- 1 Xgl_m(o) B 1 \/LQ—FUI_Q/Qe 3% a2
202(1 - p) 2@(/&1,0[/2) -1 202(1 - p) 2@(/&1,&/2) —1

Uy = (Gr)"(0°) = >0,
i 0 2 =39 a2
1 Xul,a/z( ) B L mulfaﬂe

_ = > 0.
2022®(u1—qs2) —1 207 Q‘I)(Ul—a/z) -1

T’ T’ *
a2,n - (gn,,u*y/(:u ) =
Somit ist auch liminf, . a3, > 0 und liminf, aZT’/n > 0 erfiillt. Ebenso existiert eine

Umgebung U um p* mit

supsup |(g,,+)"(1)| < oo und supsup |(g,.)" (11)| < 00,
neN pelU neN pelU

sodass wegen Bemerkung 3.2.3 Teil e) auch lim; ., sup,,cy 1PV (9;)]/(0; — 9*)? = 0 fiir alle
Folgen (v;)ien mit 9; # ¥* fiir alle i € N und lim;_,o, ¥; = 9" erfiillt ist.

Also gilt neben (A1) und (A2) auch (A3) und es folgt mit Satz und 3.2.5
vol

eg,,T = lim eprp, =1—p.
n—oo
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4 Effizienzen beim Vergleich von Experimenten

4.1 Modell

Fiir das zugrunde liegende Modell in diesem Abschnitt soll die Basis das in Unterabschnitt
1.2 formulierte Grundmodell mit einer wie folgt strukturierten Parametermenge O sein.

Fir k, k', d; € N mit d; < k und d; < k' sei
0+£60 cRY x RF-4 x RF -4,

Elemente ¥ € © sollen in der Folge gemiB 9 = (01,95, 9,) € RH x RF-4 x R¥~4 ge-
schrieben werden. Haufig ist es zweckméiBig, © als Teilmenge © ¢ R¥¥'~d1 ynd Elemente
¥ = (91,9,,0%) € © C R4 x RF-41 x R¥~4 a]s Spaltenvektoren

U
9= (0] €0 CRH
v
aufzufassen, um wie gewohnt rechnen zu konnen. Wir erinnern an die in Abschnitt 1.2

eingefiihrten Folgen von je unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (;, j € N,
und ¢j,j € N, und verlangen, dass

P(CT;I’%%) — p(g;m’%) Y (01,92, 05), (01,94, 7,) € O, (4.1.1)
sowie
a4 ¢ j
Pyong) = Py oy ¥ (01:02,95), (91,02,95) € © (4.1.2)

gilt. D.h. die Verteilung von (; unter Py hangt nicht von ¢, ab, und die Verteilung von
¢; unter Py hdngt nicht von ¢ ab. Allgemein ist zu bemerken, dass im Fall d; = k bzw.
dy = k' die Komponente 95 bzw. die Komponente 9/, verschwindet.

Auf der zugrunde liegenden Parametermenge © ist fiir (¢, 92, 1,), (51, Vs, 15’2) € O durch
(191,’!92,79/2) ~ (?51,@2,755) = 7-91 - 7.517 192 = é?a P(%lﬂbﬂ%) = PCI

(01,92,9%)

eine Aquivalenzrelayiorl definiert. Genauso ist auf der zugrunde liegenden Parametermenge
O fiir (191, 1927 79/2), (191, 192, ’19/2) € O durch

~ ~ ~ ~ ~ CI CI

(’191,192,19/2) ~ (191,192,19/2) = 191 = 191, 19/2 = 19/2, P(1;17192,19/2) =P

(01,92,0%)

eine Aquivalenzrelati_pn definiert. Es seien [0] und [9]" die zu den Aquivalenzrelationen ~
und ~' zugehdrigen Aquivalenzklassen. Fiir je einen beliebigen Vertreter J = (91,09, %) €
[¥] der jeweiligen Aquivalenzklasse [¢] definieren wir Wahrscheinlichkeitsmafie

Q(’ﬂlﬂ%) = P(1917192719/2)7
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und genauso definieren wir fiir je einen beliebigen Vertreter ¥ = (01, 12,75) € [J]" der
jeweiligen Aquivalenzklasse [¢)] Wahrscheinlichkeitsmafe

Mg, ,05) = Plo1,0:,9)-

Selbstversténdlich hingen die so definierten Wahrscheinlichkeitsmafe ¢y, »,) noch von der
Wahl der Vertreter, also von 9}, ab, und genauso hingen die so definierten Wahrscheinlich-
keitsmafe My, ;) noch von der Wahl der Vertreter, also von 5, ab. Dennoch wollen wir die
Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeitsmafie @y, v,y von ¥, genauso wie die Abhéngigkeit
der Wahrscheinlichkeitsmafie M, (01,95) YOI 5 in der Notation unterdriicken, da im Folgen-
den im Zusammenhang mit den Wahrscheinlichkeitsmaflen @y, 4,) ausschlielich Ereignisse
basierend auf den Zufallsvariablen (i, ..., (, betrachtet werden, und genauso im Zusam-
menhang mit den Wahrscheinlichkeitsmaflen My, g,) ausschlieBlich Ereignisse basierend
auf den Zufallsvariablen (],..., (], betrachtet werden. Daher handelt es sich bei den be-
trachteten Wahrscheinlichkeiten stets um Wahrscheinlichkeiten, die mit Hilfe der Bildmafle

¢ &
Q(1191,192) bzw. M(l;hﬁ,2

von v, bzw. 95 sind.

) berechnet werden konnen, die wegen (4.1.1) bzw. (4.1.2) unabhéngig

Wir definieren
O == {(v1,02) € R* x R4 30, € R~ : (9),0,,0}) € O},
und

o

{(91,0) € RT x RF=41:3 9, € RF=4 : (91, 0,,09),) € O}.

Dann gilt wegen § # © auch § # © und () # ©'. Elemente ¥ € © sollen in der Folge
gemif ¥ = (91,05) € R x RF=4 geschrieben werden, und Elemente ¢ € ©' sollen in der
Folge gemiB ' = (9,1,) € R% x R¥~% geschrieben werden. Auch hier soll noch einmal
darauf hingewiesen werden, dass im Fall d; = k bzw. d; = k’ die Komponente 5 bzw. die
Komponente 9, verschwindet. Héufig ist es zweckméBig, O bzw. O’ als Teilmenge © C R*
bzw. © C R¥ und Elemente 9 = (91,75) € © C R% x R¥% bzw. ¢ = (01,7)) € ©' C
R4 x RF =4 als Spaltenvektoren

V= U €0 C RF bzw. ¥ = 19,1 c©® cR¥
U9 VA

aufzufassen, um wie gewohnt rechnen zu koénnen.
Es sind

(Q,2,{Qy: 0 € ©}) und (2, A, {My; 0¥ € 6'})
statistische Rdume und es gilt

(PS9 € ©) = {Q%:9 € O und {PS;9 € O} = (M5 9 € &'}
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Wir nehmen an, dass die Familien von Verteilungen
{Q5:0 € O und {MS ;9 € &
jeweils injektiv parametrisiert sind.

Weiter definieren wir
O := {¥; € RM; 3 (0,,0,) € RF-4U x RF =41 (9, 0,,0),) € O},

Dann gilt wegen @ # © auch () # ©!'. Zudem gehen wir von der Existenz einer Menge
0+ 0} C 6! mit

O = {(V1,92,9) € ©;9, € O5}
aus. Es ist wegen () # O} C O auch () #£ 0y C ©. Wir setzen O := 0!\ O}, und weiter
B0 1= {(¥1,92) € ©;91 € O}, O1:= 0\ Oy,
und
0 := {(¥1,0)) € ©';9, € B}, O, =06\ 6.
Dann gilt
O = {0, e RY;3 9, e R4 . (09,,9,) € O} = {0, e R";3 0, e R¥~4 . (9, 9)) € ©'},
sowle
Q) = {0, e RT;3 9, e RF4 2 (0,9,) € O} = {9, € R®; 39, ¢ R¥ 4 : (9,,0)) € ©}},
und
Ol = {0, e RT;3 0, e RF4 1 (0y,9,) € ©1} = {9, e R®; 39, e RF 4 . (9, 09)) € ©)}.
Dies liisst erkennen, dass wegen () # O C ©! auch ) # Oy C O sowie () # O}, C ©' gilt.
Nun kann mit ¢ = (¢4, 92, 95) € © das Testproblem (1.2.1),
H: 9€0y K: ¥e0y,
aquivalent gemaf
H: v, €0, K: 9, € 61,
bzw.

H: (91,95) € Og, K: (91,9,) € Oy,

45



bzw.
H: (0,9, €0, K: (0,,9,) € 0,
formuliert werden.

Es seien die Mengen © und ©' offen und konvex. Zudem gelte 00} C 6}, 90, C Oy,
(9@’ C @’ und 90, C Oy, wobei 00} bzw. 00, bzw. 8@’ bzw. 96 den Rand von O}
bzw. Oy bzw. @ bzw. ©q beziiglich der Relativtopologie auf ©! bzw. © bzw. ©' bzw. ©
bezeichne.

Im Zusammenhang mit lokalen relativen Effizienzen, also der lokalen Hodges-Lehmann-,
lokalen Bahadur- und Pitman-Effizienz, sollten zur Effizienzuntersuchung sinnvollerweise
Alternativen der Form

19(1) Al
do ]+ 10
VA 0

mit ¥, € R4\ {0}, (93, 9a,0,) € 0Oy, betrachtet werden, die (93 +9;, ¥, 7)) € Oy erfiillen.

4.2 Pitman-Effizienz bei Likelihood-Quotienten-Tests und Wald-
schen Tests

Bewiesen werden soll ein allgemeines Resultat, das es erlaubt, die Pitman- Effizienz von
zwei Tests explizit anzugeben, wenn es sich bei den Tests jeweils um den Likelihood-
Quotienten-Test oder den Waldschen Test handelt. Zur Anwendung kann es in den Ab-
schnitten 8 und 9 kommen.

Likelihood-Quotienten-Tests oder Waldsche Test besitzen unter Alternativen einer be-
stimmten Form asymptotisch eine nichtzentrale Chi-Quadrat- Verteilung; siehe hierzu z.B.
Theorem 16.7 in [17]. Es ist bekannt, dass sich in vielen Féllen die Pitman-Effizienz von
Tests, deren Grenzverteilung unter sogenannten Pitman-Alternativen eine nichtzentrale
Chi-Quadrat-Verteilung ist, als Quotient der beteiligten Nichtzentralitdtsparameter ergibt.
Ein allgemeiner Ansatz zur Berechnung der Pitman-Effizienz in solchen Situationen ist bei
Puri und Sen ([18]) oder bei Hannan ([26]) zu finden. Uberlegungen dazu stellen auch
Miiller-Funk und Witting ([19]) an. Von einer einfachen Hypothese H : ¥ = 9y mit be-
kanntem 9y € R? ausgehend, betrachten diese Autoren vom Stichprobenumfang n € N
abhéngige Alternativen der Form

1
I9n—190+%19

mit einem gegebenen ¥ € RY. Wir wihlen eine der in Abschnitt 2.4 gegebenen Definition
der Pitman-Effizienz gerecht werdende Herangehensweise.
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Im Folgenden wollen wir Annahmen an die Zufallsvariablen ¢; und (] bei den zugrun-
de liegenden injektiven Parametrisierungen durch © und ©’ formulieren. Der Einfachheit
halber formulieren wir diese Annahmen nur fiir ¢; und ©; sie sollen natiirlich in analoger
Weise auch fiir ¢/ und ©’ gelten. Dabei werden die im Zusammenhang mit ¢, und © ein-
gefithrten Grofen im Zusammenhang mit ¢ und ©’ mit einem Strich versehen.

Wir nehmen an, dass ein o-endliches Maf3 p auf (R, &) existiert, sodass fiir jedes ¢ € 0
f;l < p gilt, und f(+;9) eine p-Dichte von Qf;l ist. Zur Vereinfachung der Notation defi-
nieren wir

L(z,0) :=1log f(z;9), z€ R, ¥ € O,

mit log0 := —oo. Wir setzen dabei generell voraus, dass f(z;9) > 0 fiir alle ¥ € © und
alle z € R.

Im Fall einer zusammengesetzten Hypothese O sei stets k > 2 und es sei g(A) = O
mit einer Menge A C R" offen und konvex, 1 < h < k , und einer zweimal stetig differen-
zierbaren und injektiven Abbildung g : A — ©. Ferner besize die Funktionalmatrix von ¢
an der Stelle n € A, J,(n), fur alle n € A den Rang h.

Nun betrachten wir noch fiir n € N die Schétzfunktionen 4, : (R",&") — (O, B ) und,
im Fall einer zusammengesetzten Hypothese, 7, : (R",&") — (A,B4), die in typischen
Anwendungsfillen die Maximum-Likelihood-Schétzfunktionen sind. Um die Notation zu
vereinfachen, schreiben wir oft auch einfach 4, = @n(cl, ..., () und, im Fall einer zusam-
mengesetzten Hypothese, 7, = 0,((1, -+, G)-

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird folgende Notation benutzt: Es sei eine Folge (¥,,)nen
mit 9, € © fiir alle n € N gegeben. Fiir eine auf dem zugrunde liegendem statistischen
Raum definierte Folge von reellwertigen Zufallsvariablen (U, ),en und eine reellwertige Zu-
fallsvariable U gelte lim, o U, = U in Qy,-Wahrscheinlichkeit, wenn fiir alle € > 0 der
Grenzwert lim,, o Qu, (|Un, — U| > ¢€) existiert und lim,,,o Qu, (|U, — U| > ¢) = 0 gilt.

Dies soll auch dquivalent durch die Schreibweise U, Q—ﬂf‘ U fiir n — oo ausgedriickt wer-
den kénnen. Ein Term, der mit og, (1) bezeichnet wird, gehe in diesem Sinne auch in
Ry, -Wahrscheinlichkeit gegen 0 € R.

Des Weiteren werden wir folgende Notation benutzen: Fiir ein 9 € O sei eine Folge (9,,)nen
mit 9, € O fiir alle n € N und lim,,_, ¥,, = ¥ gegeben. Es sei | € N. Fiir eine auf dem
zugrunde liegendem statistischen Raum definierte Folge von Rl-wertigen Zufallsvariablen

(Up)nen und eine Rl-wertige Zufallsvariable U gelte U, DU fiir n — oo, wenn fiir alle
stetigen und beschréinkten Funktionen i : RY — R lim, o [hdQy" = [hdQY zutrifft.

Aquivalent soll hierfiir auch Qy" 2 QY fiir n — oo geschrieben werden.
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Betrachte nun die folgenden Bedingungen:

(B1) Es sei die Abbildung ¥ — f(z;9) fiir alle z € R zweimal stetig differenzierbar.

(B2) Fiir alle 1 < dj < k und fir alle 9 € O gelte [ 5 f(z0)du(z)
= [ 819‘?—(;# f(z;9)du(z) = 0 und fiir alle ¥ € © existiere die Fisher-Informationsmatrix
aus Qf;, i¢c, (¥), besitze endliche Eintrége und sei positiv definit.

(B3) Es existiere fiir jedes v € O und jedes 1 < i < k ein 9 > 0 sodass mit Us := {0 e R":
[0 — 9] <0} C © und M;(2) := supy.cy, |<’9%iL(Z’19)|1§:19* supg-cy, f(2,9%), 2 € R,

[ Ms(2)du(z) < oo ist. Genauso existiere fiir jedes ¥ € O und jede 1 < i,j < k
ein § > 0 sodass mit M;(z) := SUP g+ | =L L(2,9)|5_g supg-cy, f(2;9%), 2 € R,

99,09,
[ Ms(2)dp(2) < oo ist.

B4) Es sei fiir n € N 9, : R™ &™) — (©,8B%), sodass fiir alle ¥ € (:) und alle Folgen
6

(V) nen mit v, € O fiir alle n € N und lim,,_,., 9, = 19 limn_m n(C1s s Gu) = 0 in
Qy, -Wahrscheinlichkeit, sowie fiir 1 < i < k lim,, yo0 —= 7n ZJ —0 819 LG Ns=poicr
= 0 in @y, -Wahrscheinlichkeit gilt.

(B5) Es sei fir n € N ), : (R",6") = (A, B}), sodass fiir alle 9, € O, und alle Folgen
(9 nen mit ¥, € O fiir alle n € N und limn_mO U = P limy, 00 90 (Chy -5 Gu) = 1o In
v, -Wahrscheinlichkeit gilt, mit 7, = 1(9g), sowie fir 1 < ¢ < h
lim,, 00 \/Lﬁ > o a%iL(Cj, I a=incr,ncn) = 0 in @y, -Wahrscheinlichkeit gilt.

Fiir ¢ € O, mit ¥ = (91,...,0%)" € R¥ besitzt die Fisher-Informationsmatrix aus le

konkret die Gestalt
i, (V) = (Eﬁ (819 L(G, ) (Ch )))1<'<k.

1<k

In diesem Unterabschnitt betrachten wir fiir das zugrunde liegende anfangs erwéhnte Test-
problem im Fall der einfachen Hypothese, d.h. im Fall ©y = {¢}, ¥y € O, die TestgroBe

T, _Q(ZL GirOn(Cy e s Ga)) —ZL(Q,%)), (4.2.1)

die in typischen Anwendungsfillen die Likelihood-Quotienten-Testgréfe ist, oder die Test-
grofe

T = V(0G5 ) = 00) i, (00) VR (D (G, -, Ga) — o), (4.2.2)
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die in typischen Anwendungsfillen die Waldsche Testgrofle ist. Im Fall einer zusammenge-
setzten Hypothese betrachten wir die Testgrofle

T, - 2<ZL G Dn(Gry 1 G)) anL(@-,g(ﬁn(ch...,<n>))), (4.2.3)

=1

die in typischen Anwendungsfillen die Likelihood-Quotienten-TestgroBe ist, oder die Test-
grofle

Ty =i (G G) = 9 (G 6) ) i (9 (G G)))
V(DG G) = 9 (G G)) ) (42.4)

die in typischen Anwendungsfillen die Waldsche Testgrofie ist. Der zum Testniveau a €
(0,1) zugehorige Test lautet dann

, Verwirf die Hypothese H, falls T, > le_m_a“,

wobel X3, _1.1_q das (1 —a)-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung mit d; — 1 Freiheitsgraden
sei. Zur Vorbereitung auf den Satz werden wir nun zunéchst ein paar Lemmata beweisen.
4.2.1 Lemma: FEs sei eine Folge (Uy,)neny mit ¥, € O fiir alle n € N und lim,_o0 ¥, =
¥ € © gegeben. Wir nehmen an, dass die Abbildung U — f(z;9) fir alle z € R auf

O stetig ist. Weiler sei eine Abbildung k : R x 6 R gegeben, sodass fiir alle Je B
k(-,9) : (R, &) = (R,B) gilt, und fiir alle z € R die Abbildung U — k(z,70) stetig auf ©
ist. Zudem existiere ein 6 > 0 sodass mit Us = {15 ERF: |9 -9 <0} CO, My(z) :=
SUDjcy, \k(:z,@)|supi§elj(S f(z;@) z € R, fMg du(z) < oo gilt. Ferner sei fir n € N
U, : (R, &™) — (6, ‘B%), sodass 1imy, o0 Un (C1, -y Co) = 0 in Qy, - Wahrscheinlichkeit gilt.
Dann ist k (6 ® ’B’é, B)-messbar und es gilt

nh—>nolo - Z k CZ, (C1y ey G )) = Ey (k:((l,ﬁ)) in Qy, - Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Es sei {1, 79, ...} eine abzéhlbare dichte Teilmenge von O. Weiter sei Upi = {1§ €
O:|v—v] < %} und V,,; = U,,; N (U;;U, ;)¢ fir n,i € N. Dann ist (V,,;);en fiir allen € N
eine Partition von © und die Abbildung

= Zk('z’ﬂZ) Ivn,i(1§>’ (2,15) € R x éa

ist als Reihe von (6 ® B, B)-messbaren Abbildungen (& @ B, B)-messbar. Da sich k

nach Konstruktion als Grenzfunktion der k,, n € N, ergibt, folgt somit die gewiinschte
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Messbarkeit. Weiter ist

’ Zk Cir Un(Ciy ooy Go)) — By (k(Chﬁ))‘

n

‘ Zkg, (ST nz;kg ‘ ‘ ZZ: k(G,0) — Eg (k(G,9))|. (4.2.5)

1
Nach Voraussetzung existiert ein § > 0 mit [ Ms(z)du(z) < co. Wegen

lim k(z,9)f(z;9,) = k(2,9)f(z;9) fir alle z € R,

n—oo

\k(z,9)|f(2;9,) < Ms(z) fiir alle z € R fiir geniigend grofes n € Nund [ Ms(z)dpu(z) < oo
gilt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

lim By, (Ik(C,9)[) = Bg([k(C1,9)]).

Wegen der Stetigkeit der Abbildung 9 — f(z;1) fiir alle z € R auf © folgt mit dem Satz
von Scheffé fiir alle stetigen und beschrankten Funktionen [ : R — R

lim By, (1(k(G9)) ) = Fo (1K, 0))),

n—oo
also Qgi@’ﬁ) 3 Q’g(ﬁ’ﬁ) fiir n — oo. Somit folgt mit dem schwachen Gesetz der grofien
Zahlen fiir Dreiecksschemata (siche Lemma A.1.2 im Anhang), dass der zweite Term in
(4.2.5) in Qy,-Wahrscheinlichkeit fiir n — oo gegen 0 € R konvergiert. Daher muss nur
noch der erste Term betrachtet werden.

Es existiert nach Voraussetzung ein 6 > 0, sodass Us; C ©. Wir definieren fiir beliebi-
ges 0 mit 0 <9 <9

As(2) == sup |k(z,9) — k(z,9)|, z € R.
&EUS
Wegen der Stetigkeit von k gilt fiir alle z € Rlim;_,, As(z) = 0. Weiter gilt |Az(2) f(2;9)] <
2M;(z) fiir alle z € R und [ M;(z)du(z) < oo. Daher gilt mit dem Satz von der majori-
sierten Konvergenz

lim Ey (A5(¢1)) =0

6—0

Wegen lim,, o A3(2) f(2;0,) = A;(2) f(2;0) fur alle z € R, |A3(2)|f(z;0,) < 2Ms(2) fir
alle z € R fiir geniigend grofies n € N, und [ M;(2)du(z) < oo gilt erneut mit dem Satz
von der majorisierten Konvergenz

lim Ey, (A5(¢1)) = Ey (45(¢1)).

n—oo
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Wegen der Stetigkeit der Abbildung 9 — f (z; 1§) fiir alle z € R auf © folgt erneut mit dem
Satz von Scheffé fiir alle stetigen und beschréankten Funktionen [ : R — R

7}1_>IIOIO Ey, <Z(AS(C1))> =Ly <Z(AS(C1))>>

also Q?j(ﬁ) i Q?S(Cl) fiir n — oo. Damit erhdlt man erneut mit Hilfe des schwachen
Gesetzes der grofien Zahlen fiir Dreiecksschemata (Lemma A.1.2 im Anhang)

lim
n—oo

Z As(G) — (Cl))’ = 0 in Qy,-Wahrscheinlichkeit.

Nun sei € > 0 beliebig. Dann folgt mit der Markov-Ungleichung

( Zkg, (G- ’g"))_%ék(Cuﬁ)‘Zs)
SQ’?"( Z (G DGy s G0)) = R(G, D] = g>

:Qﬁn( Z (G lGrs10162)) = K6 )] 2 &, 100(Gos ) — 0] < )

<Q, (ﬁ ZAS(Q) > &, [0n(Cry ey Gn) — 9] < S)
+Qﬁn( Zlk (G DGty s o)) = K(G9)| > &, 100Gy ey G) — O] > 5)

<Qu (23 A456) 2 ) + @ (90(Grrves6) — 1 2 )
=1

g% Eo, (A5(C) + Qo (100(Cly s Cu) — 0] > 8) — éEﬁ (A;(Q1)) fiir n — oo.

Mit limg ,, Eg(A3(¢1)) = 0 folgt die Behauptung. O

Mit 9 = (01,...,9) € ©und n = (n1,...,m,)" € A definieren wir die Nabla-Operatoren
Vi = (2. %) und V,, 1= <a?71"">%)t'

Das folgende Lemma liefert Aussagen iiber das Grenzwertverhalten der Verteilungen der
Schétzer 19 und 7, fiir n — oo , wenn als Parameter 9, € O mit lim,, oo ¥, = Vg € @0
zugrunde liegt. Fiir den Spezialfall 9, = ¥y € Oy fiir alle n € N sind solche Aussagen bei
einer sehr dhnlichen Gesamtkonstruktion z.B. in dem Buch von Witting und Miiller-Funk
([27]) zu finden; siehe Satz 6.35 und Satz 6.50 dort.
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4.2.2 Lemma: FEs gelten die Bedingungen (B1) - (B5) und es sei (U)nen €ine Folge mit
9, € O fiir alle n € N und lim,,_,o ¥,, = J¢ € Oo. Dann ist
V(i = m0) =it, (0) ™1 Ty (10) iy (90) /(D — Do) + 0g,, ()Vn(d, = Do)
+ 0q,, (L)Vn(i, —no) + 0g, (1) fir n — oo,
mat
i¢, (m0) = Jy(m0)"ic, (90) Ty (o).
und es gilt

Vi, —9,) 2N, (0,4¢, (9o) ™) fiir n — oo.

Beweis: Eine Taylorentwicklung der Funktion 9 — L(¢G,9), j =1,...,k, liefert

i=1 819
unter Beachtung von (B4)

\/_ Z 819 C“ lo= 90 + = Z vk 819 C’La ) . ﬁ(@n — 190)

1 & 0 Qv .. .
:%;8_19]-1;(@719)‘9:’9" 3 0firn—o00, j=1,...,k,

mit einer Zwischenstelle Ej,n auf der Verbindungsstrecke zwischen 1§n und vy, 7 =1,..., k.
Siehe Satz 168.1 in [13]. Man beachte, dass die Zwischenstelle stets messbar gew#hlt werden
kann. Dies folgt aus Hilfssatz 6.7 in [27]. Anders geschrieben erhélt man

1 <& 5 2o Vi 3?9 L(G, 19)|19:§1,n
Vk%ZL(Q’ﬁ)b:ﬂo + : \/ﬁ(ﬁn _790) = OQﬂn(l)
=1 Z’L 1 vk 0V, (C“ ) 9

k,n

fiir n — oo.

Mit Lemma 4.2.1, (B2) und (B3) erhélt man

nz viag L(CZ: ) 7,n

lim = —i¢, (Yg) in Qy,-Wahrscheinlichkeit.
n—00 n
%21;:1 VZag L(Cia ﬂ)lﬂ 5

=VEk,n

Somit folgt einerseits

vk% Z L(Gi, 9oy = e (D0)V/n(Dy — Vo) + 0g,, (1)vV/n(Dy — Yo) + 0g,, (1)

fiir n — oo.
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Andererseits liefert eine entsprechende Taylorentwicklung unter Beachtung von (B5)

1 « 0
—L(Q, ‘n "o Z V gm )) ‘W:%‘,n \/ﬁ(f]n - 770)

QﬂOfﬁrn—H)o, j=1,...,h,

‘77=”7n

mit Zwischenstellen 7;,, auf der Verbindungsstrecke zwischen 7, und no, j = 1,...,h.
Anders geschrieben erhélt man wegen g(ng) = g

% Z?:l V}tz@(?h L(Ci? 9(77))|n _

jg(no)tvk% SO LG )y, + ' | Vit = ) = 0g,, (1)
= i V}Za‘zhL(Q, (m)

|77:T7h,n

fiir n — oo.
Wegen
o 0
—L(x,
0m o (. g(m))
0 0 0 o 0
- Z (Vg5 L)y - D 0+ 5D o),
xER,nGA, i,j=1,...,h, (4.2.6)

g(no) = Yo und der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von ¢ erhélt man mit Lemma
4.2.1 und unter Heranzichung von (B2) und (B3)

% Z?:l V}; 8?71 L (C“ ( )> |n=ﬁ1,n
lim = —i¢, (no) in Qy,-Wahrscheinlichkeit,

n—oo

% D ict vZaghL(Cia 9(77))| ,

=T n

wobei zu beachten ist, dass 7 (o) = Jy(10)"i¢, (Vo) Ty(no) regulér ist. Somit folgt anderer-
seits

jg(no)tvk% Z L(Ci’ 19)|19:190 = iZ»l (nﬂ)\/ﬁ(ﬁn - 770) + 0Qy,, (l)ﬁ(ﬁn - 770) + 0Qy,, (1)

fiir n — oo,

und damit insgesamt

ﬁ(ﬁn - 770) :izl (770)_1\79070)%(1 (190>\/ﬁ(1§n - 790) + 0Qy,, (1>\/ﬁ(1§n - 190)
+ OQﬂn(l)\/ﬁ(ﬁn - 770) + OQ§n<1) fiir n — oo,
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also die erste Behauptung.

Zum Beweis der zweiten Behauptung gehen wir wie folgt vor: Eine erneute Taylorent-
wicklung der Funktion ¥ — > 7, 819 L(¢,v), j=1,...,k, liefert

J7,mn

\/_ Z v, L(¢:, ) lo—o, T = Z Vk 319 C“ﬁ)‘gzg. \/ﬁ@n —49,)

%Ofﬁrn%oo, j=1,...,k,

%556

mit Zwischenstellen gj,n auf der Verbindungsstrecke zwischen U, und Op, j =1,... k.
Setzen wir fiir n € N

% Z;Lzl vi: 63 L(CH 19>|19:§

1,n

2 Vi 33 L(Q, 19)|197:

*ﬁk,n

so erhalten wir
1 © . .
vk% > L(G, )1y, + G0y — ) = g, (1) fiir n — oo.
i=1

Zudem folgt erneut mit Lemma 4.2.1, (B2) und (B3)

lim G, = —i¢, (Yg) in Qy,-Wahrscheinlichkeit. (4.2.7)

n—o0

Nun betrachten wir fiir n € N den Ausdruck
1 & . R
Wai= Vi D LG Dy, = i (00) V(D = 0),
i=1

der sich auch schreiben lasst in der Form
W, = R, I(G,, reguldr) + W,, I(G,, singulér),

mit
. . 1 <
Ry 1= — i, (90)G;" (Gn\/ﬁ(ﬁn V) + Vi Z L(G, 19>|Mn>

+ (141, (00) G, VW_ZLQ, oo
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wobei

G-l G,* , G, regulér
- e (79)_1

" , G, singulér

gesetzt wird. Mit (4.2.7) gilt lim,,_,o W, I(G,, singulér) = 0 in Qy,-Wahrscheinlichkeit. Es
geniigt also, nur noch lim,,_,., R, (G, reguldr) = 0 in @y, -Wahrscheinlichkeit sowie die
entsprechende Verteilungskonvergenz fiir Vk\/iﬁ > L(G,Y) zu zeigen. Hierzu soll die
Lindeberg-Bedingung verifiziert werden.

Iﬁ:ﬁn

Wir haben

o 02 1 0 ) 1
g0, -0 = (aﬁiaﬁjf(w)) F(z0) (aﬂi (z”(})) (aﬁjf(z ﬁ)) F(z0)2
1<i,j<k, z€R, ¥eco.

Weiter ist wegen (B3) mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

. 0? o2
lim /—aﬂlaﬁjL(Zyﬁ)wﬂnf(Z'a ﬁn)dﬂ(2> = / 6191819] L(Z’19>|19:190f<z? ﬁo)dlu(z)’

n—o0

1<, <k,

was wegen (B2) dquivalent ist zu

0
lim Ey, (wL(Ch )|,9 . 819 (Clu )|19=19n)

n—oo

0 0
= lim a19AJ‘(Z;19)|19:M6—193}1‘(2;19% dp(z)

0 o 1
:/aﬂiﬂw)ﬂﬂowﬂ Dlo=oo Tz H12
0
:E’&O (6_19L(<17 )I’L9 =3¢ 619 (<17 )|19=190)

—(ic,(00)), » 1< ij < k.

1
= (21 0,)

Setzen wir fiir n € N und a := (ay,...,a;)" € R*\ {0} beliebig

Uip = a'ViL(G, D)y, i=1,...,n, S, = Z Uin, s := Varg, (S,),
i=1
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so haben wir mit (B2)

si = nVary, (U )
=n Y aa;Covy, 0 L(¢1,9) o L(¢1,9)
ilg 819 » V) |o=oy, 819 » V) |o=oy,

1<4,5<k

=n Z a;aj By, (8_1%L(Cl’ Doz, 319 L(G, )19—19”)

1<i,j<k

~ na‘i¢, (Y)a fiir n — oo,
wobei zu bemerken ist, dass wegen (B2) na'ic, (99)a > 0 ist.

Es gilt also
lim / \athL(z,l‘})b:ﬂ 2F (2 9,)dp(z)

0 1
= lim / Z A 619 Z 19)|19 In 6’19 f( )|0 In f( )d:u(z) = atiCl(fﬁO)a‘

n—oo
1<i,j<k
Ferner ist wegen (B1)

lim [a"ViL(z9),,_, [2f (23 0n) = |a"ViL(z,90)*f (23 00), = € R

n—oo

Ebenfalls wegen (B1) gilt

V>0 |aVL(z, ), [2F(50.) 10 Val(z9),,_,, | > t/55) — 0 fiir n — oo,

—1atViL(z,9)1,_y 2 f(z:00) —0

z € R.

Deshalb folgt mit Pratts Version des Satzes von der majorisierten Konvergenz (siehe Lem-
ma A.1.1 im Anhang)

1 n
Vi>0 :T}LIEO—QZE% (1Uin?1(Uin| > t/52))

nzl

= lim —Eﬁn (1T P I(|Urn| > t1/52)) =

n—o0 S

also die Giiltigkeit der Lindeberg-Bedingung, also auch
Sn

Vs

44 N(0,1) fiir n — oo.

26



Somit folgt
atvk% i L(Gi, V) 15y, 2N (0, a"i¢, (Yo)a) fiir n — oo,
und damit auch mit dem Satz von Cramér-Wold
Vk% il L(Gi, D)y, 53 [ (0,2'41 (190)) fiir n — oo.

Insgesamt folgt mit dem Lemma von Slutsky lim,,_,,, R, = 0 in Qy,-Wahrscheinlichkeit,
sodass insgesamt lim,,_,o, W,, = 0 in @)y, -Wahrscheinlichkeit folgt. Damit folgt die Behaup-
tung. U

4.2.3 Lemma: Fs seien zwei Folgen wvon reellwertigen Zufallsvariablen (U )men und
(Win)men gegeben, sodass

lim W,, = 0 in P-Wahrscheinlichkeit

m—r0o0

erfillt ist. Dann gilt:

VteR: Ve>0dm. e NVm>m,:
PUp+e<t)—e<PUn+W,<t)<PU,—¢c<t)+e.

Gilt dariber hinaus fiir ein fest gegebenes t' € R und eine Konstante ¢ > 0

lim P(U,, + W, <t)=c,

m—00

so gilt zusdtzlich

Ve>03m.eNVm>m.: P(U,<t —¢)<c+2, PU,<t +¢e)>c—2e.

Beweis: Aufgrund der geforderten Konvergenzen gilt:
Ve>0dm. e NVm>m.: P(|W,|>¢) <e.

Deshalb gilt fiir m > m,

PUp+ Wy <t)=PUp+ W, <t,|Wn| <e)+ P(U, + W, <t,|[Wy,| >¢)
(Un —& <t,[Wn| < &) + P(Un + Wi <1, [Wi| > ¢)

(Un —e <t)+ P(|Wy| >¢)

(

Un—ce<t)+e,

IAIAIA
T v
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PU,+ W, <t)=P
>

(Up + Wi < t,[Wi| <€)+ P(Uy + W, < t, [Wia| > )
(Up + e < t,|Wy,| <e)
(Up+e<t)—PUn+e<t, Wyl >e¢)

(

(

Un+e<t)—P(|W,|>c¢)

sodass die erste Aussage folgt. Also gilt geméafl der erweiterten Annahme

Ve>0dm. e NVm>m,:
|P(Up, + W, <t')—c|<e, PUp+e<t)—e<PU,+W,<t)<PU,—¢c<t)+e.

Daraus folgt fiir m > m.
e>PUn,+W,<t)—c>PU,+e<t)—c—c,

und

Damit erhalt man fiir m > m,
P(Uy, <t —e)<c+2, PU,<t+¢e)>c—2e,

also die zweite Aussage. O

In Vorbereitung auf die kommenden zentralen Resultate dieses Unterabschnitts definie-
ren wir

kK % _ . t.
ik (o) == (Le =Ty (no)ig, (m0) ~ Tg(mo)"ic, (90)) "ic, (Vo)
wobei if (n9) wie in Lemma 4.2.2 definiert ist. Zudem sei die Matrix A;'(dy) € Réx®

durch
= (00 200N

AR wg) A% (0,

festgelegt, Aéf(q?o) € Rx(k—di) Agil(ﬁo) € Rk—d)xdr A?f(ﬁo) c R(k—di)x(k—d1)

Es sei fir m € N und b > 0 Gy, die Verteilungsfunktion der x?2,(b)-Verteilung, und
Xii1-o das (1 — a)-Quantil der 7 -Verteilung.

Im Fall, dass bei einem Test eine einfache Hypothese vorliegt, setzen wir der Kompaktheit
der Notation wegen J,(n) = 0 und h = 0.
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4.2.4 Satz: Es sei die Folge von Testgrofsen T gegeben durch (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) oder
(4.2.4). Fir die Verteilung von (; sowie fiir die zugehiorigen Schatzfunktionen gelten die
Bedingungen (B1) - (B5). Es sei eine reellwertige Folge (v;)ien mit v; # 0 fir alle i € N
und lim;_,o, v; = 0 gegeben. Fiir i € N betrachten wir Alternativen der Form

9 9,
19@' = 192 + v 0
9, 0

mit ¥y € RY\ {0}, (9, 09,9,) € 00y, die (9§ + vy, d9,95) € Oy erfiillen, wobei mit
do = (50)

94 AL (00)h # 0
gelte. Zudem sei die Abbildung

t+— Npj, 1 €N,
streng monoton wachsend®, wobei Nr; bei zugrunde liegender Folge von Alternativen (9');ex
und zugrunde liegendem B € (0,1 — ) wie in (2.4.3) definiert sei. Dann gilt mit ¥° :=

(19(1)7 192a 19/2)

: b(()[,ﬁ, k — h)
PN = Gt o,
1 gl( 0) 1

wobei fiirm € N die positive reelle Zahl b(cr, B,m) € (0,00) eindeutig durch die Figenschaft
Gb(avﬁvm)7m<xzn;17a) = /6
festgelegt ist.

Beweis: Der Beweis wird nur fiir den Fall gefiihrt, dass es sich bei den Tests um Tests fiir
eine zusammengesetzte Hypothese handelt; das Vorgehen bei einfacher Hypothese ist dann
klar. Zudem liegen die Familien von Verteilungen von ¢; und (] in der Form {Qg} ;0 € O}

und {M§}; 9" € @'} vor.

Zunéchst handle es sich bei den Tests 7" um die Tests (4.2.3). Es sei 9y = (gé ), Y4 und Uy
wie in der Voraussetzung.

Eine Taylorentwicklung der Funktion ¢ — > " | L((;, V) liefert fiir eine beliebige Folge

5Die Existenz von Sequenzen von Alternativen mit dieser Eigenschaft wird in Bemerkung 4.2.7 behan-
delt.
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(@n)neN mit J,, € O fiir alle n € N und lim,, .., J,, = ¥
n 1 n
> L(¢, ) ZL G Un) + V(0 — tﬁ > VRL(G D),
j=1 J=1

. I~ 0 A
+§ﬁwo—m>( g3 MG i, )y V),

1<i<k

-
IAIA

mit einer Zwischenstelle ¥,, auf der Verbindungsstrecke zwischen 1§n und ¥¢. Mit Lemma
4.2.1, (B2) und (B3) gilt

(1 O . . o
nll_)HQlo (ﬁ 2. aﬁi801L<Cj’ﬁ)lﬁ‘ﬁn) L = Tl (¥o) in Q5 -Wahrscheinlichkeit.

,_\
IAIA

1<I<k

Damit ergibt sich

; L(¢j50n) — ; L(¢590) =Vn(d, — o) 0q; (1) + %\/ﬁ(ﬁn — 0)"i¢, (90)v/n (D — Vo)
+ (0, — o) oq, (1)v/n(d, =) fiir n — oo,

Andererseits liefert eine entsprechende Taylorentwicklung

ZL C]a 770 ZL gj) 77n +\/_( ﬁN)t%ZV}LL(Cjag(n))M:%

N AT E Z G Lo, ), Vi = i),

1<I<h

mit einer Zwischenstelle 77,, auf der Verbindungsstrecke zwischen 7, und 79. Wegen (4.2.6),
g(no) = Yo und der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von ¢ erhilt man mit Lemma
4.2.1 und unter Heranziehung von (B2) und (B3)

lim < Z 877@8771 L(¢, 9( ))|nnn)1<i<h = —i7, () in Qg -Wahrscheinlichkeit,

n—oo <1<
1<I<h

wobei zu beachten ist, dass if (1) = Jy(no)'i¢, (Vo) Ty(n0) reguldr ist. Wegen (B4) und
g(no) = Yy lasst sich dies auch in der Form

Z L CJ? 77” Z L ij 790 ( 770) OQ19 ( ) + %\/ﬁ(ﬁn — Uo)tizl (770)\/50771 — 770)
+ V(i — Wo)tOan(l)\/ﬁ(’f]n — 1)) fiir n — oo
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schreiben.

Insgesamt erhalten wir damit fiir unsere Testgrofle die Darstellung
T, =2(Z L(Giy0n) = Y L(G, g(ﬁn>)>
i=1 i=1
:2(2 LG i) — 3 LG %)) - 2(2 LG g(in)) — LG z9o>)
=1 i=1

=10 = Vo) ic, (W0) V(D — Do) = V1w = 10)"i%, (m0) V1 (tn — o)
+ \/ﬁ(&n - 190>tOQ1§n (1) - \/ﬁ(ﬁn - nU)tOan (1)
+ V(0 — Vo) o, ()Vn(d, =) = V(i —m) 0g, (1)v/n(in —no) fiir n — oo.

Mit Hilfe von Lemma 4.2.2 lésst sich dies schreiben als
T =vV/n(0n = 09)'if; (00) /(D — Vo) + Ru,
mit
R = = (it (o)™ T, 0m)'icy (90) v — 00) )i, )
(00, (DVAW = B0) + 00, (Vi = m0) + 0, (1))
~ (o, (VWA = 90) + 0, (VWi — 1) + 0, (1)) iz, ()
(%, ()™ Ty (0)"ics (90) V(D = Do) + 00, (D (T = o)
+ 0q;, (Vv = m0) + 0q; (1)
+ V(= Vo)loq, (1) = Vialii — ) oq; (1)
V(0 = Do)l 0g, (DA = Po) = VAlil — o) 0q, ()VAli ) fiir 1 = oo.

Nun sei die Folge von Alternativen (v;);en durch ¢; := (gi’ )+v;(9) mit (9 +v,01,09) € O
gegeben, wobei 9}, ¥, und ¥, und v; wie in der Voraussetzung gegeben seien.

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass der zweite Teil von Lemma 4.2.2
fiir \/Nri(Un,., —v;), © € N Giiltigkeit hat, und daher

\/NT,i(éNT,i — ;) % Ny (0, i (190)_1) fiir 1 — oo.
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gilt. Um dies zu sehen, definiere eine Folge (¥} );en durch

* k .
191"..719NT,1 . —/191,

* * R
19NT,1+17"",19NT,2 . —792,

* k . o
19NT,2+1"..’19NT,3 . —/193,

Die Definition der Folge (9});en in dieser Form ist moglich, da nach Annahme die Abbil-
dung ¢ — Np; streng monoton wachsend ist.

Dann ist ¥} € é)l, 1€ N, lim; 0 97 = Y9 und 19}*\,“ =1;, 1 € N. Also gilt

VN7, = 05) = /Nri(n,, = 93,,), i €N,

wobei U} .. der zugrunde liegende Parameter ist, « € N. Die Folge /NTJ-(@ Neo—UNy,), 1 €

N, kann als eine Teilfolge der Folge /n(dJ, — 0%), n € N, aufgefasst werden, wobei 9% der
zugrunde liegende Parameter ist. Ferner gilt lim_, o, Np; = 0o, siehe (2.4.5).

Analog kann argumentiert werden, um zu zeigen, dass der erste Teil von Lemma 4.2.2
fir /Nri(Nn,, —m0), i € N, Giiltigkeit hat, und daher

mT,i(ﬁNT,i - 770) :izl (no)iljg@]@)tiﬁ (790) \% NT,i (/I§NT,1’ - Q90) + 0Qy, (1> Vv NT,Z'</I§NT,Z' - 790)
+ OQﬂi(l)\/ Nri(Nng, — 10) + OQﬁi(l) fiir i — oo,

gilt.

Aus der oben genannten Gestalt von R,, wird ersichtlich, dass

lim sup \/Nr;|vi| < o0

i—00

gelten muss.

Dies sieht man wie folgt: Angenommen dies wiirde nicht gelten. Dann existiert eine Teilfolge

(v/Nri Vi, ken vou (\/Nri|vi|)ien mit limg_yoo /N7y, |14, | = +00. Der Einfachheit halber
sei diese Teilfolge die Folge selbst. Es sei also 1J; der zugrunde liegende Parameter. Dann
ist wegen lim;_,o Ny; = 400 (siche (2.4.5)), mit ¥ := (%), ¥y wie in der Voraussetzung,

TNT,i =V NT,i(ﬁNT‘i — ﬁg)tlzr (770)\/ NT,i(QgNT’i — 190) —+ RNT,i
- NT:i(ﬁNT,i - ﬁl)tlg<7]0> V NT,i(ﬁNT}i — 791)
+ V/Nravi/ Nri(Ong., — ﬁi)t@'ZT(no)ﬁ + NT,in‘ﬁtiZf(T]o)\/NT,,;(19NT,Z. — %)

—+ (\ / NT,iVi)219tiZk(7]0)Q9 + RNT,z“
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Da 47 positiv definit ist, gilt nach Voraussetzung
19%'21‘ (no)¥ > 0,

und somit dominiert der Term (y/Npv;)*0"i7 (no)d, der seinerseits gegen +oo strebt, auf-
grund von Lemma 4.2.2 das Grenzverhalten der Testgrofie. Es sei die Folge von kriti-
schen Werten (cn)nen geméf (2.4.1) und (2.4.2) gegeben, und es sei fir m € N x7,
das (1 — a)-Quantil der x?2-Verteilung. Da die Folge von Testgréfien T bei Giiltigkeit
der Hypothese in Verteilung gegen eine zentrale Chi-Quadrat-Verteilung mit & — h Frei-
heitsgeraden konvergiert (siche hierzu z.B. Satz 6.50 in [27]), und deshalb die zugehorige
Verteilungsfunktion auf R auch gleichméflig gegen die Verteilungsfunktion der zentralen
Chi-Quadrat-Verteilung mit k& — h Freiheitsgeraden konvergiert, die auf (0, c0) stetig und
streng monoton wachsend ist, muss geméf (2.4.2) fiir die Folge von kritischen Werten

(Cn)nEN
: 2
.hm CNr; = Xk—h;l—a
i—00

gelten, da lim;_,o, Np; = 0o. Somit folgt mit lei = Pgil wegen (2.4.6)

Qﬁi (TNT,i < CNT,i) = quz' (TNT,i < CNT,'L') — 0 fir ¢ — o0,

g

—p

mit einem J € (0,1 — «) aus der Definition von Np;, siche (2.4.3), und man erhilt einen
Widerspruch. Somit folgt mit Lemma 4.2.2 auch

lim Ry, , = 0 in Qy,-Wahrscheinlichkeit.
1—00 ’

Sei nun € > 0 beliebig. Dann folgt wegen lim; o0 Qy,(Tny., < cny,) = [, was wie gesagt
wegen lel = Pg} und (2.4.6) gilt, mit dem zweiten Teil von Lemma 4.2.3 fiir gentigend
grofles i € N

Qo, (VNri(Ony, — 90)'58 (110) v/ Nri (g, — 00) < Xi—pia—a — €) < B+ 2¢,
Qo. (VNri(Ony, — 90)'58 (0) v/ Nri (g, — Do) < Xi—p—a +€) = B — 2e.

Es existiert wegen Lemma 4.2.2 eine Folge von RF-wertigen Zufallsvektoren (U;)seny und
ein RF-wertiger Zufallsvektor U, sodass

U; = 2V NT,i(TgNT,i —v;), i €N,

sowie

lim U; = U ~ Ny (0,i¢, (0) ") Ls.

1—>00
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gilt. Dann folgt

V. NT,z'(??NT,i - )tlzk(ﬁo) vV NT,z'(éNT,i — )
=(v NTJ(,&NT,'L — ;) 4 /Nrvid )it (o) (v NT,i(léNT,i — ;) + /Nrvid)
é(Uf —+ NTJl/ﬂ?t)ZCI Mo (U + VNTsz ), 1€ N,

und wegen limsup,_, . +/Nr;|vi| < 0o
(Uf + NT,iViﬁt)izr (U + 4/ NTiVi )
:(Ut + NT7z‘Vﬂ9t)i41 (U + /Np,iv¥ ) + op(1) fiir i — co.

Also gilt mit dem ersten Teil von Lemma 4.2.3 fiir geniigend grofles 1 € N

P((Ut + NTﬂ-Viﬁt)zCl Mo (U + \/N_Tsz ) +e< X%—h;l—a — 5) —¢
<P(V/Nri(Ony, = 90)'i8 0) v/ Nrs(Ong, — 90) < Xiopaa — ) < B+ 22,
und auch
P<(Ut + /Ny )iZt (o) (U + /Nravid) — € < Xpepii—a + 5) +e
>P(/Nri(Onr, = 90)'i8 (0) v/ Nri(Ong, = 90) < Xipa—a +6) > B — 2¢.
Es ist fiir m € N fiir jedes z > 0 die Abbildung
br— Gpm(z), b>0,
stetig und streng monoton fallend, mit

lim Gy, (z) =0,

b—o0

was aus Satz 2.36 in [41] folgt. Natiirlich ist fiir b > 0 und m € N auch die Abbildung
z — Gpm(x), x>0,
stetig. Da i’g‘(no)ic_ll (Vo)ify (o) = 17y (no) erfiillt ist, gilt mit Theorem 1.4.5 in [28]
(Ut + v/ Nrivid )Zgl 7o (U+ \/ Nr,iviv ) ~ Xi_n(bi),
mit
bl' = (\/NT,iI/J Tgt’lgl( )19
fiir ¢ € N. Deshalb gilt

B+ 3e > limsup Gy, j—n(Xp—pi1—a — 26) = lim lim sup Gy, k-n(Xi—pi1—a — 2€)

i—00 1—00 [—00 1>5>i
2
= hm hm Glnfl>g>zb k— h(Xk; hil—« 26) == Gliminfiﬁoo bi,k—h(Xk—h'l—Oz - 28)7
1—+00 [—00 ’
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und auch

B — 35<11m1nbe kb (Xp—pi1—a +2¢) = lim lim inf Gy, jn(Xi_pi_a + 2€)

1—00 [—00 1>j>1

= im 1im Guup,y 50,6 WO —h1—a +26) = Guimsup,., oo bik—h(XF—pi1—a + 22),

wobei wegen limsup;_, . +/Nr;|vi| < oo auch 0 < liminf; ,, b; < limsup, . b; < oo gilt.
Fiir e — 0 folgt daraus
B S Glimsupiﬁoo bi,k—h<Xi_h;1_a) S C;’lirninfi_,oO bi,k—h(Xi—h;l—a) S Bv

und damit

limsup b; = liminf b; = hm b; = bla, B,k — h) € (0, 00),

i—00 100

wobei b(a, 3, k — h) eindeutig durch die Eigenschaft

G k—n)k—h (Xo—ni1—a) = 5

festgelegt ist. Ferner ist
94 (o) = (V1,0)" (1) (V1,0) = VLA (90)1.

Nun handle es sich bei der Folge von Tests 7" um Tests der Form (4.2.4) und es sei (D) men
eine beliebige Folge mit lim,,_,, ¥, = vy, sodass 1,, der zugrunde liegende Parameter ist.
Dann ergibt eine Taylorentwicklung der Funktion n+— g;(n), i =1,...,k,

Vi (9i(in) = gi(m0)) = Vigi(M)j,zg, V(0 —0), i =1, k,

mit Zwischenstellen 7, ,, auf der Verbindungsstrecke zwischen 7,, und 7, 2 = 1,..., k. Dies
ldsst sich dquivalent in der Form

Vzgl (7]>‘niﬁl,n
Vi (g(in) = g9(m)) = : V(i — o)
vzgd<n)|n=ﬁ

k,n

schreiben. Weiter gilt mit der stetigen Differenzierbarkeit von g

v}fzgl (n)\n:ﬁl’n
lim : = Jy(no) in Qj, -Wahrscheinlichkeit,

n—o0

thd( ) 7

=NMk,n

womit auch

Vi (9(in) = 9(n0)) = Ty(10)vVn(in — 1m0) + 0g; ()Vn(in — o) fiir n — o0
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folgt. Damit erhélt man wegen g(n9) = ¥ und mit Hilfe von Lemma 4.2.2

Vi (0 = g(in))

:\/ﬁ<1§n - 790) - \/ﬁ( - g 7]0))

=i (0, — ¥o) jg(%)\/_( — 1) + 0q; v/n(iln — 10)
= (1o =Ta(m0)iz, (m0) ™" Tg(m0) ic, (90)) V(0 — Do) + 0, (1)v/n(0n — Do)
+0g; (VN —1m) +o0q, (1) +o0g; (1)v/n(i, —mo) fiir n — oo,

und daraus wegen der Stetigkeit der Abbildung ¥ i, (1), ¥ € O, die aus den Annahmen
folgt, schlieSlich

T, = V(U — 9(n)) "ic, (9(7)) Vi (9 — (i)
= ﬁ(én - )tlzTO]O)\/ﬁ(ﬁn - 190) + Rm

mit einem entsprechenden Restterm R,,. Der Rest folgt analog zu den oben dargestellten
Ausfithrungen. O

4.2.5 Korollar: Es seien die zwei Folgen von Testgrifsen T und T" jeweils gegeben durch
(4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) oder (4.2.4). Fir ¢, und (] sowie fir die zugehirigen Schétzfunk-
tionen gelten die Bedingungen (B1) - (B5). Es sei eine reellwertige Folge (v;)ien mit v; # 0
fur alle i € N und lim;_, v; = 0 gegeben. Fiir i € N betrachten wir Alternativen der Form

() 9y
9= 792 + v 0
9, 0

mit ¥, € R\ {0}, (19(1]7192,19’) € 00y, die (V) + vi1,04,0,) € Oy erfiillen, wobei mit
Yo := ( é)undﬂ’ (19,)

ﬁAgww%¢0mmmAgw@m%o
gelte. Zudem seien die Abbildungen
1+ NTJ', 1 NT/J, 1 €N,

streng monoton wachsend, wobei Np,; und Ny, bei zugrunde liegender Folge von Alterna-
tiven (9%);en und zugrunde liegendem B € (0,1 — ) wie in (2.4.3) definiert seien. Dann
gilt mit 9° == (9, 92,9%) im Fall der Ezistenz der Pitman-Effizienz

b(a, B,k — h) VIAG (9)s

(o, 8,9°,01) = :
eT ( B, 1) b(a, B, k' — I) 19514211(190)191
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wobei fiir m € N das b(a, 5, m) € (0,00) wie in Satz 4.2.4 bestimmt ist.

Beweis: Nach Satz 4.2.4 gilt

lim (Np;2) = w)
1—00 19114(1 (190)191
sowie
b K — h
i (2 - K1)
e Ay AL

Da die Pitman-Effizienz nach Annahme existiert, folgt

ey Nea? o Bk—h) A ()0
T S Npvaw? — b(a B, K — BY) 9L AL (90)0,

womit alles gezeigt ist U

4.2.6 Bemerkung: Es lisst sich unter Beachtung von Bemerkung 2.4.1 mit den Uberlegun-
gen prisentiert in 3.8.3 in [32] zeigen, dass die Pitman-Effizienz fiir v; = 1/Vi, i € N,
existiert.

4.2.7 Bemerkung: Die Existenz von Folgen von Alternativen mit der in Korollar 4.2.5
genannten Eigenschaft, dass die Abbildungen

1> NTJ', 1+ NT/J', 1 €N,

streng monoton wachsend sind, ist stets gewéhrleistet. Zur Begriindung sei fiir fest gewéhltes
90 € 00, die Folge (1);eny mit ¥ € O fiir alle i € N und lim;_,o, ¥° = 19° gemiB der De-
finition der Pitman-Effizienz in Unterabschnitt 2.4 gegeben. Wegen Nrp,; < +4oo fiir alle
i € N und lim; ,o, N7; = +00 (siehe (2.4.4) und (2.4.5)) existiert eine Teilfolge (9%)ey
sodass die Abbildung k& — Np; , k € N, streng monoton wachsend ist. Natiirlich erfiillt
wegen Npv,; < +oo fir alle i € N und lim; o, Ngv; = 400 (siehe (2.4.4) und (2.4.5)) die
Teilfolge (9% )gen auch Nyv ;< +oc fiir alle i € N und limy,_,o, N7v;, = +00. Dann existiert
also eine Teilfolge der Teilfolge (9% );cy sodass die Abbildung [ N4y, L€ N, streng
monoton wachsend ist. Also erfiillt die Folge von Alternativen (9" );cy die Eigenschaft,
dass die Abbildungen

l— NT’ikz’ [~ NT’,ikﬂ l e N,

streng monoton wachsend sind.

4.2.8 Bemerkung: Betrachten wir den Fall, dass fiir ein 9} € R®

6y = {Uo}
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gilt, d.h. die Hypothese ldsst sich mit (1,92, 9,) € O, dquivalent geméis
H: 9, =9
formulieren.
Da die Mengen © und ©’ offen sind, sind auch die Mengen
{0y € RF%; (9}, 095) € O} und {09, € R¥ 4, (9}, 09,) € ©'}
offen. Dann sind die Mengen A und A’ gegeben durch
A = {9, € RF4; (9}, 9,) € O} und A’ = {9, € R¥ =4 (9} 9),) € ©'}

und die Abbildungen ¢ und ¢’ sind gegeben durch g : A — O, g(9,) = (gi) und ¢’ : A" —

o, ¢(v) = (32 ). Dann gilt
k—h=k—(k—d)=di =K — (K —d)) =k — I

Zudem ist jg(T]) = (0(l<:—d1)><d17 Ik_dl)t und jg/ (77’) = (O(k’—dl)xdla Ik/_dl)t, wobei fiir m,l eN
die Matrix 0,,5; € R™*! die Nullmatrix sei. Es sei

; _ 2.111(190) ilf(%) kxk
i, (Vo) = (iél(ﬁo) i%f(%)) e R"*%,

git Zal(ﬁ‘oite Rled17 2212(190) c Rdlx(k—dl)’ 221(190) c R(k_dl)Xdl’ 222(190) c R(k—d1)x(k—d1)
ann ernalt man wegern

ia (770) = jg(no)tiﬁ (190);79(7]0)

leicht 4, (10) = izf(ﬂo), und weiter

i (g) = (iéil(ﬁo) — i (90)ig (90)ig (%) Oayx(ian) ) c RF*F
“ O(k—dy)xdy Ok—dy)x (k—dy)

Daher handelt es sich bei
Aéil (’190) = Zal (790) - 122(190)’&3;2 (190)_17,311 (190)

um das Schurkomplement von igf(ﬁo) in i¢, (Yp). Analog erhélt man mit

-1,1 / -1,2 /
ey zd (V%) ber (U5) K sk
it (o) = (@1(%) 2 S
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mit Zé?@%) c Rdlxdl’ Zéf(q%) c Rd1><(k’_d1)7 Z?ilﬁ%) c R(k’—d1)><d17 222(19@ c R(k’—dl)x(k,—d1)7

i
1,1 1,2 2.2 121
o) — (600 = ROV Ouxrma | ¢ s
¢ \vo/ — 0 0 )
(k:’—dl)Xdl (k:'—dl)X(k/—dl)
und daher
1,1 1,1 1,2 2,2 ~1.2,1
Agi (196) =t (1%) — (196)241 (7%) lzgi (1%>
Die Pitman-Effizienz der Tests T und 7" ergibt sich dann iiber

I (i (9) — 1" (00)ie" (05) Vi (9)) oh

9 (i (%) — i (00)i (00) 1 (90)) 91

e;’,T(7907 791) =

Gilt zusétzlich iéf(ﬁo) = 04, x (k—dy), SO ist Aal (Po) = iéf (¥9) die Informationsmatrix aus
(1, wenn der Parameter 9} als einziger variabler Parameter, und 9, als fest gegeben be-
trachtet wird.

Gilt zusétzlich iéf(z%) = 04, x(k'—dy), SO ist Azl(%) = iéil(%) die Informationsmatrix
aus (], wenn der Parameter ¥} als einziger variabler Parameter, und ¢, als fest gegeben
betrachtet wird.

4.2.9 Beispiel: Wir fithren wie zu Beginn dieser Arbeit motiviert einen Vergleich von
unabhéngiger und verbundener Stichprobenerhebung durch, wobei eine Situation wie aus
Abschnitt 8 vorliege:

Im unabhéngigen Stichprobenfall seien mit X7,..., X! und Y/,...,Y! zwei voneinander
unabhéngige Stichproben von unabhéngigen R-wertigen Zufallsvariablen gegeben, wobei
die X7,..., X] jeweils die gleiche N(a,>)-Verteilung besitzen, und die Y{,... Y, jeweils
die gleiche N(b, X)-Verteilung besitzen, mit a,b € R und ¥ > 0 unbekannt, d.h. es gilt

X1 N a 20
}/'1/ 2 b b 0 E *
Im verbundenen Stichprobenfall liege dagegen eine Stichprobe ();11 )y ees (iﬁ:) von un-
abhiingigen R%-wertigen Zufallsvektoren vor, die jeweils die gleiche Verteilung, konkret

X1 N a ¥ 11
Y, W\ 11 =
besitzen, wobei II € R ebenfalls unbekannt sei, sodass die zugrunde liegende Kovarianz-

matrix (§ ) positiv definit sei.
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In beiden Fillen soll das zu Beginn dieser Arbeit genannte Testproblem betrachtet werden,
ob die Randverteilungen identisch sind oder nicht, also

H: a=0b, K: a#b.
Mit p := a — b kann das Testproblem dquivalent geméaf

H: pn=0, K: pu#0
formuliert werden.

Nehmen wir an, dass es sich bei der Sequenz von Tests 77 um die Likelihood-Quotienten-

!

Tests basierend auf den Beobachtungen (] = ();E )y CLo= ();;/) fir das Testproblem

handelt (siehe Unterabschnitt 8.5), und dass es sich bei der Sequenz von Tests 7" um
die Likelihood-Quotienten-Tests basierend auf den Differenzen der Beobachtungen (; =
X; —Yy,...,¢ = X, = Y, fiir das Testproblem handelt (sieche Unterabschnitt 8.2). Dann

gilt
(=036 9)
Y/ 2 b J'\0 =
und
X1 =Y ~N(uD),
mit [' := 23 — 2II. Es kann folgende Parametrisierung benutzt werden: Wir wéhlen als

gemeinsame Parametermenge der Verteilungen von ¢; und (]
O ={(1,T,(2)) eERxRxR*%X,T>0,45 >T}.
Dann ist O! =R, 9} =0 € R, und
O ={ (1T, (%)) € O;p =0},
Die injektive Partametrisierung der Verteilung von (; bzw. (] ist gegeben durch

O ={(p,I) e RxR;I" >0}

bzw.

O ={(1,(%)) e RxR%LYE > 0},
also

O ={(1,T) € ;1 = 0}
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bzw.

O ={ (1. (%)) €O u=0}.

Im unabhéngigen Stichprobenfall ergibt sich nach einer elementaren Rechnung die zugrun-
de liegende Informationsmatrix bei der genannten injektiven Parametrisierung

/S 1/8 0
ixpyp (o) = (/2 2/8 0
0 0 1/%2

Damit folgt
Al v 90) = 13y v (05) = 03y (9010 vy (90) iy vy (90)

=1/ - (1/ 0) (Eéz 202> (162) =1/% - 1/(2%) = 1/(2%).

Im verbundenen Stichprobenfall ergibt sich nach kurzer Rechnung bei der genannten in-
jektiven Parametrisierung i X1 v, (o) = 1/I" und i X1 v, (o) = 0, sodass

Aﬁfif}q (190) = Z‘_l)éi—Yl (790) = 1/F

folgt. Also ergibt sich insgesamt fiir die Pitman-Effizienz bei den entsprechenden Folgen
von Alternativen

r
eT’ (190) oy

Vergleiche mit den Ergebnissen in Unterabschnitt 8.9.

4.2.10 Beispiel: Es soll eine Situation dhnlich wie in Beispiel 4.2.9 betrachtet werden, wo-
bei wieder ein Vergleich von unabhéngiger und verbundener Stichprobenerhebung durch-
gefiithrt werden soll.

Im unabhéngigen Stichprobenfall seien mit X7{,..., X/ und Y/,... Y/ zwei voneinander
unabhingige Stichproben von unabhéngigen R%-wertigen Zufallsvariablen gegeben, wobei
die X1,..., X/ jeweils die gleiche Ny, (a, X)-Verteilung besitzen, und die Y/, ..., Y, jeweils
die gleiche Ng, (b, A)-Verteilung besitzen, mit a,b € R% unbekannt, und X, A € Ré*%
symmetrisch positiv definit und unbekannt.

Im verbundenen Stichprobenfall liege dagegen eine Stichprobe ()1511 )yens (if:) von un-
abhingigen R?¥-wertigen Zufallsvektoren vor, die jeweils die gleiche Verteilung besitzen,

konkret
X, N a Y II
le 2d1 b ) Ht A 9
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)

wobei £ € R ebenfalls unbekannt sei, sodass die zugrunde liegende Kovarianzmatrix (5 )

positiv definit sei.

In beiden Fillen soll dass zu Beginn dieser Arbeit genannte Testproblem betrachtet werden,
ob die Randverteilungen identisch sind oder nicht, also

H: a=0b, K: a#b.

Es handelt sich also im unabhéngigen Stichprobenfall um das klassische Behrens-Fisher-
Problem. Mit y := a — b kann das Testproblem &quivalent geméfl

H: p=0, K: u#0

formuliert werden.

Nehmen wir an, dass es sich bei der Sequenz von Tests 77 um die Likelihood-Quotienten-
Tests basierend auf den Differenzen der Beobachtungen ¢ = X] —Y/,...,(, = X =Y, fir
das Testproblem handelt (sieche Unterabschnitt 8.2), und dass es sich bei der Sequenz von
Tests T um die Likelihood-Quotienten-Tests basierend auf den Differenzen der Beobach-
tungen (; = X; —Y1,...,(, = X, — Y, fir das Testproblem handelt (siche Unterabschnitt
8.2). Dann gilt

Xi =¥ ~N(p,I),
mit ['y ;==X + A, und
Xl - }/1 ~ N(/'L7F2)7

mit I'y ;= ¥ + A — (I + IT*). Es kann folgende Parametrisierung benutzt werden: Es sei
fiir | € N P := {A € R!; A ist symmetrisch positiv definit}. Wir wihlen als gemeinsame
Parametermenge der Verteilungen von (; und (]

S} :{(M,Vech(Fg),vech(Fl)) € RN x RU(+D/2 o Rai(di+1)/2
AL ANESy,, TER™ T =S+ A Do=S+A— T+, (5 %) € Pog, }-

Dabei ist fiir £ € N der vech-Operator definiert durch

vech : R — RAAHD/2,

vech(M) = (myg, ..., me1, Mag, ... Mg, - mee)', M = (mij)i<ij<e
Dann ist ©! = R% 9} =0 € R%, und
o ={(u, vech(I'y), vech(I'1)) € ©; u = 0}.
Die injektive Partametrisierung der Verteilung von (; bzw. (] ist dann gegeben durch

© ={ (s, vech(I';)) € R" x RM@HV/2 1, e P, 1
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bzw.
© ={(p,vech(I'})) € R x RNV 1y e Py 1
also
©o ={ (11, vech(T'z)) € O; u =0}
bzw.
O ={ (1, vech(I'1)) € &'; u = 0}.

Im unabhéngigen Stichprobenfall ergibt sich nach kurzer Rechnung bei der genannten
injektiven Parametrisierung zgéfy{ (94) =T und i;?*yf () = 0, sodass

A;E—Y{ (%) = Zgé—yl’ (19/0) = Ffl
folgt.

Im verbundenen Stichprobenfall ergibt sich nach kurzer Rechnung bei der genannten in-
jektiven Parametrisierung i;é_yl (9g) = 75 ' und z';f_yl (¥9) = 0, sodass

Aﬁéifyl(%) = Zgéifyl (190) = F2_1

folgt.

Also ergibt sich insgesamt fiir die Pitman-Effizienz bei den entsprechenden Folgen von
Alternativen

193 ; Ylf(‘%)ﬂl A
G oy, (Do)t TS

4.3 Lokale Bahadur- und Hodges-Lehmann-Effizienz bei optima-
len Tests

Handelt es sich bei den betrachteten Tests um optimale Tests im Bahadur- bzw. Hodges-
Lehmann-Sinn, so besitzt die lokale Bahadur- bzw. Hodges-Lehmann-Effizienz unter gewis-
sen Voraussetzungen die Gestalt der in Unterabschnitt 4.2 ermittelten Pitman-Effizienz.
Dies soll in diesem Abschnitt gezeigt werden. Angewendet werden konnen die hier erarbei-
teten Resultate in den Abschnitten 8 und 9.

Im Folgenden wollen wir Annahmen an die Zufallsvariablen ¢; und (] bei den zugrun-

de liegenden injektiven Parametrisierungen durch © und ©’ formulieren. Der Einfachheit
halber formulieren wir diese Annahmen nur fiir ¢; und ©; sie sollen natiirlich in analoger
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Weise auch fiir ¢ und ©’ gelten. Dabei werden die im Zusammenhang mit ¢; und O ein-
gefithrten Groflen im Zusammenhang mit ] und ©’ mit einem Strich versehen.

Wir nehmen an, dass ein o-endliches MaB y auf (R, &) existiert, sodass fiir jedes ¥ € ©
f; < p gilt, und f(-;9) eine p-Dichte von Qf;l ist. Zur Vereinfachung der Notation defi-
nieren wir

L(z,9) :=1log f(z;9), z€ R, ¥ € O,

mit log 0 := —oo. Wir setzen generell voraus, dass f(z;¢) > 0 fiir alle 9 € O und alle z € R.

Im Fall einer zusammengesetzten Hypothese sei stets k& > 2 und fiir 1 < h < k aufler-
dem A C R" offen und konvex, und es existiere eine zweimal stetig differenzierbare und
injektive Funktion g : A — O, sodass g(A) = O, gilt, und dass die Funktionalmatrix von
g an der Stelle n € A, J,(n), fiir alle n € A den Rang h habt.

Wir wollen im Folgenden ausschlieSlich den Fall betrachten, dass eine zusammengesetz-
te Hypothese vorliegt. Im Fall, dass bei einem Test eine einfache Hypothese vorliegt, kann
entsprechend vorgegangen werden

Mit 9 = (04,...,9%) € © und = (n1,...,m,)" € A definieren wir die Nabla-Operatoren

0 0 \! 0 0 \!
om (L Y e (2 Y
6191 @ﬁk 8771 87]h
Zudem formulieren wir in Vorbereitung auf das Resultat zur lokalen Bahadur-Effizienz
folgende Bedingungen:

(C1) Es sei die Abbildung 9 — f(z;9) fiir alle z € R zweimal stetig differenzierbar.

(C2) Fir alle 1 < 4j < k und fir alle ¥ € © gelte [ 32 f(z0)du(2)
= #;% f(z9)dpu(z) = 0 und fiir alle ¥ € © existiere die Fisher-Informationsmatrix
aus QS i¢, () = (Eo(53-L(G1,9) 55 L(C1,9))) 1<i<k, besitze endliche Eintréige und sei

J 1<j

Vi <j<k

positiv definit.

(C3) Es existiere fiir jedes o € © und jedes 1 < i < k ein 0 > 0 sodass mit Us := {0 e R*:
[0 — 9] < 0} C © und M;(2) := supy.cy, (%Z_L(z,ﬂ)\gzﬁ* Supy-cp, f(2;9%), z € R,
[ Ms(z)dpu(z) < oo ist. Genauso existiere fiir jedes ¥ € © und jede 1 < i,j < k
ein 0 > 0 sodass mit Ms(z) 1= supg.cy, | L(z,0)|g_yg«|supg-cy, f(2;9%), 2 € R,
[ M;(2)dp(2) < oo ist.

62
99,09,

(C4) Fiir alle 9,9 € © existiere die Kullback-Leibler-Information K (0,0) aus ¢;. Zudem
existiere fiir jedes ¥y € 90O eine offene Umgebung Uy, um oy und eine auf Uy,
stetige Abbildung 7 : Uy, — A mit den Eigenschaften K (9, 0q) = K (v, g(n(¢))) und

[ Vi(log 7HE2 F(259)) [y=qydpa(z) = 0 fiir alle 9 € Uy,
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Die Bedingungen (C1) - (C3) sind identisch mit den Bedingungen (B1) - (B3) aus Unter-
abschnitt 4.2. Zur Verifizierung der Bedingung (C4) kann das folgende Lemma niitzlich
sein.

4.3.1 Lemma: Es gelte (C1) und (C2). Weiter sei 9y € 0O fest gewdhlt und 1y =
g~ (00). Bs eistiere das Integral [ V' (log - f(z g( f(z ¥))du(z) fir (9,n) in einer offenen
Umgebung um (99, m0) und es sei fir (9,n) in dzeser Umgebung um (Jg,no)

L t (10 f(zéﬂ) 5 5
P = [ (108 1 T 1)),

wobei F auf dieser offenen Umgebung um (99,m0) stetig differenzierbar sei. Zudem gel-

te Vo F(90,1)|y=n, = | ViV, logf(z 120 f(2:90))|n=nodps(z). Dann existiert eine offene

Umgebung Uy, um Yy und eine emdeutzge auf Uy, stetige Abbildung 7 : Uy, — A mit
F(9,7(9)) =0 fiir alle ¥ € Uy, .

Beweis: Es ist fiir (9,7) in einer Umgebung um (g, 1)

P = [ (T4 o)) 7y {00

und daher wegen (C2) und 79 = g~ () F(Jo,m0) = 0. Weiter ist mit (C2) und 7y =
g9~ (Yo)
f(z;9

VhF<190a77)|n:ﬂo ZV}L/VZ 1 ( (77

/ vhvt ( (7“7

1 s .
——/(H—)thhf( ,9(77)) _ f(z59)

2z, 9(no) In=no
1

i (TG (Vi)

0f (239(n))

g\n
g

ln=no

i) (500) dul)
i) ) dn)

7] 10

e 00) )aule)

‘77=Tlo 29 > :Z* 0
o)) f(z390)dp(z) =i, (o),

/ Vhf('z;g(n»‘n:n
f(z9(m)) f(z

mit

ig, (o) = Ty(no)"ic, (V0) Ty (10)-

Wegen (C2) ist V, F (Yo, n)‘n:no = izl (no) positiv definit. Nach dem Satz von der impliziten
Funktion, siehe Satz 169.1 in [13], existiert eine offene Umgebung Uy, um 9 und eine
eindeutige auf Uy, stetige Abbildung 7 : Uy, — A mit 7(Jg) = 1o und
0,
0= F(,7(0)) = /vg<1og Mf(z;ﬁ)) dpu(2) fiir alle 9 € Uy,.
f(z19(n)

ln=n(9)
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Damit ist alles gezeigt. U

Nun werden zwei Lemmata betrachtet.
4.3.2 Lemma: Es gelte (C1) und (C}). Zudem sei ¥y € 00y fest gewdihlt und ny =
g 1 (%). Dann gilt

lim 77(79) = 77(790) = To-

194)190

Beweis: Da eine injektive Parametrisierung der Verteilung von (; durch die Elemente
von © vorliegt, gilt fiir alle 9,9 € © die Ungleichung K (9,9) > 0 sowie die Aquivalenz
K@®,9) =0 < ¥ =19. Wegen der in (C4) geforderten Stetigkeit der Abbildung 7 in 9,
gilt limy_, g, (V) = 7(Yy). Weiter folgt aus

= K(9,80) = K (90, 9(i(90))
sofort

9(77(190)) = vy,

dquivalent

7(90) = g~ (9o) = 10,
womit alles gezeigt ist. U
4.3.3 Lemma: Fir ¢, gelten die Bedingungen (C1) - (C4). Zudem sei 9y € 00, fest
gewdhlt. Wir definieren ng := g~ (90). Dann gilt fiir ¥ in einer offenen Umgebung um 9

(1) — o) =ig, () ™" Tg(no)"ic, (Vo) () — Vo) + Ro (0, 90) (9 — Do),

wobei wir 1 = 7(¥) schreiben, mit

ig, (o) = Ty(no)"ic, (Vo) Ty(m0),
und einer Matriz Ro(9,9y) € R™* mit limy_,9, Ro(9,90) = 0.

Beweis: Eine Taylorentwicklung der Funktion ¢ 6 L(z ¥), z€ R, j=1,...,k, liefert

0 0 0 )
WL(Z ) = a7, L(2,9)),zy, + vk@ﬁ (z,ﬁ)bzgj’z(ﬁ —), z€R, j=1,...k,
mit einer Zwischenstelle 19]'72 auf der Verbindungsstrecke zwischen 9 und ¥y, z € R, j =
1,..., k. Anders geschrieben erhilt man
Vi L(z,0)),_

:"91,2
ViLl(2,9)),_,, = VaL(z,0) — : (9 — ), z € R.
V};%L(Z, 19)‘19:5

k,z
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Es ist mit (C2)

0= /ka(z;ﬁ)du(z) = / (ViL(z,9)) f(z;9)dpu(z),
sodass durch Integrieren fiir ¢ in einer offenen Umgebung um v,

J (Vi Lz 0),, L, ) (2 0)du(z)

/ (ViL(z ), F(z)du(z) = - ; (9 — o)
[V (K E5-L(z,9),_; ’Z)f(z, 9)dp(2)

(4.3.1)

folgt, wobei die Existenz der beteiligten Integrale durch (C3) fiir ¢ in einer offenen Umge-
bung um 9y gewéhrleistet werden kann.

Andererseits liefert eine entsprechende Taylorentwicklung

0 0

5oLz g, = ELa),  + V) aa L(z.9(n))

z€R, j=1,...,h,

(77 - 770)>

In=71;,-

mit einer Zwischenstelle 7, . auf der Verbindungsstrecke zwischen 7 und 7o, z € R, j =
1,...,h. Anders geschrieben erhilt man wegen g(ny) = U

vﬁlf{}i L( ( ))|71=ﬁ1,z
jg(n0>tvkL(Z779>|ﬁ:ﬁo = jg(ﬁ)tvkL(za 19)|19:g(ﬁ) - (ﬁ - 770)7 z€R.

VZ%L(’% g(n))M:ﬁh’Z
Es ist wegen (C4) fiir ¢ in einer offenen Umgebung um 4,

0= /Vh<log%f(z;l9))

— jg(ﬁ)t/(VkL(z,ﬁ))lﬂ_g(ﬁ)f(z,ﬁ)du(z).

ooy ) = / Vilog f(z9(n), ., f(z:0)du(z)

Durch Integrieren folgt daraus fiir ¥ in einer offenen Umgebung um v

60 [ (Vel(0),,_, £ 0du(2)
za?hL gom), . F(9)du(z)

(7 = o), (4.3.2)

SV L(zgm),  f(=0)du(z)

|77:ﬁh,z
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wobei die Existenz der beteiligten Integrale mit Hilfe von Lemma 4.3.2 durch (C4) fiir 9
in einer offenen Umgebung um ¢y gewéhrleistet werden kann.

Durch Einsetzen von (4.3.1) in (4.3.2) folgt fiir ¥ in einer offenen Umgebung um 9,

VA S (¥ = o)
J (Vigg L(z0), 5, ) f(z9)du(z)

S VigrL(z9M), (= 9)du(z)

= : (1 —10)-
[ VL gn), S 0)du)

Wegen (4.2.6), g(no) = U, der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von g und mit Lem-
ma 4.3.2 erhilt man unter Heranziehung von (C1) -(C4) mit dem Satz von der majorisierten
Konvergenz

[ Vi Lz gm), .z 0)du(z)

iy f = ~alm)
I Via=L(z.9(m), _ f(z0)dp(z)

|7I:Wh’z

Wegen der Invertierbarkeit von if, () ist daher fiir ¢ in einer offenen Umgebung um v,
die Matrix

=M1,z

Vi Lz 9m), . fz0)du(z)

VL= o), . f(0)duz)

32

invertierbar. Somit gilt fiir ¥ geniigend nahe an 9,
—1
S VigrL(z9M), (= 9)du(z)
(1 —m0) = :
[V L), G 0)du(e)

n=

S (Vi Lz, 0)), ) f (2 9)dp(z)
()’ r (9 9o)
(Vi Lz 9), 5 ) f(z0)dpz)

¥4
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Wegen (C1), (C2) und (C3) ist mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

f (V}tcaiﬁl[/(zv ﬁ)hgzglyz)f(zv V)du(z)
Jim s = —ig ().
J (T L0 V()

Damit folgt insgesamt fiir ¥ in einer offenen Umgebung um vy wegen der stetigen Diffe-
renzierbarkeit von ¢

(1 —m0) =g, (n0) ™ Ty(mo)"ic, (Po) (F — o) + Ro (0, 9o) (9 — ),

mit einer Matrix Ro(d,J0) € R™* mit limy g9, Ro(?,9) = 0, also die Behauptung. O

In Vorbereitung auf die néchsten Resultate definieren wir

i (m0) = (Lo =T, (m0)ig, (o) " Ty (mo) iy (90)) iy (D),

wobei if (1) wie in Lemma 4.3.3 definiert ist. Im folgenden Satz wird das lokale Verhalten
der Bahadur-Steigung einer Folge von Tests 7', die optimal im Bahadur Sinn ist, angegeben:

4.3.4 Satz: Es sei die Folge von Tests T optimal im Bahadur Sinn. Fir (; gelten die
Bedingungen (C1) - (C4). Zudem sei 9y € 0O, fest gewdhlt und 1y := g~ (). Dann ist
fiir 9 in einer offenen Umgebung um vy die Bahadur-Steigung von T gegeben durch

e 1 ok
K(ﬁ, @0) = 5(19 — ’190)%41 (T]())("ﬁ - 19()) + (19 — 190)th(19, 190)(19 — 190),
mit einer Matriz R3(9,9y) € R¥* mit limy_,9, R3(0,90) = 0.

Beweis: Es sei 7 gemifl (C4) gewihlt. Wir definieren 7y := ¢g~'(¢). Eine Taylorent-
wicklung der Funktion ¢ — L(z,4), z € R, liefert

9000, "5 Mo=s. )1 L7 %)

z € R, (4.3.3)

L(z,9) = L(z,9) + (9 — 9)'ViL(z,9) — %(19 — ﬁo)t( o L(z,9), - )1

mit einer Zwischenstelle 9, auf der Verbindungsstrecke zwischen ¥ und ¥y, z € R.

Andererseits liefert eine entsprechende Taylorentwicklung

L(z,9(7) =L(z,9(n0)) + (1 — n0)'VaL(z, 9(n))

1, . O .
=5 (G tea), ) G- m s R (43a)

1<I<h

‘n:ﬁ
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mit einer Zwischenstelle 77, auf der Verbindungsstrecke zwischen 7 und 7y, 2z € R. Somit
folgt mit (4.3.3) und (4.3.4) fiir die Bahadur-Steigung von 7" wegen (C4) und g(n) = Yo
fiir ¥ in einer offenen Umgebung um

f(z;9) , B ) .
fgzﬂﬁjf@ﬂ%dﬂﬁ)—l/<L@ﬂ%——LﬁgﬁnD)f@ﬂ%du@)
:/ (L(Z,??) - L(Zaﬁo) + L(Zvﬁo) - L(%Q(ﬁ)))f(Z;ﬁ)dlu(z)

= [ (£619) = LG 90) + Lz g(m) — L(z9(0)) £ 0)d(2)

K(9,0y) :/log

:/ ((19 — 00) Vi L(z,9) — %(19 — )" (aﬁ?amw’ 19)19192) lgiSk(ﬁ — )

— (1= m0)"VaL(2,9(n))

ln=n(o)

1,. 02 R .
+ 5(77 — o) (m[z(% gm), )Ki_h(n - 770)) f(z0)dp(z),
wobei wir 7) = 7(1) schreiben. Es ist mit (C2)

0= [ Ver0)du) = [ (VeLe,0)) 5 0)ducz),

und wegen (C4) fiir ¢ in einer offenen Umgebung um ¥

fz9) _ .
V= / Vh(log JC(»Z';—Q(WJC(Z7 ﬁ)>nﬁ(ﬂ)d#(2) a /VhL<Z’g<n))|nﬁ(ﬂ>f(z’ )dp(z).

Daher folgt fiir die Bahadur-Steigung von 7' fiir ¥ in einer offenen Umgebung um

k0,60 = 30— 00) ([ (Grpmte0), Jeow) __ 0- 0
V== 1<I<k
b 5= ([ (G b(eom), S0 6= m)

wobei die Existenz der beteiligten Integrale mit Hilfe von Lemma 4.3.2 durch (C3) und
(C4) fiir ¥ in einer offenen Umgebung um vy gewéhrleistet werden kann.

Wegen (C1), (C2) und (C3) gilt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

g%(/«agauzm>f@ﬂMM@)QQ:—%wm

Y=1z

IAl
ol
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Mit (C1), (C2), (C4) und der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von g erhélt man
mit Lemma 4.3.2 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz

s ([ (G bles), SE0wE), =i )

n="nz lngh

Somit folgt fiir die Bahadur-Steigung von T’ fiir ¥ in einer offenen Umgebung um o,

~ 1 , 1, i .
K(9,00) 25(19 — 0)"i¢, (90) (9 — Yo) — 5(77 — 10)"1%, (110) (1 — 10)
+ (9 — 90)" Ra (0, 90) (9 — o) + (1) — 10)" Ra (0, 90) (7 — o),
mit Matrizen Ri(0,9,) € R¥* und Ry(d,9y) € R™" mit limy 9, R1(J,9) = 0 und
limy_, 9, R2(¥,99) = 0. Mit Hilfe von Lemma 4.3.3 ldsst sich dies fiir ¢ in einer offenen
Umgebung um v gemaf

e 1 ok
K(’l?, @0) = 5(79 — ﬁo)t’lgl (7]0)(19 — 19(]) + (19 — 190)th(19, 790)(19 — 790)
schreiben, mit einer Matrix R3(1, ) € R¥* mit limy_,y, R3(V,9) = 0. O

In Vorbereitung auf das nichste Resultat sei eine Matrix Aé;l (90) € RE>*4 durch
A171(190) ALQ(?}O
Uo

i (m0) = (Aglwo) A2 D

festgelegt, A:*() € REXK=d) AL (9g) € RE=dxd - A22(y) € RE=d)x(k=d) Nun
konnen wir fiir zwei Folgen von Tests T und 77, die jeweils optimal im Bahadur Sinn sind,
folgendes Resultat fiir die lokale Bahadur-Effizienz formulieren:

4.3.5 Korollar: Es seien die Folgen von Tests T und T’ jeweils optimal im Bahadur
Sinn. Fir die Verteilungen von ¢y und (| gelten die Bedingungen (C1) - (C4). Es sei eine
reellwertige Folge (v;)ien mit v; # 0 fiir alle i € N und lim;_,o v; = 0 gegeben. Firi € N
betrachten wir Alternativen der Form

() 9y
P = 792 S 0
9, 0

mit 91 € RY N\ {0}, (95, 99,9,) € 00y, die (V) + v391,09,0,) € Oy erfiillen, wobei mit
Vo = (gé) und U} := (gg)
9 AE (D0)01 # 0 und ﬁﬁAéil (99)0, # 0

gelte. Dann gilt mit 9° := (9}, 09, %)

LB (90 iAéil(%wl
eT/’T(ﬁ 7191) N 19tA1’1(190)191
192G



Beweis: Zunichst betrachten wir nur die Folge von Tests T'. Es sei g = (Zé ), U5 und 9,

wie in der Voraussetzung. Weiter sei ¢ € ©.

Mit Hilfe von Satz 4.3.4 ldsst sich fiir ¥ in einer offenen Umgebung um ¢, die Bahadur-
Steigung von T geméaf

~ 1
K(ﬁ7 @0) = 5(19 — 190)1‘/22;(770)(19 - 190) + (19 — ﬁo)th(ﬂ, 190)(19 — 190)
schreiben, mit einer Matrix R3(1J,9g) € RF** mit limy g, R3(9, ) = 0.

Somit erhdt man fiir die Bahadur-Steigung der Folge von Tests T bei Folgen von Al-
ternativen (ﬂi)ieN wie in der Voraussetzung beschrieben

cr(0Y) = % ﬁtAl 1(190)191 + o(?) fiir i — oo.

Analog erhélt man fiir die Folge von Tests T’
, 1
e (V') = §V?19§Aéi1(’l9/)191 + o(v?) fiir i — oo,

sodass insgesamt

] CT/<19i) . ll/.2’l9tA171<19/ ),191 + O(V'Z) _ 19314%%1(196)191
oo or(9) e G20 AL (0)01 +o(v) DAL (Vo)

folgt. U

In Vorbereitung auf das Resultat zur lokalen Hodges-Lehmann-Effizienz definieren wir
folgende Bedingungen:

(C5) Es existiere fiir jedes ¥ € O und jede 1 <i,j < k ein 6 > 0 sodass mit Us := {0 e
o0 =9 < 8} € O, My(z) = SUPy+ U |a%iL(Zﬂ9)|q§=z9* SUPy* ey %L(Z,ﬁ)|q§=z9*
f(z,9%)], z € R, [ My(2)du(z) < oo ist.

(C6) Es existiere fiir jedes vy € 90y und jede 1 < 4,5 < h ein & > 0 sodass mit 1y =
g (00), Us :=={n € A :|n—m| <3} CA, Ms(2) := sup,.g, |8imL(z,g(n)) -
SUD, « e 7, |%L(2,g(n))|n:n*f(z,g( NI, z € R, [ Ms(2)du(z) < oo ist. Zudem exis-
tiere fiir jedes ¥y € 90y und jede 1 < i,j < h ein § > 0 sodass mit Us :=
{0 € RF : |9 — | < 0} C 6, Ma( ) = SUD,c, WPy, | (L2, () —
L(z,97))f (25 9(m))ln=n-1,

2)du(z) < oo ist.
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(C7) Fiir alle 9,9 € © existiere die Kullback-Leibler-Information K (¢,9) aus ¢;. Zudem
existiere fiir jedes ¥y € 96, eine offene Umgebung Uy, um oy und eine auf Uy,
stetige Abbildung 7 : Uy, — A mit den Eigenschaften K (0g,9) = K (g(7(1)),9) und

[ Vi(log f(zg)))f(z I ,y=jyde(z) = 0 fiir alle ¥ € Uy, .
Zur Verifizierung der Bedingung (C7) kann das folgende Lemma niitzlich sein.

4.3.6 Lemma: Es gelte (C1) und (C2). Weiter sei ¥y € 0Oy fest gewdhlt und 1y =

(Vo). Es existiere das Integral [ V' (log fz(zgg)))f(z; g(m)du(z) fir (9,n) in einer offenen

Umgebung um (o, mo) und es sei fir (¥,n) in dieser Umgebung um (9g, no)

Go.n) = [ Vi (1og %Jﬂ(z;g(m))du(z),

wobei G stetig differenzierbar auf dieser offenen Umgebung um (9o, m0) sei. Zudem gel-

te ViG(9,m)|p=n, = [ VrVi(log fzzgﬁzg)f(z;g(n)))]n:nod,u(z). Dann ezistiert eine offene

Umgebung Uy, um Uy und eine eindeutige auf Uy, stetige Abbz’ldungﬁ s Upy — A mit
G(9,n(9)) =0 fiir alle ¥ € Uy,.

Beweis: Es ist fiir (¢,7) in einer Umgebung um (g, 1) mit (C2)

G(9,m) = / (108 /(23 9() V1S (23 9(n) — log f (23 ) V4 f (23 9(n)) ) du(2).

und daher wegen 7y = g~ (Jg) G(9o,m0) = 0. Weiter ist mit 7y = g~ (o)

ViG (00, 10)1-g —Vh/VZ '—f(z;g(n))) dpu(z)

‘W:”IO

1900 (e gm))  dute)

[n=no

(Vif(z9m)),  dul2)

n=no

_/vhf(z;g(n))7_no vﬁ‘f(z;g<n))|n—n0f( i )d ( )_ sk ( )
- ) Tty T =)

Wegen (C2) ist ViG(Po,1)},-,, = i, (10) positiv definit. Nach dem Satz von der impliziten
Funktion existiert eine offene Umgebung Uy, um vy und eine eindeutige auf Uy, stetige
Abbildung 7 : Uy, — A mit 7(Jg) = 1o und

2 f(2§ 9(77)) ..

_ _ t :

0=G(9,n(9)) = / Vh<log ) f(z,g(n)))n_i](mdu(z) fiir alle ¥ € Uy,.
Damit ist alles gezeigt. U

Nun werden erneut zwei Lemmata betrachtet.
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4.3.7 Lemma: Es gelte (C1) und (C7). Zudem sei ¥y € 00, fest gewdihlt und 1y =
g1 (¥g). Dann gilt

Beweis: Da eine injektive Parametrisierung der Verteilung von ¢; durch die Elemente
von O vorliegt, gilt fiir alle 9,9 € © die Ungleichung K (9, 19) > 0 sowie die Aquwalenz

K®,0) =0 < 9 =149. Wegen der in (C7) geforderten Stetigkeit der Abbildung 7 in 9,
gilt limy_,g, 7(9) = 7(d). Weiter folgt aus

= K(Bq, %) = K( (ﬁ(ﬁo))v%)
sofort
(7:7(190)) = Jo,
Aquivalent
(%) = g~ (%) = 0,

womit alles gezeigt ist. U

4.3.8 Lemma: Fir (; gelten die Bedingungen (C1),(C2),(C5),(C6) und (C7). Zudem sei
Uy € 00y fest gewdihlt. Wir definieren 1y = g7 (Yg). Dann gilt fiir 9 in einer offenen
Umgebung um 9

(7 = m0) =g, (n0) " Ty(m0)"i¢, (90) (0 — Do) + Ra(9,00) (9 — Do),

wobei wir ) = 1(V) schreiben, mit einer Matriz Ry(9,9y) € R mit limy_y, R4(9,9y) = 0.

Beweis: Eine Taylorentwicklung der Funktion ¢ — L(z,4), z € R, liefert
L(z,9) = L(z,9) + VZL(Z,??)M:E (9 —1y), z € R,

mit einer Zwischenstelle 9, auf der Verbindungsstrecke zwischen ¢ und ¥y, z € R.

Andererseits liefert eine entsprechende Taylorentwicklung wegen g(ny) = Jo

L(z,9(n)) = L(2.9(m)) + ViL(z 9(m), (7 —m0)
= L(Zv'&o) + VZL(Z79(77))‘”:WZ (ﬁ - 770)7 z € R,

mit einer Zwischenstelle 77, auf der Verbindungsstrecke zwischen ﬁ und 79, 2 € R. Durch
Subtraktion der beiden Gleichungen folgt

L(z 9(0)) — L(z,9) = ViL(z,9(n)), _ (1 —mn0) = ViL(z,9)}, , (§ =), z € R,

‘ nN="nz
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dquivalent

log Epz(;’ S;?))) = ViL(2.9(), (A=)~ V4L( ), , (9 =), 2 € R
Daraus folgt
log %Vﬁ (z9(m), ~(Vaf (z9m)) ‘MVZL(Z, g(m)), . (1=m)
_ (Vhf(z; g(n)))l JVZL(Z, 19)'19:@ (0 =), z € R.
Es ist wegen (C2) fiir ¥ in einer offenen Umgebung um v,
o[ vh(log%ﬂz;g(m))uzﬁ dp(2)
= /1og %Vﬁ(zg(n))lnzﬁ dp(z)

sodass durch Integrieren fiir ¢ in einer offenen Umgebung um v,

[ (9s o), Vir(zam)

n=n

:/ (Vhf(z;g(n))>| :VZL(z,q?)‘ﬁ:@ du(2)(0 — 9),

n=n

du(Z)(ﬁ — o)

"’7=ﬁz

dquivalent

/ (VhL(Z, 9(77))> AV',ZL(Z, g(n))M:ﬁzf(Z; g(ﬁ)) dpu(2) () = mo)

|n:ﬁ

=2, ) [ (VL)) VALG0), L, (e 900) dn()0 — o).

lo=g(5)

folgt, wobei die Existenz der beteiligten Integrale mit Lemma 4.3.7 durch (C5) und (C6)
fiir ¥ in einer offenen Umgebung um 9, gewéhrleistet werden kann.

Mit Lemma 4.3.7 und (C6) gilt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

lim <VhL(z,g(17))>| QVZL(Z,Q(U)) n:ﬁzf(Z;g(ﬁ» dp(z) = g, (no)-

19—)’190 n=4

Wegen der Invertierbarkeit von i7, () ist daher fiir ¢ in einer offenen Umgebung um vy
die Matrix

 fz9(m)) dp(2)

|7]:7]z

/(VhL(z,g(n))>| ViL(z9(n)

n=n
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invertierbar. Somit gilt fiir ¢ geniigend nahe an 9,

(ﬁ—m)z(/(VhL(z,g(n)))l ViL(z 9(n) f(Z;g(ﬁ))dM(Z))1

n=n

‘U:ﬁz

To()’ / (Vil(zd)  ViL(,0), L f (= 9(0) du(z)(0 = o).

9=g()

Wegen Lemma 4.3.7 und (C5) ist mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

lim (VkL(z, 19)) ViL(z, ), f(9(0) du(z) = ig, (d).

=70 I=g(n)

Damit folgt insgesamt fiir ¥ in einer offenen Umgebung um vy wegen der stetigen Diffe-
renzierbarkeit von g

(7 —n0) = i, (m0) " Tg(n0)"ic, (90) (9 — Vo) + Ra(9, 9) (0 — D),
mit einer Matrix Ry(d,9) € R™* mit limy_,9, R4(9,90) = 0, also die Behauptung. O
Im folgenden Satz wird das lokale Verhalten des Hodges-Lehmann-Index einer Folge von
Tests T', die optimal im Hodges-Lehmann Sinn ist, angegeben.

4.3.9 Satz: Es sei die Folge von Tests T optimal im Hodges-Lehmann Sinn. Fir (i gelten

die Bedingungen (C1),(C2),(C3),(C5),(C6) und (C7). Zudem sei 9y € 0O, fest gewdihlt
und ny := g~ (Yy). Dann ist fiir 9 in einer offenen Umgebung um 9y der Hodges-Lehmann-
Index von T gegeben durch

1 -k
K(@O, 19) = 5(79 - 190)%(:1 (770)(’(9 - ’19()) + (19 - ﬁo)tR7(’l9, 190)(’[9 - 790),
mit einer Matriz R;(9,90) € R¥* mit limy_,9, R7(9,90) = 0.

Beweis: Es sei 1) gemiB (C7) gewihlt. Wir definieren 7y := ¢~'(9p). Eine Taylorent-
wicklung der Funktion n — (L(z,9(n)) — L(2,9))f(z;9(n)), z € R, liefert mit g(ny) = Jo

(L= 900) = L(z9)) £ (= 9(0)
ly=4

= 5=V (L g) - L0 fsan)) G- m)

(L0 00) = L) e:00) + =m0 O (Do) = LG, 0) £ (:900) )

lu=4

N| —

= 30w VT ((Eesg) ~ L) o)) G =< R

N=7z
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mit einer Zwischenstelle 7, auf der Verbindungsstrecke zwischen ﬁ und 7, 2z € R, wobei
wir 1 = (1) schreiben.

Andererseits liefert eine Taylorentwicklung der Funktion J — L(z,9), z € R,
L(2,9) =L(z,9) + (9 — 9) Vi L(z, )

lo=wq

1 .
+§(’l9—’l90) (m[z(z’,ﬁ)b_ﬂz)l ) (’19—’190), S R,

<
1<

IAIA
il

mit einer Zwischenstelle ¥, auf der Verbindungsstrecke zwischen ¥ und 9y, z € R. Dies
liefert insgesamt

~
~

(£ 9) = L(,9) ) £ (21 9(0)
1

|77=7:1
- %(75 —10)'V3, Vi ((L(z,g(n)) — L(ZJS‘))f(z;g(n))) - (n—m), z€ R, (4.3.5)

Es gilt wegen (C7) fiir ¢ in einer offenen Umgebung um v,

0= [ m ¥ ( (Latn) - L0 flgtm) ) aute)

ly=4

und deshalb folgt aus (4.3.5) mit (C2) fiir den Hodges-Lehmann-Index von 7 fiir 9 in einer
offenen Umgebung um

K(80,9) = [ (L(=0900)) — L)) £ (s59() ()

= %(19 - ﬁO)t< %L(z, ﬁ)\wzﬁzf(z; ﬁo)sz)) 1§i§k(19 ~ %)
— 5 G / A ((L(z,gm)) - L(z,ﬂ))f(Z;g(n))) du(2)( — 1),

‘n:ﬁz

wobei die Existenz der beteiligten Integrale mit Hilfe von Lemma 4.3.7 durch (C3) und
(C5) fiir ¥ in einer offenen Umgebung um vy gewéhrleistet werden kann.

Wegen (C1), (C2) und (C3) gilt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

. o? .
S < / 0,00, oS (Z’Wd”(z))l o~ (o)

1<I<k
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Mit (C1), (C2), (C6) und der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von g erhélt man
mit Lemma 4.3.7 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz

Jim [ VT (16 00) 200 5Ci0m) ) e = i)

Somit folgt fiir den Hodges-Lehmann-Index von 7' fiir ¥} in einer offenen Umgebung um v

K(@0,1) =5 (0 — 0)'ic, 00)(9 — o) — (1 — mo)i2, () (3 — )

+ (9 = 0) Rs(9,90) (9 — Do) + (71 — m0)" Re (9, Vo) (17 — 1m0),

mit Matrizen R5(19,’(90) € R¥*F und RG('[?,"QQ) e R mit limr&_>190 R5(’L9,190) = 0 und
limy_,9, Re(,79) = 0. Mit Hilfe von Lemma 4.3.8 ldsst sich dies fiir ¥ in einer offenen
Umgebung um 9y geméaf

A 1 ok
K(@O, ’19) = 5(19 - ﬁo)tlcl (7’]0)(’!9 - 19()) + (19 - ﬁo)tR7(’l9, 190)(’[9 - 190)
schreiben, mit einer Matrix R (1, 9) € R¥* mit limy_,y, R7(V, ) = 0. O

Nun koénnen wir fiir zwei Folgen von Tests T" und 7", die jeweils optimal im Hodges-
Lehmann Sinn sind, folgendes Resultat fiir die lokale Hodges-Lehmann-Effizienz formulie-
ren:

4.3.10 Korollar: Es seien die Folgen von Tests T und T’ jeweils optimal im Hodges-
Lehmann Sinn. Fir ¢ und (] gelten die Bedingungen (C1),(C2),(C3),(C5),(C6) und (C7).
Es sei eine reellwertige Folge (v;)ieny mit v; # 0 fir alle i € N und lim;_,o, v; = 0 gegeben.
Fiir i € N betrachten wir Alternativen der Form

9 9,
19i = 192 + V; 0
9, 0

mit ¥ € RD\ {0}, (9}, 09,95) € 00y, die (9§ + viv1,99,0%) € Oy erfiillen, wobei mit
1
Vo 1= (gé) und V) := (gg)

VLA ()0 # 0 und 9LAG (9)01 # 0
gelte. Dann gilt mit ¥° := (9}, 92, 7%)

P AL (95)0,

ML (90 9)) = — L~
) = S oy,

Beweis: Zunichst betrachten wir nur die Folge von Tests T'. Es sei Jy = (gé ), 95 und 9,

88



wie in der Voraussetzung. Weiter sei ¢ € ©.

Mit Hilfe von Satz 4.3.9 lasst sich fiir ¥ in einer offenen Umgebung um 9, der Hodges-
Lehmann-Index von T geméaf

A 1 ok
K(©o,9) = (9 - 00)"i¢ (0) (0 — o) + (9 — ¥o)" Rr (9, 90) () — o)
schreiben, mit einer Matrix R7(0,J9) € R¥** mit limy_,9, R7(9,90) = 0.

Somit erhdt man fiir den Hodges-Lehmann-Index der Folge von Tests 7' bei Folgen von
Alternativen (9);ey wie in der Voraussetzung beschrieben

1
dp (V) = §u§19§,4§ Y(90)01 + o(v?) fiir i — oc.
Analog erhélt man fiir die Folge von Tests T”
|
dpr (97) = 5#@@4&?(0’)191 + o(v?) fiir i — oo,

sodass insgesamt

o )y A0 BERAGD0 o0 ot 00
errp(0°,01) = hm eprp(9') = lim = lim T————4 = i
i—00 dT(ﬁ ) i—00 V 19 A (190)191 + O(I/Z') 191A<1 (190)191

folgt. U

4.3.11 Bemerkung: Die in Korollar 4.2.5 gefundene Pitman-Effizienz stimmt im We-
sentlichen mit der in Korollar 4.3.5 gefundenen lokalen Bahadur-Effizienz und mit der
in Korollar 4.3.10 gefundenen lokalen Hodges-Lehmann-Effizienz iiberein. Das Resultat
aus Korollar 4.2.5 hat Giiltigkeit fiir Likelihood-Quotienten-Tests unter bestimmten Re-
gularitdtsannahmen. Die Resultate aus den Korollaren 4.3.5 und 4.3.10 haben dagegen
Giiltigkeit fiir optimale Tests im Bahadur- bzw. Hodges-Lehmann Sinn unter bestimmten
Regularitdtsannahmen.

In der Tat finden sich in der Literatur einige Arbeiten, die sich mit der Optimalitét
von Likelihood-Quotienten-Tests im Bahadur- bzw. Hodges-Lehmann beschéftigen. Da-
bei kénnen die Arbeiten von Bahadur ([3]), Baringhaus ([5]), Kallenberg ([19]), Arcones
([2]) und Rublik ([35]) genannt werden.

4.3.12 Beispiel: Betrachten wir in der Situation aus Beispiel 4.2.9 anstelle von Likelihood-
Quotienten-Tests optimale Tests im Bahadur Sinn bzw. Hodges-Lehmann Sinn, z.B. die in
Abschnitt 8 betrachteten Tests, so gilt mit den dortigen Bezeichnungen

r

r
eprr(9°) = == baw. ep(9°) = o

2%
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Betrachten wir im Modell aus Beispiel 4.2.10 anstelle von Likelihood-Quotienten-Tests
optimale Tests im Bahadur Sinn bzw. Hodges-Lehmann Sinn, z.B. die in Abschnitt 8
betrachteten Tests, so gilt mit den dortigen Bezeichnungen

VA el Al
(0, 00) = Geptegt b (07, 00) = Lo
1+ 2

4.4 Volumen-Effizienz bei Likelihood-Quotienten-Tests und Wald-
schen Tests

Nun wird ein allgemeines Resultat erarbeitet das erlaubt, die Volumen- Effizienz von zwei
Tests explizit anzugeben, wenn es sich bei den Tests jeweils um den Likelihood-Quotienten-
Test oder den Waldschen Test handelt. Zur Anwendung kann es in den Abschnitten 8 und
9 kommen.

In diesem Unterabschnitt sei fiir ein gegebenes ¥} € ©!
{vo} = 6.

Das in Unterabschnitt 3 vorgestellte Konzept der Volumen-Effizienz kann in offensichtlicher
Weise auf die vorliegende Situation der (im Allgemeinen) zusammengesetzten Hypothese
erweitert werden, da hier das Testproblem geméf

H: 9, =9, K: 9, €0}

dquivalent formuliert werden kann. Die Volumen-Effizienzen und die Betrachtungen in die-
sem Zusammenhang basieren dann auf Konfidenzbereichsschétzer fiir den unbekannten
Parameter 9, € ©'. Die weiteren Parameter 95 und 9, mit (91,99, 1%) € © sind Nebenpa-
rameter.

Im Folgenden wollen wir Annahmen an die Zufallsvariablen ¢; und (] bei den zugrun-
de liegenden injektiven Parametrisierungen durch O und © formulieren. Der Einfachheit
halber formulieren wir diese Annahmen nur fiir ¢; und ©; sie sollen natiirlich in analoger
Weise auch fiir ¢ und ©’ gelten. Dabei werden die im Zusammenhang mit ¢; und © ein-
gefithrten Grofen im Zusammenhang mit (] und ©’ mit einem Strich versehen.

Wir nehmen an, dass ein o-endliches MaB p auf (R, ) existiert, sodass fiir jedes ¥ € ©

591 < p gilt, und f(-;9) eine p-Dichte von Qf; ist. Zur Vereinfachung der Notation defi-
nieren wir

L(z,0) :=1log f(z;9), z€ R, ¥ € O,

mit log 0 := —oo. Wir setzen generell voraus, dass f(z;19) > 0 fiir alle ¥ € © und alle z € R.
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Dann betrachten wir fir n € N die Schétzfunktionen 9, : (R",&") — (é,%’é) und

U, : (R x O, 6" @ %dl ) = (O, ‘Bk) die in typischen Anwendungsfillen die Maximum-
leehhood Schatzfunktlonen sind. Um die Notation zu Verelnfachen schreiben wir oft

(Q,.. , (o) und bei gegebenem ¥} € ©! auch 79 T = Un(Chy ..oy G, UF) sowie

192* (91, 192 in)- In typischen Anwendungsfillen handelt es sich hierbei einerseits um den
Maximum-Likelihood- Schétzer, andererseits um den Maximum-Likelihood-Schétzer unter
der Hypothese, dass fiir den zugrunde liegenden Parameter 9 = (91,75) € O die Gleichheit
Yy = ¥} gilt. Fiir ¥; = 9} handelt es sich also in typischen Anwendungsfillen um den
Maximum-Likelihood-Schétzer unter der Hypothese H.

Betrachte nun die folgenden Bedingungen:

(D1) Es sei die Abbildung ¢ — f(z;9) fiir alle z € R zweimal stetig differenzierbar.

(D2) Fir alle 1 < 4,5 < k und fir a~lle 9 € 6 gelte [ a%if(z; V)dp(2)
=[5 198; 5 (z;9)dp(z) = 0 und fiir alle ¥ € © existiere die Fisher-Informationsmatrix
aus QY ic, (¥), besitze endliche Eintriige und sei positiv definit.

(D3) Es existiere fiir jedes 9 € O und jedes 1 < i < k ein 0 > 0 sodass mit Us := {0 e R*:
[0 — 9| < 6} € © und Ms(2) := supg.y, 8?9 L(z,0)|g_g-| supg-cy, f(2;9%), 2 € R,

[ Ms(2)du(z) < oo gilt. Genauso existiere fiir jedes ¢ € © und jede 1 < 4,5 < k
ein § > 0 sodass mit M;s(z) := SUP g+, | =L L(2,9)|5_y supgcy, f(2;9%), 2 € R,

99,09,
[ Ms(2)du(2) < oo gilt.

(D4) Es sei fir n € N 4, : (R"6") — (é,%g), sodass fiir alle ¥ € ©
lim,, oo U ((1,s - ,(n) = 9 in Qy-Wahrscheinlichkeit gilt, sowie fiir 1 < i < k auch
limy, 00 5= 7= > =0 a 5 L(¢;, )] G (r,om) = 0 I Qy-Wahrscheinlichkeit gilt.

(D5) Es sei ¥ = (¥1,7,) € ©. Dann sei fiir geniigend grofies n e N "g‘ :(R" x ©',6"®
BL) — (6, BY), sodass fiir alle 9] € O limy,_s0 Un (Cl,.. ,Co) = U in Qy-
Wahrscheinlichkeit gllt mit U = 9 + 95 /y/n, sowie fir 1 < i < k — d;
iMoo 77 25— &9d —L(G;, )|§ 5 ey = 0 i Qo-Wahrscheinlichlkeit.

Die Bedingungen (D1) - (D3) sind identisch mit den Bedingungen (B1) - (B3) aus Unter-
abschnitt 4.2 und den Bedingungen (C1) - (C3) aus Unterabschnitt 4.3. Bei der Bedingung

(D4) bzw. (D5) handelt es sich um eine abgeschwéichte bzw. modifizierte Version der Be-
dingung (B4) bzw. (B5) aus Unterabschnitt 4.2.

Es ist fir ¢ € ©, mit ¥ = (Jy,...,9;)" € R¥, die Fisher-Informationsmatrix aus le
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konkret gegeben durch

icy (V) = (Eﬂ(aﬁ L6 05 He >>>

1<5<k

Wir wollen in diesem Unterabschnitt fiir 95 € ©! die TestgroBe

= 2<ZL GirOn(Cryee ey Ga)) — ZL(Q,éiT(Q, . ,cn))>, (4.4.1)

die in typischen Anwendungsfillen die Likelihood-Quotienten-Testgrofe ist, oder die Test-
grofle

\/ﬁ(én(CM ceey Cn) - 79? (Cla cee aCn))a (442)

die in typischen Anwendungsfillen die Waldsche Testgrofle ist, betrachten. Anschaulich
handelt es sich hierbei um Testgréfien zur Verifizierung der Hypothese, dass fiir den zugrun-
de liegenden Parameter 9 = (91,7,) € © die Gleichheit ¥, = 9% gilt. Der zum Testniveau
« € (0,1) zugehorige Test lautet

,Verwirf die Hypothese, falls T,,(¢97) > x7,.1_" (4.4.3)

1—a

wobei X7,.,_, das (1 — a)-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung mit d; Freiheitsgraden sei.
Fiir 93 = 9} handelt es sich also um Testgrofien fiir unser zugrunde liegendes Testproblem
H gegen K.

4.4.1 Lemma: Es sei 9 € © gegeben. Wir nehmen an, dass die Abbildung U fz 15)

fiir alle z € R auf@ stetig ist. Weiter sei eine Abbildung k: R x © — R gegeben, sodass
fir alle 9 € © k(-,9) : (R, 8) — (R,B) gilt, und fiir alle z € R die Abbildung 0 k(z, 19)
stetig auf © ist. Zudem existiere ein & > 0 sodass mit Us = {0 € R* : |9 — 9| < §} C O,
Ms(2,9) := supjey, k(2 D) f(29), 2z € R, [ Ms(2,9)du(z) < oo gilt. Ferner sei firn € N

Oy (R", &™) — (6, %’é), sodass lim,,_, 1§n(§1, oty o) = U in Qy-Wahrscheinlichkeit gilt.
Dann ist k (6 ® ’B'é, B)-messbar und es gilt

lim — Z k: Q, (C1y ey Gn )) =Ey (k’(Cl, 19)) in Qg-Wahrscheinlichkeit.

n—oo N

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 4.2.1. O

In Vorbereitung auf die nachfolgenden Resultate sei
: (9) 2'1’2(79)) kxk
i 5 5! € R,
wl) = (< (9) i’ (0)
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mit i; () € R, 3’212(19) € RAX(—d) | 21(9) g Rb=d)xdr 22(9) g Rlb—dn)x(k=dr),
Zudem seien fiir 0 = (94, ...,9;)" € © Nabla-Operatoren gemif

0 0 \*
Vi = <0_1§1778_?§k>

und

definiert.

4.4.2 Lemma: FEs gelten die Bedingungen (D1) bis (D5). Es sei ) = (91,0,) € O, 9 € R®
beliebig und V7 := 91 + 95 /v/n, n € N. Weiter sei 0, := (97,92). Dann ist

Vit = 05) =i (0) 7 0pdryxds s Tias Vicy (0) /1 (D — 92) + 00, W)V, — 1)
+ oQﬁ(l)\/ﬁ(ﬁ‘g}; —¥9) + 0g, (1) fir n — oo,

und es gilt bei zugrunde liegendem Parameter ¢

\/ﬁ(ﬁn - 1971) L> Nk ( - (12)T )7 iCl (19)_1> f’iL"f’ n — o0.
Beweis: Eine Taylorentwicklung der Funktion ¢ — > a 5; L(¢, ), =1,...,k, liefert

(G D)), + th L(Gi, 01y 5, V(D = 0)

\/_2819

%Ofﬁrn%oo, j=1,...k,

:% ; a_g]L(Cm ,19)‘5:1%

mit einer Zwischenstelle ﬁjm auf der Verbindungsstrecke zwischen ¥,, und Op, 1=1,... k.
Anders geschrieben erhélt man

. %Z?:l Vi 3?9 L(Ciﬂg)\g:@m
Vk% Z L(CZ, 19)'1521971 + : \/ﬁ(ﬁn - 1971) = OQﬁ(l)
= Zz 1 vk 99y (CZ’ ) F

ﬁk,n
fiir n — oo.
Mit Lemma 4.4.1, (D2) und (D3) erhélt man
%Z? 1V1]£ca?9 L(C’M ) 7771
lim : = —i¢, (V) in Qy-Wahrscheinlichkeit.

n—oo

% Z?:l Vf@ 33 L(Q, &)‘5:5

k,n
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Somit folgt einerseits

~

Vk% D LGy, = ia (DV(In = Un) + 00y (1V/a(In = 00) + 0g, (1)
fiir n — oo.

Andererseits hefert mit 9 = (Jy,0,)" eine Taylorentwicklung der Funktion

Py L, = LG D), = L k=,

1 < 0 - 1« d 5 Ao7
e Z = L(Q, 19)'45—1971 + ﬁ Z VZ_ 1§—L<CZ’ 19)|1§:§1?? \/ﬁ(ﬁQ,n - 192)

VN = 90,4, - . ) di+j

Ly 9 L(¢;,9) D90 fir n — 1,... k—d
= —L(G, N ir n — oo, j = —dy,

Vi a4 =il - 1

mit 5}’71; = (07, 1921] ,,)t und Zwischenstellen 192 ., auf der Verbindungsstrecke zwischen 79

und v9, 7=1,...,k —d;. Anders geschrleben erhilt man

n

1 & -
(O(k—dy)xdrs Te—ay )Vkﬁ Z L(G, D),

% Z?zl vk d1 gwd (<17 ) 5 _omn

71n

+ : VA% — 0y) = 0g, (1) fitr n — co.
. Zz lvk d1319 (C“ ) 90

1
=91

Mit Lemma 4.4.1 erhédlt man wegen (D2) und (D3)
122 1 k dlagd 41 (Clu )_ _om

qL91,n

nh_g)lo : = —@212( ) in Qy-Wahrscheinlichkeit,
o Zz lvk di 319 (Cla ) L

1
9= a1 n

wobei zu beachten ist, dass igf(ﬁ) reguldr ist. Somit folgt andererseits

R ~
(Ok—dy)xds » Ik—d1>vk% Z LG 9);_,,
=1

_zgf(ﬁ)\/ﬁwﬁ’; — 13) + 00, (DV/n(DyY, — ¥3) + 0, (1) fiir n — oo,

und damit insgesamt

A

\/E(ﬁgnn - 192) _Zz‘ 2(19)_1(0(k7d1)xd17 Ik—d1)iC1 (79)\/5(1971 - ﬁn) + OQﬁ(l)\/ﬁ(ﬁn - 1971)
+ oQﬁ(l)\/ﬁ(ﬁgi —9) + 0g, (1) fiir n — oo,
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also die erste Behauptung.
Zum Beweis der zweiten Behauptung zeigen wir zunéchst
Vi(D, —9) == N (0,i¢, (9)7") fiir n — oo

bei zugrunde liegendem Parameter . Dafur gehen wir wie folgt vor: Eine erneute Taylor-

entwicklung der Funktion 9 — Yoy 819 L(¢,v), j=1,...,k, liefert

\/_2(919 Cza o T th L(G, )1 19Jyn\/ﬁ(1§n_ﬁ)

J

\/_Z NLQ, 5 &>Ofﬁrn—>oo,j:1,...,k,

mit Zwischenstellen 19]n auf der Verbindungsstrecke zwischen U, und 9, 3 =1...,k
Setzen wir fiir n € N

nz VZ@? L(Cialg)|1§7:

—"91,71

=D D V}Zag L(Cu @)L;::
so erhalten wir
Ve i L(G, D)), 4 Guv/n(0, — ) = 0g, (1) fiir n — oo.
Vi =0
Zudem folgt erneut mit Lemma 4.4.1, (D2) und (D3)
nh—>r20 G = —i¢ (V) in Qy-Wahrscheinlichkeit.

Nun betrachten wir fiir n € N den Ausdruck

~

W —Vk\/—ZLCH l5—s 241(19)\/_(19 _19)’

der sich auch schreiben lasst in der Form
W, = R, I(G,, reguldr) + W,, I(G,, singulér),

mit
R, = —ic,(9)G, (G V(b +V;W-ZLCZ, o >

+ (141, (ﬁ)é;l)vk% Z L(G, D),
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wobei

Gli=

n

~ G! , G, reguldr
—ie, ()™t |G, singuldr
gesetzt wird. Nach Annahme gilt lim,,_,o, W,, [(G,, singulér) = 0 in Qy-Wahrscheinlichkeit.

Es geniigt also, nur noch lim,,_,«, R, I(G, reguldr) =0 in QNﬁ—Wahrscheinlichkeit sowie die
entsprechende Verteilungskonvergenz fiir Vk\/Lﬁ Yo L(G, ) zu zeigen.

|1§=19

Es gilt mit dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz bei zugrunde liegendem Pa-
rameter 1

1 o
Vi > LG, D)), — Ni (0, (9)) fir n — oo
=1

Insgesamt folgt mit dem Lemma von Slutsky lim, _,. R, = 0 in (y-Wahrscheinlichkeit,
sodass insgesamt lim,,_,.o W,, = 0 in QQy-Wahrscheinlichkeit folgt. Somit gilt bei zugrunde
liegendem Parameter ¢

Vi(0, — ) = Ny, (0,i¢, (9)71) fiir n — oo.
Weiter ist

Vi = V) = V(D = 9) + VA0 = 0,) = V(D — 9) — ().

Damit folgt die Behauptung. (|

Es soll angemerkt werden, dass die zweite Aussage aus Lemma 4.4.2 auch aus klassischen
Aussagen zur asymptotischen Verteilung von Maximum-Likelihood-Schétzern hergeleitet
werden kann. Siehe hierzu etwa Satz 6.35 in [27].

4.4.3 Lemma: Es sei T,, durch die Testgrofie (4.4.1) oder durch die Testgrifie (4.4.2)
gegeben und es gelten die Bedingungen (D1) bis (D5). Weiter sei 9 = (91,0,)' € ©, 0% €
R% beliebig und 97 := 9y + 95 //n, n € N. Dann gilt bei zugrunde liegendem Parameter 9

T, (97) AN Xfll(d) fiir n — oo,
mit
§ o= (1) (i () — g2 (0)i2?(9) NG ()Y}

Beweis: Zunichst handle es sich bei den Tests T um Tests der Form (4.4.1). Es sei
Uy, = (U7, 92). Eine Taylorentwicklung der Funktion ¢ — >"" | L((;, 9) liefert fiir geniigend
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grofles n € N

ZL<Cj7ﬂn):ZL(Cj7 )+\/_( \/—ka C]’ l—d,

1 ol O . -
+ 5\/5@971 - 1911) <ﬁ ]Z:; aﬁiaéllf@jvﬁhg—ﬂn) 1<i<k\/ﬁ(19n - ﬁn)a

1<i<k

mit einer Zwischenstelle 9,, auf der Verbindungsstrecke zwischen 1§n und ¢,,. Mit Lemma
4.4.1, (D2) und (D3) gilt

Il & .
nh_)rglO <ﬁ ; 81§i81§lL(Cj’ 19)5—19”) 1sich = —i¢, (V) in Qy-Wahrscheinlichkeit.

Wegen (D4) lésst sich dies auch in der Form

3 LG 0) = 3 LG 0) =V = ) 00, (1) + (0 = 0, DV = 0,

~

+ (0, — 9,) 00, (1)v/n(d, —9,) fiir n — oo

schreiben.

Andererseits liefert eine entsprechende Taylorentwicklung fiir geniigend grofles n € N

ZL(C]70n> :ZL(ijéz?)—F\/ﬁ(ﬁQ—l%n ka dl CJ7 SO
j=1 j=1

d=d, 1

1 397\t 1 & 0? AT
+ Ly, - 381 (—Zaﬁ P R O )
k—di1+1<I<h

.. 99T 97 . . 97 . .
mit 9, = (J7,7,,)" und einer Zwischenstelle ,;, auf der Verbindungsstrecke zwischen

191291; und 5. Mit Lemma 4.4.1, (D2) und (D3) gilt

S . . .
7}1_{20 (— Z 3509, L(¢;, ) Y —2212(79) in (Q)y-Wahrscheinlichkeit,
k—dy +1<I<h

wobei zu beachten ist, dass izf(ﬁ) regulér ist. Wegen (D4) lisst sich dies auch in der Form
> LG, 00) Z L(¢j, Un (192% — 12)"0q, (1)
j=1

+- f (02, = 0)22 (9) /(D25 — )

+ V(v 2,1n — 1) OQﬁ(l)\/_(ﬁgl — 1) fiir n — oo
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schreiben.

Insgesamt erhalten wir fiir unsere Testgrofle die Darstellung

T,(97) :2(gL(Q, ZL (¢;,907) )

:2(?1 L(Giy i) — Z L(@-n%)) - 2(2 L(G 02 - im, m))

—V/n(On = 0n) i, (0) /00, — D) — \/_(192171 — 92)"iZ2 () /(D31 — )
+ V(W = )0, (1) = Va(dy, — 92)'0q, (1)
+ V(b = 0n)'0q, (VD — 0,) = V(s — 1) 0, (1)Vn(ly), — )
fiir n — oo.
Mit Hilfe von Lemma 4.4.2 lasst sich dies schreiben als
T, (97) =v/n(0, — 0,)" 85 (0)Vn(D, — 9n) + 0, (1) fiir n — oo,
mit
1,1 1209122 2,1
ch “(¥) = (Zg (V) — e (79)% (0)~ 1% () Ody x (k—dy) ) c RF*k.
Otk—dy)xdy Otk—dy)x (k—dy)
Mit Hilfe der zweiten Aussage von Lemma 4.4.2 sowie mit ()i (0)ig(9) = i (),
¥ € O, und Satz 1.4.5 in [28] folgt
T,(97) — x5, (0) fiir n — oc.

Nun handle es sich bei der Folge von Tests T' um Tests der Form (4.4.2). Man erhélt mit
Lemma 4.4.2

V(D — 0%) =y/n(D, —0,) — Va0 —,)
~ O0dy x (k—dy Agn
Ay — By) — ( < >) N

kadl

Ousse(hdn)) 22, o . .
== () B0 0w )i ) ) Vil — 0,

Li—ay
+ 09, (WA, — 1) + 0g, (VAL — 95) + 0g, (1) fitr n — 0o
und daraus mit zzz‘(@)z;(ﬁ)zzf(é) = sz(@), U € O, sowie der Stetigkeit der Abbildung
U= i (0), ¥ € O, welche aus den Annahmen folgt, schliefllich
T, = V(0 — 020 )i, (028 )/, — 02F)
= V(D = 0,)"i5 (9)ig (9)iZ (9)v/n(dy — V) + 0g, (1)
= (0, — 9,)85 () (D, — 0,) + 0g, (1) fiir n — oo.
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Der Rest folgt analog zu den oben dargestellten Ausfiithrungen. O

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich die zentralen Resultate in diesem Unterabschnitt
formulieren.

4.4.4 Satz: Es sei T, durch die Testgrofie (4.4.1) oder durch die TestgrifSe (4.4.2) gegeben

und es gelten die Bedingungen (D1) bis (D5). Es sei 9 = (91,9,)" € ©. Zudem existieren
2u ¥ nicht negative messbare Abbildungen m,, : R" — R, n € N, und m : R%" — R mit

Qu(T(01 + 0 /V) < X o) < ma(95) fiir (9 +93//m) € ©F (1.4.4)
und
nh_)rrolo mn(07) = m(93) fir alle 97 € R® (4.4.5)
sowie

/mn(ﬁ”{)dﬁ’{ < oo, n€N, /m(z?f)dﬁ* < oo und lim [ m,(¥97)dv] = /m (97)dv.
(4.4.6)

Dann gilt fiir das erwartete Volumen des Konfidenzbereichs bzgl. des in (4.4.3) genannten
Tests

)d1/27.‘.d1/2

2
lim n®/? By(voly,) = (i1

1,1 iL2(9);2:2 1,21 —1/2
e = @z el ) =i i ) @)

Beweis: Durch Substitution und mit dem Satz von Fubini erhélt man
n/? By(voly,,) = By (ndl/Q/I (T (07) < X?h;l—a) (V] € @1)d19’1‘)
=B ([ 100+ 01V < N o) 101+ 01/R) € ©)a0)
— [ QuT01 + 93/V) < X ) 1@+ 03/V) € ©1)a;
Mit Lemma 4.4.3 gilt
T,(97) == T(0;) == (Z = 97)" (i (9) — i (9)ig(9)1ig (9)) (Z — 95) fiir n — oo,

mit einem ohne Einschrankung auf dem zugrunde liegendem Wahrscheinlichkeitsraum exis-
tierenden Zufallsvektor Z mit

Z ~ Ng, (0, z}f (1) — igf(ﬁ)z’gfw) 12311(19))
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bei zugrunde liegendem Parameter 1. Wegen der Stetigkeit der Verteilungsfunktion von
T (9%) bei zugrunde liegendem Parameter 9 gilt

ILm Qo (Tn(91 + 07 /vn) < X31-a) = Qo(T(V}) < X3,.1_a) fiir alle I} € R™.
Dann gilt wegen lim,, .. [((¢; + 97/4/n) € O) =1 fiir alle 9 € R auch
11H1 Qg( (’191 + 97 /\/_) < Xd11 a) ((191 + /\/_) €0 ) = Qﬂ(T(ﬁ;) < X?ll;l—a)
fiir alle 97 € R%.

Nach Voraussetzung existieren nicht negative messbare Abbildungen m,, : R — R, n € N,
und m : R4 — R mit

Qo (Tu(Vh +91/Vn) < Xga-a) (01 +07/v/n) € ©') < my(07)
fiir alle 93 € R™ und alle n € N,

die (4.4.4), (4.4.5) und (4.4.6) erfiillen. Damit folgt mit Pratts Version des Satzes von der
majorisierten Konvergenz (sieche A.1.1 im Anhang) und erneut mit dem Satz von Fubini

lim n®/2 By(voly,,) = / Qo (T(97) < Xiy1—a)dV; = Eg ( / 1(T(W;) < th;l_a)dﬂ;)

=Ey (/I ((Z — 19;)"/(32“11(19) - 2212(?9)2312(19) 12211(19))(2 — 7)) < X?ll;la>d19>{)

= ]’E'l9 ( (le;l—a)dl/2ﬂ.d1/2

et ((0) = 00 0) )

F(dl/Q + 1)
(X?l ;17a)d1/27rd1/2 1.1 .1,2 2.9 1.2,1 —-1/2
=Tz el ) =g )i ()i @)
wobei hier die bekannte Formel zur Berechnung des Volumens fiir Ellipsoide, siehe Beispiel
1 in Abschnitt 9.1 in [21], benutzt wurde. O

Die beiden nachfolgenden Lemmata kénnen zum Nachweis der Existenz von nicht negati-
ven messbaren Abbildungen m,, : R% — R, n € N, und m : R — R mit (4.4.4), (4.4.5)
und (4.4.6) niitzlich sein.

4.4.5 Lemma: FEs sei T, durch die Testgrofie (4.4.2) gegeben und es gelten die Bedingun-
gen (D1) bis (D5). Es sei 9 = (01,95)" € ©. Weiter existieren Mengen Ky, Ky € BE,
KiNKy=0, KUK, = (:), sodass eine reelle Zahl Apin > 0 existiert mit

inf Ay > Amin,
’L9€K1

mit Ay als kleinster Eigenwert der Matrix igl(lg) 0 e Ky, und dass

lim Qo (T (91 + 07 /vVn) < X3,1—a» (01 +95/v/n) € O, 19191“9 Ve Ky) =0
fiir alle 97 € R™
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sowte

lim [ Qo(Tw (1 +07/v/n) < Xiy1a (0 +97/v/n) € O 05V € K)dv; =0

n—o0

gilt. Dann existieren nicht negative messbare Abbildungen m, : R" — R, n € N, und

m: R — R mit (4.4.4), (4.4.5) und (4.4.6).

Beweis: Es sei U, = ({1,,05,)". Weiter sei 97 € R* beliebig, n € N und 97 := 9, +9%//n.
Dann ist

To(0%) = v/l — 028V ig, (O — 02) > Nsop v/ — 038 /n(D, — 037
> Nuin V(s = OV~ 02 2 Aia V1O — 07) V1 (D10 — )
auf {07 ¢ K.} fiir 07 € O,
Damit ist
L(T0(07) < X2 o 02 € OY) =1 (T(02) < X2, 0% € O, 071 € K)
FL(TL(07) < X3 00 € O1,0% € K)
< T (Amin V(D10 — 97) V(10 — 7)< Xari1-a)
FL(TL(07) <\ 0 € O10% € ), 9% € R:
Es folgt mit der Monotonie des Erwartungswertes
By (1(Ta(3) < Xy 7 €0") ) <By (1 (miny/2(010 = 9 VA1 = 95) < xpia)
FL(Th(07) < X2 an 00 € O, 0% € i),
9F € R™,
dquivalent
Qo (Tu(97) < X3 1—ar U7 € O1) <Qup (MminV(V1 — 91 V(D10 — V7)< X3 1_a)
+ Qo (Tn(97) < X2 o9 € O10% € Ky), 9% € R
Wir setzen
ma(97) :=Qp (Amin V(D10 = 91V 10 = 97) < Xii1-a)
+ Qo (Tu(9?) < X34 00 € O1,0% € Ky), 0 €R™, neN.
Dann erfiillt m,, (4.4.4). Weiter gilt mit Lemma 4.4.2
V(1 — IV n(01, — 00 = (W — 9 W — 9%) fiir n — oo, 07 € RY,
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mit einem ohne Einschrankung auf dem zugrunde liegendem Wahrscheinlichkeitsraum exis-
tierenden Zufallsvektor W mit

. . ) 1. 1
W~ Na, (0, (i (9) = i @)iz20) i (9) ™)
bei zugrunde liegendem Parameter 1. Wegen der Stetigkeit der Verteilungsfunktion von
(W —93)(W — 99%) bei zugrunde liegendem Parameter ¢ gilt
nh—g)lo Q'ﬂ ()\min\/ﬁ<1§1,n - ﬁ?)t\/ﬁ(ﬁl,n - 79?) < le;l_a)

Qo (haia (W — 0" (W —9) < X2 o), 05 € R,
Nach Voraussetzung gilt
lim Qy(T,(97) < X3.1_a V7 € OL, 0% € Ky) = 0 fiir alle 9] € R,

n—oo

Setzen wir
m(07) 1= Qo (Muin(W = 07)' (W = 07) < XG,1-a), U7 € RY,
gilt also lim,, oo m, (97) = m(97) fiir alle 97 € R%, d.h. (4.4.5). Es muss nur noch (4.4.6)

nachgewiesen werden. Es gilt mit dem Satz von Fubini

/ Qs iD= IV (Dy — ) <\ ) A

= Eﬁ (/I ()\min\/ﬁ(ﬁlm - ﬁ?)t\/ﬁ(ﬁlm - 19?) < X?h;la)dﬁi)
((Xﬁl'l—a)dl/Qﬂ-dl/2) (Xﬁl'l—a)d1/27d1/2
-T2 4 1) ) AT (/24 1)

min min

<00, n €N,

wobei hier die bekannte Formel zur Berechnung des Volumens fiir Kugeln benutzt wurde.
Damit folgt mit den Voraussetzungen [ m,,(97)dd; < oo fiir geniigend groBes n € N, was
uns geniigen soll. Erneut mit dem Satz von Fubini ist

/Qﬁ ()\mln(W - ﬂ;)t(W - 19;) < X?h;l*a) dﬁi

= By (/1 (Aumin (W = 97)" (W —9]) < th;l_a)dﬁj>
=EK ((X?llﬂ—a)dl/%rdlﬂ) - <X?l1;1—a)d1/27rd1/2 < o0
/\dl/QF(dl/2 + 1) )\dl/QF(dl/Q + 1)

min min

Damit folgt [ m(07)dd; < co. Wie wir also sehen, ist
[ Qo1 = Y il = 93) < )03

= [ Quwin(Z = 92~ 07) < N0, e N

Damit ist mit den Voraussetzungen lim, o [ m,(97)dd; = [ m(97)dd; und insgesamt
(4.4.6) gezeigt. O
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4.4.6 Lemma: Es sei T, durch die Testgrifie (4.4.1) gegeben und es gelten die Bedingun-
gen (D1) bis (D5). Es sei 9 = (01,95) € ©. Weiter existieren Mengen Wy ,,, Wa,, C S&",
Wl}anQ’n = (Z), Wl,nUW2,n = Rn’ n e N, und Kl,Kz € %g, KlﬂKg = (Z), Kl UK2 = @,

K1 konvex, sodass eine reelle Zahl Ay, > 0 existiert mat

inf A 5> Anin auf {(C1y...,Cn) € Wiy} fir allen € N,

19€K1
mit N, als kleinster Eigenwert der Matriz (—3 ", 619 -5 L(¢j, Nh<i<k, ¥ € Ky, und
: l 1<1<k
dass
nlggo Qﬂ(Tn(ﬂl + 19;/\/5) < X?ll;l—om (191 + ﬁ;/\/ﬁ) S @1a (Cla s 7§n) € Wan
U, € Ky oder 901791/V ¢ Ks) =0 fiir alle 9} € R4
sowie

JL%/Q@(Tn(ﬁl + 193{/\/5) < le;l—ou (191 + 191(/\/5) € @1’ (Clv s 7Cn) € Wlmn
Dy € Ky oder 97V € )t = 0
qilt. Ferner gelte

nh—golo Qﬁ (TTL(ﬁl + 19;/\/5) < Xc2il;1—aa (191 + 79){/\/5) € 617 (Cla s 7Cn) € WQ,n) =0
fiir alle 97 € R™

sowre

lim | Qu(T,(91 + 95/v/n) < X5—ar (91 +97/v/n) € O (1, ..., C) € Way,)dd; = 0.

n—oo

Aufsrdem sei

"L 0
Za@ L(¢,0)]5- dntcrrcn =0 auf {(G,. ... Cn) € Wiy} fiir allen €N
=0

erfiillt. Dann existieren nicht negative messbare Abbildungen m,, : R* — R, n € N, und

m: RY — R mit (4.4.4), (4.4.5) und (4.4.6).

Beweis: Es sei 9, = (191 WU )" Weiter sei 95 € R™ beliebig, n € N und 07 := 9, +97//n.
Eine Taylorentwicklung der Funktion 0 +— 3% L((;,9) liefert fiir 97 € @1

S ¢, 3) ZL@, V(! ka (D),
j=1

2 A 1 2 ~
b2l ( Z L(¢;. ) :n)wkﬁwn 0,).

n <i<
=1 1<I<k
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mit einer Zwischenstelle Ei? auf der Verbindungsstrecke zwischen Jot und 9,. Mit den
Annahmen folgt daraus fiir 97 € !

~

Ly~ &) Vi, — 32
P50 ) 1<i<k MVn n

T (07 = v/n(D, — 0% t( -
auf {((1,...,¢n) € Wi, } fiir alle n € N.

Der Rest folgt analog zum Beweis von Lemma 4.4.5. U

Mit Hilfe der bisherigen Resultate kénnen wir nun ein Ergebnis fiir die Volumen-Effizienz
zweier Likelihood-Quotienten- oder Waldscher Tests angeben.

4.4.7 Korollar: Es seien T,, oder T jeweils durch die Testgrifie (4.4.1) oder durch die
Testgrofe (4.4.2) gegeben, und es gelten jeweils die Bedingungen (D1) bis (D5). Es sei
0 = (01,09,95) € ©, 9 = (01,9,)" € © und 0 = (91,0%)" € ©. Zudem existieren zu U
nicht negative messbare Abbildungen m, : R" — R, n € N, und m : R% — R mit

Qo(Tuliy + 03/V/) < X a) < ma(95) fir (9, +;/V/) € ©!
und

lim m,, (9}) = m(9%) fir alle 9% € R™

n—o0

sowie

/mn(ﬁ’{)dﬁ’{ < oo, n€N, /m(ﬂ’{)dﬁ‘{ < oo und lim [ m,(9¥7)dv] = /m(ﬁ’{)dﬁ{.

n—o0o
Ferner existieren nicht negative Abbildungen m! : R®" — R, n € N, und m’ : R" — R mit
My (T(01 +03/v/) < X ) < mi(0) Jiir (9, +93/v/) € ©°
und

lim m/,(97) = m'(97) fiir alle 97 € R

n—o0

sowre

n—oo

/m (¥))d0] < o0, n €N, /m (97)dY; < oo und lim [ m] (97)dv; = /m’(ﬁ*{)dﬁf.

Dann hat man

n—o00 7 n— 00

By (Volr.,) ) | det () = P 0)iZ () 1 @)

By (Volz,,) det (il (9) — z}f(ﬁ)zﬁf(ﬂ) Ligh(9)

lim €39 (9) = lim (
¢1

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.4.4. O
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4.4.8 Beispiel: In der Situation aus Beispiel 4.2.9 gilt mit den dortigen Bezeichnungen

. vo Q9 r Q9
7111—{20 eT'I,T,n@?) = B = G:PF)',T@?)-

Betrachten wir das Modell aus Beispiel 4.2.10, so gilt mit den dortigen Bezeichnungen

. vo ~ det FQ
lim e}y, () = doiT,

n—o0
Dabei ist zu beachten, dass in diesen Beispielen die Likelihood-Quotienten-Tests jeweils
mit den zugehorigen Waldschen Tests iibereinstimmen.

4.5 Vergleichskriterien

Wie wir in den vorhergehenden Unterabschnitten sahen, ist die Effizienz zweier Tests oft
durch den Quotienten entsprechender quadratischer Formen, genauer durch einen verallge-
meinerten Rayleigh-Quotienten, gegeben. Diese Tatsache ist in der einschliagigen Literatur
bekannt; siehe hierfiir z.B. Puri und Sen ([32]) oder Miiller-Funk und Witting (]27]).

Es lohnt zu iiberlegen, wie ein Qualitédtsvergleich von Experimenten anhand solcher Ef-
fizienzen vorgenommen werden kann. Wir wollen deshalb in diesem Unterabschnitt davon
ausgehen, dass eine Effizienz in der Form der Resultate von Korollar 4.2.5, Korollar 4.3.5
und Korollar 4.3.10 vorliegt.

Zusétzlich betrachten wir Effizienzen, die durch den Quotienten zweiter Determinanten
von symmetrisch positv definiten Matrizen gegeben sind. Dies wird durch das Resultat
von Korollar 4.4.7 motiviert.

Es sei © C R? und 96, C ©,. Weiter sei d; € N mit d; < d und ) # B C R% \ {0}. Fiir
Jg € 00¢ und J; € B sei eine abstrakte Effizienz der Tests T" und 7" gegeben durch

V7 A¢ (Vo)
i =1 4.5.1
€ T,T(1907191) ﬁﬁAgl(ﬂo)ﬁl’ ( 5 )
oder durch
~ detAc/(ﬁo)
g =1 4.5.2
€ T,T(l(/lo) detACl(ﬂo)’ ( 5 )

wobei mit A, (Jp) € R** und A (9y) € R"*% symmetrische positiv definite Matrizen
gegeben seien, die vom Parameter vy € 00, abhéngen.

Es ist zunédchst von Interesse zu fragen, wie klein oder grofl die Effizienz eff7+ p sein kann,
wenn wir von einem gegebenen vy ausgehen. Durch

Vi Ag (Vo)1 V1A (Vo)
— L Zeffp (9, 10) < — VY B
1911%3 ’19314(1 (190)’[91 = oir VT( 0 1> o 1981%% ﬁﬁAQ (190)191 v LE
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sind untere und obere Schranken fiir die Effizienz gegeben.

Wir definieren die Matrix
E(do) := A¢ (90)A¢, (90)

wobei die nach wachsender Grofle geordneten Eigenwerte von E(ty) durch 0 < A\ (ty) <
- < Mg, (Y9) gegeben seien sollen.

4.5.1 Lemma: FEs ist
M (Uo) < effp (09, 01) < Ay, (Vo) V U € B,

wobei die angegebenen Schranken im Fall B = R% \ {0} angenommen werden.

Beweis: Da A, (Yy) symmetrisch und positiv definit ist, existiert eine Cholesky-Zerlegung
von Ag, () gemas

A, (90) = C(W0)C (o))",
mit einer reguldren Matrix C'(dy) € R4*% . Wir setzen
D(dy) := C(9) " Ay (00) (C(9) ™)'
und fir ¢, € B
V= C(ﬁo)tﬁl.

Die Matrix D(d) ist symmetrisch und besitzt ebenfalls die Eigenwerte 0 < A\;(dy) < -+ <
A, (¥9). Ferner ist

v'D(0g)v
eHT’,T = effT/7T(190, 19) = A

vty

der Rayleigh-Quotient der symmetrischen Matrix D(dy) an der Stelle v. Bekanntlich ist

v D(Yo)v
A (Vo) < S < Agy (Vo).
Im Fall B = R%\ {0} wird fiir ¢; = (C(9y)")v mit v als Eigenvektor zum Eigenwert A; ()
bzw. Ag, (¥g) der Matrix D(vy) die untere bzw. obere Schranke angenommen. O

Mit der Matrix

E(o) :== A (P) — A¢, (Do),

und ihrer nach wachsender Groe geordneten Eigenwerten A; () < --- < Ag, () gelingt
eine weitere fiir einen Wirksamkeitsvergleich niitzliche Feststellung.
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4.5.2 Lemma: FEs treffen die Implikationen

S\d1 (’190) <0 = sup eﬂ‘T/’T(ﬁo,ﬁl) <1,
Y1€B

und

/\1(’[90) >0 = ﬁilléfB effT/7T(190,191) > 1,

zu, wobei im Fall B =R¥ \ {0} auch die Umkehrung jeder dieser beiden Aussagen gilt.

Beweis: Es ist

}1 - 1931441(190)191
V5 A, (90) 01

—N

IV IA

——
—_

effT/7T(190, ’(91) {

IV IA

& ﬁtlAq(ﬂO)ﬁl{ V1A (90)01

IV IA
——

o 9 (Ag (%) — A, (9)) 1 {;} 0

ﬁtiEN’(ﬁo)ﬂl {S

0V 9, € B.
9L, 2} L€

Eine Argumentation wie im Beweis von Lemma 4.5.1 liefert

5 < VL E ()0

A (0 < Ag,(00) ¥V 91 € B.
1(Yo) < 70, < Mg, (Vo) V 04

Dies impliziert

5\d1 (Wo) <0 = sup effp p(Jg, 1) <1

Y1 EB
und
A > i : >
)\1(190) >0 = 7911IéfB effT 7T<’l90,191> >1
sowie im Fall B = R% \ {0} auch die Umkehrung jeder dieser beiden Aussagen. O

4.5.3 Bemerkung: Existiert eine offene Umgebung U C R um 0 € R mit U\ {0} C B,
so kann bei der Betrachtung von Effizienzen der Form (4.5.1) ohne Einschrénkung von
B =R% \ {0} ausgegangen werden. Fiir jedes ¥; € B und jedes a € R\ {0} ist niimlich

i e 90 — 19§Aq (190)’[91 o aﬁﬁAq (190)@191
offrr (o, ) = O A (00)0,  adi A, (Vg)ad;
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Bei kanonischer Fortsetzung von effrr p(dg, ) auf B := {ad1;a € R\ {0},9, € B} finden
wir

{GHTIVT(Q%,’[%);Q% c B} = {GHT/7T(190,191);791 c B}
Bei U\ {0} C Bist B=R®% \ {0}.

Um gewisse Aussagen im Zusammenhang mit der Effizienz e~ffT/7T zu erhalten geniigt es,
die Effizienz eff7 p zu betrachten, wie das folgende Lemma zeigt.

4.5.4 Lemma: Es liege die Situation aus Bemerkung 4.5.3 vor. Dann gelten folgende
Implikationen:

a) SUDy, cRrd1\ {0} et r(Jo, %) <1 = e}fT/’T(l%) <1.
b) supy, cpan (o) eff 1 (90, 91) <1 = effp 7(o) < 1.
¢) effpp(Po,01) =1V 0 € RN\ {0} = effnp(d) = 1.
d) infy, cpar o) effr (90, 0h) > 1 = effpr 7(¥) > 1.
e) infy, g g0y effr 7 (9o, 01) > 1 = effp 7(¥) > 1.

Beweis: Dies sicht man z.B. fiir Implikation a) wie folgt. Es seien 0 < A\ (¢y) < -+ <
Ad, (U) die nach wachsender Grofie geordneten Eigenwerte von E(tg) = A¢ (99) A¢, (9o)
Mit Lemma 4.5.1 folgt aus supy, cpar\ oy €ffr 7(do, V1) < 1 auch Ay, (Jo) < 1. Damit ist

dy
eICfT/,T(ﬁO) = H)\l(lgo) < 1.
=1

Die anderen Implikationen folgen analog. U

Interessiert man sich also fiir die Frage, welches Experiment eine hohere Effizienz auf-
weist, so konnen die Eigenwerte der Matrix E(dy) oder E(Jy) betrachtet werden.

Die beiden Aussagen von Lemma 4.5.2 konnen natiirlich auch dquivalent mit Hilfe der
Definitheit der Matrix E(d,) formuliert werden, da diese Matrix symmetrisch ist. SchlieB-
lich ist eine symmetrische Matrix genau dann positiv semidefinit (negativ semidefinit),
wenn alle ihre Eigenwerte positiv oder 0 (negativ oder 0) sind. In diesem Zusammenhang
ist auf folgende niitzliche Tatsache hinzuweisen: Sind die Matrizen A¢, (Jo) und A (do)
positiv definit, so ist A¢r (o) — A¢, (¥o) genau dann positiv semidefinit (negativ semidefi-
nit), wenn Aer (99) " — Ag, (9) " negativ semidefinit (positiv semidefinit) ist. Siche hierzu
Lemma A.1.3 im Anhang.

Eine naheliegende Frage ist in diesem Zusammenhang natiirlich, wie sich die Wahl des
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Parameters vy € 00 auf die Effizienz oder die genannten Schranken auswirkt. So soll z.B.
im Hinblick auf die zu Beginn dieser Arbeit beschriebenen Fragestellung im weiteren Ver-
lauf dieser Arbeit unter anderem der Frage nachgegangen werden, wie sich eine bestimmte
Abhéngigkeitsstruktur zwischen X; und Y7, wobei (X1, Y;) geméf der verbundenen Stich-
probe verteilt sei, auf die Effizienz auswirkt. Diese Abhéngigkeitsstruktur wird durch den
Parameter vy € 00, festgelegt.

Es ist von Interesse, bei welcher zugrunde liegender Abhéngigkeitsstruktur zwischen X; und

Y} die verbundene Stichprobenerhebung basierend auf den Beobachtungen (3 ),..., (")
der unabhéngigen Stichprobenerhebung basierend auf den Beobachtungen ();j ) ();';‘ )

auf Grundlage der betrachteten Effizienz vorzuziehen ist.
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5 Tests zur relativen Wirksamkeit

5.1 Motivation und Situation

Ein Anwender kann die Wahl eines Experiments von der Grofle der Effizienz zweier verschie-
dener Tests abhéngig machen. Wie wir in den vorangegangenen Unterabschnitten sahen,
héngen solche Effizienzen allerdings oft von variablen Grofien ab, die dem Anwender nicht
bekannt sind.

Liegen dem Anwender z.B. Referenzdaten vor, anhand derer er auf die gesuchte Effizi-
enz schlieen kann, so befindet er sich erneut in einer statistischen Situation, die zeitlich
vor dem eigentlichen Experiment liegt, und davon getrennt zu betrachten ist. Der Anwen-
der kann zum Beispiel erneut mit Hilfe eines statistischen Tests die Frage angehen, ob die
betrachtete Effizienz einen gewissen Wert iiber- oder unterschreitet.

In diesem Unterabschnitt sollen die Definitionen und Notationen aus Unterabschnitt 4.5
{ibernommen werden. Es sei also © C R? und d; € N mit d; < d. Wir gehen davon aus,
dass fiir die zu Beginn von Unterabschnitt 4.5 eingefiihrte Menge B C R% \ {0} in der
vorliegenden Situation B = R% \ {0} erfiillt ist. Tatsichlich geniigt die Existenz einer
offenen Umgebung U C R% um 0 € R mit U \ {0} C B, damit ohne Eischrinkung von
B =R% \ {0} ausgegangen werden kann; siehe hierzu Bemerkung 4.5.3.

Es sei 00y C Oy. Fiir ¥y € 90, und ¥; € R% \ {0} sei eine Effizienz der Tests 7" und T’
gegeben durch

fEp = A (Do)
eff7 (Yo, V1) VA (90)0
oder durch
) det Aer (Vo)
ftr (Vo) = S o0y
el ,T(ﬂ()) det Agl (190) 7

wobei mit A¢, (Jp) € R*% und A (9y) € R"*% symmetrische positiv definite Matrizen
gegeben seien, die vom Parameter vy € 00, abhingen.

Die Betrachtung von Effizienzen in dieser Form wird durch die Resultate von Korollar
4.2.5, Korollar 4.3.5, Korollar 4.3.10 und Korollar 4.4.7 motiviert. Wie wir sahen, ergeben
sich solche Effizienzen, wenn in beiden Experimenten ein optimales Verfahren in einem
bestimmten Sinn gew&hlt wird, und gewisse Regularitétsvoraussetzungen erfiillt sind. Wie
bereits in der Einleitung zu dieser Arbeit begriindet, wird ein Anwender in der Regel in
beiden Situationen ein optimales Verfahren wéhlen, wenn ein solches existiert. Daher ist
es sinnvoll, solche Effizienzen weiter zu studieren.
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In diesem Abschnitt wollen wir hauptséichlich Tests zur Verifizierung der folgenden Hy-
pothesen betrachten: Zur Behandlung der Frage, ob die Effizienz zugehorig zum ersten
Experiment stets hoher ist als die Effizienz zugehorig zum zweiten Experiment betrachten
wir die Hypothese

H,: sup  eff (9, 01) < 1.
¥1€R1\{0}

Zur Behandlung der Frage, ob die Effizienz zugehorig zum zweiten Experiment stets hoher
ist als die Effizienz zugehorig zum ersten Experiment betrachten wir die Hypothese

HQ . inf effT/’T(ﬁo,’&l) 2 1.
91€R1\{0}

Zur Behandlung der Frage, ob die Effizienz zugehotrig zum ersten Experiment stets gleich
der Effizienz zugehorig zum zweiten Experiment ist betrachten wir die Hypothese

Hy: V0, € RY\ {0} : effp (90, 01) = 1.

Am Ende dieses Abschnitts werden wir im Rahmen einer Bemerkung konsistente Tests fiir
die Testprobleme

H, : eI“fT/,T(ﬁO) <1, Ky: eI“fT/,T(ﬁo) > 1
sowie

H; : e~ffT/7T(190) >1, Ks: e~ffT/7T(190) <1
und

Hs : QNHT’,T(??O) =1, Kg: efoTQT(ﬁO) #1

behandeln. Angewendet werden konnen die erzielten Resultate in den Abschnitten 8 und
9.

5.2 Konsistente Tests
Konkret betrachten wir die Testprobleme mit generellen Alternativen, genauer

H1 : sup efszvT(ﬁo,ﬂl) < 1, Kl : sup eﬂlT’,T(ﬁlOvﬁl) > 1,

91€R4\{0} 91 €RU1\{0}
bzw.
H, : ﬂleni@glf\{o} eff 7 (0o, V1) > 1, Ky : 19leﬂizilflllf\{o} eff7 (Yo, V1) < 1.
bzw.

Hs: V9 € R\ {0} :effpr (09, 01) =1, Kz : T € R\ {0} : effpr 1(F0, ;) # 1.
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Unter dem Hinweis auf die Ausfithrungen im Unterabschnitt 4.5 konnen die Testprobleme
mit Hilfe der Matrix

E(00) = A¢ (Vo) — Ac, (U)
charakterisiert werden. Es sei fiir [ € N eine Abbildung
p: 00, — R

gegeben, und wir nehmen an, dass die Matrix E(¢) tatsichlich nur von p(ty), und nicht
von v selber abhdngt. Konkret nehmen wir die Existenz einer stetigen Abbildung

ﬁ[ ‘R — ‘Sdl
an, wobei fiir m € N §,,, die Menge der reellen, symmetrischen m x m-Matrizen sei, mit
ﬁ(p(?go)) = E(ﬁo) v ?90 S 8@0

Es sei ¥y € 00, fest gewihlt. Wir setzen py := p(ty). Es sei p,, ein Schitzer fiir py , der
ohne Einschrankung auf dem zugrunde liegenden statistischen Raum definiert sei, d.h. fiir
jedes n € N sei

Pnt (,A) — (R, BY.

Unter dem Hinweis auf Bemerkung 4.5.2 sollen unsere TestgroBen auf den Eigenwerten der
symmetrischen Matrix H(p,) basieren.

5.2.1 Bemerkung: Fiir m € N sei §,, die Menge der reellen, symmetrischen m x m-
Matrizen, S’ , i € {1,...,m}, die Menge der reellen, symmetrischen m x m-Matrizen mit
einfachem i-kleinstem Eigenwert. Dies bedeutet, dass die nach wachsender Grofie geordne-
ten Eigenwerte )\071 <... < )\O,m aller AO S S:n /\0’1 <. < /\071'_1 < >\0,i < )\071‘4_1 <. <
Ao,m erfiillen. Uber den vech-Operator vech : S,, — Rm(Tl), siehe Beispiel 4.2.10, ist S,,

: i ., o : ;o : :
identifizierbar mit R™% und in diesem Sinne S, eine offene Teilmenge von S,,. Schlie3-

lich ist die Menge der Matrizen in §,, mit mehrfachem i-kleinstem Eigenwert in diesem
Sinne eine abgeschlossene Teilmenge von S,,, was aus der stetigen Abhéngigkeit der Ei-
genwerte von den Eintrdgen der zugrunde liegenden Matrix, siche Satz 1.2 in 5.1.1 in [39],
folgt. Fiir Ay € S!, sei Ao; der i-kleinste Eigenwert von Ay mit dem zugehdrigen normierten
Eigenvektor ;. Es gibt eine offene Umgebung U von A, und beziiglich der entsprechenden
Borelschen o-Algebren messbar wiahlbare Funktionen A; : S,, = R, §5; : S,, — R™, deren
Einschrankungen auf U stetig differenzierbar sind und die Eigenschaft haben, dass

Ai(Ao) = Aoy, Bi(Ao) = Boy,

VAeU: ABi(A) = Xi(A)Bi(A),
VAeS,: Bi(A)Bi(A) =1,
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ist, siehe Theorem 1 in [25]. Es bezeichne D € R™*™
mit der Eigenschaft

b die eindeutig bestimmte Matrix

Vaes,, : vec(A) = Dvech(A),

siehe hierzu auch Unterabschnitt 3.8 in [26]. Dabei ist der Operator vech wie in Beispiel
4.2.10 definiert, und der Operator vec fiir £ € N geméf

2
vec : R — R,

vee(M) := (myy,...,me1,. o, Met, .. ymee)’, M = (mij)i<ii<e,
gegeben. D heifit Duplikationsmatrix und hat den Rang "+l m+1 . Mit G = (D!'D)"'D? ist
Vaes,, : vech(A) = Gvec(A).
Fir B € 8’ ist mit 8; = 3;(B) als Eigenvektor zum Eigenwert \; = \;(B) der Gradient

ONi(A)

vech(4]|, , ~ Br@AID

Dabei bezeichne ® das Kroneckerprodukt fiir Matrizen. Siehe Theorem 1 in [25].

Die nach wachsender Grofle geordneten FEigenwerte von H (pn) seien durch /\1 n < e <
/\d1 . gegeben. Ist fiir p € R! \;(p) der Eigenwert der symmetrischen Matrix H (p ), so gilt
also

Um eine Arbeitsgrundlage zur Konstruktion von Tests fiir die genannten Testprobleme zu
haben, definieren wir die folgenden Bedingungen an den Schétzer p, und an die Matrix E:

(E1) Es existiere eine offene Umgebung U C R! um py und eine stetige Abbildung V : U —
R sodass V(py) € R eine symmetrische positiv definite Matrix ist, und die Ver-
teilungskonvergenz /n(p, — po) — Ny(0,V (po)) bei zugrunde liegendem Parameter
Yo mit pg = p(Jy) fiir n — oo gilt.

(E2) Es existiere eine offene Menge U C R! um py sodass die Abbildung vech(H) : R! —
R4(4+1/2 gtetig differenzierbar auf U ist mit zugehoriger Jacobimatrix Jz(po) €
R4 (@+1)/2x1 - die yollen Zeilenrang hat.

(E3) Es sei der kleinste Eigenwert A1 (po) sowie der groBte Eigenwert Ay, (po) der Matrix
H(poy) einfach.

5.2.2 Bemerkung: In vielen Beispielen kann fiir p,, ein Maximum-Likelihood-Schétzer
gewihlt werden. In diesem Fall ist unter iiblichen Voraussetzungen (E1) erfiillt, und die Ma-
trix V(pg) € R ist durch die inverse Matrix der zugehorigen Fisher-Informationsmatrix
gegeben.
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5.2.3 Bemerkung: Die iiblichen Voraussetzungen, die im Rahmen der asymptotischen
Verteilungstheorie von Likelihood-Quotienten-Tests gestellt werden, sind hinreichend fiir
die Bedingung (E1) und die stetige Differenzierbarkeitsbedingung in (E2). Vergleiche hier-
zu mit den Bedingungen (B1) - (B5) aus Unterabschnitt 4.2 und den Ausfithrungen in
Unterabschnitt 4.2.

Zur Behandlung des Testproblems H; gegen K; bzw. Hy gegen Ky betrachten wir unter der
Voraussetzung der Giiltigkeit von (E1), (E2) und (E3) fiir p,, € U, mit einer Umgebung U
um py wie in den Bedingungen (E1) und (E2) gewéhlt, die Testgrofie

bzw. die Testgrofie

mit
wobei fiir i = 1,...,d; der Vektor w;(p) € R4(@+1/2 4, ¢ U durch die Komponenten

(wi(p))j = (/Bi(p)t ® Bi(p)")Dej, j=1,...,d1(dy +1)/2,

festgelegt ist. Dabei ist §;(p) € R% ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert \;(p) der
Matrix H(p),i = 1,...,dy, e; der j-te Einheitsvektor in R4(@+D/2 5 =1 .. d,(d;+1)/2,
und D die Duplikationsmatrix, wie in Bemerkung 5.2.1 erlautert.

An dieser Stelle soll bemerkt werden, dass unter der Voraussetzung der Giiltigkeit von

(E1), (E2) und (E3)
lim Py, (M, < 0) = lim Py, (Mg, <0) =0
n—oo n—oo

gilt, was sich wie folgt begriinden lésst: Es sei

M; = wi(po)' T (po)V (po) T (po) wi(po), i = 1,...,dy.

Wegen (E1) und (E2) ist die Matrix Jz(po)V (po) Tz (po)" positiv definit und es ist J5V T}
in einer Umgebung um pg stetig. Fiir i = 1, ..., d; kann der Vektor w;(po) nicht verschwin-
den, da f;(po) nicht verschwindet. Daher gilt M; > 0 und My, > 0. Wegen der Stetigkeit
der Abbildung vech(H) auf einer Umgebung U um po gemif (E2) und wegen (E3) sind
1 und (g, auf einer Umgebung um pg stetig und damit auch w; und wy, auf einer Um-
gebung um pq stetig. Betrachte hierzu die oben stehende Argumentation sowie Theorem
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1 in [25]. Da (E1) die stochastische Konvergenz von p, gegen py impliziert, folgt mit dem
Satz von der stetigen Abbildung die stochastische Konvergenz von M, , gegen M; sowie
die stochastische Konvergenz von My, ,, gegen Mgy, und damit

lim PﬁO(Mlyn S O) = lim Pﬂo(Ml - Ml,n 2 Ml) S lim P190<|M1 — Ml,n| Z Ml) = 0,
n—oo n—oo n—oo
sowie analog
hm Pﬂo(Mdhn S O) = hm Pﬁo(Mdl — Md1,n Z Mdl) S hm Pﬂo(|Md1 — Mdl,n| Z Md1) = O
n—00 n—00 n—00

Um das Grenzverhalten der genannten Eigenwerte zu ermitteln, und damit das der Test-
grofen zu erhalten, verallgemeinern wir zunéchst einen Satz aus dem Buch von Anderson
([1] Theorem 13.5.1), der die asymptotische Verteilung von Eigenwerten von Wishart-
verteilten Matrizen beschreibt, auf allgemein symmetrische und asymptotisch normalver-
teilte Matrizen. Hierbei lasst sich Andersons Argumentation grofitenteils iibernehmen.

5.2.4 Lemma: Es sei fir alle m € N Z,, € R eine zufdllige symmetrische Matrix
mit den nach wachsender Grife geordneten Eigenwerten [} < --- < 19, Ferner gelte
vm(vech(Z,,) — vech(Z)) = Ny(g11)/2(0, A) fiir m — oo, mit einer symmetrischen Matriz
7 € R und einer symmetrischen positiv semidefiniten Matriz A € Raa+1)/2xala+1)/2
wobei Z die nach wachsender Grifie geordneten Eigenwerte A\ < --- < A\, besitze. Fiir ein
gegebenes i € {1,...,q} sei der Eigenwert \; einfach. Dann gilt

vm(ll — X)) — N(0, wtAw;) fiir m — oo,

wobei der Vektor w; € RUV/2 durch die Komponenten (w;); := (8! ® B!)De;, j =
L,...,q(q+1)/2, festgelegt ist. Dabei ist B; € R1*9 ein normierter Figenvektor zum Eigen-
wert \; der Matrix Z .

Beweis: Wir betrachten die Abbildungen
L; : {vech(B); B € R™ ist symmetrisch} - R, i =1,...,q,

wobei Lj(vech(B)) < --- < L,(vech(B)) die nach wachsender Gréfle angeordneten Ei-
genwerte der symmetrischen Matrix B € R%%9 seien. Mit Theorem 7 und Note 2 des
Unterabschnitts 6.8 in [26] erhdlt man wegen der Einfachheit des Eigenwertes \;, dass w;
der Grandient von L; an der Stelle vech(Z) ist. Mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz folgt
die Behauptung. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den folgenden Satz formulieren, um das Grenz-
verhalten der TestgréBen zu beschreiben. Hierzu seien A= M(Po), -5 Mgy = Mgy (po) die
Eigenwerte der Matrix H (po).

5.2.5 Satz: Es gelte (E1) - (E3). Dann sind folgende Aussagen erfiillt:

a) Falls Ay, = 0, so folgt F! % N(0,1) fiir n — oo, und falls \y = 0, so folgt F? >
N(0,1) fiir n — oc.
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b) Falls Ay, < 0, so folgt fiir alle ¢ € R lim,_,o Py, (F! > ¢) = 0, und falls \; > 0, so
folgt fiir alle ¢ € R lim,, o, Py, (F? > c¢) =0.

c) Falls 5\d1 > 0, so folgt fiir alle ¢ € R lim,,_,oo Py, (F} < ¢) =0, und falls A <0, so
folgt fiir alle ¢ € R lim,, o, Py, (F? <¢)=0.

Beweis: Nur fiir F!; fir F2 analog. Es gelte Ay, = 0. Aufgrund von (E1) und (E2) sowie
des Fehlerfortpflanzungsgesetzes gilt

\/ﬁ(vech (H(pn)) — vech (F[(po))) — Ny @r+1)/2(0, T (p0)V (p0) T (po)") fiir n — oo.
Da die Matrizen H (Pr) und H (po) symmetrisch sind, folgt mit
My, = wa,(po)' T (Po)V (po) Tz (Do) way (po),
sowie wegen (E3), mit Hilfe von Lemma 5.2.4
Vg, n — N(0, My,) fiir n — oo.

Wie oben begriindet hat man die stochastische Konvergenz von My, ,, gegen My, . Mit dem
Lemma von Slutsky folgt die Verteilungskonvergenz der Testgrofle gegen eine Standard-
normalverteilung.

Nun gelte S\dl < 0. Da der grofite Eigenwert eine stetige Funktion in den Eintragen der
zugrunde liegenden Matrix ist, siehe Satz 1.2 in 5.1.1 in [39], und wegen der Stetigkeit der
Abbildung vech(H) auf einer Umgebung U um p, gemi (E2), folgt mit dem Satz von
der stetigen Abbildung die stochastische Konvergenz von S\dm gegen S\dl. Daraus folgt fiir
beliebiges ¢ € R unter Beriicksichtigung der stochastischen Konvergenz von My, ,, gegen
M,

. 1 . Y Y Mdl,nc Y
Jim Pao(Fy 2 ) = fim P (hin = Ao, 2 705 )
. Y Y Mdl,nc Y
< 1im Py, (A = Aa| = RV A Aa) = 0.

Im Fall S\dl > (0 kann analog argumentiert werden. O

Fiir ein gegebenes Testniveau a € (0,1) schlagen wir also fiir das Testproblem H; gegen
K;, 2 =1,2, den Test

,Verwirf H,, falls F! > uy_ %, i=1,2,

vor, wobeil u;_, das (1 — «)-Quantil der Standardnormalverteilung sei. Dann halten wir
folgendes fest:
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5.2.6 Korollar: Es gelte (E1) - (E3). Dann handelt es sich bei dem auf der Testgrife F!
basierenden vorgeschlagenen Test fiir das Testproblem H; gegen K;, @ = 1,2, um einen Test,
der fiir jedes a € (0,1) das Testniveau o asymptotisch einhdilt, und der zudem konsistent
15t.

Beweis: Nur fiir 7 = 1, sonst analog. Es gelte die Hypothese, d.h. es gilt

sup  effy (00, 01) <1
91€R 1\ {0}

Da in Lemma 4.5.2 in der vorliegenden Situation auch die Umkehrungen gelten, folgt
Ag, <0, und damit mit Satz 5.2.5 Teil a) und b), dass der Test das Testniveau asymptotisch
einhélt. Nun gelte die Alternative, also

sup effT/7T(190,191) > 1
91 €R1\{0}

Da in Lemma 4.5.2 in der vorliegenden Situation auch die Umkehrungen gelten, folgt
Ag, > 0, und damit mit Satz 5.2.5 Teil ¢), dass der Test konsistent ist. U

Nun mochten wir einen konsistenten Test fiir das Testproblem Hj gegen Kj studieren.
Hierzu seien die von ihrem Betrag her nach wachsender Grofie geordneten Eigenwerte von
H(p,) durch )\ )\( 41)n gegeben, d.h. es gilt |)\ | <0 < |)\(d1 nl- Analog seien
die von ihrem Betrag her nach wachsender Grofie geordneten Eigenwerte von H (po) durch
A1) s Aayy gegeben, duh. es gilt [\ < -+ < [Aay-

Wir definieren die Testgrofe

3. 32
Fn = n)\(dl)’n
Zudem sei fiir p € U, mit einer Umgebung U um py wie in den Bedingungen (E1) und (E2)
gewdhlt, ¢,1_, das (1 —a)-Quantil der Verteilung £(Lg, |p), wobei Ly < --- < Lg, die nach
wachsender Gréfie geordneten Eigenwerte einer Matrix A? € R%*% gejen, und A € R4x%
eine symmetrische Matrix mit

vech(A) ~ Nay(a,+1)/2(0, T (p)V (9) T (p)') (5.2.1)

sei. Es bezeichne £(A|p) die Verteilung von A bei zugrunde liegendem p € U und £(A?|p)
die Verteilung von A2 bei zugrunde liegendem p € U. Die Matrix A2 ist in jedem Fall posi-
tiv semidefinit und wegen (5.2.1) sogar mit Wahrscheinlichkeit 1 positiv definit. Schlieflich
ist die Determinante von A ein nicht identisch verschwindendes Polynom in Verénderlichen
gegeben durch die Komponenten von vech(A). Wegen (5.2.1) und der positiven Definitheit
von Jg(po)V (po) T (po)" folgt mit dem Lemma aus [30] det A # 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.
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Nach Theorem 3.2.17 aus [28] besitzen die Eigenwerte einer positiv definiten d; x d;-Matrix
mit Lebesgue-Dichte f die gemeinsame Lebesgue-Dichte

d12

(o) — ——— ] (li—lj)/ f(H diag(la,. ... 1) H')dH,
Oa,

d
La, (71) 1<j<i<dy

fiir g, > --- > 1 >0, und 0 sonst.

Hierbei wird das innere Integral iiber die Menge Oy, := {A € R4*%1: A'A = 1, } beziiglich
der Gleichverteilung auf O,4, durchgefiihrt und I',, ist die verallgemeinerte Gammafunktion
L (t) = amm=DATI™ T(t— (i —1)/2), meN, t > (m —1)/2.

Ausintegrieren iiber ly,ls, ..., 151 liefert daher fur L£(Lgy, |p) die zugehorige Lebesgue-
Dichte

@
T2 .
kp(la,) :// 11 (zi—zj)/ fo(H diag(la,., ..., L) H')dHAL ... dly, 1,

d
Ly, (?1) 1<j<i<dy Oa,

fiir {5, > 0, und 0 sonst, (5.2.2)

wobei f, die Dichte der oben genannten Matrix A? bei zugrunde liegendem p € U sei.

Fiir ein gegebenes Testniveau o € (0, 1) schlagen wir fiir das Testproblem Hj gegen K3 den
Test

,Verwirf Hy, falls F° > Chril—a

vor. Um zu zeigen, dass dieser Test asymptotisch das Testniveau exakt einhélt, und um
die Konsistenz des Tests zu zeigen, werden wir nun folgenden Satz beweisen:

5.2.7 Satz: Es gelte (E1) und (E2). Fiir die Eigenwerte der Matriz H(po) gelte \y = --- =

Aa, = 0. Dann folgt, dass F3 fiir n — oo in Verteilung gegen L(Lg,|po) konvergiert. Falls
dagegen \; # 0 fir eini € {1,...,d1}, so folgt fir alle c € R

lim Py, (F? >¢) = 1.

n—0o0

Beweis: Es gelte M =-=Mg =0. Da die Matrix H(py) symmetrisch ist, impliziert dies
H(po) = 0. Dann gilt natiirlich auch H(pg)? = 0. Aufgrund von (E1) und (E2) sowie des
Fehlerfortpflanzungsgesetzes gilt analog zum Beweis von Satz 5.2.5

NG (vech (H(pn)) — vech (ﬁ[(po))) s Navarsny/2 (0, T (o) V (90) T (po)?) fiir m — oo,

Wegen H(pg) = 0 konvergiert also VnH (py,) fiir n — oo in Verteilung gegen L(A|py). Da-
her konvergiert nH (p,)? fiir n — oo in Verteilung gegen L£(A?|py). Da n)\% 1y der grofite
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Eigenwert der Matrix nH (pn)? ist, und die extremalen Eigenwerte eine stetige Funktion der
zugrunde liegenden Matrix sind (siehe z.B. Theorem 5.2 in [37]), folgt die erste Behauptung.

Nun gelte \; # 0 fiir ein i € {1,...,d;}. Dies impliziert H(py) # 0 und natiirlich auch
H (po)? # 0. Da der grote Eigenwert eine stetige Funktion der zugrunde liegenden Matrix
ist, mit der stochastischen Konvergenz von p, gegen py, und aufgrund der Stetigkeit der
beteiligten Abbildungen, die in (E1) und (E2) gefordert ist, folgt mit dem Satz von der ste-
tigen Abbildung die stochastische Konvergenz von )\( d1)n S€gen )\ . Da \2 (d1) der grofite

Eigenwert der symmetrischen positiv semidefiniten Matrix H (po)2 1st, und diese Matrix
nicht verschwindet, gilt A4,y > 0. Somit folgt fiir beliebiges c € R

C ~
nlgl& Py, (F2>¢) = hm Py, <)\ d)n — >‘(d1 > o )‘(d1)> 1,
und es ist alles gezeigt. O

5.2.8 Korollar: Es gelte (E1) und (E2). Bei dem auf der Testgrife F2 basierenden vor-

geschlagenen Test fiir das Tesproblem Hs gegen Ks handelt es sich um einen Test, der fiir
jedes a € (0,1) das Testniveau o asymptotisch exakt einhdlt, und der zudem konsistent ist.

Beweis: Es gelte die Hypothese, d.h. es gilt
W 191 € Rdl \ {O} . eﬂ‘T/’T(ﬁo,??l) = 1.

Da in Lemma 4.5.2 in der vorliegenden Situation auch die Umkehrungen gelten, folgt
A = Ag, = 0. Mit Satz 5.2.7 folgt fiir n — oo die Verteilungskonvergenz von F° gegen
L(Lg,|po) bei zugrunde liegendem py. Da Ly, eine Lebesgue-Dichte und damit eine stetige
Verteilungsfunktion besitzt, gilt
lim sup | Py, (F> > z) — Py,(Lg, > z)| = 0. (5.2.3)
n—oQ z€ER
Es sei (pp)nen eine reelle Folge mit p,, € U fiir alle n € N und lim,, o, p,, = po. Dann folgt

aufgrund der Stetigkeit der beteiligten Abbildungen, die in (E1) und (E2) gefordert ist, fiir
n — oo mit dem Lemma von Scheffé die schwache Konvergenz der Verteilung

Na,@41)/2 (0> jﬁ(pn)V(Pn)jH(pn)t)

gegen die Verteilung

Ny (i +1)/2 (0, T (p0)V (po) T (po)") -

Dies impliziert die schwache Konvergenz von L£(A?|p,) gegen L(A?|py) fiir n — oo. Da die
extremalen Eigenwerte eine stetige Funktion der zugrunde liegenden Matrix sind folgt mit
dem Satz von der stetigen Abbildung fiir n — oo die schwache Konvergenz von L£(Lg,|p,)
gegen L(Lg, |po). Da L(Lg,|po) eine streng monoton wachsende Verteilungsfunktion besitzt,
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was man anhand der Gestalt der zugehorigen Dichte in (5.2.2) erkennt, konvergieren die
Quantile mit, d.h.

lim ¢p,.1—0 = Cppi1—a-
n—oo

Da (E1) auch die stochastische Konvergenz von p,, gegen p, impliziert, folgt gemif dieser
Argumentation die stochastische Konvergenz von c¢;,.1—o gegen cp,.1—q, und somit zusam-
men mit (5.2.3), dass der Test das Testniveau asymptotisch exakt einhélt.

Nun gelte die Alternative, also
39 € R™\ {0} : effpr (0, 01) # 1.

Dann folgt mit Lemma 4.5.2 \; # 0 fiir ein 7 € {1,...,d;}. Mit Satz 5.2.7 und der stochas-
tischen Konvergenz von c¢;,.1—o gegen c,,.1—q folgt daraus die Konsistenz des Tests, womit
alles gezeigt ist. Il

5.2.9 Bemerkung: Die in (E3) genannte Bedingung, dass der kleinste und groite Eigen-

wert der Matrix H (po) einfach ist, ist eine nichttriviale Bedingung, auf die aus technischen
Griinden nicht verzichtet werden kann. Dagegen kann bei den Tests, die im folgenden Un-
terabschnitt 5.3 betrachtet werden, auf eine solche Bedingung verzichtet werden. Dafiir sind
die dort betrachteten Tests nur unter bestimmten aber sinnvollen Alternativen konsistent.

5.2.10 Bemerkung: In manchen Anwendungen, wie z.B. in den Abschnitten 8 und 9, ist
es sinnvoll Tests basierend auf den Eigenwerten des empirischen Gegenstiicks zur Matrix

E(90) = Ac (90) " — A¢, (90) "

anstelle der vorgeschlagenen Tests basierend auf den Eigenwerten des empirischen Ge-
genstiicks zur Matrix

E(o) = A¢; (90) — Ac, (Vo)

zu betrachten. In der Tat konnen die in diesem Unterabschnitt behandelten Testprobleme
dquivalent geméfl

H, : E(¥) ist negativ semidefinit, K; : E(1Jy) ist nicht negativ semidefinit,
bzw.

H, : E(¥) ist positiv semidefinit, Ky : E(¥) ist nicht positv semidefinit,
bzw.

H3 . E(ﬁo) = O, K3 : E(ﬁo) 7é 0
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formuliert werden. Aufgrund von Lemma A.1.3 im Anhang ist aber auch eine dquivalente
Formulierung der Testprobleme geméf

H; : E(vo) ist positiv semidefinit, Ky : FE(vy) ist nicht positiv semidefinit,

bzw.

Hy : E(J) ist negativ semidefinit, Ky : L%(ﬁo) ist nicht negativ semidefinit,
bzw.
H3 . E(ﬁo) = 0, Kg : E(ﬁo) 7£ 0

moglich. Die Konstruktion von Tests basierend auf den Eigenwerten des empirischen Ge-

genstiicks zur Matrix E (o) sowie das Studium des Grenzverhaltens der zugehorigen Test-
groffen funktioniert analog zu den in diesem Unterabschnitt présentierten Uberlegungen.

5.2.11 Bemerkung: Die in diesem Unterabschnitt vorgeschlagenen Tests basieren auf
einer Charakterisierung der Testprobleme mit Hilfe der Matrix

E(o) = A¢(Po) — A¢, (Vo).

Dieses Vorgehen wurde motiviert durch das Resultat in Lemma 4.5.2. Motiviert durch das
Resultat von Lemma 4.5.1 kénnen mit Hilfe der gleichen Methoden alternativ auch Tests
basierend auf einer Charakterisierung der Testprobleme mit Hilfe der Matrix

E(09) = A¢; (90) A, (00)
studiert werden, die das Testniveau asymptotisch einhalten, und zudem konsistent sind.
5.3 Konsistente Tests unter sinnvollen Alternativen

In diesem Unterabschnitt sollen alternative Tests zu denen in Unterabschnitt 5.2 vorge-
stellten Tests studiert werden, die unter bestimmten sinnvollen Alternativen ebenfalls kon-
sistent sind. Annahmen und Bezeichnungen aus Unterabschnitt 5.2 werden iibernommen.

Wie wir in Korollar 5.2.6 sahen, wird im Zusammenhang mit den in Unterabschnitt 5.2 vor-
geschlagenen Tests aus technischen Griinden gefordert, dass die Matrix F (¥0) bei Giiltigkeit
der Hypothese H;, i = 1,2, paarweise verschiedene Eigenwerte besitzt. Dagegen kann bei
den in diesem Unterabschnitt studierten Tests auf solch eine Bedingung verzichtet werden.
Im Gegenzug sind allerdings die hier betrachteten Tests nur unter bestimmten aber sinn-
vollen Alternativen konsistent.

Wir betrachten nun die Testprobleme mit eingeschrankten Alternativen, d.h.

H;: sup  effp (09, 0) <1, K : inf effy p(Y,01) > 1,
91€RI\{0} ¥1€RU\{0}
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bzw.

H2 . inf effT/,T(ﬁo,"ﬁl) Z 1, f{g . sup effT/,T("ﬁo,ﬁl) < 1,
¥1€RM\{0} ¥1€RM1\{0}

bzw.

Hs: V9 € R"\ {0} : effp (0, 91) =1,

Ks: inf effp p(Jg, 1) >1oder  sup  effp (Y, 9) < 1.
91€RU\{0} 91 R\ {0}

5.3.1 Bemerkung: Bei den betrachteten Alternativen handelt es sich um sinnvolle Alter-

nativen im folgenden Sinn: Handelt es sich bei dem Test fiir das Testproblem H; gegen K;
um einen unter K; konsistenten Test, so konvergiert die Wahrscheinlichkeit die Hypothese,
dass die Effizienz zugehorig zum ersten Experiment stets besser ist als die Effizienz zu-
gehorig zum zweiten Experiment, nicht zu verwerfen, im Fall, dass die Effizienz zugehorig
zum zweiten Experiment stets besser ist als die Effizienz zugehorig zum ersten Experiment,
gegen null.

Handelt es sich bei dem Test fiir das Testproblem Hs gegen f(g um einen unter f(g konsisten-
ten Test, so konvergiert die Wahrscheinlichkeit, die Hypothese, dass die Effizienz zugehorig
zum zweiten Experiment stets besser ist als die Effizienz zugehorig zum ersten Experiment
nicht zu verwerfen, im Fall, dass die Effizienz zugehorig zum ersten Experiment stets besser
ist als die Effizienz zugehorig zum zweiten Experiment, gegen null.

Handelt es sich bei dem Test fiir das Testproblem Hjz gegen K3 um einen unter Ky kon-
sistenten Test, so konvergiert die Wahrscheinlichkeit, die Hypothese, dass die Effizienz
zugehorig zum zweiten Experiment stets gleich der Effizienz zugehorig zum ersten Experi-
ment ist nicht zu verwerfen, im Fall, dass die Effizienz zugehorig zum ersten Experiment
stets besser ist als die Effizienz zugehorig zum zweiten Experiment, oder dass die Effizienz
zugehorig zum zweiten Experiment stets besser ist als die Effizienz zugehorig zum ersten
Experiment, gegen null.

Wie in Unterabschnitt 5.2 sollen die hier betrachteten Tests auf den Eigenwerten des em-
pirischen Gegenstiickes zur Matrix

E(do) = Ag (F0) — Ay (Do)
basieren.

Konkret sollen die hier betrachteten Testgrofien auf der Spur der Matrix basieren, und
wir werden uns zu Nutze machen, dass

tr(E(%)) = M+ + g,
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gilt. Schliellich gelten die Implikationen

Ay {j}o - tr(E(ﬁo)){

<}0

M {i} 0 = tr(E(0y)) {i} 0.

IN

und

Lassen wir die betrachteten Testgréfien auf der Spur der Matrix H (pn) basieren, so ver-
meiden wir technische Komplikationen beim Studium des Grenzverhaltens der Testgrofe,
so wie sie in Bemerkung 5.2.9 beschrieben sind und miissen keine einschréankende Bedin-
gungen an die Eigenwerte der Matrix H (po) stellen, so wie es in Korollar 5.2.6 notwendig ist.

Zur Behandlung des Testproblems H; gegen K;, i = 1,2, 3, definieren wir unter der Vor-
aussetzung der Giiltigkeit von (E1) und (E2) fir p, € U, mit einer Umgebung U um p,
wie in den Bedingungen (E1) und (E2) gewahlt, die Testgrofien

B YO o i)

n N
mit
My = My (Bn) := 0" T () V () Ty ()"0,
wobei der Verktor v € R%(41+1/2 durch

0= (L0001 00,1 1,0,1)

(d1—1)-mal (d1—2)-mal

gegeben ist. Es kann &hnlich wie in Unterabschnitt 5.2 argumentiert werden um die sto-
chastische Konvergenz von M,, gegen M := M (po) zu zeigen und damit

lim Py, (M, <0)=0

n— oo
zu begriinden.

Dann konnen wir beziiglich des Grenzverhaltens der Testgroflen folgendes Resultat for-
mulieren:

5.3.2 Satz: Es gelte (E1) und (E2). Dann gilt:
a) Falls \y = -+ = Ay, = 0, so folgt ' % N(0,1) fir n — oo, i = 1,2 und

F3 Y% HN(0,1) fiir n — oo, wobei HN(0,1) die Verteilung des Betrages einer stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariable bezeichne.
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b) Falls 5\1,---,}\(11 <0, und \; < 0 fiir ein i € {1,...,d1}, so folgt fiir alle c € R
lim,, oo Py, (F} > ¢) =0, und fiir alle ¢ € R lim,_, Py, (F! <¢) =0, i =2,3.

c) Falls 5\1,---,5\511 > 0, und N\ > 0 fiir ein i € {1,...,d1}, so folgt fiir alle c € R
lim,, o0 Py, (F! < ¢) =0, i = 1,3, und fiir alle ¢ € R lim,,_,o, Py,(F? > ¢) = 0.

Beweis: Nur fiir ¢ = 1; sonst kann analog vorgegangen werden. Aufgrund von (E1) und
(E2) sowie des Fehlerfortpflanzungsgesetzes gilt analog zum Beweis von Satz 5.2.5

\/ﬁ(vech (ﬁ[(ﬁn)) — vech (ﬁ(po))> - N, (d1+1)/2 (0, jg(po)V(pg)jH(po)t) fiir n — oo.

Fassen wir hier die Spur als Abbildung tr : RA(@+D/2 5 R auf, so folgt durch erneute
Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes

ﬁ(tr (H(pn)) — tr (ﬁ(po))) — Nay(ay41)/2(0, 0" Tz (00) V (p0) T g (po)'v) fiir 0 — oo.

Weiter ist
tr(ﬁ[(po)) =X 4+ g,
Nun gelte Ay = - - - = S\dl = 0. Dann gilt
tf(ﬁ(po)) =0,
und mit
M = ' Tp(po)V (po) T (po)'v
folgt

vt (H(p,)) — N(0, M) fiir n — co.

Hieraus folgt mit der Stetigkeit der beteiligten Abbildungen, die in (E1) und (E2) gefordert
ist, und da (E1) auch die stochastische Konvergenz von p, gegen po impliziert, mit dem
Satz von der stetigen Abbildung und dem Lemma von Slutsky die Verteilungskonvergenz
der Testgrofle gegen eine Standardnormalverteilung.

Falls \i,...,Ag, <0, und \; <0 fiir ein i € {1,...,d;}, so folgt

tr(ﬁ[(po)) < 0.

Da die Spur eine stetige Funktion der zugrunde liegenden Matrix ist, sowie mit der Stetig-
keit der beteiligten Abbildungen, die in (E1) und (E2) gefordert ist, und da (E1) auch die
stochastische Konvergenz von p,, gegen p, impliziert, folgt mit dem Satz von der stetigen
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Abbildung die stochastische Konvergenz von tr(ﬁ (Pn)) gegen tr(ﬁ[ (po)). Daraus folgt fiir
beliebiges ¢ € R unter Beriicksichtigung der stochastischen Konvergenz von M,, gegen M

M,c

lim Py, (F! > ¢) = lim Py, (tr(f:[(ﬁn)) — tr(ﬁ[(po)) >

n—oo n—oo

— tr(H ()

C

Eé

< lim Pﬂo(|tr(ﬁf(ﬁn)) —tr(H(po))| >

n—oo

— tr(ﬁ[(p@)) = 0.

B

Falls )\, .. .,5\d1 >0, und \; > 0 fiir ein i € {1,...,dy}, so folgt

tr(H (po)) > 0,

und es kann analog argumentiert werden. U

Fiir ein gegebenes Testniveau a € (0,1) lautet der zugehérige Test fiir das Testproblem H;
gegen K;, i =1,2,

, Verwirf H,, falls Ffl >u_o", 1 =1,2.
Fiir dass Testproblem Hj gegen K3 kann der Test
,» Verwirf Hy, falls Fs’ > Ui—q/2”

formuliert werden.

5.3.3 Korollar: Es gelte (E1) und (E2). Dann handelt es sich bei dem auf der Testgrifie

Ffl basierenden vorgeschlagenen Test fiir das Testproblem H; gegen f{i, 1 = 1,2,3, um
einen Test, der fir jedes a € (0,1) das Testniveau o asymptotisch einhdilt und der zudem
konsistent ist. Der auf der Testgrifie Fg basierenden vorgeschlagenen Test hdlt zudem das
Testniveau o asymptotisch exakt ein.

Beweis: Nur fiir + = 1, sonst analog. Es gelte die Hypothese, also

sup  effp 7 (99,01) < 1.
¥1€R¥1\{0}

Mit Lemma 4.5.1 folgt dann AN << j\dl < 0, sodass mit Satz 5.3.2 Teil a) und b) folgt,
dass der Test das Testniveau asymptotisch einhélt. Nun gelte die Alternative, also

inf effT/7T(7.90,191) > 1.
91€R1\{0}

Mit Lemma 4.5.1 folgt dann 0 < M <o < S\dl, sodass mit Satz 5.3.2 Teil c) folgt, dass
der Test konsistent ist. ]
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5.3.4 Bemerkung: In manchen Anwendungen, wie z.B. in Unterabschnitt 8.12; ist es
sinnvoll Tests basierend auf den Eigenwerten des empirischen Gegenstiickes zur Matrix

E(90) := A¢(90) ™" — A¢, (90) "

anstelle der vorgeschlagenen Tests basierend auf den Eigenwerten des empirischen Ge-
genstiickes zur Matrix

E(do) = Ag (F0) — Ay (Do)

zu betrachten. In der Tat konnen die in diesem Unterabschnitt behandelten Testprobleme
dquivalent geméfl

Hy : E(¥) ist negativ semidefinit, Ky : E(1y) ist positiv definit,
und
Hy : E(d) ist positiv semidefinit, Ky : F(1) ist negativ definit
sowle
Hs: E(9y) =0, Ks: E(0) ist positiv oder negativ definit

formuliert werden. Aufgrund von Lemma A.1.3 im Anhang ist aber auch eine dquivalente
Formulierung der Testprobleme geméfl

Hy : E(¥,) ist positiv semidefinit, Ky : E(¥) ist negativ definit,

und

H, : E(¥) ist negativ semidefinit, Ky : E(1y) ist positiv definit

sowie

Hs : E(ﬁo) =0, Ky : E(ﬁo) ist positiv oder negativ definit
moglich. Die Konstruktion von Tests basierend auf den Eigenwerten des empirischen Ge-
genstiicks zur Matrix E (o) sowie das Studium des Grenzverhaltens der zugehorigen Test-
groffen funktioniert analog zu den in diesem Unterabschnitt présentierten Uberlegungen.

5.3.5 Bemerkung: Die in diesem Unterabschnitt vorgeschlagenen Tests basierend auf der
Spur des empirischen Gegenstiickes zur Matrix

E(o) = A¢(Po) — A¢, (Vo).

Dieses Vorgehen wurde motiviert durch das Resultat in Lemma 4.5.2. Motiviert durch das
Resultat von Lemma 4.5.1 kénnen mit Hilfe der gleichen Methoden alternativ auch Tests
basierend auf der Spur des empirischen Gegenstiickes zur Matrix

E(9) = A (90)Ag, (00)
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studiert werden, die das Testniveau asymptotisch einhalten, und zudem konsistent sind.
Mit Hilfe der gleichen Methoden kénnen in diesem Fall auch Tests basierend auf der De-
terminante des empirischen Gegenstiickes zur Matrix E(dy) studiert werden. Dabei kann
man sich zu Nutze machen, dass

det (E(90)) = [ M

gilt, wenn A\; < --- < )y, die nach wachsender Grole geordneten Eigenwerte der Matrix
E(¥) sind. Schliefllich gilt wegen 0 < \; < -+ < A4, was wegen Lemma 4.5.1 gilt, auch

Ay {2} 1 = det (E(¥o)) {z} 1,

sowie

Al{i}l = det (E(ﬂo)){i}l.

Diese Tests basierend auf der Determinante des empirischen Gegenstiickes zur Matrix E(dy)
dienen dann auch als konsistente Tests fiir die Testprobleme

H, : e~ffT/,T(190) <1, Ky: e~ffT/,T(190) > 1
sowie

H; : effprp(9) > 1, Ks @ effpp(1dp) < 1
und

H6 : e~ffT/7T(190) = 1, K6 : e~ffT/,T(190) 7é 1.
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6 Vergleich von verbundener und unabhingiger Stich-
probenerhebung

6.1 Modell

Aufbauend auf den Ergebnissen aus Abschnitt 4 studieren wir in diesem Abschnitt die in
Unterabschnitt 4.5 definierte Effizienz in der Situation, dass es sich bei den Experimenten
um die verbundene und unabhéngige Stichprobenerhebung handelt, so wie es zu Beginn
dieser Arbeit beschrieben ist. Die hier erzielten Ergebnisse konnen in den Abschnitten 8
und 9 angewendet werden.

Es soll also die verbundene Stichprobenerhebung mit der unabhéngigen Stichprobener-
hebung verglichen werden. Orientiert am einfithrenden Beispiel in Unterabschnitt 1.1 be-
trachten wir dazu folgendes Modell: Fiir m > 2 sind im Fall der verbundenen Stich-

probenerhebung durch (§!),..., (3" ) unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvektoren

(i%) () —» (R™,B™), i =1,...,n, gegeben, sodass im Allgemeinen fiir ¥ € ©
quXLYl) # Pgﬁ ®Pq;/1

gilt. Es ist (; = w(iﬁl1 ), mit einer Abbildung w : (R™,B™) — (R',B!), mit [ € N. Es gilt
also fiir den Bildraum (R, &) der Zufallsvariablen ¢; R C R und & = Bl,. Falls m eine
gerade Zahl ist und X; : (,24) — (R™/2,8™/2) Y, : (Q,A) — (R™/2,8™/?) i=1,...,n,

betrachten wir haufig den Fall
’LU(.I') = (Im/2><m/270m/2><m/2)$ - (Om/2><m/271m/2><m/2)x7 S Rma (611)
dh. ¢ =X, - Y.

Im Fall der unabhéngigen Stichprobenerhebung sind durch (i(,} ) ();’}) unabhéngig

und identisch verteilte Zufallsvektoren (i,(,/) () —» (R™,8B™), i =1,...,n, gegeben,
sodass fiir alle ¢ € © Z

pr) — pXi g p)i (6.1.2)

gilt. Bs ist ¢ = w'(y}), mit einer Abbildung w' : (R™,%™) — (R, B!), mit I € N. Es
gilt also fiir den Bildraum (R’, &) der Zufallsvariablen ¢; R’ C R" und &' = B.,. Falls
m eine gerade Zahl ist und X/ : (Q,2A) — (R™?2 B™/?2), Y/ : (Q,A) — (R™/?2 8™/2),
i =1,...,n, betrachten wir auch hier hiufig den Fall, dass w" analog zu (6.1.1) gegeben
ist, d.h. ¢§ = X{ —Y/. Zudem gilt fiir alle ¥ € ©

X

X1 Yy
P19 - P19

tund Pt =Pt (6.1.3)

Wir gehen hier von einer bestimmten Modellannahme aus, die ein Spezialfall der bereits in
Unterabschnitt 4.1 getroffenen Modellannahme darstellt. Es handelt sich um die Situation
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aus Bemerkung 4.2.8 und Unterabschnitt 4.4. Wir gehen von der Existenz eines 9} € ©1
mit {9} € O und

O = {(V1,92,9)) € ©;9, =V}
aus. Es ist wegen () # {9{} C O auch ) # Oy C ©. Wir setzen O] := O\ {9}, und weiter
Oo 1= {(¥1,72) € ©;91 =¥}, O1:=0O\ Oy,
sowie
0 := {(¥,,0)) € ©";9, =V}, O :=6'\ 0.
Dann gilt
O = {¥; e R1; T 0y e RF4: (0,09,) € O} = {0, e R¥; T 9, e R¥ =4 . (9,,0)) € @'}
und
Ol = {9, e R";3 0, e R4 . (9,,09,) € ©1} = {91 e RN, 39, e R¥~4 - (9, 0)) € ©)}.
Dies liisst erkennen, dass wegen () # {93} C ©! auch () # ©y C © sowie () # O}, C O’ gilt.
Nun kann mit ¢ = (¢4, 92, 95) € © das Testproblem (1.2.1),
H: 9€0 K: ¥e0y,
dquivalent geméf
H: ¢, =9, K: 9, € 0],
bzw.
H: (1,02) € ©g, K: (91,0) € Oy,
bzw.
H: (01,0)) € ©), K: (¥,9) € O,
formuliert werden.

Wir nehmen an, dass die Mengen © und ©’ offen und konvex sind. Hier sollten zur Effizi-
enzuntersuchung sinnvollerweise Alternativen der Form

93 9,
9 | + [ 0
9, 0
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mit 9 € RE\ {0}, (98, 9o, 9,) € O, betrachtet werden, die (9} + 01, s, 1,) € O, erfiillen.

Im Folgenden wollen wir Annahmen an die Zufallsvariablen ¢; und (] bei den zugrun-
de liegenden injektiven Parametrisierungen durch O und © formulieren. Der Einfachheit
halber formulieren wir diese Annahmen nur fiir ¢; und (:); sie sollen natiirlich in analoger
Weise auch fiir ¢/ und ©’ gelten. Dabei werden die im Zusammenhang mit ¢; und © ein-
gefithrten GroBen im Zusammenhang mit ¢ und ©’ mit einem Strich versehen.

Wir nehmen an, dass ein o-endliches Mafl u auf (R, S) existiert, sodass fir jedes 9 € 0

f; < p gilt, und f(-;¢) eine p-Dichte von Qf; ist. Wir setzen generell voraus, dass
f(z;9) > 0 fiir alle ¥ € © und alle z € R. Es sei die Abbildung ¥ — f(z; 1), 9 € O, fiir alle
2z € R stetig differenzierbar. Zudem nehmen wir an, dass die Fisher-Informationsmatrix
aus QI9 ,i¢, (), fiir alle 9 € O existiert, endliche Eintréage besitzt und positiv definit ist. Mit
der am Anfang von Unterabschnitt 4.2 eingefithrten Notation und ¢ = (Jy,...,9;)" € ©

ist dann
ic, (1) = (Ego (819 L(¢1, ) (Ch )))1<i<k‘

1<k

Dann sei
, it () i3 (09)
i (V) = 54 39 ;
o) (é UR: (ﬁ))

mit i)' (9) € RU*d o2 (9) € Rhx=d) j21() € R=d)xdr j22(y) g R=d)x(k=di) D .
2'211 () ist die Informationsmatrix aus (;, wenn fiir 9 = (¥4, 0;) € O der Parameter 9, € O!

als einziger variabler Parameter und 1, als fest und gegeben betrachtet wird.

Ferner soll fiir alle 9 € © Ey((;) existieren und endliche Eintréige besitzen. Falls m eine
gerade Zahl ist und X; : (Q,2) — (R™2, 98™/2) Y, : (Q,2) — (R™?2 8™/2) i=1,...,n,
verlangen wir zusétzlich, dass fiir alle (9,9, 19’) E O Ew, 05,00 (X1 — Y1), Eg,,0,,05)(X1)
und Ey, 9,,9,)(Y1) existieren und endliche Eintréige besitzen. Falls w gemaf} (6.1.1) gegeben
ist, d.h. (; = X7 — Y7, so héangt

E 9,000 (X1 = Y1) = Eg,,05,00) (X1) = B, 00,0 (Y1), (U1,92,7) € O,

nicht mehr von 9% ab. Gleiches gilt auch im Fall der Invertierbarkeit von w mit Inver-
ser wt @ (RLBY) — (R™,B™). Beriicksichtige dabei die Abbildung p : (R, B!) —
(R™/2 B™/2) gegeben durch

p($) = (Im/2><m/27 0m/2><m/2)w_1($) - (Om/2><m/27 Im/2><m/2)w_1(x); (614)

d.h. p(¢1) = p(w(3})) = X1 — V1. Daher kann in diesen Féllen auch Ey(X; — Y;), ¥ € O,
geschrieben werden.
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Esseifirallel <i<k

o [ s = [ s =0 ved,

sowie

0 0 -
o [ 210G = [ ndut), 0 e,
erfiillt. Falls m eine gerade Zahl ist und X; : (,2A) — (R™2 8™/2) Y, : (Q,2) —
(R™/2,98™/2) i =1,...,n, und w invertierbar ist, so gelte ebenfalls fiir alle 1 < i < k

o [P0 = [pe) (e 0)nCa), 0 € 6

Es soll die iibliche Schreibweise fiir die Definitheit von Matrizen benutzt werden, d.h. fiir
zwei Matrizen A, B € R"*" h € N, bedeute A > B, dass die Matrix A — B positiv definit
sei. Entsprechendes gelte fiir positive Semidefinitheit (A > B), fiir negative Definitheit
(A < B) und fiir negative Semidefinitheit (A < B).

Weiter benutzen wir fiir die Kreuzkovarianzmatrix zweier R"-wertiger Zufallsvektoren U
und W, h € N, die Schreibweise

Cov(U, W) := E ((U CEU)(W — E(W))t)
und im Fall U = W fiir die Kovarianzmatrix die Schreibweise
Cov(U) := Cov(U,U),

immer unter der Voraussetzung, dass diese existieren und endliche Eintrége besitzen. Im
Fall h = 1 ist natiirlich Cov(U, W) = E((U — E(U))(W — E(W))) die bekannte Kovarianz
zwischen U und W, und Cov(U) = Var(U) die Varianz von U. Ferner sei im Fall h =1
Cov(U, W
p(U,W) = W)
\/Var(U)Var(W)

die Korrelation von U und W, falls Var(U) > 0 und Var(IW) > 0.

Es existiere fiir alle ¥ € © Covg(¢;) und besitze endliche Eintréige. Falls m eine gera-
de Zahl ist und X; : (Q,2A) — (R™?2 B™/?) Y; : (Q,2) — (R™2B™/2) i =1,... n,
verlangen wir zusétzlich, dass fiir alle (1, 7,,75) € © Cov(y, 9,,9,)(X1), Covig, w,.9) (Y1),
Cov(g,,05,0,) (X1 — Y1) und Covy, 9, 9,) (X1, Y1) existieren und endliche Eintrége besitzen.
Falls w geméB (6.1.1) gegeben ist, d.h. {; = X; — Y3, so hingt

COV(191,192719’2)(X1 - Yi) :COV(ﬁl,ﬂz,ﬁ’z)(Xl) + COV(%,%,%)(Y&)
— Cov(9,,0,0) (X1, Y1) = Covg, 0,05 (X1, Y1), (91,92, 0) € O,
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nicht mehr von ¥, ab. Gleiches gilt auch im Fall der Invertierbarkeit von w. Beriicksichtige
dabei die Abbildung p gegeben durch (6.1.4), d.h. p(¢;) = p(w(3})) = X; — Yi. Daher
kann in diesen Fillen auch Covy(X; — Y;), ¥ € ©, geschrieben werden.

Fiir h € N sei eine Abbil(iung6 g : R — R" gegeben, g = (g1,...,g,)", fiir die fiir alle
i=1,...,h und alle ¥ € © Ey(g(¢1)) existiert und endliche Eintrége besitzt und fiir die
die Abbildung ¥ — Ey(g((1)) fur alle ¥ € © differenzierbar ist. Dann definieren wir

Yg(en () == <8i19] Ey (gi(Cl))) 1<i<hr V€ o. (6.1.5)

1<5<k
Mit (91,99) € 0, ¥, = (V11,...,014,)" € O, definieren wir
0 N
Vg(en () = (8191j Ey (%(Cﬂ)) 1<i<n U €O

1<j<d1

D.h. unter den genannten Bedingungen gilt

Vo) (0) = (Yg(ey (9), Yy (9)).

mit einer Matrix 47 ., () € R" %) 9 € ©. Zudem setzen wir im Fall der Invertierbar-
keit der Matrix ¢} ()4}, (¥) fiir alle ¥ € ©,

Tl @), v e 6.

g

Pyt (V) = (Yy(ery (0) Yy, (9))

Weiter setzen wir unter der Voraussetzung, dass die Matrix ¢, (¢, (1)! 0y, (9) fiir alle d € ©
invertierbar ist,

o) () = Ly xar> O x—an)) (V) (9 Wgc) (9) ™ Yy (9)F, 0 € ©.

Motiviert durch die Resultate in Abschnitt 4 und unter Beachtung der Bemerkung 4.2.8,
betrachten wir mit 90 := (9}, 92, 0%), ¥ := (9}, 92) und 9}, := (9§, 9}) Effizienzen der Form

L AL (95)0
effT/,T(ﬁO,ﬁl) = ;%1—017
79114@ (¥0)H
oder
- det Ax (9))
Fo o (90) = — G\ 70/
effrr(V7) = 35 A, (9o)

6In den folgenden Ausfithrungen kann g die Identitit, d.h. g(¢1) = (i, falls m eine gerade Zahl ist
und X; : (Q,2) — (R™/2,98™/2) v, : (Q,2) — (R™/2,8™/2) i =1,...,n, und w invertierbar ist, die
Abbildung p definiert in (6.1.4), d.h. g(¢1) = p(¢1) = p(w()f,ll )) = X1 — Y3, oder im Zusammenhang mit
Exponentialfamilien eine entprechende suffiziente Statistik ¢ sein, d.h. g({1) = t(¢1).
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mit” ¥; € R% \ {0}, wobei
AG (Wo) = it (90) — i (90)ig(90) Mg (Vo) oder AL (¥) = i (o),

sowie

A (06) = (ig" (%) — i (0)ie (95) Vg (V) oder At (90) = iy ()

gilt. Dabei ist zu bemerken, dass die Matrix Aé}l(%) € R4 nur von der Verteilung von
1

(1 abhéingt, also nur von den Randverteilungen Qfo ! und Qgé der verbundenen Stichprobe,
und dariiber hinaus nicht von weiteren Abhéngigkeitsstrukturen zwischen X; und Y;.

Wie wir sahen ergeben sich solche Effizienzen, wenn in beiden Experimenten ein optimales
Verfahren in einem bestimmten Sinn gewéhlt wird, und gewisse Voraussetzungen erfiillt
sind. Wie bereits in der Einleitung zu dieser Arbeit begriindet, wird ein Anwender in der
Regel in beiden Situationen ein optimales Verfahren wihlen, wenn ein solches existiert.
Daher ist es sinnvoll, solche Effizienzen weiter zu studieren.

6.2 Die Rolle der Kovarianz

In der Tat spielt in vielen Fillen die Kovarianz zwischen X; und Y] (oder im univariaten
Fall d4quivalent formuliert: die Korrelation zwischen X; und Y;) eine wichtige Rolle, wenn
es darum geht, einen Vergleich von verbundener und unabhingiger Stichprobenerhebung
anhand der Effizienz der zugehorigen Tests durchzufiihren.

Im univariaten Fall kann dieser Sachverhalt in vielen Féllen salopp so formuliert wer-
den, dass die verbundene Stichprobenerhebung der unabhéngigen vorzuziehen ist, wenn
die Korrelation zwischen X; und Y; nur grof§ genug ist. Vergleiche hierzu mit Beispiel 1.1.1
zu Beginn dieser Arbeit.

Wie wir im Laufe dieses Abschnittes feststellen werden, trifft dies nicht alleine im Fall der
multivariaten Normalverteilung zu, wo bekanntlich die Abhéngigkeitsstruktur vollstéindig
durch die Kovarianzmatrix beschrieben wird.

Mit Hilfe der Informationsungleichung, siche Satz 2.133 in [41], erhélt man Kriterien
dafiir, dass die verbundene Stichprobenerhebung anhand der betrachteten Effizienz der
unabhéngigen Stichprobenerhebung vorzuziehen ist.

6.2.1 Satz: Es gelte Aal(ﬁo) = iéil(ﬁo). Dann gelten die folgenden Implikationen:

a) Es sei i (o)}, (Vo) invertierbar. Dann gilt die Implikation

Aéil(?%)_l > e, (00)Covg, (C1)pe, (o) = sup  effp r(9°,9) < 1.
91 €R4\{0}

"Beachte dabei Bemerkung 4.5.3.

133



b) Esseim eine gerade Zahl und X, : (Q,2) — (R™2 B™/2) Y, 1 (Q,2) — (R™/2 B™/2),
Weiter sei ¢ = w((3})) und w invertierbar, oder (, = X; — Yi. Zudem sei
Vi, _y, (D)0, _y, (Vo) invertierbar. Dann gilt die Implikation

A (W06)71 = ox,-v (90) (Covige (X1) + Covige (V1)

- COVﬂO (Xl, }/1) — COngO (Xl, }/l)t>QOX1_Y1 (ﬂo)t = sup eﬂ‘T/’T(ﬁ(), 191) < 1.
91 €R\{0}

¢c) Es sei X1 : (Q,2%) = (R,B), Y1 : (Q,2A) — (R, B). Weiter sei (; = w((y!)) und w
invertierbar, oder ¢, = X1 =Y. Zudem sei Y, _y. (00)" 0, _y, (0o) invertierbar. Dann
qgilt

~ 1
effp 7 (9°) = effpr 7 (0°) <
T ,T( ) T 7T( ) T Ox,-7 (190)90)(171/1 (ﬂo)t

— 24/ Vargo (X1) Varg (Y1) pgo (X1, Y1)).

Aéil (95) (Vargo (X1) + Varg (Y1)

d) Es sei g, (90)"¢, (Do) invertierbar. Dann ist

off 1 (9°) < det A (9o) det (10, (90) Covigy (C1) e (00)").

e) Esseim eine gerade Zahl und X, : (Q,2A) — (R™/2,98™/2) Y] : (Q,2A) — (R™/?2 B™/2).
Weiter sei ¢ = w((3})) und w invertierbar, oder ¢, = X; — Yi. Zudem sei
Uk, _y, (00)' P, _y, (Do) invertierbar. Dann gilt

eff v 0 (9°) < det Aal (o) det ((,DXl_yl (9o) (Covgo(X1) 4+ Covyo (Y1)

— Covyo(X, Y1) = Covye (X1, 1)) ox, 33 (t0)').

Beweis: Im Beweis von Teil a) liefert die Informationsungleichung

Covy, (1) > ¥, (o)ig (Vo) 0k, (Do),

dquivalent

Cove, (G1) — ¥, (90)ie (Vo) od, (V)" > 0.

Daraus folgt

(08, ()L, (90)) " 9k (90)! (Covgy (C1)
- lbél(ﬁo)ié;l(ﬁo)_l?/fél (ﬁo)t)@bél(ﬁo)(@bél (?90)%%1 (190))71 > 0,

was dquivalent ist zu

06, (90)Cova, (C1)pe, (V)" — i (90) ™" > 0.
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Wegen Lemma 4.5.2 ist es ausreichend,
A (W0y) =g (90) <0
zu zeigen, was wegen Lemma A.1.3 des Anhangs dquivalent ist zu
Aal(z%)‘l — i (o)t > 0.
Es ist
A (06) 7t =g (00) 7
= A (06) ™! = 0c (00) Covgg (¢ (Vo) + 0y (D0) Covag (¢, (Yo)" — iéil(%)*i > 0.

-~

>0 >0

Somit folgt die Aussage in Teil a).

Fiir Teil b) folgt im Fall (; = X; — Y7 die Aussage aus Teil a). Im Fall {; = w((iﬁl1 )
und w invertierbar folgt mit Hilfe der Informationsungleichung unter Heranziehung der
Abbildung p definiert in (6.1.4)

Cova, ((C1)) = Uyey) (Do)ig; (Do)~ ey (W)
und wegen p(¢1) = p(w( ;) = X; — Y; folgt der Rest von Teil b) analog zu Teil a).

Teil ¢) folgt analog zu Teil b) mit der Informationsungleichung.

Fiir Teil d) folgt wie oben zunéchst

0, (90)Cova, (G, (V)" — i (99) ™" > 0.

Dies impliziert

det ial (o) det (¢, (90)Covy, (G1)ee, (P0)") > 1,

und damit
} o det AS() L t
effr 7 (97) = m < det Aéi det (9041 (90)Cova, (C1)c, (Yo) )
Teil e) folgt analog zu Teil b) und d) mit der Informationsungleichung. O

6.2.2 Satz: Es sei Aé;l(’lgg) = iéil(ﬁo) —iéf(ﬁo)i?(ﬁg)_lizf (¥0). Dann gelten die folgenden
Implikationen:

a) Es sei ¢, (V) ¢, (Vo) invertierbar. Dann gilt die Implikation

AGH06) 71 = 66, (00)Covgy (G, (Vo) = sup effpp(9°,01) < 1.
91 €R1\ {0}
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b) Esseim eine gerade Zahl und X, : (Q,2) — (R™2 B™/2) Y, 1 (Q,2) — (R™/2 B™/2),
Weiter sei ¢ = w((3})) und w invertierbar, oder ¢, = X; — Yi. Zudem sei
Ux, vy (V)" x, v, (Vo) invertierbar. Dann gilt die Implikation

Aéil (95) ™" = dx,-v, (Vo) (Covyo(X7) + Covgo (Y1)

— COVﬁO (Xl, Yi) — COVgO (Xl, Yi)t)qﬁxlfyl (ﬁo)t = sup GHT/7T<79O, 191) S 1.
91 €R1\{0}

¢) Es sei X1 : (Q,2A) = (R,B), Y1 : (Q,A) = (R, B). Weiter sei (; = w((3!)) und w
invertierbar, oder (; = X1 —Y1. Zudem sei ¥x, vy, (90)"x, v, (Vo) invertierbar. Dann
qgilt

eHT’,T(ﬁ(J) = QHT/’T(ﬁO)
1

= Ox,-v1 (Vo) dx;—v1 (Vo)
— 24/ Vargo(X1) Vargo (Y1) pgo (X1, Y7)).

Aéil (95) (Vargo (X1) + Varg(Y7)

d) Es sei ¢, (9) ¢, (Vo) invertierbar. Dann ist

effr 7 (9°) < det A (9o) det (6, (V) Cov, (Cr)e, (V0)").-

e) Esseim eine gerade Zahl und X, : (Q,2A) — (R™/2,98™/2) Y] : (Q,A) — (R™/?2 B7/2).
Weiter sei ¢ = w((3}')) und w invertierbar, oder ¢, = X; — Yi. Zudem sei
Ux, v, (00)"x, _y; (o) invertierbar. Dann gilt

GET/7T<00) S det Aéil (190) det <¢X1,y1 (190) (COVﬁO (Xl) -+ COVﬁO (le)

— COV190 (Xl, Yi) - COV,&O (Xl, m)t) ¢X1_y1 (190)t> .

Beweis: Im Beweis von Teil a) liefert die Informationsungleichung

Covg, (1) = e, (90)ic, (Fo) b, (o),

dquivalent

Covy(G1) — the, (Do)i¢, (90) e, ()" > 0.

Daraus folgt

(Lay s Oy (k—an)) (Ve (90) e, (¥0)) _1wC1 (90)" (Cova, (1)
- ¢C1 (ﬁo)iﬁ (190>_1¢C1 (ﬁo)t)z/}Cl (190) (¢C1 (790)th1 (790)) - (Id1 xd1» Odl ><(/€—d1))t > 0,
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was wegen

(ic, (00) ) 1ziza, = (15" (00) — a2 (90)iZ2 (Vo) 2 () = AL (9) 7,

1<j<dy

dquivalent ist zu

¢C1 (190)COV190 (<1)¢C1 (190>t - Aal (190)_1 > 0.
Wegen Lemma 4.5.1 ist es ausreichend,

A (06) = Ag(05) <0
zu zeigen, was wegen Lemma A.1.3 des Anhangs dquivalent ist zu
Aéil(q%)‘l — Azt (o)™ > 0.
Es ist
A (06) 7t = AgH(00)
ZAéil(q%)_l — ¢, (0)Cov, (G1) e, (Vo) + ¢, (0) Cov, (C1) e, (¥0)' — AL (W)™ > 0.

J

-~

>0 >0

Somit folgt die Aussage in Teil a).

Fiir Teil b) folgt im Fall (; = X; — Y7 die Aussage aus Teil a). Im Fall (; = w(()f,l1 )
und w invertierbar folgt mit Hilfe der Informationsungleichung unter Heranziehung der
Abbildung p definiert in (6.1.4)

Covy, (P(Cl)) 2 wp((l)(ﬂo)iﬁ (190>71wp(4“1)(790)t7
und wegen p(¢1) = p(w( ;! )) = X; — Y; folgt der Rest von Teil b) analog zu Teil a).

Teil ¢) folgt analog zu Teil b) mit der Informationsungleichung.

Fiir Teil d) folgt wie oben zunéchst
¢<1(190)00Vﬂo(§1)¢<1(190)t - Aal(ﬁo)_l > (.

Hieraus folgt
det A (o) det (¢, (90)Cova, (G1) e, (90)") > 1,

und damit
§ o det AG(0p) o )
effr r(07) = m < det A7 det (¢, (90)Cova, (C1) e, (Vo))
Teil e) folgt analog zu Teil b) und d) mit der Informationsungleichung. O
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6.2.3 Bemerkung: Die in den Sétzen 6.2.1 und 6.2.2 erarbeiteten Kriterien hdngen im
Fall von (; = (iill ) oder ¢; = X; — Y] nur von den Randverteilungen ng; und Qgé der ver-
bundenen Stichprobe und der Kovarianzmatrix von (; ab; weitere Abhéngigkeitsstrukturen
zwischen X7 und Y] spielen dabei keine Rolle. Zudem sind die in den Sétzen 6.2.1 und 6.2.2
erarbeiteten Kriterien in dem Sinne scharf, dass in speziellen Situationen die Kriterien nicht
nur hinreichend, sondern sogar notwendig sind. Siehe hierzu Bemerkung 6.3.6 und Bemer-
kung 6.3.15. Zudem sind die in den Sétzen 6.2.1 a), b) und ¢) und 6.2.2 a), b) und c)
erarbeiteten Kriterien unter den genannten Voraussetzungen auch hinreichende Kriterien
fiir eff7 (1) < 1. Beachte hierzu Lemma 4.5.4.

6.3 Exponentialfamilien

In diesem Unterabschnitt gelte die Bezeichnungen aus den Unterabschnitten 6.1 und 6.2.
Zunéchst wollen wir einen Fall betrachten, wie er zum Beispiel in Abschnitt 8 vorliegt. Es
sel

AG (Do) = i (Vo).

Wir gehen weiter davon aus, dass eine injektive und stetig differenzierbare Abbildung
L : © — RF mit iiberall reguliirer Funktionalmatrix sowie Abbildungen L; : R¥ — R% und
Ly : RF-4 5 RF~4 existieren, sodass

L(91,19;) = (LlL(f({éSQ)) fiir alle (91,7,) € ©

erfiillt ist, sowie

(1 (01, 92)) = exp (Ll(ﬁl, 92) Ty, () — iy (L1 (91, 192)))3,92(-) fiir alle (91,9,) € ©
(6.3.1)

ist, mit Cy, : R — R, Ty, : (R, B — (RY,B4) und Ry, : (R, B! — (R,B) p-f.ii
positiv.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass die Menge A := L(C:)) offen ist, siehe Satz 171.2
Teil a) in [13]. Wir definieren Sy := Q5', ¥ € O. Es ist die Familie von Verteilun-
gen von (; durch die Elemente von A injektiv parametrisiert. Dies bedeutet, dass mit
{Sx; A € A} eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf dem Messraum (R!,B!) mit
{SxA € A} = {le;ﬂ € O} gegeben ist. Elemente A € A sollen in der Folge gemiB
A= (A1, \2) € RE x RE-41 geschrieben werden. Allgemein ist zu bemerken, dass im Fall
d; = k die Komponente A\, verschwindet.

Wir halten im Folgenden 1, fest und setzen

OL = {9, € O30, : (V,,9,, 7)) € O}.
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und
A=\ €R™ AN €A N = (Mg, Lo(Da)) )

Diese Mengen sind offen. Wir definieren ¢(-) := Ly(-,¥s), t := Ty,, ¢ :== Cy, und r := Ry,,
also

f(-; (191,192)) = exp (E(ﬁl)tt(~) — c(ﬁ(z?l))r(-), ¥, € O3,

Dann ist die Familie von Verteilungen von (; eine d;-parametrische Exponentialfamilie im
Parameter A\; € A'. Zudem definieren wir qf;ll = Q%}h 92y U1 € 03, und sy, := S\, L(92))
A € AL

Wir nehmen an, dass fiir alle v € R und alle a € R® p(a't # ~v,7 > 0) > 0 gilt. Zu-
dem existiere kein a € R% und kein b € R, sodass a'/(d;) = b fiir alle ¥, € O3 gilt.

Die Abbildung c ist auf A! beliebig oft differenzierbar und die zugehérige Hessematrix von ¢
ist auf A! positiv definit. Siehe Satz 1.164 a) und b) in [41]. Es sei mit Ay = (A1, .., Ay’
der Nabla-Ableitungsoperator V,, durch
0 0 \!
V,\l = < goe ey )
O Oy

definiert. Wegen V,,c(\1) = Ey, (¢(¢1)), A1 € Al ist die Existenz und Endlichkeit von
Ex, (£(¢1)), A1 € Al sichergestellt. Es sei die Abbildung e : A' — E := {E,, (t({1)); M\ € A}
gegeben durch

6()\1) = E)q (t(Cl))7 )\1 € Al,
d.h. n € E ist ein Momentenparameter.

Wegen V,,c(A\) = Ey, (¢(¢1)), M\ € AY, und da ¢ auf A; beliebig oft differenzierbar ist,
ist die Abbildung e auf A; stetig differenzierbar, wobei die zugehorige Jacobimatrix die
Hessematrix von c ist, und daher auf A; positiv definit ist. Daher existiert nach dem Satz
iiber die Umkehrabbildung, siehe Satz 171.1 in [13], die inverse Abbildung e™! : F — Al
und diese ist ebenfalls auf E differenzierbar. Wir schreiben auch ¢ := e~

Zudem sei die Abbildung € : ©) — E := {Ey, (t(¢1)); 9, € 1} durch
6(191> = E191 (t<<-1))7 191 S @%7

gegeben. Es gilt £ = E. Wegen € = e o £ und der Differenzierbarkeit von e und ¢ in A!
bzw. O3 ist die Abbildung € auf ©} differenzierbar.
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Wir setzen 1 := €(d}) und damit A} := ¢(n). Dann ist
Ny = Tm) = e (m) = 7 (2(0)) = (B (1G)))
_ e‘l(EZ(%) (t((l))) — ! (e(zwg))) = ((9}).

In der Tat lassen sich im vorliegenden Fall durch den Ubergang von der Parametrisierung
durch ©! in die Parametrisierung durch A' die zugehérigen Fisher-Informationsmatrizen
leichter berechnen und so Ergebnisse beim Studium der Effizienz erzielen.

6.3.1 Satz: Es sei Vg = (95,02). Zudem sei Aéf (¥g) = iéil(ﬁo). Es ist die Matrix
wclrﬂZ(cl)(ﬁO)tCOVﬁo (Tﬁz(gl»fllﬂ%%(gl)(%)
positiv definit und
-1
Aéil (Do) = w%vg (Cl)(ﬁo)toovﬂo (T192 (Q)) ¢%ﬂ2(<1)<190)‘

Beweis: Es sei 1 = (U11,...,%4)" und n = (n1,...,74,)". Wir definieren folgende
zusétzliche Nabla-Ableitungsoperatoren:

0 0 0 0
Vy, == (819171""’m>t’ V, = <a—m,...,%>t.

Zudem bezeichne I, (\j) die Fisher-Informationsmatrix von ¢; bei Parametrisierung durch
Ay an der Stelle A\, und I, (10) die Fisher-Informationsmatrix von (; bei Parametrisierung
durch E an der Stelle ny. Es gilt

v)‘lc()\l)b\l:)\é = E)\(l) (T192 (Cl))

sowie
I, ()‘é) = Vz\lvt)qc()‘l)l,\l:,\é = COV/\é (Tﬁz (Cl))a

wobei die Existenz beider Ausdriicke sowie die positive Definitheit der Informationsmatrix
I, (N\y) nach Annahme sichergestellt ist.

Es erfolgt die Transformation der Informationsmatrizen unter den verschiedenen Para-
metrisierungen durch

t

ICl ()‘(l))vnz(n)t

[n=nq

I, (o) = (Vyl(n))

[n=no

und mit ’190 = (19(1), 192)

i (00) = (Vo,2(01)")) e, (1) Vo, 2(01)]

‘191:19(1)'
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Dann ist
V)\le()\l)TM:)\% = v/\1v§\16(>\1)|)\1:>\é = ICI (/\(1))7
und deshalb wegen der Invertierbarkeit der Abbildung e

Vol (), = Vae ),y = (TaneO)f, )" = Ta (W)™ = Covyy (Tun (0) ™

I’U:"O I”I:7I()

Damit folgt

t

I, AV ()] = Covya (T5,(¢1))

Ie,(mo) = (V4l(n)") ln=no
und damit mit A} = £(9})
i (Do) = (Vﬁlé(ﬁl)t)tﬂl%ﬂcl (Uo)vﬁlé(ﬁl)\tﬂlz
— (Vg,2(01)") %covAé (T9,(C1)) ™ Vg, e(91)!

t
\01: |ﬂ1:ﬂ6

= (Vo,2(01)')]  Covyy(Tp,(G1) " Voe(dh)f

|ﬁ1:03'

ln=n0o

1
95

Wegen Vi, e(t1)"g,—g1 = w%ﬁQ(Cl)(ﬁo) liefert dies die Behauptung. O

6.3.2 Korollar: Es sei ¥y = (9},79,). Zudem sei Aé;l(ﬁo) = 2211 (99). Ist dy =1 und ist die
Abbildung Ty, durch die Identitit gegeben, so ist die Matriz

U, (90)" Covg, (C1) ™11, (Y0)
positiv definit und man erhdlt
AG (Do) = g, (V)" Covig, (C1) g, (Vo).

Falls m eine gerade Zahl ist, X1 : (Q,2A) — (R™/2,8™/?), V] : (Q,A) — (R™/2,8B™/?),
di =m/2, ¢ = X1 — Y1 und die Abbildung Ty, durch die Identitit gegeben ist, so ist die
Matrix

e, (00) Covgy (G1) ™1, (D) ¥k, _y, (90)" (Covgo (X1) + Covyo (Yy) — Covgo (X7, Y7)
— Covyo(X1,Y1)") "%, v, (Vo)

positiv definit und man hat
A (%)
:@(14@ (ﬁo)t<COV§0 (Xl) + COV@O (Yi) — COV@O (Xl, Yi) — COVgO (Xl, }q)t)_ll/g(lfyl (190)

Beweis: Falls die Abbildung T}, durch die Identitit gegeben ist, erhélt man mit Satz 6.3.1
Ag () = ¢, (90)' Covay (1) ™4, (o).
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Falls m eine gerade Zahl ist, X; : (,2) — (R™/2 98™/2) Y, . (Q,A) — (R™/2 B™/2),
¢ = X; —Y1, m/2 = d; und die Abbildung Ty, durch die Identitéit gegeben ist, erhdlt man
mit Satz 6.3.1
A (90)
:w_%ﬁf)ﬁ (190)1‘/ (COV@O (Xl) + COVgO (Yi) — COVgO (Xl, Yi) — COVgO (Xl, le)t)_liﬂ;(lfyl (190)

Damit ist alles gezeigt. U
6.3.3 Beispiel: Es sei m eine gerade Zahl, X : (Q,2) — (R™/2, 98™/2) und Y; : (Q,2A) —
(R™/2,98™/2). Weiter liege das zu Beginn dieser Arbeit genannte Testproblem

H: £(X))=L(Y), K: L(X,) # L(Y1),

vor, und wir gehen davon aus, dass sich die Verteilungen von X; und Yj nur in ihrem
Erwartungswert unterscheiden. Konkret sei (; = X; — Y7,

U = Ey(Xy = Y1), ¥ = (¥1,72) € O,
und das Testproblem lasse sich dquivalent schreiben als
H: 9, =0, K: 9, € "\ {0}.

In diesem Fall ist es oft sinnvoll, im verbundenen Stichprobenfall Tests basierend auf Beob-
achtungen der Form X; —Yi,..., X, — Y, vorzuschlagen. Dann ist 1, (o) gegeben durch

die Einheitsmatrix. Zudem sei Aal(ﬁo) = ial (). Es sei die Familie von Verteilungen

{Q5 719 € O} gemiB (6.3.1) fiir ¥y mit ¥ = (V),792) € O eine Exponentialfamilie mit

suffizienter Statistik Ty,. Zudem sei die Abbildung Ty, durch die Identitit gegeben. Es ist
1AL (95)0,

9% (2Covgo(X1) — Covgo (X1, Y1) — Covgo (X1, 1)) 0y

eHT’,T(ﬁoa V1) =
sowie
G’H‘T/’T(ﬁo) = det Aéil (’196) det (2COV190 (Xl) - COVﬂO (Xl, }/1> - COVgO (Xl, }q)t),
speziell im eindimensionalen Fall
eﬂ‘leT(’[?O) = GET/7T(Q90) = 2Aéi1(196)\/ar190 (Xl) (1 — Pyo (Xh }/1)) .

Konkret kann z.B. der Fall betrachtet werden, dass

()5 () (5 )
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gilt, wobei a,b € R% und ¥,II € R4“*% ynbekannt seien, ¥ und die zugrunde liegende
Kovarianzmatrix von (X7, Y]) positiv definit seien. Dann ist

Xl - le ~ Ndl(:u71—‘)7

mit p = a — b und T’ := 2% — (II 4 II*), und T ist positiv definit. Es ist also ©' = R™,
95 =0€RY, O ={(a,vech(A));a € RH, A € R"*% gymmetrisch positiv definit}. Zudem
ist ¥4 = p und ¥y = vech(I"). Die Dichte von X; — Y] ist gegeben durch

1 \& 1 1

R e R T S
dy

— ( 127T) d_letF exp (,utl“_lx — %utf_lu — %x'T‘%), r € R™.

Wir definieren L(14,vs) := (VeCh715922)71191 ), L1(91,02) := (vech™ ()11 und Lo(dy) :=

vo, (01,92) € ©. Dann ist A = {(vech(a));a € R A € Réxh
symmetrisch positiv definit} und A! = R%. Die Abbildung L : © — A ist stetig diffe-
renzierbar und injektiv mit nirgends verschwindender Funktionaldeterminante. Ferner ist

die Abbildung Cy, gegeben durch

1
Cy, : AV = R, cg,(N) := —§>\t1 vech ™ (¥2) A1,
und die Abbildung Ry, gegeben durch
Ry, : (R™, B4) = (R, B)

Fan1) = <\/12_7T)d1 \/det veth_l(l%) o ( B %mt(VGCh_l(ﬁQ))lx)

Vergleiche mit den Ausfithrungen in Abschnitt 8.

6.3.4 Bemerkung: Die aus Satz 6.3.1 hervorgehende Effizienz héngt im Fall von (; = ()1% )

oder (; = X;—Y) nur von den Randverteilungen Qg(ol und Qgé der verbundenen Stichprobe,
vom Erwartungswert Eg (Ty,(¢1)) und der Kovarianzmatrix Covy,(Ty,(¢1)) ab; weitere
Abhéngigkeitsstrukturen zwischen X; und Y] spielen dabei keine Rolle.

6.3.5 Korollar: Es sei U9 = (9),92). Zudem sei Aéf(ﬁg) = ié;l(ﬁo). Dann gilt:
a) Es gilt die Aquivalenz

AN (9) < ¥, (Cl)wo)tcowo(T%(gl))w;ﬂ (@) & sup effpp(0°,01) <1,
¢ 2 2 91€RA\ {0}

sowie die Aquivalenz

AL W) = 0, ey (90) Covay (T, (G1)) 0k, () (o) . eff (90, 01) > 1
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b) Ist dy = | und ist die Abbildung Ty, durch die Identitit gegeben, gilt die Aquivalenz

Aéil(l%) < g (00) Covye(G1) 0L (W) & sup  effpp(0°,0,) < 1,
¥1€RM\{0}

sowie die Aquivalenz

Al (96) 2 g, (90)'Cova(Q) "0, (D) & inf - effrr(9°,91) 2 1

¢) Ist m eine gerade Zahl, X, : (Q,A) — (R™2 B™/2) Y, : (Q,A) — (R™/2, 8m/2),
GQ=X1—Y, di = m/2 und die Abbildung Ty, durch die Identitit gegeben, so gilt
die Aquivalenz

Aéil (95) <¥X,_y, (90)" (Covygo(X7) + Covgo(Y7)

— Covgo(X1,Y:) — Covgo(X1,Y1)") " 00k, _y, (Y0)

And sSup eﬁ‘T’7T(Q907191) S 17
91 €R41\{0}

sowie die Aquivalenz
Aéil (%) >0k, _y, (90)" (Covgo(X7) + Covgo(Y7)

— Covgo(X1,Y:) — Covgo(Xy1,Y1)") " 0k, _y, (Y0)

<~ inf effT/7T(190,191) > 1.
91€R4\ {0}

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 6.3.1, Korollar 6.3.2 und Lemma 4.5.2. O
6.3.6 Bemerkung: Es sei vy = (9},02). Weiter sei d; = I, z/J}% (¥o) eine quadratische
invertierbare Matrix und es sei Aé;l (¥9) = z'al (99). Dann gilt die Aquivalenz

AL 0R) € W 001 Covo (TC) W00 & s effyr (07, 0) <1

dquivalent

— — -1
Aéil (196) 1 Z 1/}%92 (Cl)(ﬁo) 1COV190 (T192 (C1)> (770111192@1)(190)1&) <~ 5 ISRIJP\{ }eﬂ‘T/,T(ﬂo, 191) S 1.
1€ER1\{0

Ist dariiber hinaus die Abbildung Ty, durch die Identitit gegeben, gilt die Aquivalenz
Aé?(%) < %1 (190)7500"190((1)_1%1 (W) &  sup effpp(9°,0,) <1,

¥1€R1\{0}
dquivalent
AL )7 2 0L (90) " Covay () (84, 90)") ™ & sup el (8,0)) < L.
91 €R1\{0}
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Weiter gilt
off 7 (9°) = det A" (9o) det (wgl (90) " Cova, (G1) (¥4, (P0)") ‘1) .

Ist weiter m eine gerade Zahl, X, : (Q,2) — (R™2 B™/2) V] : (Q,A) — (R™/?2 B™/2),
§1 = X1 — Y1, dy = m/2 und die Abbildung T}, durch die Identitét gegeben, haben wir die
Aquivalenz

Aal (%) <tx,_y, (Vo) (Covgo(X1) + Covgo(Y7)

— Covyo(X1, Y1) — Covygo (X7, Yl)t)_li/&l—yl(ﬁ@

~ sup eﬁT’,T(ﬁ07/{91) S 17
91€R41\{0}

dquivalent
Ai‘il(l%)il Zwifryl (ﬁo)fl(COVﬁO (X1) + Covygo (Y1)

— COVﬁO (Xl, Yi) — COV190 (Xl, }/i)t) (w}ﬁ_yl (ﬁo)t)_

& sup effT/,T(190,191) <1.
91€R41\{0}

1

Wenn ¢}, () eine quadratische invertierbare Matrix ist, gilt @¢, (Jo) = 9¢,(¥9)~". Dann
sind die in Satz 6.2.1 entprechend genannten Kriterien nicht nur hinreichend, sondern sogar
notwendig.

6.3.7 Bemerkung: Es sei ¥y = (0},92) und 9 = (9}, ,). Es sei m eine gerade Zahl,
X1 (,2) — (R™2,98™/2) vy (%) = (R™2,8™/2) d, =m/2, ¢ = X; — Y, und
(1 = X| —Y]. Zudem sei die Effizienz gegeben durch

iy _y; (Do)t

i, v, (o) 0r

effT',T(ﬂo, 191) =

Es sei die Familie von Verteilungen {Q'™"*;9 € ©} gemiB (6.3.1) eine Exponentialfamilie
mit suffizienter Statistik Ty, .

Ist die Familie von Verteilungen {M, Sy e & } gemésB (6.3.1) fiir ¥, eine Exponential-
familie mit suffizienter Statistik Téé, so kann unter analogen Voraussetzungen analog zum
Beweis von Satz 6.3.1 gezeigt werden, dass in diesem Fall die Effizienz die Gestalt

—1
P vy 96) Covay (8, (X1 = Y1) 788 q_yy (D)0
2 2

eHT/’TwO’ﬁl): to1 t =11
ﬁlw%(xryl)(ﬁo) COVﬂo (t192 (Xl - Yl)) %%(Xl,yl)(ﬁo)ﬁl

besitzt. Sind nun Ty, und Té,z durch die Identitéit gegeben, so gilt wegen (6.1.3)

gy (X1 = Y1) = Eg, (X7 = YY),
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d.h. Eg, (X1 —Y1) = Ey (X{ —Y{) héingt nur noch von J4 ab. Daher gilt sogar z/;}(l_yl (09) =
1@({,1/1/ (v5). Damit ist

effT’ T(’l90 191) _ ﬁthvb}ﬁ—}ﬁ (ﬁO)tCOVI% (X{ - }/1/)71@0}(1_5/1 (190)191
7 7 193%{1—5/1 (V0)tCovyy (X1 — le)ilw}(l—ﬁ (Vo)1 '

Es gilt die Implikation

Covy, (X1 — Y1) < Covy, (X]—Y)) = sup effr 7 (9°,9;) < 1,
1R\ {0}

und die Implikation

Covy, (X1 — Y1) > Covg, (X; - Y() = inf  effp (90, 9;) > 1.
91€R41\ {0}

Weiter ist
Covy, (X1 — Y1) = Covgo(X1) 4+ Covyo (Y1) — Covygo (X7, Y1) — Covgo (X7, Y1)",
und wegen (6.1.2) und (6.1.3)

Covyy (X7 = Y{) = Covgo(X7) + Covio(Y{) — Covyo (X7, ¥7) — Covye (X7, YY)’
= Covygo(X]) + Covgo(Y{) = Covgo(X;) + Covgo(Y7).

Daher gelten die Implikationen

Covygo (X1, Y1) + Covpe (X1, Y1) >0 = sup  effpo(0°,01) <1
91 €R1\{0}

und

COVﬁO(Xl,Sfl) + COV@O(Xl,}/i)t S 0 = inf eﬁTgT(ﬁO,ﬁl) Z 1.
91€RU\{0}

Wegen Lemma 4.5.4 gelten dann auch die Implikationen
COV,gO(Xl,Yl) + COVﬁO(Xl,}/i)t >0 = e}fT@T(ﬁO) <1
und

COVﬁO(Xl,Yi) + COV@O(Xl,Yi)t <0 = GET/7T(ﬁO) > 1.
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6.3.8 Beispiel: Betrachten wir eine Situation aufbauend auf Beispiel 6.3.3: Es sei m eine
gerade Zahl und X : (Q,20) — (R™2,98™/2) Y 1 (Q,A) — (R™/2,8™/2). Weiter liege das

zu Beginn dieser Arbeit genannte Testproblem
H: £(X)) = £(%), K& £(X)) # £(V3),

vor, und wir gehen davon aus, dass sich die Verteilungen von X; und Yj nur in ihrem
Erwartungswert unterscheiden. Es sei (; = X; — Y, (§ = X| — Y/, sowie

V1 =Ey(X1 — Y1) = Eg (X = Y/), 0= (01,95) € ©, ¥ = (V;,0)) € &,
und das Testproblem lasse sich dquivalent schreiben als
H: 9,=0 K: 9, € 0"\ {0}.

In diesem Fall ist es haufig sinnvoll, Tests basierend auf Beobachtungen der Form X; —
Vi, .., Xp=Y, und X{ =Y/, ..., X =Y} vorzuschlagen. Dann ist ¢}, () = wél“i (V) gegeben
durch die Identitdt. Zudem sei die Effizienz durch

1 !
eftr (90, 01) = ZC—

gegeben.

Es sei die Familie von Verteilungen {Q* ;9 € O} gemiB (6.3.1) fiir 9, mit 9y = (95, 92),
eine Exponentialfamilie mit suffizienter Statistik T},. Zudem sei die Abbildung T}, durch

die Identitét gegeben. Weiter sei die Familie von Verteilungen {M )f{_yll; V' € ©'} gemil

(6.3.1) fiir 9%, mit 9 = (94,7)), eine Exponentialfamilie mit suffizienter Statistik 77 /-
Zudem sei die Abbildung 77, ; durch die Identitdt gegeben. Dann gelten die Implikationen

COV@O (Xl, Yi) + COV@O (Xl, Yi)t Z 0 = sup efngT(z?O, 191) S 1
91 €R1\{0}

und

COV@O (Xl, Yi) + COVﬁO(Xl, Yi)t S 0 = inf effT/’T(ﬁo,ﬁl) Z ]_,
91€R1\{0}

sowie die Implikationen
Covygo (X1, Y1) + Covgo (X1, Y1) >0 = effpp(0°) <1
und

Covyo (X1, Y1) + Covgo (X1, V1) <0 = effpp(0°) > 1.
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Konkret kann z.B. der Fall betrachtet werden, dass

()~ ((3)-(5 9))

gilt, wobei a,b € R4 und X, I1 € R%*% unbekannt seien, und ¥ und die zugrunde liegende
Kovarianzmatrix von () positiv definit seien. Dann gilt wegen (6.1.2) und (6.1.3) auch

X N a £ 0

Yy @i\ \p)\0o =)
Dass in diesem konkreten Beispiel alle oben genannten Voraussetzungen erfiillt sind, kann
den Ausfithrungen aus Beispiel 6.3.3 entnommen werden.

6.3.9 Bemerkung: Die in Bemerkung 6.3.7 und Beispiel 6.3.8 erarbeiteten Kriterien sind

unter den genannten Voraussetzungen auch hinreichende Kriterien fiir e~ffT/’T(190) <1 bzw.
effr 7(9°) > 1. Beachte hierzu Lemma 4.5.4.

Nun wollen wir einen Fall betrachten, wie er zum Beispiel in Abschnitt 9 vorliegt. Wir
gehen dazu davon aus, dass

Agl (0) = z}f (0) — Qf(ﬁo)@f(ﬁo) 12 1(00)

Weiter nehmen wir an, dass eine injektive und stetig differenzierbare Abbildung ¢ : R¥ —
R¥ mit iiberall regulirer Funktionalmatrix existiert, sodass

F(39) = exp (ﬁ(ﬂ)tt(-) - c(w)))r(-) fiir alle 9 € © (6.3.2)

ist, mit ¢ : R* = R, ¢ : (R',B") — (R*,B") und r : (R",B') — (R,B) p-L.ii. positiv. Mit
A :=((0) ist die Familie von Verteilungen von (; also eine k-parametrische Exponential-
familie im Parameter A € A.

Aus den Voraussetzungen folgt dass die Menge A offen ist, siche Satz 171.2 Teil a) in [13].
Wir definieren Sy 1= QI9 .9 € ©. Es ist die Familie von Verteilungen von ¢; durch die
Elemente von A injektiv parametrisiert. Dies bedeutet, dass mit {Sy; A € A} eine Familie
von WahrscheinlichkeitsmaBen auf dem Messraum (R, B!) mit {Sy; A € A} = {Q5';9 € O}

gegeben ist.

Wir nehmen an, dass fiir alle v € R und alle a € R¥ p(a't # ~v,r > 0) > 0 gilt. Zu-
dem existiere kein a € R* und kein b € R, sodass a’/(J) = b fiir alle ¥ € © gilt.

Die Abbildung c ist auf A beliebig oft differenzierbar und die zugehorige Hessematrix von
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c ist auf A positiv definit. Siehe Satz 1.164 a) und b) in [41]. Es sei mit Ay = (Aq, ..., Ag)’
der Nabla-Ableitungsoperator V, durch

V= (ai/\l,...,ai/\k)t

definiert. Wegen Vc(A) = Ex(¢(¢1)), A € A, ist die Existenz und Endlichkeit von E,(¢(¢1)),
A € A, sichergestellt. Es sei die Abbildung e : A — E := {E;(t((1)); A € A} gegeben durch

e(A) :==Ey (£(G1)), A €A,

d.h. n € E ist ein Momentenparameter.

Wegen Vyc(A\) = Ex(t(¢1)), A € A, und da ¢ auf A beliebig oft differenzierbar ist, ist
die Abbildung e auf A stetig differenzierbar, wobei die zugehorige Jacobimatrix die Hesse-
matrix von c ist, und daher auf A positiv definit ist. Daher existiert nach dem Satz {iber
die Umkehrabbildung, siehe Satz 171.1 in [13], die inverse Abbildung e™! : E — A und

diese ist ebenfalls auf E differenzierbar. Wir schreiben auch ¢ := e~ !.

Zudem sei die Abbildung € : © — E := {Ey(t(¢;));¥ € ©} durch
e(v) =By (t(¢1)), ¥ € 6,

gegeben. Es gilt E=E. Wegen € = e o £ und der Differenzierbarkeit von e und ¢ auf A
bzw. © ist die Abbildung € auf © differenzierbar.

Es sei ¥y € O fest gewshlt. Wir setzen 1y := &(1y) und damit Ay := £(1)). Dann ist
No = Um) = () = e (€(00)) = e By, (1))
(EZ o (t (g))) - efl(e(e(%))) — 0(9).

In der Tat lassen sich im vorliegenden Fall durch den Ubergang von der Parametrisierung
durch © in die Parametrisierung durch A die zugehorigen Fisher-Informationsmatrizen
leichter berechnen und so Ergebnisse beim Studium der Effizienz erzielen.

6.3.10 Satz: Es sei Aal (W) = 2211 (Jo) — z'éf(ﬁo)igf(ﬁo) 12 1(190) FEs ist die Matriz

((Idl xdy s OdlX(k—dl))(wt(Cl)(l%)tCOVﬁo (t(g))ilwt(ﬁ)(ﬁo))i (Idl xdy s Od1><(/’€—ah))t)71
positiv definit und

_ _ —1
Ai‘il(ﬁt)) = ((IledlvOd1><(k—d1))(wt(Cl)(ﬁo)tCOV% (t(gl)) lwt(Cl)Ogo)) I(Idlxduodlx(k—dl))t) .

Beweis: Wir definieren folgende zusétzliche Nabla-Ableitungsoperatoren:
0 0 \! 0 0 \!
Voir (2 2 v (2 2
8191 819d (97] and
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Zudem bezeichne I, (A\o) die Fisher-Informationsmatrix von (; bei Parametrisierung durch
A an der Stelle Ao, und I, (n9) die Fisher-Informationsmatrix von ¢; bei Parametrisierung
durch E an der Stelle ny. Es gilt

VAC()‘>\A:AO = E)\0 (t(@))

sowie

ICl (>‘0) = VAVKC(A)\A:,\O = COV}\O (t(gl))7

wobei die Existenz beider Ausdriicke sowie die positive Definitheit der Informationsmatrix
I, (Xo) nach Annahme sichergestellt ist.

Es erfolgt die Transformation der Informationsmatrizen unter den verschiedenen Para-
metrisierungen durch

Ie, (10) = (Vi l(n))))  Ie, (M) V)

) l=ng

ln=ng
und
ic, (00) = (Vge(0)" )‘t Hcl (10) Vo ()], 2
Dann ist
Ve, L, = VaVacN) sy, = I (M),

und deshalb wegen der Invertierbarkeit der Abbildung e

Vol = Ve ) = (VaeOVl )7 = T (ho) ! = Coviy (#(G1)) ™

‘77 70

Damit folgt

t

Ie, (0) = (Vyl(n)") = Covy, (t(G1))
und damit mit Ay = £() und Vye(9)"|y=g, = c,) (Vo)

& (M) Vo

I¢, (M) Vyl(n)]

ln=no ‘n un

9)]

W0)),_,. I EDlo—sg
= (wa(mt)fﬁ:%com( (¢) " VoE®),_,.
= (Vgé(ﬁ)t)ig:%(]ovﬂo( (1) VaE(D), _ .
= Uit (90)],y, Covay (H(C1)) ™ i) (D).

Dies ist dquivalent zu

i<1 (190>71 = (wt(Cl)O?O)tCOVﬂO (t(§1>)_lwt(C1)(ﬂO))

-1
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Wegen

(ic, (90) ") 1<i<a, = (i)' (Vo) — iéf(ﬁo)izf(ﬁo)_ligf(190))71 = A; (W),

1<j<d1

folgt daraus

A W0) ™ = (Layxds» Oty xk—an)) (1) (V) Covg, (HC)) ™ Puc)(P0)) ™ (s s Oty (i)’
und somit die Behauptung. U

6.3.11 Korollar: Es sei Az (o) = i (Vo) — i.2(00)iz” (0o) iz (Do). Ist k = 1 und ist
die Abbildung t durch die Identitit gegeben, so ist die Matrix

((Lay xds > Oy x (h—dn)) (Vey (90) Covigy (G1) ™ e, (90)) ™ Ly ey » Oty x (b—ar))) ™

positiv definit, und man erhdlt

-1

Aéil (190) = ((Id1 xdi s Odlx(k*dl)) (770(1 (ﬁO)tCOVﬁo (Cl)_lel (190))71(Id1 xd1 9 Ole(k*dl))t>
Es sei m eine gerade Zahl, X; : (Q,2) — (R™2 B™/2) Y, : (Q,A) — (R™/?2 B™/2)
k=m/2, (; = X1 — Y1 und die Abbildung t durch die Identitit gegeben. Dann ist die
Matriz

((Idlxd170d1><(k—d1)) (¥x,-v; (P0) (Covygo (X1) + Covyo (Y1) — Covgo (X1, Y7)
— Covyo (Xh Yl)t)_lﬁbxl—yl (ﬂo))il(ldl xdy Odlx(kfdl))t)

-1

positiv definit und man hat
AG(0o) = <(Id1><d17 Ody x (k—d2)) (¥x,-v1 (U0)" (Covgo (X7) + Covgo (Y1)

-~ - -1
- COVﬁO (Xla Y'l) - COVﬁO (X1> }/i)t) 1w.}ﬁ—Yl (190)) 1<Id1 xd1 s Odlx(k'*dl))t) .

Beweis: Dies folgt mit Hilfe von Satz 6.3.10 analog zum Beweis von Korollar 6.3.2. U

6.3.12 Beispiel: Es sei m eine gerade Zahl und X : (,24) — (R™/2,8™/2) Y, : (Q,2A) —
(R™/2,98™/2). Weiter sei ¢; = X; — Y] und

(51) =0 = Eg(X1 — Y1), (91,) € ©.
Wir betrachten fiir ein gegebenes 9} € ©' das Testproblem
H: 9, =95 K: 9, € 0"\ {9}

Zudem sei Aal (Po) = ié;l (¥o) —iéf(??o)igf(ﬁo)_ligf (o). Es ist ¢, () die Identitiat. Weiter
sei die Familie von Verteilungen {Q* ;9 € ©} gemiB (6.3.2) eine Exponentialfamilie
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mit suffizienter Statistik ¢. Zudem sei die Abbildung ¢ durch die Identitéit gegeben. Dann
gilt

eﬁ‘T/7T<190’ 191) :ﬁiAéil (196)191 (ﬁtl <(Id1 xdy s 0d1 ><(k:—d1)) (COVﬁO (Xl) + COV@O (Yi)

N -1\t
_COVﬂO(X17}/i>_COVﬂO(Xh}/l)t) 1(Id1><d170d1><(k7d1))t> 191) ;

sowie
eff;/,T (190) =det Aéil (?96) det ((Id1 xdy Od1 X(k—dl)) (COVgO (Xl) -+ COV190 (le)
- COVﬁO (X17 }/1> - COVﬁO (X17 Y1>t) ! (Idl Xd1 0d1 X(k—d1))t> .

Konkret kann z.B. der Fall betrachtet werden, dass

()~ () 5)

gilt, wobei a,b € R* unbekannt, und ¥, A,II € R*** bekannt seien, und ¥, A und die
zugrunde liegende Kovarianzmatrix von ()511 ) positiv definit seien. Dann ist

Xl - }/1 ~ Nd(ﬂ) F)a
mit g :=a—bund I' := ¥ 4+ A — (IT+II), und I ist positiv definit. Es ist also 0! = R%,

O = RU x RF4_ d; < k. Zudem ist ¥ = py, U9 = po und ¥ = g mit p = (1, p2). Die
Dichte von X; — Y] ist gegeben durch

s 02,02) = (=) exp (= 50— )T — )

V2r det T"
1 \¢ 1 1 1
= <\/§> AT exp (,utI‘_lx = §utF_1u . §xtF_1x), r € R

Wir definieren die Abbildung £(9) := I'"'9, ¥ € ©. Die Abbildung ¢ : © — A ist stetig
differenzierbar und injektiv mit nirgends verschwindender Funktionaldeterminante. Ferner
ist A = R*. Es ist die Abbildung ¢ gegeben durch

1
c: A= R, ()= —ATA,

und die Abbildung r gegeben durch

r: (RF, B%) = (R,B), r(z) = <\/12_7r)k\/diTeXp < - %xtf‘_lx).
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6.3.13 Bemerkung Die aus Satz 6.3.10 resultierende Effizienz héngt im Fall von (; =
()1511 ) oder ¢; = X;—Y) nur von den Randverteilungen Q19 und Q der verbundenen Stich-
probe, vom Erwartungswert Ey,(t(¢1)) und der Kovarianzmatrix Cov,go( (¢1)) ab; weitere
Abhéngigkeitsstrukturen zwischen X; und Y] spielen dabei keine Rolle.

6.3.14 Korollar: Es sei A;' (Vo) = i, (Vo) — 12 (90)iz” (0o) ~iZ' (0o). Dann gilt:
a) Es gilt die Aquivalenz

-1

Aéil () < ((Idl xdys Oy x (h—dy)) (Ve(cr) (Uo) Covag, (£(C1)) _1¢t(cl) (%))

“1
(Id1><d1>0d1><(kfd1)>t> & sup  effpp(00,9)) <1
¥1€R41\{0}

sowie die Aquivalenz

-1

Al (%) 2 ((1d1 e Oy i—an)) (i) (99) Covay (K1) ™ ric) (99))

-1
(Id1><d17 Odlx(k—d1)>t> = inf effT/7T(190, 191) Z 1
91 €RM1\{0}

b) Ist k =1 und ist die Abbildung t durch die Identitit gegeben, gilt die Aquivalenz

-1

Aéil (796) < ((qu xd1 Od1><(k—d1)) (1% (ﬁo)tCOV% (C1>_1¢Cl (190))

~1
(Idl xd1 s Odl X(k*dl))t> <~ sup effT’7T<7~90a 191) < 17
¥1€R¥1\{0}

sowie die Aquivalenz

-1

Aéil(ﬁ') ((Idlxdlaodlx k—dy)) (Ve (90) Covg, (1) b, (o))

-1
(Idlde 0d1><(k—d1))t> = inf eﬁ“T@T(z?O, 191) Z 1

¥1€R4\{0}
c) Ist m eme gerade Zahl, X, : (Q,2) — (R™2 B™/2) Y] : (Q,A) — (R™/2,8™/?),
G = =Yy, k=m/2 und die Abbildung t durch die Identztat gegeben, so gilt die
Aquwalenz

Aéil(l%) < ((Idlxdl,odlx k—dy) )(%{1 vi (90)" (Covgo(X1) + Covgo (Y1)

i -1 -1
— Covygo (X1, Y1) — Covgo(X1, V1)) llbxl—yl (?90)> (Lgy xd » Odlx(k—dl))t>

& sup effT/’T(ﬁO,ﬁl) <1
91 €RM\{0}
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sowie die Aquivalenz

Aéil (l%) > ((Idl xd1 Odlx(k—d1)> <wX1*Y1 (ﬁo)t (COV% (Xl) + COVﬂO (le)
—1

_ -1
- COV’L90 (X17 3/1> - COV'L90 (Xl) }/1>t) 177Z)X1—Y1 (/190)> (Id1 Xdy s 0d1><(k‘—d1)>t>

~ inf effT/’T(ﬁO,ﬁl) > 1.
¥1€R 1\ {0}

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 6.3.10, Korollar 6.3.11 und Lemma 4.5.2. U
6.3.15 Bemerkung: Es sei k& = [ und 1y,)(¢g) eine quadratische invertierbare Matrix.

Zudem sei Aé{l (Jo) = ial (Jo) — 2'212(190)2'22(190)_12'21 (o). Dann gilt die Aquivalenz
Al (%) < ((Idlxdu Oy (k—an)) (V1) (D) Covg (HG1)) ™ Wiy (Bo))

-1
(Idl xdi Ole(k—d1)>t> - sup eﬁlT’,TOgO; 191) S 1;
91ERU\{0}

dquivalent

AGH06) ™" 2 Ly Oay - ¥aicn) (Vo) Covy (1)) () (90)")

(Liyscars Oayx(k—any)’ < sup  effp (9%, 9;) < 1.
91 €RU\{0}

1

Ist zusitzlich die Abbildung ¢ durch die Identitét gegeben, gilt die Aquivalenz

B -1
Aéil (Q%) < ((Idl xdy s Odl X(k—d1)) (M‘l (ﬁU)tCOVﬂo (Cl>_1¢C1 (790)) ' (Idl xdy s 0d1 X(k_dl))t>

g sSup eHT’,T(ng?ﬁl) S ]-7
91€RU\{0}

dquivalent

Aéil (1%)71 > (Idl xd1 Odl X (k—d1))w41 (790)7100“90 (Cl) (wCI (ﬁo)t) ! (Id1 xd1 Odl x (k—d1) )t

=4 sup effT@T(ﬁO,ﬁl) < 1.
91 €R4\{0}

Weiter ist
GHT/’T(lgo) =
det Aéil (9g) det ((Id1 xdy s Oy x (k—dr) ) Ve, (U0) " Covg, (C1) (Y, (Vo)) _l(Idl xdy 5 Odlx(k—dl))t> .
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Ist weiter m eine gerade Zahl, X; : (Q,2) — (R™2,B™/2), Y : (Q,2) — (R™/2,B™/2),
¢ = X7 — Y7 und k = m/2, haben wir die Aquivalenz

AgH(9p) < ((Idlxdnodlx(kzdl))<¢X1—Yl (P0)" (Covyo(X1) + Covyo (Y1)
1

_ -1
— Covyo (Xla Yl) — Covyo (Xh Yl)t) lwxlfyl (190)> (Idlxduodlx(k—dl))t)

& sup effT/7T(z90,191) <1,
91€RU\{0}

dquivalent
Aéil (196)_1 = (Id1 xdys Ody X(k—dl))¢X1—Y1 (790)_1 (COVﬁO (Xl) + Covyo (Yi)

— Covygo (X1, Y1) — Covygo (X1, 1)") (¥x,-v; (ﬁo)t)_l(ldl wdy s Ody x(h—dy) )
& sup  effr 7 (9°,9) < 1.
91€RU\{0}
ist ¢, (o) eine quadratische invertierbare Matrix, gilt ¢¢ (Vo) = (La;xdy, Odyx(k—dy))
e, (o) ™! Dann sind die in Satz 6.2.2 entsprechend genannten Kriterien nicht nur hin-
reichend, sondern sogar notwendig.

6.3.16 Bemerkung: Es sei m eine gerade Zahl, X; : (Q,2) — (R™2,8™/2) und Y; :
(Q,2) — (R™?2,98™/2), Weiter sei (; = X; — Y] und ¢ = X| —Y/. Zudem sei die Effizienz
gegeben durch

4 (i () — i (0 )iz (95) i (95)) 0

9 (i1 (Do) — i (00)iZ (Do) 102 (00)) 91

effT/,T(l(}O, 191) =

Es sei die Familie von Verteilungen {Q3' ;9 € O} gemf (6.3.2) eine Exponentialfamilie
mit suffizienter Statistik ¢.

Ist die Familie von Verteilungen {M Ly e ©'} gemiB (6.3.2) eine Exponentialfamilie
mit suffizienter Statistik #’, so kann unter analogen Voraussetzung analog zum Beweis von
Satz 6.3.1 gezeigt werden, dass in diesem Fall die Effizienz die Gestalt

efngT("ﬁO’ 191)
=1} ((Idl s O ir—an)) (Vg vy (9) Covgy (F(XT = Y1) wiy vy (90))

-1
(Id1><d17 0d1><(k:’—d1))t> 191

1

(193 ((Idlxdn Oty () (Vexs i) (00) Covgy (H(X1 = V1)) ™ huxy vy (90)) ™
1

-1
(Id1><d17 Odlx(kfdl))t> 191)
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besitzt. Sind nun ¢’ und ¢ durch die Identitét gegeben und gilt k = £/, so gilt wegen (6.1.3)
Ey, (X1 — Y1) = Eg (X; = YY),

d.h. Eg, (X1 = Y1) = Eg (X] —Y/) héingt nur noch von ¢ ab. Dann gilt sogar ¢x, _y, (o) =
Vx:_y: (V). Unter diesen Voraussetzungen vereinfacht sich die Effizienz zu

eﬂT’,T<7907 191)
219t1<(1d1xd170d1x k=) (Vx, -y, (00) Covyy (X7 — Y/) b, -; (Vo))

(Idl Xd1 s Odlx(kfdl))t> 191

1

-1

(79 ((Idlxdl,odlx k—dy)) (Vx,—v3 (90) Cov, (X1 — Y1) x,—v; (09))

—1
(Id1Xd17 Odlx(k—dl))t> 191)
Wegen der positiven Definitheit der beteiligten Matrizen gilt

<(Id1 Xdq s 0d1 X(k—dl)) ("Lle,YI (190)tCOV196 (X{ - }/1/>71’l/}X17Y1 (190))
-1
(Id1Xd170d1><(k*d1))t>

} (Idl xd1 0d1><(1€—d1)) (wX1—Y1 (Q?O)tCOV% (Xl - le)ilel—H (190))

-1

-1

IN IV

{

-1
t
ICl1><d170d1>< k—d1) >

(1, -vi (90) Covy (X7 = Y{) b, -y, (Vo))

-1

3

Id1><d1 ) 0d1>< k— dl)

-1

{

} Liy xdy s Oy x (k—dr)) (¥ x1 -7 (U0) Covygy (X1 — Y1) ™ hx,—v4 (o))

IV IA

t

( )
( )
Ty xds » Oy x (k—dy))
( )
( )"

Id1><d170d1>< k— dl)
Es ist

-1

(v, (00) Covy (X7 = Y) ™ x, v, (00))
}W v, (09)" Covy, (X1 — 1)71wX17Y1(790))

Li, xdy 0d1>< k—dy) (¢X1—Yl (ﬂo)tCOVﬁg(X{ - Y1’)_1¢X1—Y1 (190))

(
(Id1Xd170d1>< k—d1) !
(
(

-1

IV IA

{
{

-1
=

-1

(1, -y (00) Covgy (X1 — Y1) b, v, (V0))

t

IV IA

)
)
} Liyxdy s Oy x (k=) )
)"

Id1 xdi s 0d1>< k—d1)
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Weiter ist

(3,3 (90)"Covgy (X7 = ¥{) ™0, (0)
(Vx,—v1 (90)" Covy, (X1 — Yl)_l?ﬂxl—yl(ﬁo))il
Ux,-v, (90)" Covgy (X7 = Y]) " x, v, (Vo)

wX1*Y1 (ﬁo)tCOV% (Xl - le)ilel*Yl (190>

—N
IN 1V @ IV IA
N—— N——

—N

Zudem gilt

Covyy (X7 = Y{)™! {i} Covy, (X, — Y1) ™!
= Ux, - (90)"Covyy (X7 = Y]) x, v, (Do)
>

{2}¢X1—Y1 (ﬁo)tCOVgo (Xl - }/1>_1¢X1—Y1 (190>

Dann gilt die Implikation

Covy, (X1 — Y1) < Covgy (X] —Y() =  sup effz p(9°,9;) < 1,
91 €R41\ {0}

und die Implikation

Covy, (X1 — Y1) > Covy, (X; - Y() = inf  effy (90, 9;) > 1.
91 €R'1\{0}

Es ist
Covy, (X1 — Y1) = Covgo(X1) 4+ Covygo (Y1) — Covygo (X7, Y1) — Covgo (X1, Y1)",
und wegen (6.1.2) und (6.1.3)
Covy, (X] —Y/) = Covgo(X]) 4+ Covgo(Y]) — Covyo (X7, YY) — Covyo (X7, YY)
= Covygo(X]) + Covyo(Y{) = Covgo(X7) + Covygo(Y7).
Daher gelten die Implikationen

Covygo(X1,Y1) + Covgo (X1, V1) >0 = sup effT/’T(ﬁo,ﬁl) <1
91€RU\{0}

und

COVﬁO(Xl,}/i) + COVﬁO(Xl,}/l)t < 0 = inf eHT’,T(ﬁ()?ﬂl) > 1.
91 ERM\{0}

Wegen Lemma 4.5.4 gelten dann auch die Implikationen
COVﬂO(Xl,Yi) + COVﬁO(Xl,Yi)t >0 = eHT’,T<190) <1
und

Covgo (X1, Y1) + Covgo (X1, V1) <0 = effpr(9°) > 1.
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6.3.17 Beispiel: Betrachten wir die Situation aus Beispiel 6.3.12: Es sei m eine gerade
Zahlund X1 : (Q,20) — (R™2,B™/2) Yy : (Q,2) — (R™/2,B™/?). Weiter sei (; = X; Y7,
¢G=X Y, k=F,0=0"und

(51) =0 =Ey(X; = V1) = (z';) = =Ep(X] = Y)), (th,72) €6.
Wir betrachten fiir das gegebene 9} € ©' das Testproblem
H: 9, =95, K: 9, € 0"\ {¥5}.
Die Effizienz sei gegeben durch
91 (ig (9) — i (9)iey” (05)~higs (V) oh
9 (i (Vo) — 7 (00)iZ (Do) i (00)) 91
Dann ist ¢, (dy) = Ve (U5) gegeben durch die Einheitsmatrix.

GHT/7T(19O, 191) =

Es sei die Familie von Verteilungen {Q3' "9 € (:)} gemif (6.3.2) eine Exponentialfa-
milie mit suffizienter Statistik t. Zudem sei die Abbildung ¢ durch die Identitéit gegeben.

Weiter sei die Familie von Verteilungen {M;f My e d } gemif (6.3.2) eine Exponential-
familie mit suffizienter Statistik ¢’. Zudem sei die Abbildung ¢’ durch die Identitéit gegeben.
Dann gelten die Implikationen

Covgo(X1,Y1) + Covgo(X1, Y1) >0 = sup effpp(¥°,0;) <1
91 €R4\{0}

und

COVﬂO (Xl, }/1) + COVﬁO(Xl, }q)t S 0 = inf eHT’,T(ﬁO7§l) 2 1,
91E€RU\{0}

sowie die Implikationen

Covgo(X1, Y1) + Covgo (X1, Y1) >0 = effpp(9°) <1
und

Covyo (X1, Y1) + Covgo (X1, V1) <0 = effpp(0°) > 1.
Konkret kann z.B. der Fall betrachtet werden, dass

()~ ((0)-(5 5))

gilt, wobei a,b € R¥ unbekannt und X, A, II € R¥** bekannt seien, und ¥, A und die
zugrunde liegende Kovarianzmatrix von ()1511 ) positiv definit seien. Dann gilt wegen (6.1.2)

und (6.1.3) auch
()~ (()-(G 2))

Das in diesem konkreten Fall alle oben genannten Voraussetzungen erfiillt sind, kann den
Ausfiithrungen aus Beispiel 6.3.12 entnommen werden.
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6.3.18 Bemerkung: Die in Bemerkung 6.3.16 und Beispiel 6.3.17 erarbeiteten Kriterien

sind unter den genannten Voraussetzungen auch hinreichende Kriterien fiir e]‘fT/’T(ﬁO) <1
bzw. effrr 7(9°) > 1. Beachte hierzu Lemma 4.5.4.
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7 Vergleiche bei Schitzverfahren

7.1 Einleitung

Wie wir am Anfang der Arbeit ausgefithrt haben, kann der Vergleich zweier Experimente,
z. B. von unabhéngiger und verbundener Stichprobenerhebung, nicht nur anhand der Qua-
litdt von verschiedenen Testverfahren, sondern auch anhand der Qualitdt verschiedener
Punktschétzverfahren oder der Qualitéit verschiedener Konfidenzbereichsschétzverfahren
vorgenommen werden. Diese beiden Ansétze wollen wir in diesem Abschnitt genauer be-
trachten.

Die Ausfithrungen in den Abschnitten 5 und 6 beziehen sich auf Effizienzen statistischer
Tests, wie sie unter bestimmten Voraussetzungen vorkommen, wenn bei beiden Experi-
menten ein optimaler Test verwendet wird; siehe Abschnitt 4. In der Tat erhélt man un-
ter bestimmten Voraussetzungen #hnliche Effizienzen fiir Schétzer, wenn man optimale
Schétzer betrachtet. Genauso erhélt man unter bestimmten Voraussetzungen die gleichen
Effizienzen fiir Konfidenzbereichsschétzer, wenn man optimale Konfidenzbereichsschétzer
betrachtet.

Insofern lassen sich die Resultate aus den Abschnitten 5 und 6 auch anwenden, wenn
eine Fragestellung beziiglich eines Punkt- oder Konfidenzbereichsschétzverfahrens vorliegt
und der Vergleich zweier Experimente anhand der Qualitét verschiedener Punktschétz-
bzw. Konfidenzbereichsschatzverfahren vorgenommen wird.

7.2 Punktschitzverfahren

Es sei fiir eind € N # © C RY. Auf dem zugrunde liegenden statistischen Raum (£2, 2, B),
mit P = {Py; Y € O}, sei eine Folge von Schétzern (¢, ),en fir den unbekannten Parameter
¥ € O mit

b (%) = (RY, B
gegeben. Wir bezeichnen mit t := (¢,,),en die Folge von Schétzern fiir 4.

Bei der Definition der relativen Effizienz zweier Schatzer orientieren wir uns an van der
Vaart ([38]). Wir betrachten zunéchst nur den Fall d = 1. Wir nehmen an, dass die Folge
von Schétzern fir

Vn(t, —9) == N(0,07(9)) fiir n — oo

erfiille, mit einem o2(¢) > 0. Es sei eine Sequenz natiirlicher Zahlen (N;;):en gegeben mit

lim;_,o IV;; = 0o und

Vi(ty,, —9) == N(0,1) fiir i — oo.
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Sind dann ¢,, und t], zwei Schétzer mit den genannten Eigenschaften, so heifit der Grenzwert
e~fft/,t = e~fft/7t(19) = hm Nt’,i/Nt,i
1—00

relative Effizienz der Schétzer ¢ und ¢’ an der Stelle . Dieser Grenzwert existiert, wie man
wie folgt sieht:

Es ist

\]/\j VNt —9) = Vi(ty,, — ) — N(0, 1) fiir i — oo,
ti ~~ -~

)

=N(0,07(¥))

woraus lim; o Vi//Nyi = 1/04(9), mit 0,(3) := /0?(1), folgt. Analog kann fiir die Folge
von Schétzern ¢ argumentiert werden. Daher gilt

2
. Nt/,i BT v/ Nt _ 0t2<79) _ .
zllglo Nei zliglo ( \Jg ) Co2(0) effy4(9)-

Die relative Effizienz an der Stelle 9 ist also durch das Verhéiltnis der Varianzen der Grenz-
verteilung gegeben, was sehr plausibel ist.

Wollen wir nun fiir d > 1 eine Effizienz in dieser Art und Weise definieren, so stel-
len wir fest, dass sich dieses Konzept der relativen Effizienz nicht automatisch auf den
mehrdimensionale Fall {ibertragen lidsst. Dies liegt daran, dass im Allgemeinen fiir d > 1
keine Sequenz natiirlicher Zahlen (Ny;);en existieren wird, sodass lim; .o Ny; = oo und

Vi(ty,, —9) = Na(0,1y) fiir i — oo gilt.

Dennoch lésst sich dieses Konzept auf hoherdimensionale Situationen verallgemeinern. Es
sei d > 1. Wir nehmen an, dass

Vn(t, —9) = Ng(0,%,(9)) fiir n — oo

gilt, mit einer symmetrischen und positiv definiten Matrix ¥;(+) € R?*?,

Nun besteht die Moglichkeit, die relative Effizienz zweier Folgen von Schétzern ¢ und ¢’ mit
dieser Eigenschaft als das Verhiltnis der Determinanten der zugehorigen Kovarianzmatri-
zen zu definieren, also

~ ~ det 2 (9
efft/’t = efft/,t(ﬁ) = WZ,(@%

zu setzen; siehe z.B. Serfling ([36]). Dann sind fiir d = 1 die Definitionen von effy ; und

eff;, dquivalent.
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Wir wollen hier zusitzlich ein anderes Vorgehen studieren. Dazu sei fiir alle 9; € R?\ {0}
eine Sequenz natiirlicher Zahlen (N;;(v1))ien gegeben mit

Vit n, o0y — 959) == N(0,1) fiir i — oo.

Sind dann ¢, und ¢/, zwei Schétzer fiir ¥ mit den genannten Eigenschaften, so heifit der
Grenzwert

eﬂ‘t/ﬂg = efft/,t(’ﬁ, 191) = zll)l’ilo Nt’,i(ﬂl)/Nt,i(ﬁl)
relative Effizienz der Schéitzer t und t'. Dieser Grenzwert existiert, wie man wie folgt sieht:
Es gilt

Vi
e N (00) (Ot 1) — 949) = V(Db 9y — 040) — N(0, 1) fiir § — oo,
Nt,i(191> m( ]_VNt,z(ﬂ) 1 ) ( 1UN, ;(91) 1 ) ( )

SN(0,9% 54 (9)91)

woraus lim;_, \/E/\ /Ny i(01) = 1/4/043:(9)0; folgt. Analog kann fiir die Folge von Schéitzern

t' argumentiert werden. Daher erhilt man

Vi 2
Ny i t,i(01 ty
efft/’t(q?, 191) = lim ﬂ = lim ( N,i(91) ) _ 791 t(ﬁ)/ﬁl

imoo Nyi(U1) im0 N\ﬁ(ﬂ) LS ()9,
AV ZRALAS

Dann sind fiir d = 1 die Definitionen von e;‘ft/,t, e~fft/,t und eff,, dquivalent. Fiir d > 1 gibt

die folgende Bemerkung einen Zusammenhang zwischen den Effizienzbegriffen e~fft/,t und
effy, an.

7.2.1 Bemerkung: Es gelten folgende Implikationen:
a) Supy, g (o effr +(9,01) <1 = effy 4(9) < 1.
b) supy, cpa\ oy effv (¥, 91) <1 = effy 4 (9) < 1.
c) effy,(9,9,) =1V 9 € R4\ {0} = effy,(9) =1.
d) infg, epa oy effy(9,01) > 1 = effy,(9) > L.
e) infy,epayqoy effy(9,01) > 1 = effy,(9) > 1.
Dies folgt analog zum Beweis von Lemma 4.5.4.

Wie in Abschnitt 6 gehen wir nun von einer bestimmten Modellannahme aus, die ein
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Spezialfall der bereits in Unterabschnitt 4.1 getroffenen Modellannahme darstellt. Es han-
delt sich um die Situation aus Bemerkung 4.2.8 und Unterabschnitt 4.4, d.h. es liegt das
Modell aus Unterabschnitt 4.1 vor, wobei fiir ein gegebenes 9§ € O! {J}} = O} ist. Wir
nehmen an, dass die Mengen © und ©' offen und konvex sind.

Im Folgenden wollen wir Annahmen an die Zufallsvariablen ¢; und (] bei den zugrun-
de liegenden injektiven Parametrisierungen durch © und ©’ formulieren. Zudem werden
wir zugehorige Schétzer ¢, und ¢/, basierend auf (i,...,(, und (7, ..., einfithren und
diese ebenfalls mit Bedingungen versehen. Der Einfachheit halber fiithren wir dies nur fiir
(1, © und t,, aus; in analoger Weise sollen alle Definitionen und Annahmen auch fiir (1, o,
und ¢, gelten. Dabei werden die im Zusammenhang mit ¢;, © und ¢, eingefithrten Grofien
im Zusammenhang mit ¢}, ©’, und #, mit einem Strich versehen.

Esseid € © und ¢ = (tn)nen eine Folge von Schitzern fiir den unbekannten Parame-
ter 1 basierend auf der Stichprobe (i, ..., (,, d.h. esist h, : (R*, &") — (R*, B*) fiir jedes
n € Nund t, = h,((1, ..., G).

Wir nehmen an, dass ein o-endliches Maf3 p auf (R, &) existiert, sodass fiir jedes ¢ € 0

fgl < p gilt und f(-;9) eine p-Dichte von Qf; ist. Wir setzen generell voraus, dass

f(z:9) > 0 fiir alle ¥ € © und alle z € R. Es sei die Abbildung ¢ — f(z;9), ¥ € O,
fir alle z € R stetig differenzierbar. Zudem nehmen wir an, dass fiir alle ¥ € © die
Fisher-Informationsmatrix aus f;, i¢c, (¥), existiert, endliche Eintrége besitzt und po-
sitiv definit ist. Mit der am Anfang von Unterabschnitt 4.2 eingefiithrten Notation und

V= (04,...,9)" €O ist dann

. 0 0 N
ch (19) = <E19 (819@[/({17 19)8_19][](4.1’ 19))) 1<i<k, 19 c @,
1<5<k

Dann sei

. NGO () -
a0) = (5(5) () 70

mit i (9) € R4 o2 () € RI*(t=d) 321(5) € RE=dxdi j22(y) ¢ RUE=d)x(k=d) D .
iéf (1) ist die Informationsmatrix aus ¢;, wenn fiir ¥ = (9',9;) € © der Parameter 9' als

einziger variabler Parameter, und 1, als fest und gegeben betrachtet wird.

Zudem existiere fiir alle n € N und alle ¥ € 0 Ey(t,), besitze endliche Eintrége und
es gelte fiir alle ¥ = (¢4, ...,9;) € ©

0 0
99, /f(Z;ﬁ)dM(Z) = / aﬁif(z;ﬁ)d,u(z) =0,i=1,...,k,
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sowie fiir alle 9 = (9y,...,7;)" € © und alle n € N

0
3. / ho(z1y ooy 20) f(21;0) - - f(zn; ) du(z1) - .. dp(2,)
0 .
:/hn(zl,...,zn)aﬂ(f(zl;ﬁ)...f(zn;ﬁ))du(zl)...du(zn), i=1,.. .k
Dann sei mit ¢, = (tn1,. .., tnk)

9 3

Up, (V) = ( 55 Boo(tni) ) jcjcpr ¥ € O.
! (aﬁj v )gég

Fiir alle n € N existiere Covy(t,,) und besitze endliche Eintrdge. Dann liefert die Cramér-
Rao-Ungleichung

1 ~
Covy(t,) > ﬁiﬂtn ()i, () My, (9)!, 9 € O, n €N,

wobei hier Ungleichungen immer im Sinn der Definitheit der Differenz der Matrizen zu
lesen sind; siehe hierzu Unterabschnitt 6.1. Gilt speziell Ey(t,) = 9, ¢ € O, so folgt
Wy, (0) = Tgwg, m € N, und damit

Covaltn) > —ig,(9) !, n €N
In diesem Sinn kann der Schétzer ¢,, aufgrund seiner Eigenschaft
V(t, —9) == Ni (0, 2,(9)) fiir n — oo
asymptotisch optimal bei ¢ € S genannt werden, wenn
Ye(9) = i, (9) (7.2.1)

gilt. Siehe hierzu z.B. [38]. Im Folgenden wollen wir ausschlieBllich solche Schétzer t,, be-
trachten.

Es sei fiir [ € N eine Abbildung p : (R¥,B*) — (R!,B') gegeben. Dann ist p(t,) ein
Schétzer fiir p(19). Ist die Abbildung p in ¥ € © differenzierbar mit zugehéoriger Jacobima-
trix J,(?), so liefert das Fehlerfortpflanzungsgesetz

VA(plta) = p(9)) —5 Ny (0, T,(0)ic, (0) LT, (9)") fir n — oc.
Betrachten wir nun speziell die Abbildung p : (R, B*) — (R", B%") gegeben durch p(z) :=
z1, © = (x1,22) € R x RF4 50 ist J,(0) = (Lay xar» Oty x (h—ar))» ¥ € O, und wir erhalten
mit J = (9.) € o,
Vi (p(tn) = 0) = Na, (0, (Taysas s Oy xi—an) Vic (9) ™ (Tay s, Oy x(o—ar))') fiir = 0.
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Es ist
igy (9) — i ()i (9) i, (9)
das Schurkomplement von igf(ﬂo) in i¢, (Yo). Wegen

(ic, (0) ) 1ziza, = (I8 (0) —i* ()i (@) i (0))

1<5<ds
gilt
Va(p(t,) — 0") 5 N, (o, (b1 (9) — ib2 (9)i22(0) i3 (19))‘1) fiir n — oo.

Somit ist die relative Effizienz zweier solcher Schétzer ¢ und #' fiir 9§ mit 9° = (9}, 99, 9%) €
Op, U = (gé) € 0y, V) = (gé) € ©), und ¥; € R4\ {0} gegeben durch

94 (i (00) — i3 (90)iZ (00) 1iZ (90)) 04
98 (i () — i85 (9g)ies” () iy (9)) v

efft/,t(ﬁo, 191> =

Nun sei t = (f,)nen eine Folge von Schétzern fiir den unbekannten Parameter 9 e O
basierend auf der Stichprobe (i,...,¢,, d.h. es ist h, : (R",&") — (R% B4) fiir jedes
n € Nund t, = h,((1,. .., (). Diese Folge von Schétzern erfiille

Vn(t, —9') = Ny, (0,24(0)) fiir n — oo,
mit einer symmetrischen und positiv definiten Matrix £,(9) € R"*% 9 = (9)) € o.

Argumentiert man wie oben, so kann diese Folge von Schitzern als optimal bei ¥ € ©
bezeichnet werden, wenn

So(9) = izt (0)! (7.2.2)

gilt. SchlieBlich ist 2'211 (9) die Informationsmatrix aus Q5 , wenn fiir 9 = (g;) € O der

Parameter 9! als einziger variabler Parameter, und 9, als fest gegeben betrachtet wird.
Siche hierzu z.B. [38].

Somit ist die relative Effizienz zweier solcher Schétzer ¢ und ¢’ fiir 9§ mit 9° = (9}, 9, 9%) €
O, Vo = (Zé) € 0y, V) = (Z&:)) € ©) und ¥; € R \ {0} gegeben durch

Wiz (00) "M
Otk (0) 19,

1°¢1

efft',two, 191) =
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Legen wir also fiir die betrachteten Schétzer die Optimalitédt gegeben durch (7.2.1) oder

1 ~ 1
(7.2.2) zugrunde, so ergeben sich mit ¥° = (93,9, 9,) € O, Yy = (Zg) € O, U = (gz) €
O, und ¥, € R% \ {0} Effizienzen der Form

DAL (D)7
LA ()10

efft/7t(190, 191) -

oder aber geméf [36] Effizienzen der Form

N det A% (9))
effy o (8°) = —
det AC; (190)
wobei
AG(90) = (i (D) — i (90)ig7 (Do) ~"ig;! (Vo) oder A (9) = ig]! (Vo).
sowie
AGH0) = (i (9) — ig” (0)ig " (9) iy (95) oder Ag' () = i ()
gilt.

Um eine Verbindung zu den Effizienzen fiir statistische Tests herzustellen, erinnern wir dar-
an, dass wir unter Beachtung von Bemerkung 4.2.8 mit Hilfe der Resultate aus Albschnjtt
4 sahen, dass die Effizienz von Tests T und 7" mit 9° = (9}, 9, 9%) € Oy, ¥ = (gg) € Oy,

V) = (Zﬁl’) € ©) und ¥, € R \ {0} hiiufig die Gestalt

AL (95)0
GHT/,T(ﬁOﬂ?l) = iill—“’
V1AL (90)0
oder die Gestalt
N det A% (9))
eﬂ‘T/,T(’ﬁO) = +0
det A<1 (190)

besitzt. Davon wollen wir auch hier ausgehen. Es gilt also eﬂﬁ‘tli(ﬁo,ﬁl) = ef‘fT/’T(ﬁO, U1).
Betrachten wir die Efiizienzen

9 AL (Vo) M0s
LA (V)10

I A (0)0;
AL (Vo) 0,

effy (0°,9,) = und effy p(9°,9,) =

?

so konnen wir folgendes Lemma festhalten.
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7.2.2 Lemma: Es gelten die folgenden Aquivalenzen
a) supy, cpan (oy effy (0, 01) <1 & supy, cpar g0y effr (9%, 91) < 1.
b) supy, crin (o ff v (0°,01) <1 & supy, cpar (o effr 2 (9%, 91) < 1.
c) effy (9°,9,) =1V 9 e RE\ {0} & effpr(9°,9,) =1V I € R\ {0}
d) infy, cgar oy effp 1 (0°,91) > 1 & infy cgary (o effr 0 (0°,91) > 1.
e) infy cgary oy ffw  (9°,01) > 1 & infy cgary (o effp 2 (9°,91) > 1.

Beweis: Es hat die Matrix Aé;l(ﬁo)*lAal(%) die gleichen Eigenwerte wie die Matrix
Aéil (196)14211 (99) . Mit analogen Uberlegungen wie im Beweis von Lemma 4.5.1 folgt damit
die Behauptung. O

7.2.3 Bemerkung: Aufgrund dieser Ergebnisse konnen die Tests zum Vergleich von Ex-
perimenten aus Abschnitt 5 auch verwendet werden, wenn nicht entsprechende Effizienzen
von statistischen Tests, sondern Effizienzen von Schétzern in der oben beschriebenen Form
betrachtet werden. Schliellich gelten alle Resultate aus Abschnitt 5 auch in der in diesem
Unterabschnitt betrachteten Situation.

Genauso treffen aufgrund dieser Resultate alle Ergebnisse zum Vergleich von unabhéngiger
und verbundener Stichprobenerhebung aus Abschnitt 6 zu, wenn nicht entsprechende Ef-
fizienzen von statistischen Tests, sondern Effizienzen von Schétzern in der oben beschrie-
benen Form betrachtet werden. Dabei bekommt man natiirlich fiir die expliziten Formeln
zur Berechnung der Effizienz bei Annahme einer mehrparametrischen Exponentialfamilie
entsprechend modifizierte Ergebnisse.

7.2.4 Beispiel: Betrachten wir die Situation aus Beispiel 4.2.10, d.h. wir vergleichen die
verbundene Stichprobenerhebung mit der unabhéngigen Sichprobenerhebung.

Im unabhéngigen Stichprobenfall seien mit X7|,..., X/ und Y/,... Y/ zwei voneinander
unabhingige Stichproben von unabhéngigen R%-wertigen Zufallsvektoren gegeben, wobei
die X1,..., X/ jeweils die gleiche Ny, (a, X)-Verteilung besitzen, und die Y/, ..., Y, jeweils
die gleiche Ng, (b, A)-Verteilung besitzen, mit a,b € R% unbekannt, und X, A € Ré*4
symmetrisch positiv definit und ebenfalls unbekannt.

Im verbundenen Stichprobenfall liege dagegen eine Stichprobe ()1511 ) . (if:) von un-
abhingigen R?%-wertigen Zufallsvektoren vor, die jeweils die gleiche Verteilung, konkret

()~ ()G )

besitzen, wobei II € R%4*% ebenfalls unbekannt sei, sodass die zugrunde liegende Kovari-
anzmatrix positiv definit sei.
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Es sollen Schétzer fiir p1 := a — b betrachtet werden. Es sei (; :== X; — Y}, (] := X! - Y/,
i1=1,...,n. Dann ist

tn ::yn_?nzzn

der erwartungstreue Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¢+ im verbundenen Stichprobenfall,
und

0 =X -Yi=0

der erwartungstreue Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 4 im unabhéngigen Stichprobenfall.
Es gilt

Ci ~ Ndl (N, F1>7
mit ['; ;==X + A, und
Cl ~ Ndl (M? F2>7

mit Ty := ¥ + A — (IT + IT*). Es liegen die Parametermengen ©, © und ©’ wie in Beispiel
4.2.10 vor. Es ist

Vn(t, — ) — Ng, (0, ié;l(ﬁo)) filr n — oo,
und weiter

Vn(t, — ) — Ng, (0, 1211(196)) fiir n — oo.

Zudem gilt

1,1 -1 1,11 1

i, (Vo) =T und i (95) =177,
sodass sich fiir die Effizienz
Pig (00) 7' 9iTy0,

effy 190719 = N
) S T Gy, AT

bzw.
! detil (9h)  dotT
eﬂt/,t(ﬁo,ﬁl): Ell - = =2
detiy (¥p)  detT’
ergibt.

Nun betrachten wir im verbundenen Stichprobenfall den erwartungstreuen Schétzer

o= (wtisn)
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fir (veen(ry) ), mit S, = =15 (G — (,)(G — ()", und im unabhéngigen Stichprobenfall
den erwartungstreuen Schétzer

e

m o \wvech(S))

fiir (Veclil(lﬁ) )7 mit S1/1 - ﬁ Z?:I(Cz/ - ?;L)(C; - C_;’L)t Dann ist

\/ﬁ(tn - ,u) L) Nd1+d1(d1+1)/2 (O, iC1 (190)) fir n — oo,

und weiter
Vit — ) = Ny tay @172 (0, i¢r (95)) fiir n — oco.
Zudem gilt
2 1,2
zél (Vo) = ig} (9y) =0
sodass sich fur die  Schitzer  p(t,) = (Lay xdr > Ody scdy (dy +1y/2) e und

p(t,) = (Layxdy» 04y xdi (dy+1)/2)t,, das Ergebnis

9L (15 (W) — i (W0)ig (o) 1 (90)) Wy Wi (o) M 9T,

(85 (9) — i W) ()71 () on kg () 0y Vi

eﬂ‘t/’t (190, ’191) —

bzw.

det (i%y'(05) — (P OR)ERWN M ) detil (9) gt

eﬁl 190,19 = a B
) GG ) e ) ) et () detT

bestétigt. Vergleiche mit dem Resultat in Beispiel 4.2.10.
7.3 Konfidenzbereichsschitzverfahren

Wie in Abschnitt 6 und Unterabschnitt 7.2 gehen wir hier von einer bestimmten Modellan-
nahme aus, die ein Spezialfall der bereits in Unterabschnitt 4.1 getroffenen Modellannahme
darstellt. Es handelt sich um die Situation aus Bemerkung 4.2.8 und Unterabschnitt 4.4,
d.h. es liegt das Modell aus Unterabschnitt 4.1 vor, wobei fiir ein gegebenes ¥} € ©!
{93} = 6} ist.

Im Folgenden wollen wir Annahmen an die Zufallsvariablen ¢; und (] bei den zugrun-
de liegenden injektiven Parametrisierungen durch © und ©’ formulieren. Zudem werden
wir zugehorige Konfidenzbereichschétzer B,, und BJ, basierend auf (3, ...,(, und (j,..., ),
einfithren und diese ebenfalls mit Bedingungen versehen. Der Einfachheit halber fithren wir
dies nur fiir (y, O und B, aus; in analoger Weise sollen alle Definitionen und Annahmen
auch fiir ¢/, © und B/, gelten. Dabei werden die im Zusammenhang mit ¢, © und B,
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eingefithrten Groflen im Zusammenhang mit (], ©’, und B] mit einem Strich versehen.

Fiir ein a € (0, 1) sei durch 1 — « ein Konfidenzniveau gegeben, und es sei durch (B,,)nen,
mit B, : (Q2,2A) — P(O!) fiir jedes n € N eine Folge von Konfidenzbereichen fiir den
unbekannten Parameter ¥, € ©! zum (asymptotisch eingehaltenen) Konfidenzniveau 1 —
gegeben.

Wollen wir die Qualitéit zweier solcher Folgen von Konfidenzbereichen vergleichen, so kann
dafiir die in Abschnitt 3 eingefithrte Volumen-Effizienz benutzt werden. Das in Unterab-
schnitt 3 vorgestellte Konzept der Volumen-Effizienz kann in offensichtlicher Weise auf die
vorliegende Situation der zusammengesetzten Hypothese erweitert werden. Siehe hierzu die
Erklarung am Anfang des Unterabschnitts 4.4.

Alternativ konnen aber auch relative Effizienzen von statistischen Tests, so wie sie in
Abschnitt 2 beschrieben sind, verwendet werden, was die folgenden Uberlegungen zeigen.

Es existiere fiir jedes o € (0,1) eine Abbildung b,(-,a) : R — P(0"), sodass fiir alle
9 = (91,95) € ©

{(21,...,20) € R";91 € bp((21,...,20), )} € &™ fiir jedes a € (0,1)
gilt und B,, = b,((1, ..., (y, @) ist.
Betrachten wir fiir 9} € ©! das Testproblem
H: 9, =95 K: 9, € 0"\ {95}
Dann ist fiir jedes n € N der Test, festgelegt durch die Vorschrift
, Verwirf H, falls 95 & B,*,

ein Test fiir das Testproblem H gegen K zum (asymptotisch eingehaltenen) Testniveau a.
Wir nennen die so entstandene Folge von Tests T = (T}, )nen, und schreiben Br,, := B,,.

Gehen wir zusétzlich davon aus, dass fiir alle ¥} € ©! eine Folge von Testgrofen (75, (9)))nen
und eine Folge von kritischen Werten (¢, (U))nen existiere mit

Qo (T (V5) > ca(95)) = Qu(V5 & Br,,) fiir alle v € .
Dies kann stets durch die Setzung T,,(95) = 1(95 € Br,,) und ¢, (95) = 0 erreicht werden.

Der oben genannte Test ldsst sich nun dquivalent geméaf

, Verwirf H, falls T,,(d3) > ¢, (95)"

170



formulieren. Es kénnen daher zum Vergleich solcher Tests relative Effizienzen herangezogen
werden, so wie sie in Abschnitt 2 beschrieben sind.

Diese Uberlegungen zeigen, dass beim Vergleich von Experimenten anhand der Qualitiit von
Konfidenzbereichsschétzverfahren auf relative Effizienzen fiir statistische Tests zuriickge-
griffen werden kann.

Gehen wir davon aus, dass zwei Folgen von Tests T und 7" entsprechend dieser Uberlegungen
gegeben sind. Natiirlich kann es sich bei diesen Tests um optimale Tests im Bahadur- oder
Hodges-Lehmann Sinn, oder um Likelihood-Quotienten-Tests fiir das beschriebene Test-
problem handeln. Somit motivieren die Ergebnisse der Unterabschnitte 4.2 und 4.3 mit
90 = (94,04,9,) € O, ¥y = (93,95) € 6, ¥ = (9,0) € © und ¥, € R\ {0} die
Betrachtung von Effizienzen der Form

ILAL(90)9,
eﬁT’,T(ﬂoaﬁl) = *7
D1 A: (U0)th

die im vorliegenden Fall als Effizienzen von Konfidenzbereichsschéitzverfahren betrachtet
werden konnen. Wir kénnen folgende Bemerkung festhalten.

7.3.1 Bemerkung: Es konnen alle Tests zum Vergleich von Experimenten aus Abschnitt 5
auch verwendet werden, wenn nicht entsprechende Effizienzen von statistischen Tests, son-
dern Effizienzen von Konfidenzbereichsschiatzverfahren in der oben beschriebenen Form
betrachtet werden. Schliellich gelten alle Resultate aus Abschnitt 5 auch in der in diesem
Unterabschnitt betrachteten Situation.

Genauso treffen alle Ergebnisse zum Vergleich von unabhéngiger und verbundener Stich-
probenerhebung aus Abschnitt 6 zu, wenn nicht entsprechende Effizienzen von statistischen
Tests, sondern Effizienzen von Konfidenzbereichsschéitzverfahren in der oben beschriebenen
Form betrachtet werden.
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8 Vergleiche bei multivariater Normalverteilung

8.1 Grundlegendes Modell

In diesem Abschnitt werden die verbundene und unabhéngige Stichprobenerhebung unter
der Annahme miteinander verglichen, dass die Beobachtungen multivariaten Normalver-
teilungen folgen.

Wir werden sehen, dass die Annahme der multivariaten Normalverteilung auf eine Situati-
on fiithrt, die als Beispiel fiir die in den Abschnitten 3, 4, 5 und 6 erarbeiteten theoretischen
Resultate dienen kann. Allerdings kénnen unter dieser Annahme Ergebnisse erzielt werden,
die iiber die in den genannten Abschnitten erarbeiteten Resultate hinaus gehen.

Wir erinnern an dieser Stelle an das zu Beginn von Abschnitt 6 eingefithrte Modell,
das stets beim Vergleich von unabhéngiger und verbundener Stichprobenerhebung zu-
grunde liegen soll und das sich am einfiihrenden Beispiel in Unterabschnitt 1.1 orien-
tiert. In diesem Abschnitt betrachteten wir konkret folgende Situation: Es sei d € N und
n > d. Auf dem zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum seien im verbundenen Stich-

probenfall durch (if,ll Yyenes (iﬁ:) unabhingige R?%-wertige Zufallsvektoren gegeben, wobei
Xi,..., X, Y1,...,Y,, jeweils R%-wertige Zufallsvektoren seien. Die ();11 ) . ()é: ) seien

jeweils identisch multivariat normalverteilt gemif3®.

()3511) ~ N ( <Z) ’ <2222 Ezzl) ) (8.1.1)

Dabei seien a,b € R? und X,3;,3; € R™? unbekannt und mit P, = {A € S
A ist positiv definit} und S; := {4 € R™¥!; A ist symmetrisch}, | € N, gelte

I3
(222 21>e7?2d. (8.1.2)

Im unabhéngigen Stichprobenfall seien mit X7,..., X! und Y/,...,Y! zwei voneinander
unabhéngige Stichproben auf dem zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum gegeben.

Wegen (6.1.3) soll £(X;) = L£(X]) und L(Y1) = L(Y{) gelten und deshalb aufgrund von
(8.1.1)

X! ~ Ngy(a,%), Y{ ~ Ng(b, %).

Zudem folgt aus (8.1.2) auch ¥ € P,. Das zu Beginn dieser Arbeit vorgestellte Testproblem
(1.1.3),

H: L£(X3)=L(Y)), K: L(X;) # L(Y1),

8Gilt ()1511 ) ~ Noa((£), (5 3)), mit einer entsprechenden Matrix IT € R¥*?, so bedeutet dies 31 = X711

und ¥, = XTI, falls ¥ invetierbar ist.
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kann hier dquivalent geméaf3
H: a=b, K: a#b
formuliert werden.

8.2 Verbundener Stichprobenfall

Es gelte also im verbundenen Stichprobenfall

X, N a ¥ XY

Y dl\w)\2x, 2 ) )
Setzen wir (; := X; — Y;, 1 <14 <mn, sosind (3, ...,(, unabhidngig und identisch verteilt
mit

Cl ~ Nd(ﬂa F)a

mit p:=a—bund I' := 3(21; —(X1+%,)), wobei I' € P, gilt. Wir konnen das Testproblem
auch so formulieren:

H: p=0, K: p#0.

Als Testgrofle fiir dieses Testproblem wihlen wir die auf (1, . . ., (,, basierende Hotellingsche
T2-TestgroBe, genauer
n(n—d)=t =
T, = —-—C,S ,
mit ¢, ;== 23" Gund S, = 5 3 (G — () (G — ()" wobei S, .. invertierbar ist, da
n > d gilt. Die Hotellingsche T?-Testgréfie und ihre Eigenschaften zind z.B. bei Muirhead
([28]) beschrieben. Es gilt

. Wi/d

In= Wa/(n — d)

~ Fd,nfd (5) )

mit § = nu/T~'x und unabhiingigen Zufallsvariablen Wy ~ x%(8) und Wy ~ x2_,, siehe
hierzu Theorem 1.3.6 und Theorem 6.3.1 aus [28]. Zu einem vorgegebenen Testniveau
a € (0,1) formulieren wir den Hotellingschen T2-Test

,Verwirf H, falls T;, > Fg,,_,*.

Dabei ist Fg,,_; das (1 — «a)-Quantil der Fg,_4-Verteilung. Die Testgréfle T), ist dquivalent
zur Likelihood-Quotienten-Testgrofe fiir das Testproblem H gegen K, wenn man als Stich-
probe (1, ..., (, zugrunde legt. Siehe Theorem 6.3.2 aus [28]. Es sei

By :={oa;04 : R x Dy — R? x Dy, (x, D) — (Azx, ADA"), A € GL(d,R)},
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mit GL(d, R) = {A € R™?; A ist invertierbar}, der Raum der Transformationen auf R¢ x
Dy, welcher von der linearen Gruppe GL(d,R) induziert wird. Man sieht sofort, dass die
Testgrofle T, invariant unter Transformationen aus ®, ist. Dariiber hinaus ist der oben
formulierte Hotellingsche T?-Test unter den Tests, welche invariant unter Transformationen
aus ®4 sind, ein gleichméBig bester Test zum Testniveau o € (0,1) fiir das Testproblem H
gegen K, wenn man als Stichprobe (3, ..., (, zugrunde legt. Siehe Theorem 6.3.4 aus [28].

8.3 Hodges-Lehmann-Index im verbundenen Stichprobenfall

In der Tat ist der Hotellingsche T2-Test ein optimaler Test im Hodges-Lehmann Sinn fiir
das Testproblem H gegen K, wenn man als Stichprobe (i, ..., (, zugrunde legt. Dies hat
Kourouklis ([22]) gezeigt. Zur Bestimmung der Kullback-Leiber-Information bemerken wir,
dass dieser Test auf unabhéngigen Zufallsvariablen (i, ..., (, basiert, die jeweils Ng(u, I')-
verteilt sind.

Ganz allgemein berechnet sich die Kullback-Leibler-Information basierend auf der Ver-
teilung einer Zufallsvariablen V' mit der Verteilung N, (v, A), p € N, fiir Jy = (v, Ag),V =
(v,A), mit 9y, ¥ € R? x P, geméf

K (99, 9) (8.3.1)

dry
= [ o2 TP o)

—1log (\/E) - %/ (2 — ) Mg (& — vo) — (2 — V)" A~ (2 — 1)) AN, (v, Ao) ()

=— %log det(AgA™h) + %(V — ) A (v — 1) + %tr(/\of\_l) -

NS

Dieser Ausdruck muss in unserem Fall fiir p = d bei gegebenem ¥ = (u,I") iiber alle
Yy € ©g = {0} x P, minimiert werden.

Hierzu seien ly,...,l, > 0 die Eigenwerte der Matrix AgA™!. Dann folgt mit der Un-
gleichung logz <z —1, > 0,
1

K(9y,9) = —% log det(AgA™") + %(y — )" AT (v — ) + 5 tr(AgA™!) —

N3

1 1 1
=3 ;(log li—1L+1)+ 5(1/ — )" A (v — 1) > §(V —1)'A (v — 1),

wobei die Gleichheit gilt, wenn [; = --- = [, = 1, dquivalent Ay = A gilt.

Damit ergibt sich in unserem Fall fiir p # 0

1 ~ 1
liminf — log B, (a, i) > —K(0g,9) = —=p'T .
n

n—oo 2
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Fiir eine Zufallsvariable V' ~ x2 (v), mit m € N und v > 0, ist die momenterzeugende
Funktion gegeben durch

Damit und mit der Markov-Ungleichung ergibt sich mit 7 < 0 fiir geniigend grofles n

Bnla,p) = P(T, <c,) =P, (% < cn) =P, (TWl — 7—_danW2 > 0)
<E, (exp(TVVl)) E, (exp < — nT_ddcnl/Vg))

7d nxd

= exp (1 i527> (1—27)°3 (1 +2-2 dcn>_T.

Daraus folgt

1
lim sup — log S, (a, 1) < Wity
n

n—oo B 1_27-

Léasst man jetzt 7 — —oo laufen, erhélt man

1 1 -
limsup —log B, (v, p) < —sp'T™ = —K(Og, 9),

n—oo M 2
und damit die Hodges-Lehmann-Optimalitat fiir das Testproblem H gegen K, wenn man
als Stichprobe (i, ...,(, zugrunde legt. Vergleiche hierzu mit Beispiel 3.2 aus [22]. Fiir
den Hodges-Lehmann-Index der Testgrofle fiir das Testproblem H gegen K gilt daher mit
p=a—>

1

dr(p) = 1T p.

8.4 Bahadur-Steigung im verbundenen Stichprobenfall

Der Hotellingsche T2-Test ist ebenfalls optimal im Bahadur Sinn fiir das Testproblem H
gegen K, wenn man als Stichprobe (i, ...,(, zugrunde legt. Um dies zu zeigen gibt es
verschiedene Herangehensweisen. Wir wéhlen hier eine andere als Koziol in der Arbeit
[24], indem wir Lemma 2.3.2 verwenden.

8.4.1 Satz: Der Hotellingsche T?-Test ist optimal im Bahadur Sinn fiir das Testproblem H
gegen K, wenn man als Stichprobe (1, ..., (, zugrunde legt. Mit ;n = a — b ist die Bahadur-
Steigung

1 _
er(p) = 5 log(L+ p'T™ ).
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Beweis: Aufgrund des starken Gesetzes der grofien Zahlen ist

lim d(n—1)

T, = =ty fs.
n—oo n(n — d) H s

erfiillt. Weiter erhalten wir wieder mit Hilfe der Markov-Ungleichung fiir ¢ > 0
din—1) dn—1) Wy/d n—1 t
P\ ——=T,>t)| =R >t] =P Wy —=-Wy>0
O(n(n—d) = ) O(n(n—d)Wg/(n—d)_ o Y 2727

<t o (U5 ) o (o (1)) -

Daraus folgt

N\Q_

n2(1+t)~ "7

din—1)
n(n —d)

Wenden wir uns nun der Kullback-Leibler-Information zu. Mit Hilfe der in Unterabschnitt
8.3 gefundenen Darstellung (8.3.1) ergibt sich durch zyklische Vertauschung innerhalb des
Spuroperators fiir die Kullback-Leibler-Information basierend auf der Verteilung einer Zu-
fallsvariablen V' mit der Verteilung N,(v,A), p € N, fir Jy = (10, Ao),? = (v,A), mit
190, ¥ € RP x Pd,

n—o0

1 1
limsup—logP0< Tn2t> §—§log(1+t), t>0.
n

K(9,9,)
1 1 1
=3 log det(AAg") + §(y — ) Ay (v — 1) + 3 tr(AA;") —

N3

1 1
:—élogdet(AAgl)—f-Etr((A—i—(V—VQ)(V—Vo)) >—g
1 1
:_§logdet ((A—l— v—1p)(v—19)")Ay 1) —|—§ < A—l—(V—VO)(V—VO)t)A61> —g
+%10gdet <(A+ v—1)(v —vy)") Ay 1) % log det(AA;)
1 1
:_§logdet ((A—i— v—1p)(v—19)") Ay 1) 5 ( A—l-(V—VO)(V—VO)t)Aal) —g

— %logdet (A(A-l- (v —w)(v—w)') )

Dieser Ausdruck muss nun fiir p = d bei gegebenem ¢ = (u, I') iiber alle Jy € Oy = {0} x Py
minimiert werden. Mit den gleichen Uberlegungen wie in Unterabschnitt 8.3 erhalten wir
zundchst

1
K(1,0y) = ) log det (I'(L + pp) ™),
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und daraus mit Hilfe von Sylvesters Determinantentheorem
~ 1 +—1 1 —1 t 1 t—1
K(9,0q) = —5 logdet (T'(T 4 pp') ') = 5 log det(Ly+I " pp’) = 5 log(1+ p' T ).

Siche hierzu auch Beispiel 3.2 aus [24]. Mit Hilfe von Lemma 2.3.2 folgt die Optimalitét
des Hotellingschen T2-Tests im Bahadur Sinn fiir das Testproblen H gegen K, wenn man
als Stichprobe (i, ..., (, zugrunde legt. U

8.5 Unabhingiger Stichprobenfall

Es liegen im unabhéngigen Stichprobenfall mit X7,..., X/ und Y{,...,Y, zwei voneinen-
ander unabhéngige Stichproben mit

X7 ~Ny(a,X), Y] ~Ny(b,X)

vor. Als Testgrofle fiir das Testproblem H gegen K wihlen wir die Hotellingsche Zwei-
stichproben-T?-Testgrofe
_n@2n—1—-d) —

T/— X/_?t T,y —1?_}//

mit X/ bzw. Y/ als empirischer Erwartungswertvektor der ersten bzw. zweiten Stichprobe

und SZY = 1(S2 + SY), mit S bzw. SY als empirische Kovarianzmatrix der ersten bzw.

zweiten Stichprobe. Dann gilt

T/ v Wll/d

n WQI/(QTL 1 _ d) ~ Fd,Qn—l—d (5 )7

mit 0" = 24'¥ 7" 1 und unabhéngigen W{ ~ x3(¢) und W} ~ x3,_,_,, wobei 1 = a — b sei.
Siehe hierzu Theorem 1.3.6 und Theorem 6.3.1 aus [28]. Zu einem vorgegebenen Testniveau
a € (0,1) formulieren wir den Hotellingschen Zweistichproben-T?-Test

»Verwirf H, falls T, > Fg,, | 4.

In der Tat handelt es sich bei der Testgrofie 7) um eine zur Likelihood-Quotienten-
Testgrofe fiir das Testproblem H gegen K dquivalente Testgrofe. Dies folgt aus den Ausfiih-
rungen zu Beginn des Abschnitts 10.7 in [28]. Allerdings lisst sich dies auch direkt nach-
rechnen, und zwar wie folgt.

Es sind die Maximum-Likelihood-Schitzer fiir a, fiir b und fiir ¥ gegeben durch X/, Y/
und S7Y, und die Maximum-Likelihood-Schétzer unter H fiir @ und ¥ sind gegeben durch

1 & 5 1
Ay = — X +Y), ¥, = — X! —a,) (X! —a,)' + (Y —a,) (Y —a,)t).
a 2ni:1( ’L+ 1)7 2711»:1(( ) Cl)( ) a)+<z a)(z &))

n
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Dies zeigt man folgendermaBen. Es sei ¢/ := (i), ¢ = 1,...,n. Die Dichte der (j,...()

lautet

L(a,b, %)

1\™ 2 o)\ * 1 (S 0\ ' (X —a\ (X —a)
() (i 3)) (G D) S GG )

]

Allgemein ergibt sich daraus

L(a,b, %)
1 nd 1 E O -1 n X/ X—T,L X{—X_;L t
‘(_) ek exp( oo s) 200 (Gw)

exp

1 1n X/ —a X;l—a
2" Y/ —b)\Y/ —b

(det )~ exp(—%trZ Z ((X] — X))(X] — X’)+(Y’—?)(Y'—?)t))

=1

exp

(2 ) (et ) exp<—§trz Z (X~ XX - X'+ (0 = T - ') )
)

(e
(- (B G Y ()

Daher ergeben sich als Maximum-Likelihood-Schétzer die genannten Ausdriicke; vergleiche

mit der Argumentation im Beweis von Theorem 3.1.5 in [28]. Unter H ergibt sich dagegen
aus der Dichte

L(a,a,%)
_ (%)”d@et £) " exp ( Ly g_; (X! = a) (X —a)l + (¥ — a)(V{ ~ a)t)>

_ (%)"d(det )" exp ( S Z (X! = ) (X] = ) + (Y] — ) (V] — w))

exp (= 51 (X (O = )X = )+ 07 = ) = )

i=1

= D0 (X = an) (X — ) o (4 = ) — d’”t)))'
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Es ist
> (X =a)(X] = a) + (] = a)(¥] = a)')
i=1
- Z ((Xz, - &n)(Xz( - &n)t + (YZ/ - dn)(Yz’/ - &n)t)
i=1
= Z XU(XD) = nXla' — naX. + 2naa’ + Z Y/ (Y)) = nYla! — naY,'
i=1 i=1

— O XUX) = nXa, — nan X, + 2nanal + Y (Y]) = nY]a, — na,Y,)
=1 =1

=—nX/(a—a,)" —n(a— &n)X_{lt + 2n(aa’ — a,al) —nY/(a — a,)" —n(a — &n)f{t
=—n(X} +Y])(a = an)" —nla—an)(X], + V)" + 2n(aa’ — andy,)
= —2nay,(a — a,)" — 2n(a — a,)al, + 2n(aa’ — ayal)) = 2n(a, — a)(a, — a)’,

und somit ergeben sich mit der gleichen Argumentation wie im allgemeinen Fall die ge-

nannten Ausdriicke als Maximum-Likelihood-Schétzer. Ferner ist

~ 1
B =5 20 (K] = @) (X] = @)’ + (¥ = a)(¥] = )" )
=1
1 < — e —
— > (X =X+ (X -/ (X1 - X+ (X - ) 2)
n
=1

+ (Y -V - (K- T/ (Y -V + (X - Y))/2)")

1 —  — ——
= 54 4 (% - V(% - 70’
und somit ergibt sich als Likelihood-Quotienten-Testgrofie

L(dn,dn,in) <det Sm;)" ( 1 L t) —n
=< = " [ det (1,4 (ST Y (XT - V(KT - 7
L(XnaYmSﬁ’y) det En d 4( n ) ( n n)( n n)

o (R Toa U C R o ) I AT P

also eine streng monoton fallende Funktion der Testgrofle T, .

Es sei
Uy = {0V R x RY x Dy = R x R? x Dy,
(l',y, D) = (AJZ' + C, Ay + C7 ADAt)a (A7 C) € QL(d7 R)}:

mit QL(d,R) = {(4,¢);A € GL(d,R),c € R}, der Raum der Transformationen auf
R? x RY x Dy, der durch die affine Gruppe? QL(d, R) induziert wird. Man erkennt sofort,

9Die zugehorige Gruppenoperation o ist iiber (Ay,c1) o (Ag,c2) := (A14z, Ajca + ¢1) definiert.
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dass die Testgrofie T) invariant unter Transformationen aus ¥, ist. Dariiber hinaus kann
gezeigt werden, dass der oben formulierte Hotellingsche Zweistichproben-T?2-Test unter den
Tests, welche invariant unter Transformationen aus W, sind, ein gleichméflig bester Test
zum Testniveau a € (0, 1) fiir das Testproblem H gegen K ist. Siehe hierzu Theorem 6.3.5
aus [28].

8.6 Hodges-Lehmann-Index im unabhingigen Stichprobenfall

8.6.1 Satz: Der Hotellingsche Zweistichproben-T?-Test ist ein optimaler Test im Hodges-
Lehmann Sinn fir das Testproblem H gegen K, und es ist mit p =a —b

1,
dp(u) = 7057 e

Beweis: Man bemerke, dass mit (], ..., Beobachtungen von unabhéngig und identisch
verteilten Zufallsvariablen vorliegen, mit

= ()6 G 9)

Es ist fiir a,b,c € R? und a # b

S (o)

(c—a)SHe—a)+ (c= b’ (c—))

N —

—(e— %(a b)) (e - %(a L)+ i(a B — b).

Da ¥ positiv definit ist, und damit auch X~! positiv definit ist, wird dieser Ausdruck in c
genau dann minimal, wenn ¢ = (a+0b)/2 gewahlt wird. Somit erhalten wir gemé$ der in Un-
terabschnitt 8.3 fiir die Annahme der multivariaten Normalverteilung berechneten Formel
fir die Kullback-Leibler-Information mit analogen Uberlegungen wie im Unterabschnitt
8.3
~ 1 _ 1,
K(0g,9) = Z(b —a)2 N b—a) = ZMZ Y,
mit ©) = {(c,¢) € R**:q € R?} x S; und ¥ = (a, b, ¥). Andererseits ergibt sich analog zur
Rechnung fiir die Hotellingsche T2-Testgréfle aus Unterabschnitt 8.3
lim sup — log Bn(r, p1) < —lutZ’lu = —K(6),9),
n—oo T 4

und damit, dass der Hotellingsche Zweistichproben-T?-Test ein optimaler Test im Hodges-
Lehmann Sinn fiir das Testproblem H gegen K ist, mit zugehégigem Hodges-Lehmann-
Index

1,
dro(n) = 7157 p,
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woraus die Behauptung folgt. O
8.7 Bahadur-Steigung im unabhingigen Stichprobenfall

Der Hotellingsche Zweistichproben-T2-Test ist auch ein optimaler Test im Bahadur Sinn
fiir das Testproblem H gegen K. Dies zeigen wir wieder mit Lemma 2.3.2.

8.7.1 Satz: Der Hotellingsche Zweistichproben-T?-Test ist ein optimaler Test im Bahadur
Sinn fir das Testproblem H gegen K und es gilt mit p =a — b

1 1 _
o (p) = 5 log(1 + §Mt2 ).

Beweis: Es ist

4d(n — 1)

lim —————— T = 'Sy fs.
n1—>11£>lon(2n—1—d) n=H g 1.8

erfiillt. Mit der Markov-Ungleichung gilt fiir t > 0
4d(n —1
p(—2dn=b 5,
n(2n —1—d)

4d(n — 1) wi/d n—1_, t_,

—P, >t) =P —W — W >
O(n(Qn—l—d)WQ’/(Qn—l—d)_ o\ g 1520
1—-d

—1 t AN

Daraus folgt mit exp(—(1 +t)) < exp(—(1+1t)/2) fiir alle t > —1

_ 1 Ad(n — 1) t 1 t
1 “log Pyl ——+2=T >t ) < —log(l+-) < —=log(l+ =), t >0.

AufBerdem folgt analog zu den Uberlegungen in den Beweisen von den Sitzen 8.4.1 und
8.6.1

~ 1 1 _
K(¥,0q) = §1Og(1 + §Mt2 ),

sodass aus Lemma 2.3.2 die Optimalitit des Hotellingsche Zweistichproben-T2-Tests im
Bahadur Sinn fiir das Testproblem H gegen K folgt. O

8.8 Bahadur- und Hodges-Lehmann-Effizienz der Tests

Wir konnen nun die Ergebnisse aus den Unterabschnitten 8.3, 8.4, 8.6 und 8.7 zusammen-
fassen.
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8.8.1 Satz: Die asymptotische relative Effizienz im Hodges-Lehmann Sinn der Tests'T' und
T lautet mit p =a —b

1 _
e = ) = 4
7 7 Htrilu

und die asymptotische relative Effizienz im Bahadur Sinn der Tests T und T" ist mit p =
a — b gegeben durch

Y

B _ g o log(l+gu'Sp)
er = eprp(p) = log(1 + u'T—1p) -

Beweis: Dies folgt aus den Ausfithrungen in Unterabschnitt 8.3 und aus den Sétzen 8.4.1,
8.6.1 und 8.7.1. O

8.8.2 Bemerkung: Fiir eine reelle Folge (v;);eny mit v; # 0 fiir alle s € Nund lim; ., v, =0
und fiir ein € R?\ {0} betrachte die Alternativen y; := v;n, i € N. Dann ergibt sich fiir
die lokale Hodges-Lehmann-Effizienz mit p =a — b
eHil(n) = bR
T 77tr—ln ?
und mit Hilfe der Regel von L’Hospital fiir die lokale Bahadur-Effizienz
log(1 + 175n'S ')
LB _ i B 1 i 2
6T’,T(77) = }ggo eT’,T(:ui) = llglo log(1 + Vi277t1"—177>
L+ T 'y 'Sy 5n'S 'y
im = .
i—oo 1 + yf%ntE—ln 2ntl—1n ntl—1n

8.9 Pitman-Effizienz der Tests

Da es sich bei den betrachteten Tests jeweils um den Likelihood-Quotienten-Test handelt,
und die in Unterabschnitt 4.2 genannten Bedingungen hier erfiillt sind, kann die Pitma-
Effizienz der Tests T'und 7" mit Hilfe von Korollar 4.2.5 angegeben werden. Allerdings kann
in dieser konkreten Situation die Pitman-Effizienz der Tests auch anders ermittelt werden,
indem die in diesem Fall bekannten finiten Verteilungen der Testgroflen unter Alternativen,
also die vorliegenden nichtzentralen F-Verteilungen, ausgenutzt werden. Dabei kann die
Pitman-Effizienz fiir eine groflere Klasse von Alternativen erhalten werden, als bei der
Anwendung von Korollar 4.2.5.

8.9.1 Satz: Betrachten wir Folgen von Alternativen (u;)ien definiert durch p; = v,
i € N, mit einer reellen Folge (v;)ien mit v; # 0 fir alle i € N und lim;_,, v; = 0, sowie
n € R4\ {0} beliebig. Die asymptotische relative Effizienz im Pitman Sinn der Tests T und
T' lautet tm Fall ihrer Ezistenz

Lpty—1
P P 3N n
ep = epr(n) = 0
T T 717
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Beweis: Um die asymptotische relative Effizienz im Pitman Sinn der Testgrofien T und
T’ zu bestimmen, halten wir zunéchst fest, dass fiir b € [0, 00)

. Z?:1<Ui + \/W)Q ’ ‘ 2 42 s. fii 50
Xy = SR s ;(UZ +/b/d)? ~ X2(b) fs. fiir n —

und

T S (Ui + /o' T p/d)* X,
' S VR (0~ d) e

gilt, wenn Uy,...,Uy Vi, ... unabhéngige und standardnormalverteilte Zufallsvariablen
sind. Dies impliziert, dass die Verteilungsfunktion von X, ; fiir n — oo gleichméfig ge-
gen die auf [0, 00) stetige und streng monoton wachsende Verteilungsfunktion der x?2(b)-
Verteilung, welche wir mit G} bezeichnen wollen, konvergiert. Ebenso gilt fiir b € [0, 00)

’ Zd—_1(bi \ b/d)2 . 2 2 i
X,y 1= L — E U+ +/b/d)” ~ b) f.s. fiir n — oo,

und

2
T Sy (Ui + /oS 1w/ 2d)”
n 2n—1—d v ,9 = O, oS
STV (20— 1 d)

=1

was ebenfalls impliziert, dass die Verteilungsfunktion von X , fiir n — oo gleichméBig
gegen Gy, die stetige und auf [0,00) streng monoton wachsende Verteilungsfunktion der
x> (b)-Verteilung, konvergiert. Damit folgt aus

Py(T,d > Fg‘,nfd d) = Py(Td > Fg}anlfd d) = « fiir allen € N
sofort

: % R E « o —1 -
nh_{lc}o Fopn—ad = nh_)rr;o Fion-1-ad =Gy (1 — a).

Es sei ein § € (0,1 — a) und die Folge (u;);en entsprechend der Voraussetzung gegeben.
Wie in Unterabschnitt 2.4 definiert, gilt im Fall der Existenz der Pitman-Effizienz

hm Pui <TNT,i < Flci!vNT,z‘_d) = ’L]ilzlo Pﬂi (T]/VT/J < FCOlL,QNT/’,L—l—d) = 5

11— 00

Daraus folgt aufgrund der vorherigen Uberlegungen die Existenz eines ¢ € (0, 00) mit

lim Ny D'y = lim Npw gt ¥ /2 = e
11— 00 1—00
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wobei ¢ durch die Eigenschaft
B=G(Gy'(1-a))

eindeutig bestimmt ist. Dies sicht man wie folgt: Fiir 4,15 € Nund b > 0sei Z ~ F,, ,,(b).
Fiir jedes x > 0 ist die Abbildung

b— Py(Z <z), b>0,
stetig und streng monoton fallend, sieche Satz 2.36 in [41]. Dariiber hinaus ist

lim Py(Z < z)=0.

b—oo

Dabher ist fiir jedes = > 0 die Abbildung
br— Gy(x), b >0,
stetig und streng monoton fallend mit

lim Gy(x) = 0.

b—o0
Wegen (3 € (0,1 — a) existiert ein eindeutig bestimmtes ¢ € (0, c0) mit
<Z?1(Ui + v c/d)?
SV (n = d)

Angenommen, (N7 ;uil' " 1;)ien konvergiert nicht gegen dieses ¢, d.h.

lim P
n—oo

< dFind> — G.(Gy' (1 —a)) = 8.

Je>0Vi.e NIi>i: [Nyl —c| > e
Dann existiert ein € > 0 und eine Teilfolge (Nz;, /LﬁkF_lmk) keN mit
NT,ikHEkF_l,U«ik >c+eVkeNoder NT7iku§kF_1uik <c—eVkeN

Ohne Einschrinkung gelte die erste Eigenschaft und es sei die genannte Teilfolge die Folge
selbst. Dann erhilt man

i

PMi(TNT,i < Fg,NTﬂ-—d) - PM (TNT,id < ng,NT,i—d)

N J/
-~

—B

d
: UZ N i -1 i d 2
p((E BTy )
>imt Vi / (Nt — d)
d
. (U; d)?
< p(BU STy )
Y1 Vi (Nr; —d) o
— Gere (G (1 — @) < Ge(Gy'(1 — @) = B fiir i — oo,
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also einen Widerspruch. Analog kann lim; ., Nz Z,uZE wi/2 = c gezeigt werden. Also gilt

1 NT/ X /’L’LZ /‘L'L/2
1m
i—ro0 NT% /“LzF 1#’1

=1,

woraus schlielich fiir Folgen von Alternativen in der beschriebenen Form

Loty
eg/,T = ‘3;/,T(77) = %

als asymptotische relative Effizienz im Pitman Sinn der Testgréflen 7" und 7" folgt. g

8.9.2 Bemerkung: Es lisst sich unter Beachtung von Bemerkung 2.4.1 mit den Uberlegungen

prisentiert in 3.8.3 in [32] zeigen, dass die Pitman-Effizienz fiir v; = 1/v/i, i € N, existiert.

8.10 Volumen-Effizienz der Tests

Das in Unterabschnitt 3 vorgestellte Konzept der Volumen-Effizienz kann in offensichtlicher
Weise auf die vorliegende Situation der zusammengesetzten Hypothese erweitert werden.
Siehe hierzu die Erklarung am Anfang des Unterabschnitts 4.4.

Im verbundenen Stichprobenfall gilt bei zugrunde liegendem p € R?

n(n —d

d( )(C - ) ;1@1 - M) ~ Fd,nfd'

Daher ist fiir a € (0, 1)

n(n —d)
d(n —1)

ein Konfidenzbereich, genauer ein Konfidenzellipsoid, fiir den unbekannten Parameter p €
R? zum Konfidenzniveau 1 — o. Mit Hilfe dieses Konfidenzellipsoids lisst sich der Hotel-
lingsche T2-Test formulieren.

{1 eREZE—S(C, = 1), (= ) < Fia ).

Im unabhiingigen Stichprobenfall gilt bei zugrunde liegendem g € R? analog

n(2n —1—d)

X7 _ Vo z,y 7 -
4d(n — 1) (X, =Y = )" (Sp¥) (X, = Y = 1) ~ Fagn1-a,

sodass sich als zugehériger Konfidenzellipsoid fiir den unbekannten Parameter 1 € RY zum
Konfidenzniveau 1 — «

e re, PO = O T 550 (T - Vi = 1) < P

ergibt. Mit Hilfe dieses Konfidenzellipsoiden lésst sich der Hotellingsche Zweistichproben-
T2-Test formulieren.
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8.10.1 Satz: Die Volumen-Effizienz der Testgrifien T, und T hingt nicht mehr vom
unbekannten Parameter p € RY ab und es ist

o _ Cno1-d) (Fg )7 det(D) (TN
e 24(n —d)? (Fgz,_1_g)" det(%) %5

Beweis: Im verbundenen Stichprobenfall besitzt das Konfidenzellipsoid das Volumen

/2 di(n —1)4
lr, = Fo _)d
Volr [(d/2+1) \/nd(n — dd)( dn-a)* det(Sn),

welches nicht mehr vom unbekannten Parameter p € R? abhingt. Zur Berechnung des
Volumens eines Ellipsoiden siehe Beispiel 1 in Abschnitt 9.1 in [21]. Bekanntlich besitzt
S, als empirische Kovarianzmatrix basierend auf entsprechenden normalverteilten Zufalls-
variablen die Wishart-Verteilung Wy(n — 1,1/(n — 1)I'), siehe hierzu [28]. Nach Theorem
3.2.15 aus [28] gilt dann

det(S,) +
-1 d = n—i
(0= 1) ST HC ’
mit unabhingigen Zufallsvariablen C,,_g4, ..., C,_1, wobei C; Chi-Quadrat verteilt sei mit

j Freiheitsgraden, j =n —d,...,n — 1. Also ist

/2 d
B(Volr.) = 7775 \/ nd(nd_ i det(r) [1E <\/C7H>

=1

der Erwartungswert des Volumens des Konfidenzellipsoiden. Besitzt C} eine Chi-Quadrat-
Verteilung mit k Freiheitsgeraden, £ > 1, so ist 1/Cj Chi-verteilt mit k& Freiheitsgeraden,
d.h. /C}, besitzt die Dichte

T ———, fir >0, und 0 sonst,
I'(3)
und damit ist
(kL
E(VCi) = V2 &)
I'(3)

Schliefflich erhélt man fiir das erwartete Volumen die Darstellung

E(Voly,) = — ™ @ pe  Jagageyr)
( OTﬂz) - F(d/2+ 1) nd(n—d)d< d,nfd) € ( )
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Im unabhéngigen Stichprobenfall besitzt das Konfidenzellipsoid das Volumen

d/2 44dd(n — 1)d
Vol = 7 \/ g (F3,2n—1—d)ddet<sﬁ7y)'

I'(d/24 1)\ n?(2n—1—d)¢

Dieses Volumen hiingt ebenfalls nicht vom unbekannten Parameter x4 € R? ab. Da S% und
SY jeweils die Wishart-Verteilung Wy(n — 1,1/(n — 1)3) besitzen und unabhéngig sind,
besitzt nach Theorem 3.2.4 aus [28] 25%¥ die Wishart-Verteilung W,4(2(n—1),1/(n—1)X).
Ebenfalls nach Theorem 3.2.15 aus [28] gilt dann

det( 25
(’I’L ]')d det HCQn 11—,

mit unabhéngigen Zufallsvariablen Co,_1_g4, ..., Ca,—2, wobei C; Chi-Quadrat verteilt sei
mit 7 Freiheitsgraden, j =2n — 1 —d, ... ,2n — 2. Also gilt

/2 2dqd
E(Volr,,) = Fe )edet (X E 1 —i
(VO T, ) F(d/2 + 1) \/nd(Zn 1 d)d< d2n—1— d e H ( C2 1— >

/2 4dqd [(2n-1)
= Fq ddet(3) —p—2——.
T(d/2+1) \/nd(zn —1- d)d< dan-1-a) et >r(—2n—2d—1)

So ergibt sich fiir die Volumen-Effizienz der Testgrofien 7, und 7T

xd/2 dgd a INES!
( ey g (P et (Dl 2
eT/ Tn — ﬂ—d/Q — F(2 )
T(d/2+1) \/nd(Qi—l—d)d(Fd%m 1—a)? det(E)F(z 2 5
_(2n-1-a) (FS,_a)* det(T )( (BT (2t ))
24(n —d)? (F§,,_1_g)" det(X) \T (25T (31)

und so die Behauptung. U

8.10.2 Korollar: Die asymptotische Volumen-Effizienz der Testgrofien T,, und T hingt
nicht mehr vom Konfidenzniveau 1 — o ab und es ist

det(l’
Lol - © ( ) - llm eT/’Tm.

“r.r det(2X)  n—ooo

Beweis: Mit den Uberlegungen und Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 8.10.1 gilt
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mit dem starken Gesetz der groflen Zahlen

Volg,, < i
\/Hfzm T (Fg, ) T T@2+ ) \/ s —ap O

d/2 ddn2d d n- 1U2
A \/ n det H Z

I'(d/2+ 1)\ ni(n —d) n—i
/2
_ T2+ 1) \/dddet ) P-f.s. fiir n — oo,

mit unabhéngigen Folgen von unabhéngigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen
(Uij)jen, i = 1,...,d. Ebenfalls mit den Uberlegungen und Bezeichnungen aus dem Beweis
von Satz 8.10.1 und mit lim,, o0 Fg,, 1 4/Fg, 4 = 1, was bereits im Beweis von Satz 8.9.1
begriindet wurde, gilt ebenso mit dem starken Gesetz der groflen Zahlen

n2d 1
Vol ''n
\/Hle(n — i) (Fg,®
n 1 7Td/2 Qddd d CQ —1—3
; (F 1 a) det(D) [T /5=
1%, (n—i) (Fg, )iT(d/2+1) \/nd(zn —1—()d d2n-id 11 on—1—i
Hz n—1-3) 2dit (P o) ) 7T
[, (n—i) T2+1)\ nd@2n—1-d)9 (F5, ,)

i=1
—>\/_ d/2 \/dddet ) P-f.s. fiir n — oo,

sodass

oLvol _ det(I')  det(I)
T 9ddet(X)  det(2%)

ist.

Weiter gilt fiir y € R

Damit folgt
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Zudem gilt
2n—1—d)? (F§,_,)°

lim =1,
n—oo  24(n — d)¢ (Foolé,anlfd)d
sodass auch
det(T")
l‘ vcil —
nioo 1T = et (23)
ist. O

8.11 Vergleich der Testverfahren

Anhand der oben berechneten Hodges-Lehmann-, Bahadur- und Pitman-Effizienz kénnen
wir nun die beiden Verfahren, unabhéngige und verbundene Stichprobenerhebung, verglei-
chen. Wie in Lemma 4.5.1 konnen dazu die Matrix

1
E=020)""T=1I —5(21 + %)

und ihre nach wachsender Groéfle geordneten Eigenwerte A < --- < A4, herangezogen
werden.

8.11.1 Korollar: Fs ist

inf €2, <1< sup s, )
LeRd\ {0} T,T(M) LeRIV(D) T,T(M)

Fiir die Pitman-Effizienz betrachten wir Folgen von Alternativen (u;)ien definiert durch
wi = vin, i € N, wobei die reelle Folge (v;)ien mit v; # 0 fir i € N und lim;_, v; = 0,
sowie n € R4\ {0} beliebig gewdhlt werden kénnen. Dann gilt:

a) SUp,era (o) €prp (1) < 1 € Sup,cgay o) €vp(n) <16 Ag < 1.

b) SUp,era (o e%’%T(N) < 1 < sup,epa\(oy et]?",T(M) = 1 & sup,cra\ () eCIP",T(n) < le
Ag < 1.

C) infueRd\{o} e%le(,u) > 1< inf'ue]Rd\{o} 61%177«(,&) =1 infneRd\{o} e%T(n) > 1<
A > 1.

d) infueRd\{O} eg,le(,u) >1 & infneRd\{O} €§/7T(77) >1& A > 1.

Beweis: Wir bendtigen zum Beweis der Aussagen die Gestalt der Effizienzen gegeben
durch die Sétze 8.8.1 und 8.9.1. Es sei eine Folge (p;)ien gemaf u; := a;0, gegeben, i € N,
mit einer reellen Folge (a;)ieny mit a; # 0 und lim;_, a; = oo, und 6 € R?\ {0}. Mit Hilfe
der Regel von L’Hospital und der positiven Definitheit der beteiligten Matrizen erhélt man
lim 8, () = I e () i log(1 + a?10'S716) . 1+4+a20T7'0 02710
im ez, p(p;) = lim = lim = lim

oo ST\ = T2 cr(ps)  imeo log(l+aZ0T710)  nooo 1+ a256/5-10 20110

200710 0’710

= 11m = s
i—oo 0'X710 20'T—10

189



womit

inf e2 (n) <1< sup e p(p
enf | era(p) o .7 (1)

folgt. Da weiter die Aquivalenz

B _ o _ plog(L+5u'E ) f< HE o [
T er slog(1 4 pT—1p) |2 >

gilt, folgt die Behauptung mit Lemma 4.5.1. U

8.11.2 Beispiel: Es sei ¥; + Y5 eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen o;, i =
1,...,d. Dann besitzt F die Eigenwerte

1
)\izl—ﬁai, Z:L,d
In diesem Fall gilt:
a) SUpega (o) () < 1€ sup,cpaygoy eprp(n) <10y >0firi=1,...,d

b) sup,cra {0} e%’%T(N) < 1 & sup,cra\ (o} eCIB”,T(:u) = 1 & sup,cre\ (o) ezp",T(W) <le&
o, >0ftre=1,...,d.

C) infueRd\{o} e%}jT(,u) Z 1< infueRd\{o} 6%/7T<u) =1 infneRd\{o} 6§,7T(7]) Z 1l g; S 0
firt.=1,...,d.

d) inf, era\ (o) €1 (1) > 1 & inf,cpa oy € p(n) > 1 & 0y <0 firi =1,...,d.

8.11.3 Beispiel: Sei X1 + Y5 symmetrisch. Fiir das Spektrum von E' gilt

o(E) = {A+ 1A e a<— %(21 +22)>}.

Bei quadratischen symmetrischen Matrizen lédsst sich bekanntlich die positive Definitheit
bzw. die negative Definitheit bzw. die Semidefinitheit durch die Vorzeichen der Eigenwerte
charakterisieren. Daher gilt:

a) Sup,cga\foy €prp() < 1€ Sup,cga o €pv (1) < 1 & Xy 4 X ist positiv definit.

b) Sup,cra (o} e%,le(u) < 1 & sup,epa\ (o} e]%’T(,u) = 1 & sup,cpa (o} e%T(n) < 1l
Y1 + X9 ist positiv semidefinit.

¢) inf, epa\qoy (1) > 1 & inf egaqoy € p(1) = 1 & infyepa oy e () > 1 &
Y1 + X9 ist negativ semidefinit.

d) inf,era\qoy () > 1 & inf,cpa oy € () > 1 & X1 + Xy ist negativ definit.

Betrachten wir nun die Volumen-Effizienz der Tests. Dann kénnen wir folgendes notieren:
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8.11.4 Korollar: Es gilt

< 1 )
elrnd=¢1 = det(ld—5(21+22)) Ly
~ >
mit
b =T (Fa ) D))
(2n — 1 —d)4 (Fg,nfd)d F(g)21‘(2n—2d—1)2
und es gilt
< . _
eIfY,OTl =71 — det(Id—§(21+22>) Uy
- >

Beweis: Mit Hilfe von Satz 8.10.1 erhalten wir fiir die Volumen-Effizienz der Testgrofien
T, und T!

evol (2n —1- d)d (Fg,n—d)d det <Z (2 Id _(21 + 22))) (F(
I 2d(n — d)? (Fg, 4 g)¢ det (%)

C@2n-1-a)t (F§,_»)° 1 [(2)I(22=4=1) 2

- (n—a) (Fg,anfd)ddet (Id _5(21 - 22)) (F(HT)F(M)) 7

woraus die erste Behauptung folgt. Mit Hilfe von Korollar 8.10.2 erhalten wir fiir die
asymptotische Volumen-Effizienz der Testgroflen 7, und 77,

det (S(21a— (%1 + ) )

1
Lvol
o = =det (Ij—=(Z1+ 2
T det(2) et (Lo =5 (%1 + %2)),
woraus die zweite Behauptung folgt. O

8.11.5 Bemerkung: Auch die asymptotische Volumen-Effizienz héngt nur von der Matrix
I, —%(21 + ¥5) ab, die auch beim Studium der Hodges-Lehmann-, Bahadur- und Pitman-
Effizienz die entscheidende Rolle spielt.

8.11.6 Korollar: Fir die Pitman-Effizienz betrachten wir Folgen von Alternativen (ii;)ien
definiert durch u; == vin, i € N, wobei die reelle Folge (v;)ien, mit v; # 0 fir alle 1 € N
und lim;_,, v; = 0 sowie n € R4\ {0} beliebig gewdhlt werden konnen. Dann gilt:

a) Sup,cgra (o) e%}jT(p) < 1 & sup,cga (o) e%jT(n) <le N<l= er_I;Yf{} < 1.

b) SUD ,erd\ {0} e%’I:T(HJ) < 1 & sup,epa\ (o} e%,T(M) = 1 & sup,cra\jo) e?/,:r(ﬁ) <l<e
M<1=epg <1
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C) inf,ueRd\{O} 6%,1:7101,) Z 1 & inf‘ueRd\{O} 61%/771(,&) =1 < infneRd\{o} €§«/,T(7]) Z 1 &
M>1= e > 1

d) inf,ueRd\{O} e%L’T(u) >1< infneRd\{O} €7Pw/7T<77) >1le M>1= 6%1‘//70% > 1.

Beweis: Dies folgt mit Korollar 8.11.1, Korollar 8.11.4 und Lemma 4.5.4. U

8.11.7 Beispiel: Im Fall d = 1 lasst sich die Hodges-Lehmann-, Pitman-, und in manchen
Féllen auch die Bahadur-Effizienz durch die asymptotische Volumen-Effizienz charakteri-
sieren. Es sei 0 := Y + Ys. Dann gilt konkret:

a) epp<leen<leepy<leo>0.
b) ey <1 e sup,ep epp =1l <1 ey <1&0>0.
b) effp >1 e infyep el p=1eh>19 e >160<0.
d) effp>1een>1eep%>160<0.

8.11.8 Bemerkung: Um hier auf alternativem Weg Ergebnisse fiir die Pitman-Effizienz,
die lokale Bahadur- und Hodges Lehmann-Effizienz oder die Volumen-Effizienz der Tests
mit Hilfe der Resultate aus den Abschnitten 4 und 6 zu erhalten, kann folgende Parame-
trisierung benutzt werden: Wir wéhlen als gemeinsame Parametermenge der Verteilungen
von (; und (]

O ={ (1, vech(T), (yect(sy)) € RY x RUHD/2 5 p+dld+1)/2,
BT €83 MeR™ T =28 — (IT+11), (i §) € Paa

Dann ist ©' = RY 9} = 0 € R4, und
90 :{ (:U’v VeCh(F)7 (Vecl?(E) )) S ®a n = 0}
Die injektive Partametrisierung der Verteilung von (; bzw. (] ist dann gegeben durch

) ={(u, vech(T')) € R* x RAHD/2. T ¢ Pa}

bzw.
& ={ (1, (veetis))) € RY x REHAED/2: 57 € P 1
also
6y ={ (1, vech(T)) € R? x RAD/2 1, — 0.T € P,}
bzw.

66 :{(Ma (vecﬁ@) )) € R? x Rd”(d“)/z; nw=0,%¢€ Pd}.
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8.12 Tests zur relativen Wirksamkeit

Um Tests zum Vergleich der Verfahren der verbundenen und unabhéngigen Stichprobe-
nerhebung anzugeben, kann hier auf die in Abschnitt 5 entwickelten Tests zuriickgegriffen

werden. Zunéchst wollen wir konsistente Tests fiir die Testprobleme

Hy:  sup epp(p) <1, Ky:o osup eprp(p) > 1
HERM{0} neERN{0}
< Hp: %l;{){ }ejBﬂ,vT(,u) =1, K;: %g{){ }quw,yT(u) > 1
ne 0 ne 0
& Hy: osup epp(n) <1, Ki: sup €fp(n) > 1,
neR\{0} n€ERMN{0}
sowie
H,: inf e >1, Ky: inf elF <1
2 LR\ (0) 7r(p) > 2 LeRA\{0) T,T(:u)
< Hy,:  inf €5 =1, Ky: inf €% <1
2 LR\ (0} T,T(:u) 2 LR\ (0) T,T(M)
& Hy:  inf eb >1, Ko:  inf  eb, <1,
2 DR\ (0} T,T(77> = 2 e\ (0} T,T(n)
und

1, Kz: 3peRINA{0}:effip(u) #1
1, Ks: 3peRIN{0} el o) #1
1, Ks: 3neR\ {0} : e} p(n) #1

Hy: Ve RP\ {0} : efip(p)
& Hs: VpeRYN {0} : el r(n)
v € R\ {0} : ez ()

aufstellen. Dafiir werden wir die in Unterabschnitt 5.2 entwickelte Theorie zur Anwendung
bringen.

<:>H31

Wir partitionieren die empirische Kovarianzmatrix basierend auf n Beobachtungen der
verbundenen Stichprobe S,, mit Hilfe der zufilligen d x d-Matrizen S}, S12 S%1 ynd S%2

gemaf
T
Sy = (52,1 5’12,2) .
Wir erinnern daran, dass die zugrunde liegende unbekannte Kovarianzmatrix durch
s (X XY
S = (222 5 ) € Pag

gegeben ist. Entsprechend der in Unterabschnitt 5.2 eingefiihrten Bezeichnungen ist hier

E(W) =(28) =17,
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und das zu dieser Matrix entsprechende empirische Gegenstiick ist gegeben durch

1

(S0 4+ §22)70 — (SM1 4 §22 — (521 4 §1))

Um Tests fiir die genannten Testprobleme zu formulieren, gehen wir aber unter Hinweis
auf Bemerkung 5.2.10 stattdessen zur Matrix

E() =25 —T = 5%, + ¥, = ¥5, + (I5,),
bzw. zu ihrem empirischen Gegenstiick
(Spt +50%) = (St + 532 = (it + 537)) = Sit + (Si)!

iiber, und lassen unsere Tests auf den nach wachsender Griéfle geordneten Eigenwerten
A < -oo < Ay dieser Matrix basieren.

Wir definieren p,, := vec(S>) und po == vec(XE). Dann hingt E (¥9) ausschlieBlich von
po ab. Es ist also E(g) eine Matrix

ﬁ(po) = 222 + (EEQ)t7

mit der in Unterabschnitt 5.2 eingefiithrten Abbildung H, und

H(pn) = S3' + (S31)".
Zur Behandlung des Testproblems H; gegen K; verwenden wir die Testgrofle

Fl o _\/ﬁj\d,n

" \ Md,n7

und zur Behandlung des Testproblems Hy gegen Ky die Testgrofle

F2 _ \/ﬁ:\l,n
" Ml,n

mit

wobei fiir ¢ = 1,...,d die Groen w;(pn), T (Pn) und V(p,) die empirischen Gegenstiicke
zu w;(po), Ji(po) und V(po) sind, die wie folgt definiert werden:

Fiir i = 1,...,d ist der Vektor w;(py) € R¥#1/2 durch die Komponenten

(wi(pg))j = (Bi(po)' ® Bi(po)")Dej, j=1,...,d(d+1)/2,
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festgelegt. Dabei ist §;(py) € R? der normierte Eigenvektor zum Eigenwert Ai(po) der Ma-
trix H(pg), @ = 1,...,d, und D die in Unterabschnitt 5.2 eingefiihrte Duplikationsmatrix.
Weiter ist

V(po) := Blss(S)B,
wobei die Matrix Iss(g ) € Saq(2d+1)/2 die Isserlis-Matrix von S ist, die durch
\/ﬁ(vech(gn) — VGCh(g)) - Noa2d+1)/2 (O, Iss(g)) fiir n — oo

festgelegt ist. Diese Isserlis-Matrix lésst sich wie folgt genauer beschreiben. Es sei durch
M eine zufillige 2d x 2d-Matrix mit

\/_(V€ch(5' ) — Vech(S')) s vech(M) fiir n — oo
gegeben, wobei
vech(M) ~ Nag(aat1)/2 (0, Iss(g))
gelte, mit einer Matrix Iss(S) € Sageaar1)/2- Siehe Theorem 3.4.3 in [1]. Dann gilt
Iss(S) = Cov (vech(M))
und mit M = (m;;)1<i <24 und S = (8ij)1<ij<2d
Cov(mij, mrg) = siksjo + SigSjn, 1 <0< j < 2d.

Siehe hierzu Theorem 3.4.4 in [1]. Weiter ist B € R¥*2d(2d+1)/2 die Matrix, die durch die
Eigenschaft

Bvech(K) = vec(K*"),
mit

Kl’l K1,2
K= (K2,1 k2’2) € Sad

und KM KB K2 und K22 d x d-Matrizen, gegeben ist. Dariiber hinaus ist J5(po) €

RAGD/2E i Jacobi-Matrix der stetig differenzierbaren Abbildung vech(H) : R* —
Rd (d+1) /2_

Es hiingt BIss(S)B! nur von py ab und zwar stetig. Weiter ist
det Iss(S) = 2%(det S)%H,

siche [34]. Daher ist wegen der positiven Definitheit von S auch die Isserlis-Matrix Iss(S)
positv definit. Da die Matrix B vollen Zeilenrang besitzt, ist auch die Matrix V(py) =
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Blss(S)B? positiv definit. Diese Matrix hingt auBerdem stetig von py ab. Zudem besitzt
die Jacobi-Matrix Jj(po) vollen Zeilenrang. Wie oben erlautert gilt

vn(vech(S,) — vech(S)) = Naggaar1y2(0,Iss(S)) fiir n — oo.
Daher gilt auch
\/E(Bvech(g'n) — Bvech(g)) — Noggaa+1)/2(0, BISS(S)Bt) fiir n — oo,
dquivalent
Vi (vee(SEh) — vec(E52)) —= Nogear)/2(0, V(po)) fiir n — oo,

dquivalent
V1 (B — po) — Naaar1)/2(0, V (po)) fiir n — oo.

Somit sind (E1) und (E2) aus Unterabschnitt 5.2 erfiillt. Wie in Unterabschnitt 5.2 ar-
gumentiert wurde, gilt im Fall der Einfachheit des kleinsten und grofiten Eigenwerts der
Matrix H (po)

lim Py, (M;,, <0)= lim Py, (Mg, <0)=0,

n—o0 n—oo

wenn g der zu py korrespondierende Parameter ist.

Fiir ein gegebenes Testniveau a € (0, 1) schlagen wir fiir das Testproblem H; gegen K,
i1 =1,2, den Test

., Verwirf H,, falls Ffl > ui_y”, 1 =1,2,

vor, und konnen folgendes festhalten.

8.12.1 Korollar: Es sei der kleinste und grofite Eigenwert der Matrix H(po) einfach.
Dann handelt es sich bei dem auf der Testgrifie Fi basierenden vorgeschlagenen Test fiir
das Testproblem H; gegen K;, i = 1,2, um einen Test, der fir jedes o € (0,1) das Testni-
veau o asymptotisch einhdlt, und der zudem konsistent ist.

Beweis: Wie oben begriindet sind (E1) und (E2) aus Unterabschnitt 5.2 erfiillt. Da nach
Annahme auch die Bedingung (E3) aus aus Unterabschnitt 5.2 erfiillt ist, folgt mit Korollar
5.2.6 die Behauptung. U

Zur Behandlung des Testproblems Hjz gegen K3 betrachten wir die Testgrofie
3_ .32
Fn = ’n,)\(d%n.

Dabei seien 5\(1),,1, e S\(d)m die von ihrem Betrag her nach wachsender Grofie geordneten
Eigenwerte von H (p,), d.h. es gilt |Aq)n| < -+ <A@yl

196



Fiir ein gegebenes Testniveau o € (0, 1) schlagen wir fiir das Testproblem Hj gegen K3 den
Test

, Verwirf Hy, falls F2> > c5 4 0"

vor. Hierbei ist ¢p,.1_q das (1 — a)-Quantil der Verteilung mit der Lebesgue-Dichte

kpo(ld)://;rd—(zd) H (li_lj)/od fpo(Hdiag<ld,...,ll)H’)dell...dld_l,

2/ 1<j<i<d

fiir [; > 0, und 0 sonst.

Hierbei wird das innere Integral iiber die Menge Oy = {A € R¥%; A'A = 1} beziiglich
der Gleichverteilung auf O, durchgefiihrt, I',, sei die verallgemeinerte Gammafunktion
L, (t) = 7mm=DATT™ Tt —(i—1)/2), m €N, t > (m—1)/2, und f,, sei die Lebesgue-
Dichte einer Matrix A2 € R%? wobei A € R¥? eine symmetrische Matrix mit vech(A) ~
Naa+1),2(0, T (po)V (po) i (po)*) sei; siehe Unterabschnitt 5.2. Dann halten wir folgendes
Resultat fest.

8.12.2 Korollar: Bei dem auf der Testgrifie F?2 basierenden vorgeschlagenen Test fiir das
Testproblem Hs gegen Ks handelt es sich um einen Test, der fir jedes o € (0,1) das Test-
niweau o asymptotisch exakt einhdlt, und der zudem konsistent ist.

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 5.2.8. U

Nun wollen wir konsitente Tests unter sinnvollen Alternativen geméfl den Ausfiihrungen
aus Unterabschnitt 5.3 angeben. Betrachten wir also das Testproblem

Hi: sup efip(p) <1, K,: inf eprp(p) > 1

MGRd\{O} MERd\{O}
& Hy: osup e <1, Ko oinf eh () > 1.
neRN{0} neRA{0E

Nach Korollar 8.11.1 lésst sich die Hypothese auch in der Form

Hy:  sup 6173“’,T(:u) =1
neRN{0}

dquivalent formulieren. Zudem betrachten wir das Testproblem

Hy: inf eflp(p) >1, Ky sup efrp(u) <1
peRd\ {0} peRd\{0}

<~ HQ . inf eng(’rl) Z 17 K2 : sup eg’T(n) <L
neRd\{0} neRI\{0}
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Auch hier ist die Hypothese dquivalent zu

H, : inf €5, =1.
2 LB {0) T,T(#)

Schliellich betrachten wir noch das Testproblem

Hy: Ve RT\ {0} : efip(p) =1, Ks: sup eprp(p) <1loder inf efrp(p) > 1

neRN{0} HERN{0}
& Hy: VpeRI\{0}: b p(u) =1, Ks: sup e p(n) <loder inf b n(n)>1.
’ nerd\{o} neRI\{0}

Hier ist die Hypothese ebenfalls dquivalent zu
Hy:V e R\ {0} : e} p(p) = 1.

Diese Testprobleme sollen unter Hinweis auf Bemerkung 5.3.4 im Wesentlichen erneut mit
Hilfe der Matrix H(p, ) behandelt werden. Zur Behandlung des Testproblems H; gegen K,
1 =1,2,3, betrachten wir die Testgrofien

Pl— vntr (H(pn)) F2= R 8= |F
n \/M_n n n n n
mit
wobei der Verktor v € R*4+1/2 qurch

v=1(1,0,...,0,1,0,...,0,1,...,1,0,1)
—— N —

(d—1)-mal (d—2)-mal

gegeben ist. Wie oben gezeigt sind hier die Bedingungen (E1) und (E2) aus Unterabschnitt
5.2 erfiillt. Daher gilt

lim Py, (M, < 0) =0,
was in Unterabschnitt 5.3 begriindet wurde.

Fiir ein gegebenes Testniveau o € (0,1) lautet dann der zugehorige Test fiir das Test-
problem H; gegen K;, i = 1,2,

., Verwirf H,, falls Ffl > u_y , i =1,2.
Fiir das Testproblem Hj gegen K3 kann der Test
,» Verwirf Hj, falls ﬁ';:’ > U—a)2”

formuliert werden. Dann kénnen wir folgendes festhalten.
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8.12.3 Korollar: Bei dem auf der Testgrdfe ﬁ’;ﬁ; basierenden vorgeschlagenen Test fiir das

Testproblem H; gegen K;, i = 1,2, handelt es sich um einen Test, der fiir jedes o € (0,1)
das Testniveau o asymptotisch einhdlt, und der zudem konsistent ist. Bei dem auf der
Testgrofe Fs’ basierenden vorgeschlagenen Test fiir das Testproblem Hs gegen Ky handelt
es sich dartiber hinaus um einen Test, der fir jedes o € (0,1) das Testniveau o asympto-
tisch exakt einhdlt und der zudem konsistent ist.

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 5.3.3. O

Im Fall d = 1 bietet sich hier ein Vorgehen geméfl Bemerkung 5.2.11 bzw. Bemerkung
5.3.5 an. Hierzu definieren wir

5«1,1 52,2 . 52,1 51,2
D'rlz = \/ﬁ( . 51,1 +(§g,2 + 5r)
8.12.4 Lemma: Es gelte I' = 2%, Dann ist die Testgrofie D', i = 1,2, 3, verteilungsfrei.

n’

- 1), D2 = DL, DS =D}

Beweis: Es ist zu beachten, dass fiir d = 1 im Fall ' = 2% sofort ¥; = ¥, = 0 folgt,
und deshalb wegen

X, | v | VEU, +a
i| | VEVi+b
Y, VIV, +b

0, I)-verteilt, auch

—_~ o~

%Z?:l ((XZ _ 7">2 + Yn)2 —2(X; — yn)(Y; — 7n)) _ 1)
% im1 ((Xz — X,)2+ (Y — ?n)z)
g V 2 )

( Y;
(lz:;l (W =T + (Vi = V)~ 2(U; =T <w—Vn>>_1>
1

n
n

w2 (U= U2 + (Vi = V)2)
gilt, d.h. D!, 7 =1,23, ist im Fall ' = 2% verteilungsfrei. Il

Fiir ein gegebenes Testniveau o € (0,1) schlagen wir fiir das Testproblem H; gegen K,
1 =1,2,3, folgenden Test vor:

, Verwirf H,, falls be > t;;l_a“, 1=1,2,3,
wobei ., _,, das (1 — @)-Quantil'® der Verteilung von D}, i = 1,2,3, im Fall (X1,Y1) ~

N3(0,12) sei. Dann kann folgendes festgehalten werden:

0Djiese Quantile konnen mit Hilfe eines Monte-Carlo-Verfahrens beliebig genau approximiert werden.

199



8.12.5 Korollar: Bei dem auf der Testgréfie D! basierenden vorgeschlagenen Test fiir das
Testproblem H; gegen K;, i = 1,2, handelt es sich um einen Test, der fir jedes a € (0,1)
das Testniveau o asymptotisch einhdlt, und der zudem konsistent ist. Bei dem auf der Test-
gréfie D3 basierenden vorgeschlagenen Test fiir das Tesproblem Hy gegen Hz handelt es sich
dariiber hinaus um einen Test, der fir jedes o € (0,1) das Testniveau o exakt einhdilt und
der zudem konsistent ist.

Beweis: Dies folgt mit Lemma 8.12.4 und mit den in Unterabschnitt 5.2 angestellten
Uberlegungen. O

8.12.6 Bemerkung: Wie in Bemerkung 5.3.5 erldutert konnen analog konsistente Tests
fiir die Testprobleme

H, : e%‘,’?} <1, Ky: eIf‘/?} > 1
sowie
H; : e%‘,’?} >1, Ks: eIf‘/?} <1
und
Hg : eIfY% =1, Kg: er_I;Y?} #1
basierend auf der Determinante der Matrix
(S10+ 3271 (31 + 522 - (320 4 812)

konstruiert werden.
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9 Vergleiche bei Kontingenztafeln (Multinomialver-
teilungen)

9.1 Das zugrunde liegende Modell

In diesem Abschnitt kommen die Ergebnisse aus den Abschnitten 4, 5 und 6 zum Ein-
satz. Es seien (X1,Y7),...,(X,,Y,) unabhéngige und identisch verteilte zweidimensionale
Zufallsvektoren mit dem Wertebereich {1, ..., d}?, wobei d € N gegeben sei. Zudem sei

Dbij = P((Xla}/I) = (%]))7 (Z>]) € {17 cee ad}Za
mit (pl,h . 7pd,d) € (0, 1)d2, ZZj:lpi,j =1 und

P t
p = (p1,17 <y Pd1,P1,2y - -3 Pd25 - -y P1d—15 - - -y Pd,d—15P1,dy - - - 7pd71,d>

unbekannt.

Wir definieren
s—1

Aci={(q ) (@ qem1) € (0,171 g < 1}, s €N,

i=1
und

s—1

Ag = {(qh s 7QS—1)t; <QI7 s 7QS—1> € [07 1]8_17 ZQ”L S ]-}7 s €N.
=1

Fiir (q1,...,¢s-1)" € A? setzen wir zudem ¢, := 1 — Zf;ll gi;. Elemente

_ t 0
q= (CI1,17 s 5154125 -+ 25452y -+ -5 Q1,s—15 -+ 3 Qs,5—15,G1,s5 - - - 7qs—1,s) S Asz

schreiben wir auch kiirzer in der Form ¢ = (q1.1,...,¢s—1.5)"

Es seien m,s € N und q := (q1,...,¢9s—1)" € A% Fiir einen R* '-wertigen Zufallsvek-
tor M := (M,..., My 1)" schreiben wir im Folgenden M ~ 9(m;qy,...,qs), falls fiir
den R*-wertigen Zufallsvektor (My,..., Ms_1,m — Zf;ll M;)* die Verteilungseigenschaft
(My,...,Ms_1,m — Ef;ll M) ~ M(m;qr, ..., qs) gilt. Zudem setzen wir dann M, :=
m — 7" M;. Zufallsvektoren

M = (Ml,h s 7Ms,17 M1,27 R Ms,27 LR Ml,s—la s 7Ms,s—17 M1,87 s 7MS—1,s)t
~ m(mv q1,1,--- 7QS,3)
schreiben wir auch kiirzer in der Form M = (My1,..., M1 )"
Fir ¢ =1,...,n kann (X;,Y;) mit dem R~ _wertigen Zufallsvektor N; mit
Ni ~ m(l;pl,b o 7pd,d)7 1= 17 <o N,
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identifiziert werden, wobei
t
Noi= (1((X5,Y) = (L), (X Y) = (@ = 1)), i=1,...om.

Im Folgenden werden die Zufallsvektoren Ni,..., N, anstelle der Zufallsvektoren
(X1,Y1),...,(X,,Y,) betrachtet.
Mit

Nij =Y T((XpYi) = (i,5)), (i,5) € {1,...,d}>,
k=1

ist
N = (N, >Nd71,d)t ~M(n;pia,- - Pad)-
Nach Konstruktion ist dann N = > | N;. Das starke Gesetz der grofien Zahlen liefert

lim N/n = (p11,-.-,Pi-14)" Pyfs.

n—oo

Mit der Definition

d d
P = Zpi,kn pi = Zpk,ia ie{l,....d},
k=1 k=1

und mit

3
3

Ny =S"IU(X, =d), Noi=S 1Y, =), i€ {1,....d},
ist
N, = (Ni,...,Ng_1.)' ~M(n;p1y ... ,04);, Nuw:i= (N, ..., Ng_1)' ~IM(n;p1,...,04)

Im unabhéngigen Stichprobenfall liegen mit X7,..., X] und Y/,...,Y, zwei voneinander
unabhéngige Stichproben vor, wobei

L(X;) = L(X]) und L(Y7) = L(Y) (9.1.1)
ist. Fiir i = 1,...,n kann (X/,Y/) wegen (9.1.1) mit einem R??~%wertigen Zufallsvektor

N/ mit
N ~ M1y pa) @M(Lipay. .y pa), i=1,...,n,
identifiziert werden, wobei

N o= (I(X)=1),.. . I(X=d—1),1(Y{ =1),....1(Y] =d = 1)), i=1,...,n.

(2 K3
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Im Folgenden werden die Zufallsvektoren Nj,..., N/ anstelle der Zufallsvektoren
(X1, Y]), ..., (X],Y]) betrachtet.

n' - n

Mit
N, =Y 1(Xp =), Ny:=> 1V} =), i€ {1,....,d},
k=1 k=1

gilt wegen (9.1.1)
N = (N{,...,N, ) ~Mn;pr,...,pa), N, := (N ....,N ) ~M(n;pa,...,pa),

!’

wobei N/ und N’/ unabhéngig sind. Nach Konstruktion ist dann (N = > " N/. Das

)
Gesetz der groflen Zahlen liefert auch hier

nh_}rrgo N /n=(p1,...,pa1)", nh_)IIOlo N./n=(pi,...,pq1)" Pyfs.
Das zu Beginn dieser Arbeit vorgestellte Testproblem
H: LX) = £0%), K: £(X)) # £(),
kann hier dquivalent geméaf
H: (p1,.-ypa-1.) = P01, s0a-1), K: (P, 0a-1.) # (D1, -+, Pd1)
formuliert werden.

9.2 Allgemeine Betrachtungen

Wir betrachten zunichst ein allgemeines Einstichprobenproblem bei Multinomialvertei-
lung. Dazu seien m,s € N und fiir ¢ := (q1,...,¢s_1) € A% sei M = (My,..., M, 1) ~
m<m7 qi, - - - 7QS)-

Fiir ein I = (ly,...,li1)" € {(ir, - - ism1)’ (i1, - ismr) € {0,...,m}P ™1 3001 < m)

setzen wir [, ;=1 — Zf;ll ;.

Es sei () # 11y C IT = A, und wir betrachten das allgemeine Testproblem
Hoi QEH(), KOI qul :H\HO
Eine Abbildung ¢ : A? — Tl heifle Maximum-Schitzfunktion fiir ¢ € IT unter Hy, falls

P@(l/m)(M = l) = Sup Pq(M = l),

q€llo

s—1
l e {(ih cee 72'871)1‘/; (?:17 s 72-871) € {07 s 7m}87lazij S m}7
j=1
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erfiillt ist. Wir schreiben ¢ = (g1, . .., Gs—1)". Ist ¢ Maximum-Schétzfunktion fiir ¢ € IT unter
Hy und gilt ¢ : (A2, B, 1) — (Tlo, %7 ), so ist ¢(M/m) Maximum-Likelihood-Schitzer!!
fiir ¢ € Il unter Hy bei Zugrunde hegendem M.

Es besitzt die Kullback-Leibler-Information aus der Verteilung von M fiir m = 1 die
Gestalt

Z%log_ Z%log% Z%logq“ ,C]E Agv

wobei an dieser Stelle 0/0 := 1, log0 := —o0, 0log0 := 0 und a/0 := oo fiir a € (0,00)
gesetzt werden soll. Daher gilt

argminK (q, §) = argmaxz gilog i, q € A2
quO quO i=1

Weiter ist

1 1 m' a1

[ e {(il,. .. ,isfl)t; (il, Ce ,2'571) € {0, .. ,m}sjl,ZZ-j S m}, (j € Ag,
j=1

und daher

S

1 li ~
argmax P;(M = [) = argmax— log P3(M = 1) = argmaxz — log ¢;,
Gelo gelp M gelly T M

s—1
le {(z'l,...,z's,l)t; (s visr) €40, omp 130y < m}
j=1

Deshalb ist eine Abbildung § : A? — I, Maximum-Schitzfunktion, wenn
K(q,Ip) = K(q, (j(q)) fiir alle ¢ € AY (9.2.1)

gilt. Eine Abbildung ¢ : AY — T, die (9.2.1) erfiillt existiert stets, siche hierzu Lem-
ma 4.3 (a) in der Arbeit [15] von Hoeffding. Daher existiert auch stets eine Maximum-
Schiitzfunktion fiir ¢ € IT unter Hy. Gilt g : (A?, %Z_gl) (T, %7 ), so existiert also auch
ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¢ € II unter Hy.

Nun betrachten wir ein allgemeines Zweistichprobenproblem. Es sei also mit O :=

"Djeser Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¢ € IT unter Hy nimmt also nicht zwingend Werte in IIj an.
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(O1,...,05 1)  ~ M(m;ry,...,1s), 7= (r1,...,7s.1)" € AY ein weiterer multinomial-

ER

verteilter Zufallsvektor gegeben, wobei M und O unabhéngig seien.

Fiir () # I C II' = A? betrachten wir das Testproblem
Hy: (g,r) €1, Ko = (q,7r) €107 == I\ TG,

Eine Abbildung (4,7) : (A%)? — II} heifie eine Maximum-Schitzfunktion fiir (¢,r) € IT’
unter Hj, falls

PanmymM =1,0=j)= sup P (M=10=j),

(q,r)€ILy
s—1
l,j - {(ih e ,is_l)t; (’il, e 71.5—1) - {O, e ,m}s_l, ZZJ S m},
7j=1

erfiillt ist. Wir schreiben (¢,7) = ((G1,...,Gs-1)", (F1,...,7s_1)"). Ist (¢,7) Maximum-
Schitzfunktion fiir (¢,r) € II' unter Hy, und gilt (¢,7) : ((A?)?, %?ASO);)) — (115, %;—f_l)),
so ist (g, 7)(M/m,O/m) Maximum-Likelihood-Schitzer!? fiir (¢,r) € I unter Hj, bei zu-
grunde liegendem (M, O).

Es besitzt die Kullback-Leibler-Information aus der Verteilung von (M,0) fir m = 1
die Gestalt

K((q,r Zq,rjlog“,‘ qulog~ +Zr]10g 7,

1,7=1
=Y ailoggi— Y gilogdi+ er logr; — Zm log 7y, (¢,7), (4,7) € (AD)*.
=1 =1 J=1 7=1

Daher gilt

argminK ((q,7), (¢,7)) = argmax( Z q;log g; + Z r; log 7‘]> (q,7) € (A2

(gF)ell] (g,7)€M

=1
Weiter ist
llOgP(d%)(le,OZJ)Zi 0 ( Mg fjs)
m ’ LY. 1) Sl g s
;Llog I j+ Z log G; + log Z Ji log 7,
s—1
l,j € {(il,...,is_l)t;(il,...,is_l) €{0,...mp 3 g < m}, (G,7) € (A9)2,
=1

2Dieser Maximum-Likelihood-Schétzer fiir (¢,r) € II' unter Hj nimmt also nicht zwingend Werte in II,
an.
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und daher

1
argmax P (M = 1,0 = j) = argmax— log Pg#»(M = 1,0 = j)
(7)€l (q7ety M

s

s . s—1
l; - i . . . . _ .
:argmax< E Elogqi—l— E %logm), l,j € {(21,...,%,1) €{0,...,m} 1 E i gm}.
i=1 j=1

(@nelly =y
Deshalb ist eine Abbildung (¢,7) : (A%)? — II} Maximum-Schétzfunktion, wenn
K ((4,7), Tlo) = K ((a,1), (6, 7)(q, ) fir alle (q,7) € (A2)? (9.2.2)

gilt. Existiert eine Abbildung (¢,7) : (A%)? — TI die (9.2.2) erfiillt, so existiert auch

stets eine Maximum-Schétzfunktion fiir (¢,r) € I’ unter Hf. Gilt ¢ : ((A2)?, %2(50)1)) —

(TT), B2° 2= 1)), so existiert in diesem Fall also auch ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir

/

(q,7) € IV unter HJ,.

Wir werden nun mit Hilfe von Lemma 4.3 (a) in der Arbeit [15] von Hoeffding im néchsten
Lemma beweisen, dass eine Abbildung (¢, 7) : (A2)? — T}, die (9.2.2) erfiillt, stets existiert.

S Q. t ) : o t 0
Dazu sei S := (S1,1,...,5-1,s)" ~ M(m;vi1,...,0,), mit v := (vi1,...,05-1,5)" € Al.
Ferner sei
R t
w. = (Wi, .., W1, W,y W 1)y W E A,
und es sei

I, 3:{(1)1,1, o Usm1) € Ay € 1T }
N {(/01,17 s 7/087173) € ASQavi,j = 0.0y, (Z7]> € {17 . '58}2}'

9.2.1 Lemma: Es existiert eine Abbildung v : A% — ﬂ_o, 0= (011,...,0s-1,5)", fir die
K(w, o) = K (w, 6(w)) fir alle w € A, (9.2.3)

gilt, wobei hier K (w,w), w,w € A%, die Kullback-Leibler-Information aus S sei. Fiir diese
Abbildung gilt auch

Z w; ;log v; j(w) = Zwi. log v;.(w) + Zw.j log 0.j(w), w € A%,

,j=1

und es hingen 0;.(w) und .;(w) nur von w. ab, w € AY. Weiter existiert eine Abbildung
(G,7) == ((G1y -+ Gs—1)", (T1, ..., Ts—1)"), die (9.2.2) erfiillt und die festgelegt ist durch

Gi(w.) = 0. (w), #(w) =0 (w), we A%, (i,5) € {1,...,s}>
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Beweis: Nach Lemma 4.3 (a) in [15] existiert eine Abbildung ¢ : A% — fl_o die (9.2.3)
erfiillt. Fiir diese gilt

Z w ;log 0 j(w) = sup Z w; jlogv;; = sup Z w; ; log(v;.v.5)

ij=1 v€llp 4 j=1 vello § j=1
= sup ( E w;. logv;. + E w.; logv]>
vEHo i=1

und wegen

ﬂ_OC{(Ul,lw--;Us—ls) e Al 23U € 1T }
N {(Ul,ly' . avs—l,s) € A527vi,j = 0;.V.4, (Za]) S {17 s 78}2}

auch 0; j(w) = 0;.(w)0.;(w), (4,7) € {1,..., s}, w € A%, und damit

Zwulogv” walog 0;.(w) 0.5 (w))

2,J=1 2,7=1

= Zwi. log 0;.(w) + Zw.j log 0.j(w), w € A,

also auch
Zwi. log v;.(w) + Zw.j log 0.j(w) = sup (Zw, log v;. + Zw logv]), w e A%
i=1 j=1 velly \ 51

Damit héngen ¢;.(w) und 0.;(w) nur von w. ab, w € A%. Somit ldsst sich eine Abblidung
(q,7) : (AY)? — TI}) durch die Eigenschaft

Gi(w.) = 0;.(w), 7j(w) =0 (w), we A%, (i,7)€{l,...,s}?

wohldefinieren, die

szlong('z} w +ij log 7 (v, w) sup (Zvlloqu-ij logrj>
i=1 j=1 (g,r)€ll]

(v,w) € (AY)?,

leistet, und somit auch Gleichung (9.2.2) erfiillt. O
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9.3 Verbundener Stichprobenfall

Wir miissen hier Abhéngigkeiten zwischen X; und Y; beriicksichtigen. Zur Behandlung des
Testproblems der marginalen Homogenitét, d.h.

H: (p1,..ypa-1.) = P1,--s0a-1), K (P13 pa-1.) # (P1, -+, Pd1),

schlagen wir als Testgrofle die Likelihood-Quotienten-Testgrofe

d
N, .
T, =25 N, log — 9.3.1
" Z 0% np(N/n)i ( )

1,j=1

oder die Waldsche TestgroBe, hier y2-TestgroBe,

d (N, — np )2
i — np(N/n)i)
Ty = - : (9.3.2)
D R/
vor, wobei p = (P11,...,Pa-1.4)" eine Maximum-Schitzfunktion fiir p = (p11,...,Pa-1.4)"

unter H ist. Diese existiert; sieche Unterabschnitt 9.2.

Es ist anzumerken, dass sowohl die Likelihood-Quotienten-Testgrofle als auch die Wald-
sche TestgroBe nur auf dem Zufallsvektor N = 3" | N; basiert.

Betrachte fiir ¢ € AY; das konvexe Optimierungsproblem der Minimierung der Abbildung

d

P = Z Gij log pij
ij=1

unter den Nebenbedingungen

d
Di- = D.iy Dijj > 07 (27]) € {17 s 7d}27 Z Dij = 1.

ij=1

Eine Losung dieses Optimierungsproblems existiert und liefert die genannte Maximum-
Schétzfunktion p fiir den zugrunde liegenden Parameter p unter H; siehe Unterabschnitt
9.2.

Betrachten wir dagegen das Optimierungsproblem fiir ¢ € Az der Minimierung der Ab-
bildung

d
pr— — Z ¢i;logpi ; (9.3.3)

ij=1
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unter den Nebenbedingungen

d
Pi- = D4, Pij >0, (Zaj) € {17 SR 7d}27 Z Pij = 1, (934)
ij=1
so muss wegen ¢;; > 0 fiir alle (¢,5) € {1,...,d}? fiir die Losung p auch p;; > 0 fiir
alle (z,7) € {1,...,d}* gelten, da die zu minimierende Funktion ansonsten den Wert +oc

annehmen wiirde. Also muss fiir ¢ € Ag fiir die Losung des Optimierungsprobelms p
auch p € Ag gelten. Da also eine Losung dieser Minimierungsaufgabe existiert und diese
Losung in Ag liegen muss, ist die Losung auch ein lokales Minimum von (9.3.3) unter
den Nebenbedingungen (9.3.4) und daher nach Theorem 4.3.6 aus [6] notwendiger Weise
Komponente der Losung des Gleichungssystems

Y
Dij
0=pi —pa,

0= +)\z’_/\j+,u,

d
0 = Z pl,j - 17 <Z7]) S {17 cee 7d}27 <p1,17 s 7pd,d)t € RdQ? )\ € Rd’ 1% € R (935)

ij=1

Nach Theorem 4.3.7 aus [6] ist das Losen von (9.3.5) auch ein hinreichendes Kriterium fiir
das globale Minimum der Funktion (9.3.3) unter den Nebenbedingungen (9.3.4). Die ge-
suchte Losung von (9.3.5) ldsst sich fiir d > 2 nicht explizit angeben und kann nur iterativ
numerisch bestimmt werden. Wir wollen diese Losung wieder mit p bezeichnen.

Es ist fiir jedes p € Ay die Abbildung ¢ — K(q,p) (%‘E;l,%)—messbar und fiir jedes
p € Az die Abbildung ¢ — K (p, q) stetig auf Agz. Zudem ist die Abbildung g — K(q,p(q))
(%fdj, B)-messbar. Somit folgt aus Hilfssatz 6.7 in [27], dass die Losung p von (9.3.5) als

Funktion von ¢ € Az ohne Einschréankung als (%fdj, B)-messbar angenommen werden
kann.

Somit folgt aus der allgemeinen Theorie fiir Likelihood-Quotienten-Tests und Waldsche
Tests, dass bei Giiltigkeit von H

Thn x5, fiirn — o0, k=1,2,

gilt. Siehe hierfiir z.B. [27]. Fiir das Testproblem H gegen K schlagen wir daher den
Likelihood-Quotienten-Test bzw. den Waldschen Test

wverwirf Hy, falls T}, > XZ_M_OC“, k=1,2,

vor, wobei x3_1_, das (1 — a)-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung mit d — 1 Freiheits-
graden sei. Wie wir weiter unten sehen werden, ist der Likelihood-Quotienten-Test optimal
im Bahadur- und Hodges-Lehmann Sinn.

209



9.4 Unabhingiger Stichprobenfall

Gehen wir davon aus, dass mit X],..., X, und Y/,... Y/ zwei voneinander unabhéngige
Stichproben vorliegen. Zur Behandlung des Testproblems der Homogenitét, d.h.

H: (pl-a cee >pd—1-) = (p~17' B 7p-d—1>a K: (pl'a' . apd—1~) 7& (p~1a cee 7p'd—1)7

schlagen wir als Testgrofle die Likelihood-Quotienten-Testgrofe

N/ d N’
=25 N 25" N1 41
Z 8 (N I, N ) Zl o8 N Ny 04D

oder die Waldsche TestgroBe, hier y2-Testgrofe,

(N = np(NL/n, NI /) S (NG = (N /m, N /)

T, = . + 9.4.2
= T N Nyt (N, N ) (842
vor, wobei (P, p,) == (P, 05 1) (P, .. Dy_y)") eine Maximum-Schétzfunktion fiir

(Pws pv) = ((P1- -y Pa-1.)" (P2, .-, pg_1)") unter H ist. Diese existiert; siche Unterab-
schnitt 9.2.

Es ist anzumerken, dass sowohl die Likelihood- Quotienten Testgrofle als auch die Wald-
sche TestgroBe nur auf dem Zufallsvektor (N], N',)" = >" | N/ basiert.

Betrachte fir (¢..,q.+) := ((q1.,--+,q4-1.)% (g1, - -, q4-1)") € (AY)? das konvexe Optimie-
rungsproblem der Minimierung der Abbildung

d d
(paspe) = = 3 gilogpi = 3 qslogp.

i=1

unter den Nebenbedingungen

d d
pi. =P, pio >0, p; >0, i€ {1,...,d}, szt =1, Zpi =1
i=1 i

Die Losung dieses Optimierungsproblems existiert und liefert die genannte Maximums-
Schatzfunktion (p.,p’,) fiir den zugrunde liegenden Parameter (p..,p..) unter H; siehe
Unterabschnitt 9.2.

Betrachten wir dagegen das Optimierungsproblem fiir (g..,¢.) € A2 der Minimierung der
Abbildung

d
(Pss P Z gi.logp. — > qilogp, (9.4.3)
i=1
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unter den Nebenbedingungen

d d
pi=pa pi =0, pi >0, i€{l,....d} > pi=1Y pi=1, (9.4.4)

i=1 i=1

so muss wegen ¢;. > 0 und ¢; > 0 fur alle ¢ € {1,...,d} fir die Losung (p..,p/,) auch
pi. > 0 und p/; > 0 fiir alle ¢ € {1,...,d} gelten, da die zu minimierende Funktion
ansonsten den Wert +o0o0 annehmen wiirde. Also muss fiir (q..,q.) € A2 fiir die Losung
des Optimierungsprobelms (p.., p’,) auch (p. ,p/,) € A2 gelten. Da also eine Losung dieser
Minimierungsaufgabe existiert und diese Losung in A2 liegen muss, ist die Losung dieser
Minimierungsaufgabe auch ein lokales Minimum von (9.4.3) unter den Nebenbedingungen
(9.4.4) und daher nach Theorem 4.3.6 aus [6] notwendiger Weise Komponente der Losung
des Gleichungssystems

0:_&_)\2_‘_#27

1

0= pi. — p4,
d
i=1

d
0=> pi—1 ie{l....d}, (pr-.-,pa)" (P, .., pa)) ER* xR, A €RY, e R
=1
(9.4.5)

Nach Theorem 4.3.7 aus [6] ist das Losen von (9.4.5) auch ein hinreichendes Kriterium
fur das globale Minimum der Funktion (9.4.3) unter den Nebenbedingungen (9.4.4). Wir
wollen die Losung von (9.4.5) wieder mit (p.,., p/,) bezeichnen. Als Losung von (9.4.5) ergibt
sich

NI Qs T Qs Qs T Qs

Damit besitzen die Testgroflen die Gestalt

! d /

d
N/ N’
=1 -2 =1 -2

und

Ty,=Y - +Z B S (9.4.7)
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Die Losung von (9.4.5) ist als Funktion von (g.., q..) € A? stetig und damit als eine solche
Abbildung auch messbar.

Somit folgt aus der allgemeinen Theorie fiir Likelihood-Quotienten-Tests und Waldsche
Tests, dass bei Giiltigkeit von H

Tpn — Xa_y fiir n— 00, k=1,2,

gilt. Siehe hierfur z.B. [27]. Fiir das Testproblem H gegen K schlagen wir daher den
Likelihood-Quotienten-Test bzw. den Waldschen Test

yverwirf Hy, falls Ty, > Xfl_m_a“, k=1,2,

vor, wobei X7_;,_, das (1 — @)-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung mit d — 1 Freiheits-
graden sei. Wie wir weiter unten sehen werden, ist der Likelihood-Quotienten-Test optimal
im Bahadur- und Hodges-Lehmann Sinn.

9.5 Bahadur-Effizienz der Tests

Die auf den Testgrofien (9.3.1) und( 9.4.6) basierenden vorgeschlagenen Likelihood-Qutienten-
Tests sind jeweils optimal im Bahadur Sinn. Dies folgt aus Theorem 2 der Arbeit [3] von
Bahadur; beachte dabei Bemerkung 3. (b) und (e).

Somit ergibt sich fiir die Bahadur-Steigung im unabhéngigen Stichprobenfall bei zugrunde
liegender Alternative (p,.,p..) € A

d d
sz IOg FIEY + sz log Di-+p.i?
i—1 2 i=1 2

und fiir die Bahadur-Steigung im verbundenen Stichprobenfall bei zugrunde liegender Al-
ternative p € Age

d2

Pij
ZPi,legA —,
i1 p(p)ij

wobei p = (P11, - .-, Da—1,4)" Losung von (9.3.5) ist. Somit kann auch die Bahadur-Effizienz
der Likelihood-Quotienten-Tests basierend auf den Testgrofen (9.3.1) und (9.4.6) fiir d > 2
nicht explizit angegeben werden.

Allerdings kénnen hier die in Unterabschnitt 4.3 hergeleiteten allgemeinen Resultate zur
lokalen Bahadur-Effizienz von optimalen Tests im Bahadur-Sinn angewendet werden. Hier-
zu miissen zunéchst passende Parametrisierungen geméfl den Ausfithrungen am Anfang des
Unterabschnitts 4.3 gewéahlt werden.
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Wir definieren

Zit=pi—pg, t=1,...,d—1,
Sz:p1+pz> Z:L,d—l

Dann lésst sich das Testproblem #dquivalent geméaf3

H: (z1,...,2001) =0, Kt (21,...,20-1) #0

formulieren. Es sei
@ :{ ((21, e ,del)t, (81, RN ,Sd,17p171, RN ,pdfl’dfl)t7 (Sl7 Ce Sdfl)t)

c R RA-1+(@=1)* o Rd_l;pi,j > () zZ + ;) szk >0,

d—1 d_1
1
57t s) =D ey > 0.(05) € {1 d— 1), Zsi =Y py < 1} v
k=1 i=1 ij=1

Hierbei schreiben wir stets abkiirzend (py1,...,pa—1,4-1)" fiir

t
(p171, cveyPd-11,P1,25-- -5 Pd—1,2y- - -y P1,d—1y - - - ,pd—l,d—l)

In der Notation aus Unterabschnitt 4.3 bedeutet dies

(V1, Vs, 19,2) = ((217 e 7Zd—1)t, (51,5 8d-1,P1,15 - - - 7Pd—1,d—1)t7 (51,5 Sd—l)t) € 0.

Somit ist

@1 - {(Zla cee 7Zd—1)t S Rd_l; 3 ((817 ey Sd—lapl,ly CIE apd—l,d—l)ta (Sla s 7Sd—1)t)
S Rd_1+(d_1)2 X Rd_l : ((Zh sy Zd—l)t7 (Sla o 78d—17p1,1a s 7pd—1,d—1)ta (817 ey Sd—l)t> S 6}

und ©f = {0} € ©', also
O —{ ((07 S 70)t7 (517 -5 8d-1,P1,15 - - - 7pd—1,d—1)t, (817 cee Sd—l)t)

c R x Ré-1+(d— 1)2 « R4 1,pw>0 szk>0

d—1

1 .

isj - Zpk,j > 07 (27.]) < {177d_ 1}2azsi - Zpi,j < 1}
k=1 i=1

4,j=1
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Es liegt somit die Situation aus Bemerkung 4.2.8 vor. Weiter ist

© _{ ((Zu R qu)t, (51, ySd—1,P1,15 - - - >pd71,d71>t) e R x Rd*H(d*l)z;

d—1

1 1 .
Dij >0 (Zz+51) pi,k>07§<_Zj+5j)_zpk,j>07(27])6{17"’>d_1}27
k=1 =1
d—1 d—1
s Sp < 1} C R

e’ :{ ((zl, oo Zae1)b (81, ,sd_l)t) eRIxRT L2 45, >0,

9

-1

DN | —

—zi+si>0e{l,...,d—1}, = ZZHrS 1, (— Zi+5i><1}CR2(dl),

=1

In der Notation aus Unterabschnitt 4.3 bedeutet dies

(V1,72) = ((2’17 e ;del)a (51, ySd—1,P1,15 - - - 7pd71,d71)t) €0

und
(1917’19/2) = ((217 ) del)tv (Sla s 75d71)t) € é/-
Zudem ist
©o :{ ((0,...,0), (S1,+ -, 84—1,P11s- - - s Pa—14-1)") € RT" x RIHED?,
p”>0 Zp,k>0 Zpk]>() (1,7) € {1,. — 1}
d—1
>u- Y1)
i,7=1
und

d—1
1
o), :{((0,...,0)t,(51,...,5d1)t) eRTI xR s > 00 € {1,...,d— 1},§Zsi < 1}.
=1
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Driicken wir p = (p11,...,pa-1.4)" in der neuen Parametrisierung aus, so ergibt sich

Dij = Dij, (i,]) € {1 — 1},
pi,d— Zz+3 me,ze{l d—1}
1
Paj =735 —2; + 55) Zpk], jed{l,...,d—1}
d—1
Pdd =1+ Z Dij — Zé‘z‘- (9.5.1)
ij=1 i=1

Insbesondere ist

d—1 d—1
€ <2 sz’,k - Si,QZPk,i + si) ie{l,...,d—1}. (9.5.2)
k=1 k=1

Weiter ist
1 :
Di. 25(214’31)7 (A= {Lad_l}?
1
P = 5(—21‘ + Si)7 1€ {1, vy d — 1} (953)

Allgemein ist zu bemerken, dass sowohl die Likelihood-Quotienten-Testgrofle als auch die
Waldsche Testgrofle nicht von der Wahl der Parametrisierung abhéngt.

Es bezeichne ¢ : © — Ap die Bijektion, die durch (9.5.1) gegeben ist. Analog bezeichne
@' : © — A? die Bijektion, die durch (9.5.3) gegeben ist.

Setzen wir
A= {(logpi1 — log pag,...,l0gps_1,4 —logpaa)';p € Ag}
und betrachten die Abbildung
©:Ap = A, o(p) = (logpm —logpad, .- -,logpi—1.4 — logpd,d)ta

so konnen wir festhalten, dass mit ¢ o ¢ : © — A eine bijektive und stetig differenzierbare
Abbildung mit iiberall regulérer Funktionalmatrix existiert, die Gleichung (6.3.2) erfiillt.
Daher ist die Familie von Verteilungen von N; in der Parametrisierung durch Elemente von
A eine (d* — 1)-parametrische Exponentialfamilie mit suffizienter Statistik gegeben durch
die Identitdt beziiglich des Z&éhlmafles auf Ngz_l.
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Setzen wir

A :=={(log p1. — log pa., . .., 10g pa_1. — log pa.,
logp.1 —logpa, ..., 1ogpa1 —logpa)'s (pe, p.s) € A2}

und betrachten die Abbildung

o' Ai = AN, o(ps,ps) =(logpr. — logpa., ..., logps_1. —logpa.,
logp.1 —logp.a,...,logp.g_1 —logpa)’,

so kénnen wir festhalten, dass mit ¢’ o¢’ : ©' — A’ eine bijektive und stetig differenzierbare
Abbildung mit iiberall regulérer Funktionalmatrix existiert, die Gleichung (6.3.2) erfiillt.
Daher ist die Familie von Verteilungen von Nj in der Parametrisierung durch Elemente
von A’ eine 2(d — 1)-parametrische Exponentialfamilie mit suffizienter Statistik gegeben

durch die Identitét beziiglich des Zahlmafies auf Ng(d_l).

Fiir den néchsten Satz definieren wir fiir ¥ = (J1,...,92_1)" € O den Gradienten
0 0 \!
de_l = <6791’” .y aﬁd2_1>

und fiir ' = (99, ..., 9y, )" € ©’ den Gradienten

) 9 N\t
V(1) = (819’1’ T 879’2(d_1)> ’

Damit definieren wir Matrizen

Un, (00) i= (Va1 Eg(Ny)f )t, Jo € O,

lo=vg

und

/ / 3 / A/
Uy (05) == (V-1 Eﬁ(Nl)fﬁ,:%) , U € 9.

Hierbei handelt es sich um Matrizen der Form (6.1.5). Ist fiir 9 € O p = ¢(v), so gilt
Ey(N1) = p. Ist fir 9" € ©" (§7) = ¢'(¥), so gilt Eg(N]) = (3~ ). Daher héngt die
Matrix ¥y, (Jo) bzw. ¥ns () nicht von Jy € O bzw. ¥y € O ab. Dies wird durch Be-
trachtung von (9.5.1) bzw. (9.5.3) klar. Wir schreiben also ¢y, (o) = ¥n;, Yo € O, bzw.
Uy (95) = ¥y, U5 € O

Die Matrizen ¢y, und ¢ sind regulir, was man wie folgt begriinden kann. Es handelt
sich bei der Matrix ¢y, um die Jacobimatrix der Abbildung ¢. Die Abbildung ¢ kann als
die Einschrinkung einer linearen Abbildung mit Definitionsbereich R¥~1 auf © aufgefasst
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werden. Wire diese Jacobimatrix singulér, so wire ¢(6©) = Az Teilmenge eines echten
Unterraums des ]Rdg_l, da die Jacobimatrix konstant ist. Dies kann nicht sein. Daher muss
die Matrix 1y, reguldr sein. Genauso kann argumentiert werden, um die Regularitét der
Matrix ¢n; zu begriinden.

Es ist ix, () = 9, Covg, (N1) ", ¥ € O und ing (95) = w}f\,{Cov%(N{)_le{, W € O,
siche den Beweis von Satz 6.3.10. Da ¢y, und ¢y, regulér sind, sind iy, (o), Jo € Oy, und
int (95), U € ©), positiv definit.

9.5.1 Korollar: Es sei eine reellwertige Folge (v;)ien mit v; # 0 fir alle 1 € N und
lim; ,, v; = 0 gegeben. Fir i € N betrachten wir Alternativen der Form

| 0 9y
=y |+ |0
A 0

mit 91 € RN\ {0}, (0,9,9,) € Op, die (191,94,9,) € Oy erfiillen. Dann gilt mit
o = (), U = (190/2) und 9° = (0,95,9%) fiir die Folgen von Tests Ty = (T1,)nen und
Tll = (Tll,n)nEN

LB /a0 91 AN (9)01
ér{n (9°,91) = ALl g N
191AN1(190)191
mat
AR W0) = a1y 1), Oyt Cove (M) (0,) ™
-1
(I(dq)x(dq),U(d—l)x(dz—d))t> ,
und

- -1
A]l\é (%) ::<(I(d71)x(d71), O(dfl)x(d71))@DN;COVI%(N{)(@ZJ?V{)

~1
(I(d—l)x(d—l)a0(d—1)><(d—1)>t> .

Beweis: Im verbundenen Stichprobenfall sind in der vorliegenden Situation die Bedin-
gungen (C1)-(C4) aus Unterabschnitt 4.3 erfiillt. Zum Nachweis der Bedingung (C4) ist
festzustellen, dass die zu Beginn des Unterabschnitts 4.3 eingefithrte Menge A hier gegeben
ist durch

d—1
_ 12 1
A :{(517 e Sd 1y DLy e Pd1.do1)! € RITIHEDT 50, 35— E pik >0,
=1

d—1 d-1 d—1

1 -

58]' - Zpk,j > 07<Z7j) € {17'--7d_ 1}27231' - Zpid < 1}'
k=1 i=1 i,j=1
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Dann ist die zu Beginn des Unterabschnitts 4.3 eingefiihrte Abbildung g gegeben durch
g:A— 0,
0,...,0)

9((31,~--73d—1>p1,1,~->pd—1,d—1)t) = ((31 ey Sde1, D1 - pd_ld_l)t)-

Es sei ¥y € Oy = 90,. GemiB der in Unterabschnitt 9.3 prisentierten Uberlegungen liegt
die Minimalstelle p der Abbildung (9.3.3) unter den Nebenbedingungen (9.3.4) in Agz. D.h.
fiir die Minimalstelle 77 € A der Abbildung

n—> K(ﬂ,g(n)), ne A, (9.5.4)

mit ¥ € ©, muss #(g(7)) € Az gelten. Dies bedeutet allerdings, dass auch 7 € A gelten
muss. Damit muss die Minimalstelle 77 der Abbildung (9.5.4)

[ i 1o %J‘(z’;ﬁ))ln_ﬁdu@) 0

erfiillen. Dabei gelten die in Unterabschnitt 4.3 eingefithrten Bezeichnungen, d.h. f ist die
Dichte von N; beziiglich des Zdahlmafles p auf Ng ~!. Da hier alle Bedingungen von Lemma
4.3.1 erfiillt sind, existiert nach Lemma 4.3.1 eine offene Umgebung Uy, um vy und eine
eindeutige und auf Uy, stetige Abbildung 7 : Uy, — A mit

f(z;9)

/V’;l(log mf(z; ﬁ))lnﬁ<0>du(z) = 0 fiir alle ¥ € Uy,.

Somit ist wegen der Eindeutigkeit dieser Abbildung auch Bedingung (C4) aus Unterab-
schnitt 4.3 im verbundenen Stichprobenfall erfiillt.

Im unabhéngigen Stichprobenfall sind in der vorliegenden Situation die Bedingungen (C1)-
(C4) aus Unterabschnitt 4.3 erfiillt.

Also folgt insgesamt aufgrund der Optimalitdat der beteiligten Tests im Bahadur Sinn mit
Korollar 4.3.5 fiir die lokale Bahadur-Effizienz der Tests

AP, (90.0,) 94 (s (9) — i (9)is (9) iy (9)) 01
' Th yUl) = ; - - - ,
o U3 (151 (9o) — iN2 (D013 (90) 11341 (90)) Vs
wobei hier Bemerkung 4.2.8 beriicksichtigt wurde. Dabei ist

o= (8 52)

die Informationsmatrix aus der Verteilung von Ny, mit 211\,} (9g) € RE-Dx(d=1) 2'11\}?(190) €
R(dfl)x(cﬁfd) i?\}l (190) c R(d27d)><(d71) 2%2(190) c R(dzfd)x(a?fd) und
Y 1 Y 1 )

1,1 .1,2
(e )
() = (f’*wa) 22 00)

Ni
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die Informationsmatrix aus der Verteilung von Nj, mit iy, () € REDxE=D 31290y €
1 1

RO G0 () € RO 0 (0) € RED*D Mit Satz 6.3.10 ergibt sich

AR, (90) = iy, (90) — i (Do)iy: (90) i, (o),
sowie
ARy (90) = iy () — i (90 (96) ™% (V).
Damit ist alles gezeigt. O
9.5.2 Bemerkung: Es ist
Cov,(N1) = diag(p') — pp', p € Ag,

sowie

_ . 1 1 1
COVp(Nl) 1 — dlag <—, ce ) — _:[L(dQ—l)X(dz—lﬁ pE Ad27
P11 Pd—1,d Pd,d

mit 1 gz_1)x(a2—1) als (d*> — 1) x (d* — 1)-Matrix, bei der alle Eintréige 1 sind. Weiter ist

diag(pl.) — p.pl. O(az—1)x(a2—1
Cov N/ = * * . ( )X ) ) sy Dox) € sz
(p*-,p-*)< 1) < 0(d2_1)x(d2_1) dlag(pt*) _ p'*p.t* (p p ) d

sowie

COV(p*qp*)(N{)il

[ diag (,%N caey pdl_1A> - Z%]l(dQ—l)x(dz—l) O(@2-1)x(d2—1)
O@2—1)x(d2-1) diag (1%1, e p,dlfl> — =T 1yx(@2-1)

(s, D) € A2
9.5.3 Beispiel: Wir betrachten den Spezialfall d = 2. Hier ist

1
AL g —
Nl( o) (L01x2)¢]§1100V190(N1)(¢§V{)71(1,01x2)t
sowie
, 1
A%\i(%) -

(1, 0)¢y; Covy (NT) ()7 (1,0)”
Insgesamt ergibt sich

(1, lez)i/JXrllCOVﬁo(Nl)(@bfv{)*l(l» O1x2)"
(1, O)Iﬁ&{lCOV%(N{)va{)_l(L 0)

er{r; (9°) =
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Konkret ist

0 0 1 0 -1 1
vy, = (—-1/2 1/2 1|, 9yl=12 1 1],
/2 1/2 -1 1 0 0
und mit p; 9 = p; unter H
a0 0 Pl P21 Pribie
COV190<N1> = 0 p1 O — | P1,1P2,1 p%}l P1,2P2.1
0 0 pipo P11P12 P12DP2:1 p%,z
pip 0 0 Pl PPz PLiPie .
=10 p2 O |—[|pame pis Pia |, Yo €Oy,
0 0 pio P1,1P1,2 p%Q p%g

wobei p = ¢(1). Weiter ist

o= (2 ) o= ()

und mit p;. = p.; unter H

2
p1. — 1. 0 D1.po. 0 ~
Covay(N1) = ( 1 0 P —p21) B ( 102 pl.pz-) U0 € O,

Somit ergibt sich

LB (190) _ 2p1 2 _ P12 P12 + P21 9 e Oy,
2p1.p2. p1p2. Pprp2. +papo

Wegen
P12 — pr.p2. = Covy, (I(X; = 1),1(Y; = 2))
= —Covyg, (I(X1 = 1),1(Y; = 1)) = —Covy, (X1, Y1), ¥ € O,

st

efl;?Tl (0°) 1 & Covy,(Xy,Y)) 0, ¥ € 6.

VoIl A
NIV

9.6 Hodges-Lehmann-Effizienz der Tests

Die auf den Testgroflen (9.3.1) und (9.4.6) basierenden vorgeschlagenen Likelihood-
Qutienten-Tests sind jeweils optimal im Hodges-Lehmann Sinn. Dies folgt aus Theorem
3 in der Arbeit [35]. Um den zu dem jeweiligen Test zugehorigen Hodges-Lehmann-Index
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zu bestimmen, muss zunéchst die jeweilige Kullback-Leibler-Information entsprechend mi-
nimiert werden.

Betrachte dazu im unabhingigen Stichprobenfall fir (¢.,q¢.) = ((q1.,-..,q4-1.)",
(q1,---,qq-1)") € A% das konvexe Optimierungsproblem der Minimierung der Abbildung
d d d d
(Pesps) —> > _pilogpi + Y pilogp;— Y pilogg. — > pilogq, (9.6.1)
i=1 i=1 i=1 i=1

unter den Nebenbedingungen

d d

i=1 i=1
Betrachten wir das Gleichungssystem
0 =logp;. —logq; + Ai + p1 + 1,

0=logp,; —logq;— N+ p2 + 1,
0 =pi —ps

d
i=1

d
0= sz - ]-7 (S {]-a s 7d}7 ((pl-: s apd~)t7 (p~1a s 7p'd)t) € Rd X Rda A€ Rd) IUAS R2'
i=1
(9.6.3)

Nach Theorem 4.3.7 aus [6] ist das Losen von (9.4.5) ein hinreichendes Kriterium fiir das
globale Minimum der Funktion (9.6.1) unter den Nebenbedingungen (9.6.2). Die Losung
(p..,p,) von (9.6.3) ergibt sich aus

2 2 V-4 .
Di(Ger @) = Pi(Ges @) = =7———, i € {1,...,d}.
> im1 V-

Diese Losung ist als Funktion von (g..,q..) € A2 stetig. Da die Funktion (9.6.1) stetig in
(A9)? ist, handelt es sich hierbei auch um die globale Minimalstelle der Funktion (9.6.1) un-
ter den Nebenbedingungen (9.6.2), die also insbesondere in A? liegt, also (p,.,p/,) € A2 gilt.

Betrachte im verbundenen Stichprobenfall fiir ¢ € A das konvexe Optimierungsproblem
der Minimierung der Abbildung

d d
pr— Z pijlogp;; — Z Pij10g gij (9.6.4)

4,j=1 2,j=1
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unter den Nebenbedingungen
Pi- = Dis Pij = 0, (Za]) € {1’ s >d}27 Z Dij = L (965)
ij=1
Betrachten wir das Gleichungssystem

0=logpi; —loggi; + A —Aj+p+1,

Ozpz‘ — D
0= Zp” 1, (i,5) € {1,...,d}% (11, paa) €RT, NeR: peR.  (9.6.6)
i,7=1

Nach Theorem 4.3.7 aus [6] ist das Losen von (9.6.6) ein hinreichendes Kriterium fiir das
globale Minimum der Funktion (9.6.4) unter den Nebenbedingungen (9.6.5). Nach Lemma
4.8 aus der Arbeit [15] von Hoeffding existiert eine eindeutige globale Minimalstelle ﬁ der
Funktion (9.6.4) unter den Nebenbedingungen (9.6.5). Diese Minimalstelle liegt in Ay,
also p € Ag; betrachte dazu den Beweis von Lemma 4.8 aus [15]. Die globale Minimal-
stelle p ist auch eine lokale Minimalstelle und daher nach Theorem 4.3.6 aus [6] Losung
des Gleichungssystems (9.6.6). Die Losung p von (9.6.6) ldsst sich fiir d > 2 nicht explizit
angeben.

Somit ergibt sich fiir den Hodges-Lehmann-Index im unabhéngigen Stichprobenfall bei
zugrunde liegender Alternative (p,.,p.) € A?

J i N
\/Pi-P-i log S /PP Z V/DiD-i log S VPP
d ] )
i=1 ijl VPj-P-j pi. ZJ 1VPjPj p-i

und fiir den Hodges-Lehmann-Index im verbundenen Stichprobenfall bei zugrunde liegen-
der Alternative p € Age

d? R 2>
Z:ﬁ i1 p””

Z?J

wobei p = (ﬁl,l, o ,ﬁd,Ld)t Losung von (9.6.6) ist. Somit kann auch die Hodges-Lehmann-
Effizienz der Likelihood-Quotienten-Tests basierend auf den TestgroBen (9.3.1) und (9.4.6)
fiir d > 2 nicht explizit angegeben werden. Allerdings kénnen hier die in Unterabschnitt
4.3 hergeleiteten allgemeinen Resultate zur lokalen Hodges-Lehmann-Effizienz von optima-
len Tests im Hodges-Lehmann Sinn angewendet werden. Mit den Notationen aus Unter-
abschnitt 9.5 kénnen wir dann folgendes Resultat zur lokalen Hodges-Lehmann-Effizienz
formulieren.
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9.6.1 Korollar: Es sei eine reellwertige Folge (v;)ien mit v; # 0 fir alle t € N und
lim; ,, v; = 0 gegeben. Fir i € N betrachten wir Alternativen der Form

/0 9,
W= ’192 + v 0
W, 0

mit 97 € RN\ {0}, (0,99,9,) € Op, die (v;91,92,9,) € Oy erfiillen. Dann gilt mit
Vo = (g,), Uy = (182) und 9° = (0,95,0%) fiir die Folgen von Tests Ty = (T1,)nen und
T7 = (T )nen

91 A (96)91

eLHL (g0 9y = MU0
T17T1( 1) /197]514}\}1(790)191

Beweis: Im verbundenen Stichprobenfall sind in der vorliegenden Situation die Bedin-
gungen (C1),(C2),(C3),(C5),(C6) und (C7) aus Unterabschnitt 4.3 erfiillt. Benutze zum
Beweis von (C7) Lemma 4.3.6 und argumentiere analog zum Beweis von Korollar 9.5.1.

Im unabhéngigen Stichprobenfall sind in der vorliegenden Situation die Bedingungen
(C1),(C2),(C3),(C5),(C6) und (C7) aus Unterabschnitt 4.3 erfiillt.

Somit ergibt sich ingesamt analog zum Beweis von Korollar 9.5.1 durch Anwendung von

Korollar 4.3.10 die Behauptung. U
9.6.2 Beispiel: Fiir das Beispiel d = 2 betrachte die Ausfithrungen in Beispiel 9.5.3. Es
gilt
LHL (g0 D12+ P21 0
eprg (07) = ——=—_ 1" € O,
7 (%) PLD2. + Papa ’
sowie
< >
efl;f%pl (0°) S =121 & Covy,(X1,Y1){ =0, ¥’ € Oy.
> <

9.7 Pitman-Effizienz der Tests

Anhand der bereits angestellten Uberlegungen lésst sich ein Resultat zur Pitman-Effizienz
der betrachteten Tests begriinden. Mit den Notationen aus Unterabschnitt 9.5 konnen wir
dann folgendes Resultat zur Pitman-Effizienz formulieren.

9.7.1 Korollar: Es sei eine reellwertige Folge (v;)ien mit v; # 0 fir alle i € N und
lim; , v; = 0 gegeben. Fir i € N betrachten wir Alternativen der Form

/0 9y
W= 192 + v 0
W, 0
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mit 91 € R\ {0}, (0,9,,79,) € Oy, die (v;91,92,9%) € Oy erfiillen. Zudem seien die
Abbildungen

1> NTJ', 1> NT/J, 1€ N,

streng monoton wachsend. Dann gilt mit 9o = (), U == (79/ ) und 9° := (0,99,9%) fiir
die Folgen von Tests T; = (T n)nen und T = (T]m)neN, 1,7 = 1,2, im Fall der Existenz
der Pitman-Effizienz

I AN (9)0h

P (9°,09) = ——1
Hn () = G G0,

 4,) =12

Beweis: Im verbundenen Stichprobenfall sind in der vorliegenden Situation die Bedingun-
gen (B1) - (B4) aus Unterabschnitt 4.2 erfiillt.

Im verbundenen Stichprobenfall ist auch die Bedingung (B5) erfiillt, wie man wie folgt
sieht: Fiir alle py aus der Hypothesenmenge existiert eine offene Umgebung U,, C Ag
um po sodass p auf U, stetig ist. Dies sieht man wie folgt. Es kann die Dichte von N;
bezughch des ZahlmaBes p auf Nd ~! bei zugrunde liegendem Parameter p € Az, die mlt
f (-, p) bezeichnet werden soll, zu einer Dichte von N; beziiglich des Zahlmafles p auf Nd
bei zugrunde liegendem Parameter ¢~'(p) € ©, die mit f(-, ¢ '(p )) bezeichnet werden
soll, umgeschrieben werden, d.h. f(-,p) = f(-,# (p)). Es bezeichne K (9, 9) die Kullback-
Leibler Information aus der Verteilung von N; bei zugrunde liegenden Parametern «, U e o,
d.h. wir definieren

f((ﬁ,@) = /log %f{z,ﬁ)du(z), 9,9 € O.

Wegen f(-,p) = f(-,67'(p), p € Aw, gilt K(p,p) = K(¢67"(p), 671 (D))- Es sei Up-1p)
eine offene Umgebung um ¢~'(pg) und 7 : Us-1(p) — A die eindeutige und in Uy-1(,)
stetige Abbildung 7 : Ug-1(p,) — A, die fiir ¥ € Uy-1(p,) die Minimalstelle der Abbildung

n— K(9,9(n)), ne€A,

liefert, und deren Existenz im Beweis von Korollar 9.5.1 begriindet wurde. Mit U, =

A(Up-1(py)) folgt
K(¢‘1(p)7g<ﬁ(¢‘1(p)))) <K(67'0).67 (5(0) ). P € Uy,

Zudem gilt mit den Uberlegungen aus Unterabschnitt 9.2

K(cb‘l(p),g(ﬁ(cb‘l(p)))) = K( »¢<9<ﬁ(¢_1(1?))>)> > K(p,p(p))
= f<<¢‘1(p), cb‘l(ﬁ(p))), P € Upy.
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Also ist
k(¢1<p>,g(ﬁ(¢1<p>))) = K(67' (). 07 (5(0)) ) P € Upe:
Hieraus folgt wegen der Eindeutigkeit von 7 sowie der Injektivitit von g auf A

g(ﬁ(gﬁ’l(p))) =¢ (D), € Up,

dquivalent

p(p) = ¢(g<ﬁ(¢‘1(p)))>7 P € Uy,
Wegen der Stetigkeit von ¢ o goro ¢! auf Uy, folgt die Stetigkeit von p auf U, .

Nun sei (pn)nen eine Folge mit p, € Ag fiir alle n € N und lim, o p, = po. Mit ei-
nem schwachen Gesetz der groflen Zahlen fiir Dreiecksschemata, sieche Lemma A.1.2 im
Anhang, folgt fiir alle € > 0 lim,,_,oo Py, (|N/n — po| > €) = 0. Daraus folgt (B5).

Im unabhéngigen Stichprobenfall sind in der vorliegenden Situation die Bedingungen (B1)-
(B5) aus Unterabschnitt 4.2 erfiillt.

Somit ergibt sich ingesamt analog zum Beweis von Korollar 9.5.1 durch Anwendung von
Korollar 4.2.5 die Behauptung. U

9.7.2 Bemerkung: Es lasst sich unter Beachtung von Bemerkung 2.4.1 mit den Uberlegungen
prasentiert in 3.8.3 in [32] zeigen, dass die Pitman-Effizienz fiir v; = l/ﬂ, 1 € N, existiert.

9.7.3 Beispiel: Fiir das Beispiel d = 2 betrachte die Ausfithrungen in Beispiel 9.5.3. Es
gilt
P 0 P12 + P21 0 o
epr () =—"——"— 9" €0, 1,j =1,2,
it ) = T paps ’
sowie
0, 90 €0y, i,j=1,2.

ecl;l/ﬁ (0°) 1 & Covy,(X1,Y1)

VoIl A
AV

9.8 Volumen-Effizienz der Tests

Das in Unterabschnitt 3 vorgestellte Konzept der Volumen-Effizienz kann in offensichtlicher
Weise auf die vorliegende Situation der zusammengesetzten Hypothese erweitert werden.
Siehe hierzu die Erklarung am Anfang des Unterabschnitts 4.4.

Anhand der bereits angestellten Uberlegungen lisst sich ein Resultat zur Volumen-Effizienz

der genannten Tests begriinden. Mit den Notationen aus Unterabschnitt 9.5 kénnen wir
folgendes Resultat zur Volumen-Effizienz formulieren.
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9.8.1 Satz: Es sei ) = (0, 95,9,) € ©, 9 = (01,95)" € © und ¥ = (91,9,)" € ©'. Dann
hat man fiir die Folgen von Tests T; = (T} n)nen und T; = (T}, )nen, 1,5 = 1,2,

det A}V’} ()
det Ayl (v)

: 1
lim exi g, ()

i ji=1,2.

Beweis: Im verbundenen Stichprobenfall sind in der vorliegenden Situation die Bedingun-
gen (D1) - (D4) aus Unterabschnitt 4.4 erfiillt.

Im verbundenen Stichprobenfall ist auch die Bedingung (D5) erfiillt, wie man wie folgt
sieht: Es sei p € Age und 95 = (zf,...,25 )" € O Analog zu den Ausfiihrungen in
Unterabschnitt 9.3 kann begriindet werden, dass fiir N/n € Agp p(N/n,d;) Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir p unter der Hypothese U7 = V7 ist, wobei U1 € O die zu o~ (p)
zugehorige Parameterkomponente sei, und p : Ay x ©' — Ap Losung von

Pij
0=pk — Dk — 24

d
0= Zpi,j_L (27]) € {17"'7d}27

t,j=1

k€ {L?d_l}a (pl,la"'vpd,d)t GRCF) )\GRd, [LGR,

0= +)\i_)\j+,u7

sei. Es kann analog zu den Beweisen von Korollar 9.5.1 und Korollar 9.7.1 argumentiert
werden, um die Giiltigkeit von (D5) zu begriinden.

Im unabhéngigen Stichprobenfall sind in der vorliegenden Situation die Bedingungen (D1)-
(D5) aus Unterabschnitt 4.4 erfiillt.

Um Korollar 4.4.7 hier anwenden zu konnen, werden wir die Bedingungen aus Lemma
4.4.5 und Lemma 4.4.6 nachweisen. Dabei beschranken wir uns auf die schwierigere Si-
tuation im verbundenen Stichprobenfall. Im unabhéngigen Stichprobenfall kénnen dann
analoge Argumente angebracht werden.

Befassen wir uns zunéchst mit den Bedingungen in Lemma 4.4.5. Es sei dazu a € (0,1)
und p € Ag mit ¥ = ¢ '(p). Es sei k,l € {1,...,d} mit der Eigenschaft

k.l — min e
Prt = | G2, Pid

Es ist pr; > 0. Wir definieren

_ Prt Xariia (% n x?h;l_ay _ P
2 8 2 8 '
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Dann ist € € (0, px;/2). Ferner setzen wir

K, = {(131,1, o Pa—ra) € Dpipiy > 605 e {1, 7d}}-

Daraus folgt K; # 0. Zudem wird Ky := Ap \ Ky, K; = ¢~ '(K;) und Ky := ¢!
gesetzt. Beachte nun die Notationen aus Unterabschnitt 4.4. Es ist Ky, Ky € ‘B‘gil, K;

(
Ky = () sowie K; U Ky = ©. Weiter ist K; abgeschlossen und fiir alle 9 € K ist ing (5)
Pl Cov 5(]\71)_1%\71 positiv definit. Daher existiert eine reelle Zahl A, > 0 mit

2)
N

~inf )\5 > >\min;
1§€K1

mit As als kleinster Eigenwert der Matrix in, (D), e K. Es sei 9F € ©'. Dann ist

Qo (a1 + V5/v/0) < Xiaar (01 +93//7) € OF, 93TV € )
= (Tn(ﬁl + 79;/\/5) < X?h;l—om (791 + 19;/\/5) < @17 521+§T/\/ﬁ € Ko,

N,

2,] Z Prl — 5)
n

+Q (anl 01/ < Xt (01 + 01/v/) € O, 03V € [y,

Vije{l,... d}:

N, .
b~ Pkl — 6).
n

Ji,je{l,...,d}:

Fiir jedes p € K, existieren r,s € {1,...,d} mit Drs < €. Daher existieren r,s € {1,...,d}
sodass

Q) (anl F01/V) < Xt (01 01/v/) € O GV € I,

,] 2 Dkt — E)
n

. . )
:Qﬁ( i (Nij — np(N/n, 91 + 95 /v/n)i;) o\
nﬁ(N/n, W + ﬁi/\/ﬁ)u] di;l—a

=

Vi, jed{l,...,d}:

ij=1

~ Nz
(191—{_19;/\/%) S @1715(]\[/”7191 +79>{/\/ﬁ) c K27Vi:j € {Lad} : K Zpk,l _5)

(Neo/n = p(N/n, 9y + 91/ v)n)”
SQ’& A~ * < ><Cl1'170‘7
p(N/na U + 191/\/5)733 7

A * o Nrs
(0r +01/v/n) € OLH(N/n, 01+ 91/Vn) € Ko, —= > pry — 5)
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>0 >0 >0

Ve A\ ~ /_/\ﬁ -~ - A - -
oy (((Nes/r = pra €4 pra =28 = N/, b + 91/ VR)a)”
’ ﬁ(N/nyﬁl +19>{/\/ﬁ)7.75 Xdl;l—av

~ * o Nrs
(91 +0;/v/) € O B(N/m. 0y + 91 /v/n) € Ko, =" = piy = )

(g — 2¢)?
SI (f < Xc2ll;1—a =1 X?h;l—oa < X?ll;l—a =0.

Weiter ist
Qﬂ <Tn(191 + QSHI</\/H) < Xgl;l—av (191 + 19’{/\/5) S @lﬂ%zl—wf/\/ﬁ € I,

N;;
Hi,je{l,...,d}:T’]<pk,z—e)

N;
’]

<Pl —E€ |,
n

<101+ 03V €0 3 @

1,j=1

und somit auch

/ Qo (T (01 + 95 /3/) < X2 e (01 +97/v/n) € O 90V € [,)dv;

d

N;
<9d—1,(d-1)/2 b . .
S n E Qv _n Pkl — €

ij=1

Wir setzen A, ; == {(p11,- .- ,ﬁg_l,d)t € Apipij <pky—et, 1,7 €{1,...,d}, und A, :=
{Gr1/n, . ia—ra/n) 000, - vig—1,a € Noyizg + - +ig-1,4 < n}. Dann ist mit Sanovs
Theorem, siehe Example 5.4 in [4],

N; ;i : - o
Qﬂ(TJ<pk,l—5)S(n+1)d2exp(—n inf K(pp)), i.j€{L,....d}.

ﬁGAiJ NAy,

Weiter ist A;; offen, 4,5 € {1,...,d}, und Lemma 5.2 in [4] liefert lim, o infzea, ;na,
K(p,p) = infpea, , K(p,p) >0, 4,5 € {1,...,d}. Damit folgt insgesamt

Qv (Tn(ﬁl +91/VN) < Xiyaa (01 +07/V/n) € OOV € K,

N,
Ji,je{l,...,d}: ’J<pk,l—€)
n
d
< d2 o . ~ .
<(n+1) EGXp( nﬁeAlilyljfmAnK(p,p))—>Ofurn—>oo
,)=
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sowie

/ Qu(Ta(01 + 0 /VT) < X (91 + 05/v/) € O, DIV € 6,)dv;

<2d1 (d— 1/2TL+

||M&

pef}?jf-wAn K(p,p)) — 0 fiir n — oo.

Somit sind die Voraussetzungen von Lemma 4.4.5 erfiillt.

Nun werden wir die Bedingungen aus Lemma 4.4.6 im verbundenen Stichprobenfall nach-
weisen. Dazu seien «, p, pi, €, f(l, f(g, K7 und K5 wie oben gewéhlt. Dann ist Ky, Ky €
‘Bgil, KiNKy, =0, KUK, = O und Kj; ist konvex und abgeschlossen. Beachte nun die
Notationen aus Unterabschnitt 4.4. Weiter sei

wi={(@n, ) € XTI {0, 1 e {1, dy 2

7_57
T:=T1+ -+ Ty, T = (xl,ly-"7xd—17d) }7

sowie Wy, = xg‘zl{O,l}dLl \ Wi,. Dann ist Wy, N Wy, = 0 und Wy, U Wy, =
x™_ {0,1}%~1. Es sei f(-;p) die Dichte von N; beziiglich des ZihlmaBes p auf NgQ_l bei
zugrunde liegendem Parameter p € Azz. Dann ist

Nlp sz

2,7=1

Damit ergibt sich mit L(N,,,p) = log f( Ny p), m € N,

1 — 0? . 1 <~ .. Np)ia Ni)d-1,d
(_ n 2. Ip; -815kzL(Nm’p)) 1<ig<d)Add) T 2 diog (( 1’52) T ( 132) |
m=1 "I TEE 1<k 1<d, (k) #(d.d) m=1 L1 d-1d

N Ny_
:diag< 11/n,..., d 1’d/n), n € N.

) )
Pia Pa14d

Wir setzen

~ - . q1,1 qd—1,d -
M(q,p) := diag (T = ) (¢,D) € A% x Agp.

Piq Pa-1,4

Wegen der Kettenregel ist

(“2 -2 tndhy oy )y, = NP,

n 4 ) I=¢1(®) ) 1<i<d?-1

mit der in Unterabschnitt 9.5 eingefiithrten reguldren Matrix 1n,. Dann definieren wir
M(q,9) = vy, M (q, 6(9))¥w,, (3,9) € A% x ©.
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Es ist M(q,p) positiv definit fiir alle ¢,p € Ag. Da die Matrix 1y, regulér ist, ist fiir

¥ € K, die Matrix M(N/n,9) positiv definit auf {(Ny,...,N,) € Wy, } fiir alle n € N,
und K ist abgeschlossen. Daher existiert eine reelle Zahl \;, > 0 mit

inf )‘n,é > Amin auf {(Ny,...,N,) € Wy, } fiir alle n € N,

56]{1
mit A = als kleinster Eigenwert der Matrix M(N/n, 5), JekK 1. Weiter ist
Qﬁ(TTZ(ﬁl + 19?/\/%) < le;lfou (191 + 29;/\/%) S @17 (Nla s 7Nn) S Wl,rw
1§n € K5 oder 19:’;1+19T/\/ﬁ S Kg)
S I ((191 + 19?/\/5) € @1)6219((]\[17 ey Nn) € Wl,n71§n € K2)
+ Qﬁ(Tn(ﬁl + 19;/\/5) < Xil;l—aa (191 + 19;/\/5) € @17 (Nla s 7Nn) € Wl,rw
IOV K).

Es ist analog zu den obigen Uberlegungen
Qo (T (01 + 95 /3V/1) < X2 e (01 + 03 /v/n) € O (N1, Ny) € Wi, 0V € K
:Qﬁ <Tn(191 + 19;/\/%) < X?il;lfou (191 + 79;/\/%) € @171921+19T/\/ﬁ S K27

Ni
n

Vi,jE{l,...,d}i Zpk’l—€):().

Damit ist wegen € € (0, pg,;/2) auch
/Qﬂ(Tn(ﬁl + 19>{/\/ﬁ) < X?ll;l—on (791 + l9>{/\/ﬁ) € @1a (Nh ) Nn) € Wl,’n7

’l§n € K2 oder 19;’;14_791‘/\/6 S Kg)dﬁi

N . N
§2d_1n(d_1)/2Qg<‘v’i,j6{1,...,d}: L zpk,l—s,az,]e{1,...,d};—’f<g>:0.
n

Weiter ist
Qﬁ(Tn(ﬂl + 19;/\/5) < X?Il;lfou (191 + 79;/\/5) S @17 (Nh s 7Nn) € WQ,n)
o N;
ST +03/vin) € 0)Q(Firj € {1 dh: =2 <pry— <),

und damit analog zu den obigen Uberlegungen und mit A, i,7€{l,...,d}, und A, wie
oben definiert

Q'&(Tn(ﬁl + ﬁi/\/ﬁ) < X?ll;lfou (191 + 19?/\/5) S @17 (Nh R Nn) S WQ,n)

d
<(n+1)% Z‘jz:lexp (- nﬁeAiir,lj%An K(p,p)) — 0 fiir n — oo,
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sowie

/Qﬁ(Tn(ﬁl +07/Vn) < Xiyama (D +97/Vn) € O (N1, ..., N,) € Wa,)doy

<2d 1 (d 1)/2

(n+1) K(ﬁ,p))—)()ﬁirn%oo.

Z exp(=n ot
Schliefflich gilt hier auch

ka N],ﬁ

sodass die Bedlngungen aus Lemma 4.4.6 im verbundenen Stichprobenfall erfiillt sind.
Somit ergibt sich insgesamt analog zum Beweis von Korollar 9.5.1 durch Anwendung von

=0 auf {(Ny,...,N,) € Wy, } fiir allen € N,

Korollar 4.4.7 die Behauptung. U
9.8.2 Beispiel: Fiir das Beispiel d = 2 betrachte die Ausfithrungen in Beispiel 9.5.3. Es
gilt
lim ey, ()= P22 Geg i1,
n—oo T3 P1.p2. + pap2
sowie
< >
e}‘?lTl(?;‘) =71 & Covy(Xy,Y7)s =20, VeO, i,j=1,2
> <

9.9 Tests zur relativen Wirksamkeit

Um Tests zum Vergleich der Verfahren der verbundenen und unabhéngigen Stichprobe-
nerhebung anzugeben, kann hier auf die in Abschnitt 5 entwickelten Tests zuriickgegriffen
werden. Bezugnehmend auf die zu Beginn von Unterabschnitt 9.5 eingefiihrte Parametri-
sierung sei Uy 1= (4, ), ¥ = (182) und 9° := (0,99, 1%). Zunichst wollen wir konsistente

Tests fiir die Testprobleme

Hi:  sup e (0°01) <1, Ky sup efrg (9°,91) >
sreriN{0} s1eriN{0}
< H;:  sup e%% (W°,91) <1, Ky sup egm (9°,9,) >
91erA\{0} dr1eRI\{0}
& Hy:o osup e (0001) <L Ko osup o epg (99,91) > 1, 4,5 = 1,2,
s1eri\{0} 7 sreri\f0} 7
sowie
H, : inf eP. (90,9 1, Ky inf P (90,9
2 91€R41\ {0} Ty Tl( 1) - 2 91€R\ {0} T Tl( 1)
e Hy:  inf ML (09%9)>1, Ky:  inf e (90, 9) < 1
? 91cRA\{0} 1 Tl( 12 ? 91cRI\{0} 1 Tl( 1)
< Hy inf b . (9°,9,) > 1, Ky : inf el (0°,9) <1, 4,j=1,2,
20 g e () 20 et oy (T ) ’
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und
VO € RTN{O} s ey, (0°,01) = 1, Ky 2 301 € RN\ {0} : ey, (0°,01) # 1
@Hg vy € RUN\ {0} : ey, (0°,01) = 1, Kg: 30, € R"\ {0} : e g}f{;l( 1) # 1
& Hy: VU € RU\{0} s ey g (90,01) =1, Ks: 30y € R\ {0} : e 1 (9°,01) # 1,
i?j:1727

aufstellen. Beachte dabei Bemerkung 4.5.3. Dafiir werden wir die in Unterabschnitt 5.2
entwickelte Theorie zur Anwendung bringen.

Unter Beachtung von Bemerkung 9.5.2 fithren wir basierend auf n Beobachtungen der
verbundenen Stichprobe mit p, := N/n durch

Sy = diag(p},) — pnby,
bzw. mit py., := N,./nund p., = N./n

<diag(ﬁi.,n) — PrenBls 0(d—1)x(d—1) )

S = . e
0(d—1)x (d—1) diag(p', ,,) — Doenblsn

Schitzer fiir Covy, (V1) und Covy,(N]) ein. Diese Schétzer basieren ausschlieBlich auf p,,.

Entsprechend der in Unterabschnitt 5.2 eingefithrten Bezeichnungen ist hier
. ~ . .
E(po) = <(I(d—l)><(d—l)7 0(d—1)x(d—1))¢N}COVpo (ND (V) (Ta-1yx(@-1), O(d—l)x(d—l))t>

-1
- ((I(d—l)x(d—l)ao(d Dx(a2—d)) ¥ Covpe (N1) (W)~ ( (d— 1)><(d—1)7O(dfl)x(d27d))t> ;

und wir betrachten zunéchst das zu dieser Matrix entsprechende empirische Gegenstiick,

_ -1 -1
((I(d—l)x(d—l)v Ota—1yx(d=1)) 1 Sn (Ug) — (Lia—1yx (-1, 0<d—1>x<d—1>)t)

_1 -1
_<(I(d71)><(d71)>0(d Dx(@2—a) Uy Sn (V) (I(dq)x(dq),0(d—1)x(d2—d))t> :

um Tests fiir die genannten Testprobleme zu formulieren. Schlieflich gehen wir aber unter
Hinweis auf Bemerkung 5.2.10 stattdessen zur Matrix

E(po) =(Ia—1)x(d-1)> 0(@—1)x(d-1) W;;}COVpO(N')(%w)_l(I (d=1)x(d—1)s O(d—1)x(d-1))"
— (Tta=1)x(d-1), O(a—1)x (@2—a)) ¥ x, Covpe (N1) (W, )~ N(Tam 1y (=19, Oa—1yx (a2—a))'s
bzw. zu ihrem empirischen Gegenstiick
(L1 (a-1s Oa=1)x (1)) ¥y S (¥he) ™ (a1 (@-1, Oa-1yx(@-1)"
— (Lg=1)x(d-1), Otg—1)x )wN (w}f\fl)_l(l(d—l)x(d—l)yO(dfl)x(ded))t
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iiber, und lassen unsere Tests auf den nach wachsender Grofle geordneten Eigenwerten
)an <. .. < )\d 1,n» dieser Matrix basieren.

Es ist
E(Po) = FI(PO)
_ —1
=(La-1)x(a-1) 0@-1)x(a-1) )wN’lCOVpo(N/) (l/ﬁvf) (Ta—1)x(d=1), O(a—1)x(d—1))"
— (a=1)x(d—1), O(a—1)x (d2—a) ) ¥, Covpy (N1) (¥, ) a (d=1)x(d—1)s O(d—1yx(@2—a) )"

mit der in Unterabschnitt 5.2 eingefiihrten Abbildung H, und

H(pn) =Tg-1)x(a-1): 0(@—1)x (d-1) )1/)&}5/ (¢§V{)_1(I(d—1)x(d—1), 0(d—1)x(d—1))"
— (La=1)x(d-1), Oa—1)x (d2—a) ) ¥ N, S, (wfvl)_l(l(d—nx(d—n, 0(d—1)x(a2—a))"-
Zur Behandlung des Testproblems H; gegen K; verwenden wir die Testgrofle
o
n —\/m )
und zur Behandlung des Testproblems Hy gegen Ky die Testgrofie

F2 _ \/ﬁj\l,n
" Ml,n’

mit
Mi,n = wi(ﬁn)tjﬁ(ﬁn)v(ﬁn)jﬁ(ﬁn)twi(ﬁn)v i=1,...,d—1,

wobei fiiri = 1,...,d—1 die GréBen w;(p,), Tz (prn) und V(p,,) die empirischen Gegenstiicke
zu w;i(po), T (po) und V(pg) sind, die wie folgt definiert werden: Fiir i = 1,...,d — 1 ist
der Vektor w;(pg) € R D42 durch die Komponenten

(wi(po)) ; = (Bi(po)" ® Bi(po)")Dej, j=1,....(d—1)d/2,

festgelegt. Dabei ist f3;(po) € R der normierte Eigenvektor zum Eigenwert /N\i(po) der
Matrix H(pg), i =1,...,d — 1, und D die in Unterabschnitt 5.2 eingefiihrte Duplikations-
matrix. Weiter ist

V(po) := Covp, (Ny),

und Jz(po) € R(d-1)d/2x(d*~1) ist die Jacobi-Matrix der Abbildung vech(H) : R¥-1
R@=1D4/2 Die Abbildung vech(H) ist offensichtlich stetig differenzierbar in einer Umge-
bung um py.
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Es hingt V' (pg) stetig von py ab, und wegen py € Az ist V(pg) positiv definit. Wir nehmen
an, dass die Jacobi-Matrix J(po) vollen Zeilenrang besitzt. Es gilt bei zugrunde liegendem
Parameter pg € Az mit dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz

V(N/n — po) = Ng2_1(0, V(po)) fiir n — oc.

Somit sind die Bedingungen (E1) und (E2) aus Unterabschnitt 5.2 erfiillt. Wie in Unter-
abschnitt 5.2 argumentiert wurde, gilt im Fall der Einfachheit des kleinsten und grofiten
Eigenwerts der Matrix H(po)

lim P, (M, <0)= lim P, (Mg, <0)=0.

n—oo n—oo

Fiir ein gegebenes Testniveau o € (0,1) schlagen wir fiir das Testproblem H; gegen K,
1 =1,2, den Test

,Verwirf H,, falls F! > uy_,“, i=1,2,
vor und konnen folgendes festhalten.

9.9.1 Korollar: FEs sei der kleinste und gréfste Figenwert der Matrix ﬁ(pg) einfach. Dann
handelt es sich bei dem auf der Testgrifie F' basierenden vorgeschlagenen Test fiir das
Testproblem H; gegen K;, i = 1,2, um einen Test, der fir jedes o € (0,1) das Testniveau
a asymptotisch einhdlt und der zudem konsistent ist.

Beweis: Wie oben erklirt sind die Bedingungen (E1) und (E2) aus Unterabschnitt 5.2
erfiillt. Da nach Annahme auch die Bedingung (E3) aus Korollar 5.2.6 erfiillt ist, folgt mit
dem Korollar die Behauptung. U

Zur Behandlung des Testproblems Hz gegen K3 betrachten wir die Testgrofie

Dabei seien 5\(1)77“ . )\(d 1),n die von ihrem Betrag her nach wachsender Grofie geordneten
Eigenwerte von H(f,), d.h. es gilt |\ < -+ < [Na1yal.

Fiir ein gegebenes Testniveau o € (0, 1) schlagen wir fiir das Testproblem Hj3 gegen K3 den
Test

, Verwirf Hy, falls F? > c5 4 0"
vor. Hierbei ist ¢p,.1— das (1 — «)-Quantil der Verteilung mit der Lebesgue-Dichte

(d— 1>
Ko (la—1) / /Fd (ZT) H (i = 1y)

1<j<i<d—1

/ Iro (H diag(lg—1, .. - ,ll)H’) dHdl; ...dl;_o, fiir l;_; > 0 und 0 sonst.
Ogq-1
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Dabei wird das innere Integral iiber die Menge Oq_; = {A € RUE-Dx(@-1. AtA = [, |}
beziiglich der Gleichverteilung auf Oy ; durchgefiihrt, I';, sei die verallgemeinerte Gam-
mafunktion I',,(¢) := 7™M DATI™ T(t — (i —1)/2), m € N, t > (m —1)/2, und f,, sei
die Lebesgue-Dichte einer Matrix A2 € R@D*xE-1) wobei A € RE@D*-1) gine symme-
trische Matrix mit vech(A) ~ N_1)a/2(0, T (po)V (po) T (po)') sei; sieche Unterabschnitt
5.2. Dann halten wir folgendes Resultat fest.

9.9.2 Korollar: Bei dem auf der Testgrifie F3 basierenden vorgeschlagenen Test fiir das
Testproblem Hsz gegen K handelt es sich um einen Test, der fir jedes o € (0,1) das Test-
niweau o asymptotisch exakt einhdlt, und der zudem konsistent ist.

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 5.2.8. O

Nun wollen wir konsistente Tests unter sinnvollen Alternativen geméfl den Ausfithrungen
aus Unterabschnitt 5.3 angeben. Betrachten wir also das Testproblem

H, : sup er B (90 L) <1, Ky inf ep’p 90, 9;) >
neringy n (70 < 91€R%1\ {0} i (0 0) >
& Hy:o osup e (0°00) <1, Ky:oinf ety (0%,90) > 1
91eR4N{0} 91€RN\{0}
< Hy;:  sup eT, (0°,9) <1, 1, Ky : inf eT, (0°,91) > 1, =1,2.

P1erR\{0} 7

Zudem betrachten wir das Testproblem

Hy: inf ey (0°,01) > 1, Ky sup  efrq (0°,01) <
1R\ {0} neri\oy
& Hy: inf eLg%l (0°,91) > 1, Ky sup egI;I,{%l (°,91) < 1
91€RU\{0} 91 €RM\{0} v
< Hy: inf eT (0°,91) > 1, 1, Ky:  sup e (0°,01) < 1, 4,5 =1,2.
91 €R1\ {0} g1erA\{0}

91 €R4\ {0}

Schliellich betrachten wir noch das Testproblem

V9 € RTN\{0} el (0°,01) = 1,

Ky: sup el (0°,91) <1oder inf eT/ ' (9°,91) >
d1eRaN\{0} " 91 €R41\{0}
& Hy: Vi € RN\ {0} 0 ey, (0°,01) = 1,
Ks:  sup e{;ﬂ% (9°,91) < 1oder inf eT 7 (0°,01) >
¥1€RU\{0} ¥1€RNM\{0}
& Hy: Vo e RMN\{0} 1 ey, (0°,00) = 1,
Ks:  sup eT/ (9°,01) <1oder inf eT, (0°,00) > 1, 4,5 =1,2.

1eRIN{0} 7

d1eRM\{0}
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Beachte Bemerkung 4.5.3. Diese Testprobleme sollen unter Hinweis auf Bemerkung 5.3.4
erneut mit Hilfe der Matrix H(p,) behandelt werden. Zur Behandlung des Testproblems
H; gegen K;, i = 1,2, 3, betrachten wir die Testgrofien

Fé \/—tI"(H( n))’ ]:—,2 —Fl ~7;l>,: |F5|’
mit

Mn = Mn(ﬁn) = Utjﬁ(ﬁn)v(ﬁn)jﬁ(ﬁn)tv
wobei der Verktor v € R(4=14/2 qurch

=(1,0,...,0,1,0,...,0,1,...,1,0,1)
—— ——

(d—2)-mal (d—3)-mal

gegeben ist. Wie oben gezeigt sind hier die Bedingungen (E1) und (E2) aus Unterabschnitt
5.2 erfiillt. Daher gilt

lim P,, (M, <0)=0,

n—oo

was in Unterabschnitt 5.3 begriindet wurde.

Fiir ein gegebenes Testniveau o € (0, 1) lautet dann der zugehorige Test fiir das Test-
problem H; gegen K;, i =1, 2,

, Verwirf H,, falls FJL > ui_y , i =1,2.
Fiir dass Testproblem Hjz gegen K3 kann der Test
,» Verwirf Hs, falls Fs > Up—a)2”

formuliert werden. Dann kénnen wir folgendes festhalten.

9.9.3 Korollar: Bei dem auf der Testgrofle Fﬁ basierenden vorgeschlagenen Test fiir das
Testproblem H; gegen K;, i = 1,2, handelt es sich um einen Test, der fir jedes o € (0,1)
das Testniveau o asymptotisch emhalt und der zudem konsistent ist. Ber dem auf der Test-
grofse F3 basierenden vorgeschlagenen Test fir das Testproblem Hs gegen Ky handelt es
sich dariber hinaus um einen Test, der fir jedes a € (0,1) das Testniveau v asymptotisch
exakt einhdlt, und der zudem konsistent ist.

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 5.3.3. U
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9.9.4 Bemerkung: Wie in Bemerkung 5.3.5 erldutert konnen analog konsistente Tests fiir
die Testprobleme

H, : 613;;/_’%(190) <1, Ky: e%}’%(ﬂo) >1,4,7=12,
sowie

H; : egﬁwo) >1, Ks: ngY?Tli(ﬁO) <1,4,j=1,2,
und

Hg : e%ﬁi(ﬂo) =1, K¢ : egﬁ(ﬁo) £1,4,7=1,2,

basierend auf der Determinante der Matrix

_ -1 -1
<(I(d71)><(d71)7 0(d71)x(d71))¢N{15; (Uiy) (Ta-1)x(a-1), O(dfl)x(dfl))t>

_ —1
(Ta—1)x (@-1)> Oa—1) x(@—a) )1 S (¥, ) (Tta—1)(d—1)s Od—1)x (@2—a) )"

konstruiert werden.

9.9.5 Beispiel: Fiir d = 2 ergibt sich mit Hilfe der Zwischenergebnisse aus Beispiel 9.5.3
fiir p aus der Hypothesenmenge

H(p) = trH(p) = det ﬁ(p) = AN = 5\(1),n = (P11 +P1,2)(1 — (P11 +p172)) — P12

Daraus folgt

jﬁ(m - (1 - 2(171,1 +p1,2), 0, —2(]?1,1 +p1,2))
sowie mit wy(p) =1
wi(p)' T (P)V () T (p) wr(p)

2
=(1-2(p11+p2) (P11 — pi1) + 4(pra + p12)* (P12 — piz)
+ 4(1 —2(p11 + p1,2)) (P11 + P12)P1iD12-

Durch Einsetzen des Schétzers p,, = N/n ergeben sich die betrachteten Testgrofien und die
vorgeschlagenen Tests.
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10 Vergleiche bei nichtparametrischen Lagealternati-
ven

10.1 Modell

Das hier betrachtete Modell unterscheidet sich zu den in den Abschnitten 8 und 9 be-
trachteten Modellen insofern, dass die Resultate aus den Abschnitten 4, 5 und 6 hier nicht
angewendet werden konnen. Dies liegt daran, dass fiir die hier untersuchten Tests im Allge-
meinen nicht die in den Abschnitten 4, 5 und 6 vorausgesetzten Optimalitétseigenschaften
nachgewiesen werden konnen.

Gehen wir davon aus, dass im verbundenen Stichprobenfall durch (3),...,(§") un-

abhéngige und identisch verteilte 2-dimensionale Zufallsvektoren vorliegen. Es gelte
XlNF(')’ leNF(_ﬁ%

mit einem unbekannten ¥} € R und einer evtl. als unbekannt aber als stetig vorausgesetzten
Verteilungsfunktion F. Ferner gelte

mit einer unbekannten aber ebenfalls als stetig vorausgesetzten Verteilungsfunktion G, die

zu einer um Null symmetrischen Verteilung gehore.

Im unabhéngigen Stichprobenfall liegen mit X7,..., X/ und Y/,...,Y zwei voneinander
unabhéngige Stichproben vor, wobei

L(Xy) = L(X}) und L(Y1) = L(Y),
und damit
Xi~F(), Y{ ~F(- =),

gelte. Dann gilt auch

X~ Y ~ F(-+9),
mit einer stetigen Verteilungsfunktion F, die zu einer um Null symmetrischen Verteilung
gehort, und die von F abhéngt.
Das zu Beginn dieser Arbeit vorgestellte Testproblem (1.1.3),

H: L£(X)) = L), K L(X) # L),

kann hier dquivalent geméaf

H: =0, K: 9#0

formuliert werden.
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10.1.1 Beispiel: Es besitze ({}) die Dichte (j) — v(z,y — ¥) beziiglich des Lebesgue-
Borelschen Mafles, z,y € R, mit einer zweidimensionalen Dichte v beziiglich des Lebesgue-
Borelschen Mafles, die v(z,y) = v(y,z) ¥V z,y € R erfiille. Dann besitzt Y; die Dichte
y— [u(z,y—9)dz = f(y;9), y € R, und X, besitzt die Dichte

xr—>/U(:B,y)dy:/v(y,x)dy:f(x;O),x e R.

Setzen wir h(z) := [v(z +y,y)dy, z € R, so erhalten wir mit der Substitution y — y + ¥,
dass X; — Y7 die Dichte

z»—>/v(z+y,y—19)dy:/v(z+19+y,y)dy:h(z+19), z € R,

besitzt. Ferner erhalten wir durch die Substitution y — y + 2
h(=z) = /v(—z +y,y)dy = /v(y, z+y)dy = /v(z +y,y)dy = h(z), z €R,

sodass ();11 ) die genannten Bedingungen erfiillt.

10.1.2 Beispiel: Es besitze ({}) die Dichte (j) — v(z,y — ¥) beziiglich des Lebesgue-
Borelschen Mafles, z,y € R, mit einer zweidimensionalen Dichte v beziiglich des Lebesgue-
Borelschen Mafles, die v(z,y) = v(—z,—y) V 2,y € Rund [v(z,y)dy = [v(y,z)dy ¥ = €
R erfiille. Dann besitzt Y; die Dichte y — [v(z,y—9)dx =: f(y;9), y € R, und X; besitzt
die Dichte

5 — /U(x,y)dy _ /v(y, D)y = f(z:0),2 € R.

Setzen wir h(z) := [v(z +y,y)dy, z € R, so erhalten wir mit der Substitution y — y + ¥,
dass X; — Y7 die Dichte

z»—>/v(z+y,y—19)dy:/v(z—l—ﬁ—i—y,y)dy:h(z+19), z € R,

besitzt. Ferner erhalten wir durch die Substitution y — —y
h(=z) = /v(—z +y,y)dy = /v(—z —y, —y)dy = /v(z +y,y)dy = h(z), z €R,

sodass ()Yil) die genannten Bedingungen erfiillt.
10.2 Verbundener Stichprobenfall

Im verbundenen Stichprobenfall sind Abhéngigkeiten zwischen X; und Y; zugelassen. Klas-
sische Zweistichprobentests fiir die Hypothese der Homogenitit sind deshalb hier nicht
anwendbar. Allerdings kann zur Verifizierung der Hypothese ein Symmetrietest basierend
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auf den Differenzen (; := X; — Y}, 1 <1 < n, herangezogen werden. Als TestgroBe fiir das
Testproblem H gegen K wéhlen wir die Wilcoxon-Vorzeichen-Rang Teststatistik.

=1

wobei R} den Rang von |¢;| in den Beobachtungen |(i],...,|¢u|, 1, < 4 < n, bezeichne.
Fiir ein gegebenes Testniveau v € (0, 1) schlagen wir als Test den zweiseitigen Wilcoxon-
Vorzeichen-Rang Test

1
. Verwirf H, falls T,, < En(n +1) — ¢, oder T,, > ¢,,“

vor, wobei ¢, ein (1 — a/2)-Quantil der Verteilung von 7,, bei Giiltigkeit der Hypothese
bezeichne. Es ist fiir jedes n € N ¢, € Ny und 0 < ¢, < n(n + 1)/2. Man beachte, dass
die Verteilung von T, bei Giiltigkeit der Hypothese der Symmetrie verteilungsfrei und um
den Erwartungswert Eo(7,,) = n(n + 1)/4 symmetrisch ist. Fir die Testgrofe 7, ist die
alternativen Darstellung

T,= Y G+ >0)
1<i<j<n

bekannt. Beim vorgeschlagenen zweiseitigen Wilcoxon-Vorzeichen-Rang Test handelt es
sich hier um einen konsistenten Test zur Alternative K, da Py((; + ¢ > 0) # 1/2 fiir ¥ # 0
gilt. Siehe 5.7 in [9].

10.3 Bahadur-Steigung im verbundenen Stichprobenfall

Die Bahadur-Steigung lasst sich mit Hilfe eines Resultats, welches im Buch von Nikitin
([29]) genannt wird, lokal beschreiben. Hierzu sei

 Tha—n(n+1)/4
" Vn(n+1)(2n+1)/24

10.3.1 Satz: Fir die Bahadur-Steigung gilt im verbundenen Stichprobenfall

3

=5 (Po(Gi+ G > 20) - 1/2)*(1 + o(1)) fiir 9 — 0.

CT<19)

Beweis: Es ist der auf der Testgrofie T, basierende Test dquivalent zum Test

» Verwirf H, falls W, < — Cn —nn+1)/4 oder W, > —— n(n+1)/4 “
Vnln+1)(2n +1)/24 Vnln+1)(2n +1)/24

bzw. dquivalent zum Test
¢ —n(n+1)/4

, Verwirf H, falls |W,,| > .
Vn(n+1)(2n +1)/24
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Anhand der alternativen Darstellung der Testgrofle T, erkennt man ferner, dass sich T,
schreiben lasst als

n n
T, = U, I(¢; > 0),
(2> + ; (¢ > 0)
mit U, := (Z)f1 Y i<icjen WG + ¢ > 0). Da U, eine U-Statistik ist, gilt im Fall ¢ # 0 mit
5.4 Theorem A aus [36]

% — []”%/13/2 +0p(1) BN \/g(P,g(Cl + ¢ > 0) — 1/2) fiir n — oo.

Es sei J(u) := v12u, u € [0,1], und J, := fol J(u)du/2 = v/3/2. Weiter definieren wir

an(u) ::\/ﬁZ%I(‘j <u§%),u€[0,1].
j=1

n
Dann gilt
V2 N L, Ly, (LB
Sn::F;Ri I(Ci>0)—<]0:ﬁizan<n+l>1(§i>0)_J0

und auch lim, oo a, = J in L*([0, 1], Bjo.1], A\jo,1]) sowie fol J(u)?du/4 = 1. Somit gilt mit
Theorem 4.2.3 aus [29]

lim log G, (t) = —h(t) = —th(l +o(1)) fiir ¢ | 0,

mit G, (t) == Py(S, > t), t € R, und einer Funktion h : R — R, die in ¢ > 0 geniigend
klein stetig ist. Nun sei

V2, ___t-nl+1/
gult) = n? £ oy hu(t) = Vnn+1)(2n +1)/24°

Dann gilt

\/ﬁ\/nQ(n + 1)2271 +1)/24 |W,,| N \/ﬁn(n +1)/4 I
n NLD n?
Loy \/BIPy(C + G > 0) — 1/2| fiir n — oo,

By = gn(hy ' (IWa])) =

und deshalb mit Lemma 2.3.3

1
lim —log G, (B,) = ;

n—oo 1, 2

(Py(Ci+ G > 0) — 1/2)*(1+ 0(1)) in Py-Wahrscheinlichkeit,
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wobei o(1) einen Term bezeichne, der fiir ¥ — 0 gegen 0 € R konvergiere. Da nach Kon-
struktion S,, = g,,(T},) und W,, = h,,(T},) gilt, und damit S,, = g, (h,,*(W,,)), folgt insgesamt
mit H,(t) := Py(|W,| > t), t € R, unter Ausnutzung der Symmetrie der Verteilung von
W, bei Giiltigkeit der Hypothese

3 2 .1
— 5(Pﬁ(c1 +6>0)—1/2)7(1+0(1)) = lim —~log Gu(By)
1 1 1
= lim —log (—Hn (hn (g;l(Bn))>> = lim —log H,(|W,|) in Py-Wahrscheinlichkeit,
n—oo N 2 n—oo 1

wobei o(1) einen Term bezeichne, der fiir ¥ — 0 gegen 0 € R konvergiere. Damit folgt die
Behauptung. O

10.4 Unabhéngiger Stichprobenfall

Im unabhéngigen Stichprobenfall liegen mit X7,..., X/ und Y/,... Y zwei voneinander
unabhéngige Stichproben vor. Wir wahlen die Mann-Whitney Form der Wilcoxon-Mann-
Whitney Testgrofle, konkret

T = zn:il(xg > YY),

i=1 j=1

und als Test fiir die Hypothese H gegen die Alternative K schlagen wir fiir o € (0,1) den
zweiseitigen Wilcoxon-Mann-Whitney Test

,Verwirf H, falls T, < n®> — ¢, oder T/, > ¢, “

vor, wobei ¢, ein (1 — a/2)-Quantil der Verteilung von 7}, bei Giiltigkeit der Hypothese
bezeichne. Es ist fiir jedes n € N ¢/, € Ny und 0 < ¢, < n?. Man beachte auch hier, dass die
Verteilung von 77 bei Giiltigkeit der Hypothese verteilungsfrei und um den Erwartungswert
Eo(T)) = n?/2 symmetrisch ist. Der vorgeschlagene zweiseitige Wilcoxon-Mann-Whitney
Test ist hier ein konsistenter Test zur Alternative K, da Py(X] > YY) # 1/2 fiir 9 # 0 gilt.
Siche 6.6 in [9]. Fiir die Testgrofie ist auch die alternative Darstellung

Tr/L ::iRi_@
i=1

bekannt. Hierbei stehen die Ry, ..., R, fiir die Ridnge der X7, ..., X/ in der zusammenge-
legten Stichprobe X7,..., X/, Y/, ..., Y/ .

Es bezeichne im Folgenden (! := X/ — Y/, 1 < i < n. Wegen (| = X; — Y, wollen wir
manchmal auch ({=X; — Y, schreiben, wenn es nur auf die Verteilung von (] ankommt.
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10.5 Bahadur-Steigung im unabhingigen Stichprobenfall

Auch hier ldasst sich die Bahadur-Steigung mit Hilfe eines Resultats, welches im Buch von
Nikitin ([29]) genannt wird, lokal beschreiben. Hierfiir sei

WI . T7IL B n2/2
" /n2(2n+1)/12

10.5.1 Satz: Fiir die Bahadur-Steigung gilt im unabhdngigen Stichprobenfall

err(9) = 3(Po(X] = Y{ > 0) — 1/2)*(1 + o(1)) fiir 9 — 0.

Beweis: Es ist der auf der Testgrofle T, basierende Test dquivalent zm Test

/2 2 r 2 2
,,VeI"WiI‘f I—I7 faHS WT/L < — cn " / Oder W7/7, > Cn n / “’
V/n?(2n +1)/12 /2 (2n + 1)/12
bzw. dquivalent zum Test
d, —n*/2

, Verwirf H, falls [W/| > X :
Vn2(2n +1)/12

T! lasst sich schreiben als

T = (Z) U+ 1(X]>Y)),
i=1

mit U], := (3)71 YicicienI(X; > Y)) + 1(X] > Y/)). Da U, eine U-Statsitik ist, gilt im
Fall ¥ # 0 mit 5.4 Theorem A aus [36]

w! U —1 Py
L= = +op(1) =% V6(Py(X] > Y]) —1/2) fiir n — oo.
vn 2/3 p(1) ( (X3 1) /)
Es sei J'(u) := v12(u — 1/2), u € [0,1], und N := 2n. Weiter definieren wir
~ (i1 j
) = v12S T L (— < _) _ 1.
(IN(U) \/_leN N <U—N \/gvue[07 ]

Dann gilt
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und auch limy_, afy = J' in L*([0, 1], Byo,1), Ajo,1]) sowie fol J'(u)du = 0 und fol J' (u)?du =
1. Somit gilt mit Theorem 3.1.2 aus [29] (siche auch die Theoreme 1.6.11 und 1.6.12 in
[29])

1
lim — log Gy (t) = —R'(t) = —2t*(1 + o(1)) fiir ¢ | 0,
N—o0
mit Gy (t) := Py(Sy > t), t € R, und einer Funktion A’ : R — R, die in ¢ > 0 geniigend
klein stetig ist. Nun sei

B(t) t—mn?/2

NROES ,teR
2 Vn2(2n +1)/12

)= (M) gy

Dann gilt

V12(2n2 +n) N V12y/n3(2n + 1)/12 W/ V3

ro_ =1 / _

/3

3
ELN 5 1Po(X] > ¥{) = 1/2] fiir n — oo,

und deshalb mit Lemma 2.3.3

1 3
lim N log G'y(B),) = —§(P19(X{ >Y/]) — 1/2)2(1 + 0(1)) in Py-Wahrscheinlichkeit,

N—oo

wobei o(1) einen Term bezeichne, der fiir ¥ — 0 gegen 0 € R konvergiere. Da nach Kon-
struktion Sy = ¢/ (T") und W/ = b/ (T") gilt, und damit Sy, = ¢, (h', " (W)), folgt insge-
samt mit H/ (t) :== Py(|W/)| > t), t € R, unter Ausnutzung der Symmetrie der Verteilung
von W/ bei Giiltigkeit der Hypothese

—3(Py(X] > Y)) — 1/2)2(1 +0(1)) = lim 1 log G’y (B!)

n—oo n,
1 1 - 1
= lim — log <—Hq’l (h;1 (g’nl(B;))>> = lim —log H, (|W,|) in Py-Wahrscheinlichkeit,
n—oo M, 2 n—oo 1}

wobei o(1) einen Term bezeichne, der fir ¥ — 0 gegen 0 € R konvergiere. Damit folgt die
Behauptung. U

10.6 Volumen-Effizienz der Tests

Essei (; = X/-Y/,i=1,...,n. Im unabhéngigen Stichprobenfall besitzt » ;i | > I(X] >
Y/ — 1) die gleiche Verteilung wie T, bei Giiltigkeit der Hypothese. Damit gilt

Pﬁ(nQ—C'n <Y Y UX >V -) gc;) >1—a.

i=1 j=1
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Somit ist
{f}ER;nQ—c’n SN S Y ) < }
i=1 j=1

ein Konfidenzbereich zum Konfidenzniveau 1 — « fiir den unbekannten Parameter ¢ € R,
mit dessen Hilfe sich der Wilcoxon-Mann-Whitney Test durchfiihren lidsst. Es seien V(;) <
-+ + < V(p2y die nach wachsender Grofle geordneten Beobachtungen — (X! —Y;’ ), 1 <i,j<n,
deren Erwartungswert existiere und endlich sei. Wegen

= <Y D X > Y] = 0) <y & Vieog) <9< Vi
i=1 j=1
ist (Vin2—er), Ve, +1)) ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — o fiir o,

10.6.1 Bemerkung: Der Erwartungswert der zugehorigen Lange des Intervalls héngt
nicht mehr vom zugrunde liegenden unbekannten Parameter 9 € R ab. Schliellich ist

PalVigan =020 = Py X1 > Y) 0 -1 <))

i=1 j=1
= PO(ZZI(Xé >V —1) < c;), t€R,
i=1 j=1
und genauso

Py(Vipz_ery — 0 < t) :Pg(ZZI(X{>Yj'—19—t) an—c;)

i=1 j=1

=PO(ZZI<X£>Y;—t> > 2—c’n), tER,

i=1 j=1
und somit wegen Ey(Vie 41)=Vin2—e)) = Eg(Vie, 41)—0) =Eg(Vipn2—e, ) —1) keine Abhéngigkeit

mehr von 9 € R vorhanden.

Im verbundenen Stichprobenfall besitzt 3, ., i, 1(G; + (; +20 > 0) die gleiche Verteilung
wie T,, bei Giiltigkeit der Hypothese. Also gilt

Pﬁ(%n(n+1)—cn§ Z I(Ci+Cj+219>0)§Cn> >1-a

1<i<j<n

Damit ist

{ln(n%—l)—cnﬁ Z I(Q+Cj‘|‘219>0)§cn}

2 e
1<i<j<n
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ein Konfidenzbereich zum Konfidenzniveau 1 — « fiir den unbekannten Parameter ¢ € R,
mit dessen Hilfe sich der Wilcoxon-Vorzeichen-Rang Test durchfiihren lésst. Es seien Wy <

- < Winm+1)/2) die nach wachsender Grofie geordneten Beobachtungen —(¢; + ¢)/2,
1 <1 < j <n, deren Erwartungswert existiere und endlich sei. Wegen

1
§n(n +1) =< D 16+ G+20>0) < & Wingninya—en <0 < W)

1<i<j<n

ist (Winm+1)/2—¢)> Wier +1)] ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a fiir .

10.6.2 Bemerkung: Analog zum unabhéngigem Stichprobenfall erkennt man auch hier,
dass der Erwartungswert der zugehorigen Lénge des Intervalls nicht mehr vom unbekannten
Parameter ¥ € R abhéngt. Somit héngt auch die Volumen-Effizienz der Testfolge T relativ
zur Testfolge T,

ol _ (E(W<c;+1> - W<n<n+1>/2—c'n>))2
b E(V(anrl) - V(nQ—cn)) ’

nicht mehr vom unbekannten Parameter ¢ € R ab.

Um die asymptotische Volumen-Effizienz der Testfolge T relativ zur Testfolge 7" zu be-
stimmen, benotigen wir ein paar Vorbereitungen. Wir definieren

o (£)? =n® Ey (<E0 (1 (t/v/n > —(21 — Y))) +1(t/v/n > —(X} — yl))>

_E0<I(t/\/ﬁ>—(X{—Y;))Jrl(t/\/ﬁ>—(Xé_yl/))> : ) teR.

|(Z1,y1):(Xi,Y{

10.6.3 Lemma: I'm unabhingigen Stichprobenfall sei die Funktion F : t — Py(¢) < t) auf

einer offenen Umgebung U mit 0 € U zweimal stetig differenzierbar mit f(t) = %F(t),
t € U, als Ableitung. Dann gilt

.ol (t)? 1
AT T TR
sowie
' —2(M Py (t > (X! =Y/ ~
lim () Po(t/v/n > —(X; — Y1) =ui_a —V6f(0)t, t €R,
S =10 ;
und auch
Cont=d =205 P(t/\/n > —(X] -Y]) .
i A2 ) B0 1<
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Beweis: Es ist

/2 2
1—9=1imPo(T,2§c’)—hmPo(W,i_ il )
2 o n—00 Vn2(2n+1)/12

A%

und da wie bereits im Beweis von Satz 10.5.1 erwéhnt W) — N(0, 1) fiir n — oo gilt, und
daher insbesondere die Quantilfunktion der Grenzverteilung streng monoton wachsend ist,
folgt

d, —n?/2
lim = Ui—<.
n—oo \/n2(2n +1)/12 2

Ferner folgt aufgrund der Stetigkeit von F' unter 9 = 0
lim F(X] +t/v/n) = F(X]) ~R(0,1),
n—oo
lim F(Y, —t/v/n) = F(Y/) ~R(0,1), t € R,
n—oo

und deshalb und aufgrund der Stetigkeit von F' in 0 € R folgt mit dem Satz von der
majorisierten Konvergenz

/t2
iy P

n—oo TL3

= lim By (F(X] + /v + 2P (X 4 1/v/n) (1= F(Y] ~ t/y/m))
+ (1= F(Y] —t/vn)” —AF(X] +t/v/n)(1 — F(~t/v/n))
—4(1= FOF —t/vm) (1= F(t/vn) +4(1 = F(=t/v/m)?)

—E, (F(X])? + 2F(X])(1 — F(Y))+(1—F(Y{))2
—4F(X])(1 = F(0)) = 4(1 = F(Y) (1 = F(0)) +4(1 = F(0))")
= By (F(X])? + F(Y])* - 2F<X’)F(Y{))

1

=Ey (F(X1)?) + Eo (F(Y{)*) — 2E (F(X})) Eo ((Y{))za,te]&

Insgesamt folgt also

i d,—n2/2  \/n?(2n+1)/12
n=o0 \ /n2(2n + 1)/12 a;,(t)

= ul_%, t e R,

und mit einer Taylorentwicklung von F in 0 € R

n2/2 = 2(0) Ry(t/y/n > —(X| = Y))) \/ﬁ(l/2 - (1~ F(—t/\/ﬁ)))
(1) - 1/6
:\/_(1/2 _ (1 _ ( )+ IO/t 0(1/\/5))) — —\/Ef(())t fir n — oo, t € R.

VTG
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Also erhalt man

¢ —2(5) Po(t/v/n > —(X] = YY)

lim
e 74 (0)
— lim ( G -n/2  VrEnt1)/12 /2= 2(5) Bo(t/vin > —(X] - Y{)))
n—00 ,VGﬁ(Qn—+1)/12 ol (t) o (1)
=ui_s — V6f(0)t, t ER,
und auch
lim nZ — C;1 — Q(Z)Po(t/\/ﬁ > _(X{ _ Y'll))
o 0
— lim (- q,—n/2  /WCn+ D12 1?2 = 2() Ro(t/v/n > —(X] - Y{))>
n—00 Vn2(2n+1)/12 o’ (t) o (1)

=—u_s — V6f(0)t, t €R,

und so die Behauptung. O

Wir definieren

Un<t)2

—n? E, ((EO (1 (2t/v/n > —(z1 + Cﬂ)) — Eo <I (2t/vn > (G + @)))):_g), teR.

10.6.4 Lemma: Im verbundenen Stichprobenfall sei die Funktion G : t — Py(G1+ & <t)
auf einer offenen Umgebung U' mit 0 € U’ zweimal stetig differenzierbar mit §(t) := %é(t),
t € U, als Ableitung. Dann gilt

. o)1
nhlgo ns 12 teR,
sowie
L — (D) Po(2t > —
lim S () o2t/ > ~(G +G)) = ui_a —V125(0)t, t € R,
n—00 Jn<t) 2
und auch
1)/2 —c, — (%) Pyt —
lim nn+1D/2=en = (3) (3)( V> (G +G) = —u_g — V125(0)t, t € R.
n—00 On

Beweis: Es ist

- 1)/4
1— %~ lim BT, < ) = lim PO(an Co —nln+ 1)/ )
2 nooo n—00 Vnln+1)(2n +1)/24
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und da wie bereits im Beweis von Satz 10.3.1 erwihnt W,, — N(0,1) fiir n — oo gilt, und
daher insbesondere die Quantilfunktion der Grenzverteilung stetig ist, folgt
n — 1)/4
lim ¢ nin+1)/ = Uj_
n—oo \/n(n+1)(2n +1)/24

%.
Ferner folgt aufgrund der Stetigkeit von G unter ¥ = 0
lim G(¢1+2t/vn) = G(G) ~R(0,1), L €R,

und deshalb und aufgrund der Stetigkeit von G in 0 € R folgt mit dem Satz von der
majorisierten Konvergenz

lim on()* = lim Eg <(1 - G(—G— Qt/\/ﬁ))2

n—0o0 n3 n—00

—2(1 = G(=C — 2t/v/m)) (1 = G(=2t/v/m)) + (1 — G‘(—Zt/\/ﬁ))Q)
= lim Eq (G(¢+2t/v/n)* = 2G(G+2t/Vn)G(2t/ V) + G (2t/V/n)?)

=B (G16)? - 26(6)G0) + GOF) = Ba (GG ~ 66 + 1 )

=Eo (G(G1)?) — Eo (G(&)) + i = % teR.

Insgesamt folgt also

po eomnm41)/4 V/n(nt1)(2n +1)/24

=u_o, t € R,
n=oo /n(n + 1)(2n + 1)/24 0 e

und mit einer Taylorentwicklung von G in 0 € R

n(n+1)/4— ()RRt >—(G+6) 1 \/ﬁ(l/2 - (1- é(—2t/\/ﬁ))>
on(t) 2 V1/12
V(12— (1= GO+ g(0)2t/ i+ o1/ Vi) )
2 V1/12
Also erhilt man

cn — () Po(2t//n > —(G + (o))

— —V12§(0)t fiir n — oo, t € R.

lim

n—oo O'n(t)
i ( ¢ —n(n+1)/4  /nln+1)(2n+1)/24
n=os \\/n(n +1)(2n + 1) /24 on(t)
Lt 1)/4- (Z)Pg(?;/\/ﬁ > =G+ CQ») =ui_a — V12§(0)t, t € R,
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und auch

n(n+1)/2—co — (5) Ro(2t/vn > —(G + G))

lim
n—reo on(t)
i (_ cn—n(n+1)/4  /nn+1)(2n+1)/24
nooo N n(n 4 1)(2n + 1) /24 an(t)
n(n+1)/4 - (g)pg(?;/ﬁ > (G + <2))> — s — VTGO, LR
und so die Behauptung. O

10.6.5 Satz: Es seien die Funktionen F und G auf offenenen Umgebungen U mit 0 € U
und U' mit 0 € U’ zweimal stetig differenzierbar mit f(t) = %F(t), t € U, und g(t) =
%é(t), t e U, als Ableitungen. Ferner gelte f(0) # 0 und §(0) # 0. Dann gilt

h -3 ! ur n o0
VilVig =) 5 N( S o ) i o
v Ul 1
n(Vipz_ey — 0 N( — 2 tir n — 0o,
VnlVie—g) =9) = ( V67 (0) 6f<o)2) firm =
v Ui—g 1 ..
V(We,+1) — 9) — N(\/_g(()) 1230 )2> fiir n — oo,

Ula

1
V12g(0) 12g(0)?

\/H(W(n(n—&—l)/Z—cn) — 19) L) N< ) fﬂ’l‘ n — o00.

Beweis: Mit Lemma 10.6.3 gilt lim inf, ,, o/,(t)/n*? > 0, t € R. Damit folgt mit einem
zentralen Grenzwertsatz fiir U-Statistiken mit einem von n abhéngigen Kern (siehe Korollar
A.1.5 im Anhang), sowie mit Lemma 10.6.3, fiir ¥ =0

Y X Lt/ > —(X] = Y]) = 2(5) R(t/vn > —(X] = Y)))
o (t)

(2 (Lo ) 1> X))

1<i<j<n

n

~2(5) i 0 3) ) s S )

=1
v

— N(0,1) fiir n — o0, t € R.
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Da die Verteilungsfunktion dieser Zufallsvariablen aufgrund der Stetigkeit der Verteilungs-
funktion der Normalverteilung gleichméBig konvergiert, folgt mit Lemma 10.6.3

lim Py(vn(Vie 41y —9) >t) = lim J%(ZZI(X; >Y/ =9 —t/v/n) < c;)

n—oo n—oo
i=1 j=1

= lim Po(iil (t/v/n>— Yf))Sc%)

=17

P (Z L LUV > = (X = YD) —20) Rt/ > —(XT = Y1) _
S A0 =
= 2(5) Py t/;{;t; — (X1 Y{))) :P(Zgul,% —\/af(O)t)

_P(—Z+u1g>t) L eR
O\ Vo) T ’

mit Z ~ N(0, 1), und somit
VilVegsn =) > N7

Ebenso folgt mit Lemma 10.6.3

lim Py(vn(Vipe—e) —9) <t) = lim Pﬁ(ZZI(Xz{ >Y/ -9 —t//n)>n®— c%)

n—00 n—00 - -
=1 j=1

—J;mPO<ZZ (t/vn>—(X] - Y))>n—c>
(Z?l i Lt/ > —(Xi = Y)) —20) Ro(t/vn > —(X] — Y1)

an(t) N

n

n?—d, —2(2) Ry(t/v/n > —(X] — Yf))> = P(Z > —u_a — V6£(0)t)

()

ula

1
V67(0) 6(0)

)fiirn—>oo.

n—oo

n

—P(Ma)te]&
U V6f(0) ’ ’

und damit

ul_%

v 1 "
V(Vipz ) = 0) — N< VAo Gf(O)Q) fiir n — oo.

Analog folgt im verbundenen Stichprobenfall mit Lemma 10.6.4

v, Ur-g 1 .
\/E(W(cn—i-l) - 19) (\/_g(O) 129( ) ) fiir n — oo,

Ui—

s 1 )
V125(0)7 12g(0)?

V(W nnt1)/2— cn)_ﬁ)L)N(_ fiir n — oo,
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womit alles gezeigt ist. U

Nun definieren wir fiir feste aber beliebige a,b € R

o' (5,1)2 :=n® E ((Eo (aI (s/vn>—(z1=Y3)) +al(s/v/n>—(X5—w))

FOL(H/VA > ~(o = Y9)) + D1 (t/Vn > ~(X) — )
=By (al (s/vn > ~(X{ = ¥J)) +al (s/v/n > ~(X5 = V7))

2
FBL(E/Vi > —(X] — Y1) + b1/ > —(X - Y1) )
|y y1)=(x], )

s,t € R.
10.6.6 Lemma: FEs gilt

/ 2 2
T G )
n—o00 n3 6

Beweis: Aufgrund der Stetigkeit von F gilt fiir ¢ =0
1i_>m F(X| +t/v/n) = F(X]) ~R(0,1),
lim F(Y{ — /) = F(Y]) ~ R(0,1), t € ,
n—oo

und deshalb und aufgrund der Stetigkeit von F in 0 € R folgt mit den Uberlegungen aus
dem Beweis von Lemma 10.6.3 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz

/ t 2
hm O—n(87 )

= lim By ((a(F(X{ +s/vn)+1—F(Y] —s/vn)—2(1 - F(—S/\/ﬁ)))

+b(FOG +1/vm) + 1= F(Y] = t/ym) —2(1 - ﬁ’(—t/\/ﬁ)))) )

7a2 + b2

+2ab lim E (F(X’+s/\/_)F(X’ /)
+ F(X] +5/v) (1= F(Y{ = t/y/n) = 2F(X] + /) (1 — F(=t/v/n)
+ (1= PO = s/Vm) F(X] +t/v/n) + (1= F(Y{ = s/v/m)) (1= F(¥{ = t/v/n))
—2(1 = F(Y{ = s/v/m) (1 = F(=t/ym)) = 2(1 = F(=s/v/)) F(X] +/v/n)
= 2(1 = F(=s/v/n) (1 = F(Y{ = t/v/n)) +4(1 = F(=s/vn) (1 = F(~t/v/n))

252



T 2 (B (FOX)P) + Bo (F)?) = 2B (F(XD) Bo (FOV)) )

_a*+bv 2ab (a+Db)?

teR
6 +6 75767

also die Behauptung. O

Es sei fiir feste aber beliebige a,b € R
on(s,1)2 :=n3E, ((EO (aI (2t/vn > —(z1+ &) +bL(2t/vVn > —(z1 + Cg)))

—E, (aI (2t/v/n > —(G 4+ G)) +bL(2t//n > —(G + CQ)))) ), s,t € R.

|21241

10.6.7 Lemma: FEs gilt

. on(s, ) (a+Db)?
1 = teR.
s md 2 '€

Beweis: Betrachte die stetige Funktion G : ¢t — Py(¢; < t). Es gilt aufgrund der Stetigkeit
von G fir 9 =0

Tim G(G +2t/vn) = G(G) ~ R0, 1), LER,

und deshalb und aufgrund der Stetigkeit von G in 0 € R folgt mit den Uberlegungen aus
dem Beweis von Lemma 10.6.4 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz

2
lim on(s,1)

n—oo n3

= lim E, ((a(l —G(—=C —2s/v/n) — (1 - é(—zs/\/ﬁ))

n—oo

_a21_;b2 +2ab lim By (G(G +25/vn)G(G +2t/vn) = G(GL + 25/v/n)G (2t /V/n)

— G(2s/Vn)G (G +2t/v/n) + G(2s/Vn)G (2t /v/n))

a® + b* 1 a’*+ b  2ab  (a+b)*
=T +2ab( B (G(Q)Y) —Bo (G(Q)) +7) = 5+ 75 =15 SEER
und so die Behauptung. O
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10.6.8 Satz: Es seien die Funktionen F und G auf offenen Umgebungen U mit 0 € U und
U' mit 0 € U' zweimal stetig differenzierbar mit f(t) = %F(t), teU, und g(t) := %é’(t),
t € U', als Ableitungen. Ferner gelte f(0) # 0 und §(0) # 0. Dann gilt fiir die asymptotische
Volumen-Effizienz der Testfolge T' relativ zur Testfolge T’

z 2
eyl = 1(—]0(0)) .
T 2\9(0)
Beweis: Mit Lemma 10.6.6 gilt lim inf,_, o/ (s,t)/n*? > 0, s,t € R, a,b € R, a # 0 oder
b # 0. Damit folgt mit einem zentralen Grenzwertsatz fiir U-Statistiken mit einem von n

abhéngigen Kern (siehe Korollar A.1.5 im Anhang), dass fiir alle a,b € R, mit a # 0 oder
b#0, fird=0

(ZZ (aI (s/v/n>—(X]=Y])) +b1(t/v/n>—(X] _YJ/»)

i=1 j=1

_ (za (Z) Py(s/v/m > (X, = Y])) + 2b<g) ot/ > —(X] - y;)))) /g;<s,t)

5 N(0,1) fiir n — 00, s,t € R,

gilt. Mit Lemma 10.6.3 und Lemma 10.6.6 erhélt man weiter, dass fiir alle a,b € R, mit
a # 0 oder b # 0,

. (ac;—Q(Z)Po(s/\/ﬁ>—(X{—Y{))+bn2—c 20 Rt/ > — (X Yf)))

ns00 o (s,1) on(s,1)
. (a Vnd ol (s) ¢, —2(5) Po(s/v/n > —(X] —Y)))
noo \ " 0y(s,t) V/n3 ,(s)
e Vid oy (t)n® —c, = 2(5) Po(t/vn > —(X] — Yl’)))
1aa<s,t) V3 o;,(t)

((a—b)uj—e — V6£(0)(as + bt)), s,t €R,

2

gilt. Es ist mit Lemma 10.6.6 lim,_,. 0’,(s,t)/v/n3 = |a + b|/+/6, sodass mit dem Lemma
von Slutsky fiir alle a,b € R, mit a # 0 oder b # 0, fiir J =0

(ZZ(@I (s/vn>—(X]=Y])) +bI(t/v/n>—(X] Y;')))

i=1 j=1

_ (Qa(g)po(s/ﬁ > —(X] - Y))) +2b( )Po(t/f o )/W

_(ac AR/ > (=) = = 2 Pl > )
v Vi

LN(—L(( —b)up-g —\/Ef(O)(as%—bt)),@) fiir n — oo, s,t € R,

S
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gilt. Da a,b € R, mit a # 0 oder b # 0, beliebig waren, folgt mit dem Satz von Cramér
und Wold, dass der Zufallsvektor fiir ¢ = 0

(Z?zl 2o L(s/v/n > —(X; =Y))) = 2(3) Po(s/v/n > —(X] = V7))

Vn?
ch = 2(5) Pols/vn > —(X1 = V7))
NG ,
Z?:l Z?:l 1 (t/\/ﬁ > _(X£ - Yy/)) - 2(Z)P0(t/\/ﬁ > _(X{ - Yll))
vn?
RS GLME —<X1—Yf>>>, steR

fiir n — oo in Verteilung gegen eine zweidimensionale Normalverteilung konvergiert.

Analog folgt mit Lemma 10.6.4 und Lemma 10.6.7, dass fiir alle a,b € R, mit a # 0
oder b # 0, fir ¥ =0

( i (aI (2s/v/n > —(G + ;) +bI(2t/v/n > —(¢ + Cj)))

1<i<j<n

_ (2a (Z) Py(2s/vn > —(G+ () +2b (Z) Po(2t/vn > —(G+ (2))))/%(3,1&)

5 N(0, 1) fiir n — oo, s, € R,

sowie

< Zn: (a1(2s/\/ﬁ>—(Q+<}-))+b1(2t/\/ﬁ>—(Q+CJ~)))

1<i<j<n

_ (Qa@)Po(Qs/\/ﬁ > —(G+¢)) + 26(7;) Py(2t/v/n > —(G + @))))/\/ﬁ

- (acn —2(5) Po(2s/vn > ~(G+G)) | nln+1)/2 = e =2(5) Ro(2t/vn > (G + <2>))
NG NG

(a+ b)*

v, N< — \/%((a —buy_ga — V12§(0) (as + bt)),

gilt, und auch, dass der Zufallsvektor fiir ¢ = 0

)ﬁjrn—>oo, s,t € R,
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(Z’f<i<j<n1 (2s/vn > (G +G)) —2(5) Po(2s/vn > —(G + ()

Vn3
_ Cn— 2(3) Po(2s/vn > —(¢1+G))
T )
ZTllgingnI (215/\/5 > —(G + Cj)) - Z(Q)PO(Q/\/E > —(C1+ CZ))
Vn?
B nn+1)/2 —¢, — 2(;‘3/1%(215/\/5 > —(G + C2))>7 steR,

fiir n — oo in Verteilung gegen eine zweidimensionale Normalverteilung konvergiert.
Schliellich folgt

lim Py(v/n(Vie 41) — 9) = s,vV/n(Vigz_e ) — 9) < t)

:JL%Pﬁ(iiI(XJ SV 0 ) € ST UK S Y i ) = ~¢)
o (21;1 ST s/ > — (X0~ Y1) — 2(2) Po(s /v > — (X — )
i D) )
R > (K- ¥)
x <o,
S ST (1 > (X - YD) — 2(2) Bolt/ v > —(X] — D)
v
o 2 Pl > —(X]— YY) S
o 20>e(0,1), tER,

was bedeutet, dass ein zweidimensionaler Zufallsvektor (A;, Ay) existiert, sodass
(\/ﬁ(‘/(c/n+1) — 19), ﬁ(‘/(ancg) — 19)) L) (Al, AQ) fiir n — oo
gilt. Wieder mit dem Satz von Cramér und Wold folgt daraus, dass auch

Vi(Vig, 1) = Viw—e) = VVie,11) = 9) = ViV, = 9) = A1 = 4

fiir n — oo

gilt. Mit Satz 10.6.5 folgt

E(A; — Ay) = B(4,) — B(Ay) = ——— 2.
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Analog folgt, dass ein zweidimensionaler Zufallsvektor (B, Bs) existiert, sodass

(Vn(Wie,+1) = 9), VR(Win(na1)j2—e) — ) — (Bi, Ba) fiir n — oo,

und auch
VIWien1) = Wingnt1)/2—en)) — B1 — B fiir n — oo,
sowie
E(B, — By) = —21“:%
V125(0)
gilt. Damit ist alles gezeigt. U

10.7 Pitman-Effizienz und lokale Bahadur-Effizienz der Tests

Mit Hilfe von analogen Uberlegungen zu denen in den vorangegangenen Unterabschnitten,
konkret aufgrund der asymptotischen Normalitdt von U-Statistiken, ldsst sich mit dem
bekannten Resultat zur Pitman-Effizienz erwdhnt am Endes des Unterabschnittes 2.4 die
Pitman-Effizienz der Testfolge T relativ zur Testfolge 7" angeben. Vergleiche mit der Ar-
beit von Hollander ([16]).

Es existiere eine Dichte ¢ beziiglich des Lebesgue-Borelschen Mafies von (X1, Y7) bei Giiltig-
keit der Hypothese. Dann sei f eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Borelschen Mafles von
Xy, dh. f(z) = LF(z), # € R, und g eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Borelschen

xT

MafBes von ¢; bei Giiltigkeit der Hypothese, d.h. g(z) = L G(z), v € R. Ferner sei f eine
Dichte beziiglich des Lebesgue-Borelschen Mafles von (] bei Giiltigkeit der Hypothese, d.h.
flx) = %F (x), z € R, und g eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Borelschen Mafles von
(1 + (o bei Giiltigkeit der Hypothese, d.h. g(x) = %é(x), z € R. Es gelte f(0) # 0 und
3(0) # 0.

10.7.1 Korollar: Es gilt fir die Pitman- und lokale Bahadur-Effizienz der Testfolge T

relativ zur Testfolge T’
x 2
hr=efr=3(L3).
’ T 2\g(0)

Sind zusitzlich die Funktionen F und G auf offenen Umgebungen U mit 0 € U und U’ mit
0 € U’ zweimal stetig differenzierbar, so ist
P LB Lvol
€T/’T == eT/,T == eT/:?T.

Beweis: Die Gestalt der Pitman-Effizienz folgt mit Hilfe der asymtotischen Normalitat von
U-Statistiken und mit dem bekannten Resultat zur Pitman-Effizienz erwahnt am Ende des
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Unterabschnittes 2.4. Mit Hilfe des Satzes von L’Hospital und der Satze 10.3.1 und 10.5.1
erhélt man

LB th( Po(G >9) —1/2 >2_1(&>2
T e \ PG+ G >20)—1/2) — 2\ §(0) ) °

Mit Satz 10.6.8 folgt die letzte genannte Identitit. O

10.7.2 Beispiel: Im Fall, dass ();11) zweidimensional normalverteilt ist mit Erwartungs-
wertvektor (a,a + 9), mit einem a € R, und Kovarianzmatrix

_ (L p
Z.J(p 1),

mit o > 0 und p € (—1 ) liegen die Situationen aus den Beispielen 10.1.1 und 10.1.2 vor.

Weiter ergibt sich f(0) = [ f(t)*dt = 1/V4wo sowie §(0) = [ g(t)*dt = 1/+/8mc(1 — p)

und damit

P LB pLvol
€ = C€prp = T/T—1 p-

Also ist die Effizienz kleiner als 1 (gleich 1 bzw. groer als 1), falls p groler als 0 (gleich 0
bzw. kleiner als 0) ist.

10.7.3 Beispiel: Die verbundene Stichprobe folge einer Gumbel-Morgenstern-Verteilung,
d.h. fiir ein A € [—1,1] ldsst sich die gemeinsame Verteilungsfunktion von X; und Y
schreiben als

Myo(z,y) == Por(Xi <2,Y1 <y)=F(z)F(y — ?9)<1 —AM1—-F(2)(1 - F(y — ﬂ)));
z,y € R.

Die zugehérige Dichte besitzt die Gestalt
mao(e.y) = (1= A(1 = 2F(@)) (1 = 2F(y = 9)) ) f(@)f (y = 9), @,y € R.

Es liegt also die Situation aus Beispiel 10.1.1 vor. Im Fall, dass f(z) = f(—z) V = € R gilt,
liegt auBerdem der Sachverhalt aus Beispiel 10.1.2 vor. Setzen wir

VIS (0= 2F ) (1= 28 ) £t + ) (y)dy) e

b [ ft)2at :
2v2 [ (f Flt+ y)f(y)dy> (f (1—2F(t+y)) (1 — 2F(y)) f(t + y)f(y)dy> y
! J f(6)2dt :
VAL (L )ay)

[ f)2dt ’
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so ergibt sich

\/e — \/e — oLyl _ L@ _ b [ f)2de _ 1
o o T V2.9(0) \/§f (fmA,o(t—iry,y)dy)th a2 +b\+c

Gilt also v* — 4a(c — 1) < 0, so ist die Effizienz kleiner als 1 fiir alle A € [—1,1]. Gilt
b* — 4a(c — 1) = 0, so ist die Effizienz gleich 1 fiir A = —b/(2a), falls A € [~1,1], und
kleiner als 1 fiir alle iibrigen A € [—1,1]. Gilt dagegen b* — 4a(c — 1) > 0, so ist die
Effizienz gleich 1 fiir A = —b/(2a) & /(b — 4a(c — 1)) /(4a?), falls X € [—1,1], grofer als
1 fir —b/(2a) — /(b2 —da(c —1))/(4a%) < A < =b/(2a) + /(b? — 4a(c — 1))/(4a?), falls
A € [—1,1], und kleiner als 1 fiir alle iibrigen A € [—1, 1]. Hoeffdings Formel zur Berechnung
der Kovarianz, siehe [14], liefert hier

Cov,\(Xl,Yl):// M,\ﬂg(:p,y)—F(a:)F(y—z?))da:dy
:_)\// F(z))F(y —9)(1 — F(y — ¥))dady
_ (/ F(z)(1— Fla ))dx) = “AE(IX, - Xa|)%

dquivalent

N\ = — COV)\(Xla}/l) _ COVA(Xlayi)

(JP@(-Fa)a) B = XD?

Somit lassen sich die genannten Bedingungen fiir die Effizienz génzlich auf die Kovarianz
zwischen X und Y] sowie auf die Verteilungsfunktion [’ zuriickfiihren.

10.8 Tests zur relativen Wirksambkeit

In diesem Unterabschnitt sollen Tests basierend auf Beobachtungen im verbundenen Stich-
probenfall bei Giiltigkeit der Hypothese'® H zur empirischen Untersuchung der in Unterab-
schnitt 10.7 berechneten Pitman-, lokalen approximativen Bahadur- und asymptotischen
Volumen-FEffizienz vorgeschlagen und untersucht werden.

Wir betrachten die Testprobleme

Hl : €:I;T/ < 1 K1 : egT, > 1,
& Hyc eTT,<1 Ky eTT,>1,
< H; Ifwvjc:l/ <1, Ki: %VTOJ > 1,

13Beachte Bemerkung 10.8.8.
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bzw.

Hy : e?T,>1 Ky : egT,<1
< Hy - e%vj(_)} > 1, K, : 6%‘77% <1,

bzw.

P P
H3 . GTT/ == 17 K3 . €TT/ ;é 1
<~ H3 : 6%%1/ = 17 K3 . 6TT/ ;é 1
< Hj 617'2?,7% = 1, Ks: Ij_:vjc% 7& 1.

Es is in diesem Unterabschnitt die Idee, Testgroflen basierend auf Kerndichteschétzern
fiir die entsprechenden Dichten zu konstruieren. Diese Kerndichteschéitzer sollen auf Be-
obachtungen ();11 Yyens ()é:) der verbundenen Stichprobe bei Giiltigkeit der Hypothese H
basieren.

Es sei k£ : R = R5( eine um 0 € R symmetrische und beschrinkte Kernfunktion mit
[ k(z)dx =1, und (h,,),en eine Folge von Bandbreiten mit h,, € (0, 00) und lim,, o hy, = 0.
Basierend auf der verbundenen Stichprobe bei Giiltigkeit der Hypothese, d.h. es gilt in die-
sem Zusammenhang ¢ = 0, definieren wir die Kerndichteschétzer

fal?) :Zm > <k<wffz—n_y}>)+k<zf_(i—n_m))

" 1<i#j<n
- 1 t—(G+§) t—(G—¢)
) =50 1<;<n <k< T )+ ( T )) teR.

Fir t = 0 sind aufgrund der Symmetrie um 0 € R der Kernfunktion k diese Schétzer
invariant unter Transformation der verbundenen Stichprobe bei ¥ = 0 der Form

1 n Xil X’Ln
() (3)) = (3 )ses (500)), (10.8.1)
fiir alle Permutationen {iy,...,7,} von {1,...,n}, und sie sind invariant invariant unter
der Transformation
(3, () — (), -, (). (10.8.2)

Ferner definieren wir eine Abbildung L,, : R* — R durch

L (wy, wy) 1= — Q(/ﬁ(— T —yl;;xg _y2) —|—/€<— 11— ;Ln(wz _y2>)>

. i(k<_ xl};?ﬁ) —|—k<— yl};@))’

wy = (z1,y1), w2 = (v2,92) € R
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Dann gilt L,,((x1,y1), (%2, ¥2)) = La((y1, 21), (2, 22))-

Basierend auf der verbundenen Stichprobe bei Giiltigkeit der Hypothese setzen wir W; :=
(X;,Y;),i=1,...,n, und definieren damit

1
Mn =2 L (WZ17W )L (VVhaW )
(n(n —1(n-2) 191;39

il #zm,l;ém

_(n21_n 3 Ln(Wi,Wj))2>1/2,

1<i#j<n

falls

1 1 2
S LW W) LW, W,y — ( 3 Ln<m,wj>) =0,
n(n —1)(n —2) i en n?—n 1<i#j<n

il;éim,l;ém

und M, := 0 sonst. Nun betrachten wir die Testgrofien

_ V) = V20u(0) s |EL|

wobel an dieser Stelle die Konvention

+oo ,a>0
a
65: 0 ,a=10
-0 ,a<0

gelte. Diese Testgrofien sind nach Konstruktion invariant unter den oben genannten Trans-
formationen (10.8.1) und (10.8.2) der Stichprobe.

Um das asymptotische Verhalten der Testgroflen zu studieren, stellen wir zunéchst Lem-
mata bereit. Zuvor definieren wir

Ln(wh wZ)Ln(wla U)g) + Ln<w27 wl)Ln(w27 w3) + Ln(w?n wQ)Ln(wZSa wl)
3 ;

En(wlyw%wS) =

2
wy, we, w3y € R”.

10.8.1 Lemma: Die Dichten f,g, f,g seien beschrinkt. Ferner gelte lim,, .., nh, =
Dann gilt:

a) sup,ere E(L2(w, W) = o(n) fir n — 00, sup,cySupyerz EB(|Ly(w, W)|) < oo
sowie sup,ey E(| Lo (Wi, Wa)|) < oo. Weiter ist E(L2(Wy,W3)) = o(n) und
SUD ;R | L, (w1, ws)| = o(n) firn — oo.
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b) Mit hn,i(wl,...,wi) = E(f;n(’wl,...,wi,VVi+1,...,W3>>, Wi, ..., W; € Rg, g’llt
E<hi,i(Wl7 W) =o(nt) fiirn — oo, i=1,2,3.

Beweis: Da fiir m € N die Ungleichung
(w14 F o) <mai+---+mal, , €R, i=1,...,m, (10.8.3)
gilt, welche aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt, ist
E (Li(wl, Wz))
4 1 —h + G 1 r1— Yo 1 Y1 — X2
<E —k2<——> E k2< ) E —kQ(——>
= (h2 i ) * <h2 mo ) TR\ I

_ / %y(-%)gwdw / ﬁk@( ) Fwdu

woraus wegen der Beschrinktheit von f und g sowie wegen lim, ., nh, = o0
sup,ere B(L2(w, Wa)) = o(n) fiir n — oo folgt.

Zudem ist

E (| Ly (w, Ws)])
<van (- 1))
(5 k(—xZnYQ)) )
_\/—/ y+“> (u)du+/2}1lnk?<— x;ﬂ“)f(U)du
+/2h k( y};u)f(U)du
_\/_/ g(hyu+x — )du—i—%/k;(u)f(hnu—i—x)du—l—%/k(u)f(hnuij)dU,

w = (z,y) € R?,

woraus wegen der Beschrianktheit von f und g sup,,cy sup,ere E(| Ly (w, W3)|) < oo folgt.
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Ahnlich ist
E (|L, (W, Wg) |)

<\/—E( Y1+<2>)

’fl

+E(2if ”))ﬂ(%f(—ylﬁf))
(/hin }:+u>g(u)du> +E (/22 B( - th; “)f(u)du)
+E(/zin (—)
(

)
=V2E /k g(hpu+ X; — Yl)d)

V2E

+E <% / (u) f(hnu+X1)du)

+E(2/k( )£ (hn u+Y1)du>

woraus wegen der Beschrianktheit von f und g sup,,cy E(|L, (W1, Wa)|) < oo folgt.

Ferner erhélt man mit der Ungleichung (10.8.3)

Li(wl,wg) h2 </€2<_ T —m;xz _92> +k2(— 1 — Y1 ;(IQ —y2)>>

r1 — — X
e <k2( 1hny2>+’“2<_ylhn 2>) w1 = (@90, ue = (20,0) € R

und daher
E (L2(Wy, Ws))

SE(;H(— Qh:@)) +E<h2k2( X1 - YQ))
//h2 UH) u)dug(v dv+//—k2 >f(U)f(v)dudv
:—//k2 g(hyu —v)g( dudv—l——//k2 f(hpu —v) f(v)dudv,

woraus wegen der Beschrinktheit von f und g sowie wegen lim, .., nh, = o0
E(L2 (W, W3)) = o(n) fiir n — oo folgt.

SUD,y; wper? |Ln(w1, wa)| = o(n) fiir n — oo folgt wegen lim, o nh, = oo und der Be-
schranktheit der Kernfunktion & sofort aus der Definition von L,,.

Fiir Teil b) ist
2

1
i (w1) =5 B (Lu(wr, Wa))* + 3 B (La(Wa,wn) L (Wa, W3)), wy € R?,
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und daher

%E (E (Ln(wy, o)) )

|w1=W1

E (h3171(W1)) =

B (B (L W) B (W oW 03) )

+%E (E(Ln(mel)Ln(W?’W?’))Q )

|w1:W1
Nach Teil a) gilt sup, ey Supyer2 E(|Ln(w, Wh)|) < ¢ € (0,00), sodass

E (12, (W) S%c4 n gcz E (1L, (Wa, W1) Lo (W, W3))

+ gE(E(Ln(mel)Ln(W%W?’))Q >

lwy =wy

gilt. Es ist

Ln(wh wQ)Ln<w37 w4)

:ﬁ(—ﬁk(—“_%;“_”) —\/514;(_561—91271(962—%))

—|—k:<— 331};?/2) +k<— y1};932>)

(_\/Ek<_x3—y3;;x4—y4>_ﬁk<_$3—y32n(x4—y4)>

+k:<— x3h_y4) +k:(—y3f;x4)), wi = (z0,y) €RZ, i=1,...,4.  (10.8.4)

n

Durch Betrachtung der 16 Produkte in (10.8.4) kann analog zu oben aufgrund der Be-

schranktheit der Dichten f und g und mit lim,,_,, nh, = oo E(|L, (W, Wy) L, (W5, W3)|) =
o(n) gezeigt werden. So ist z.B.

)

ha, hy,
:E(_ﬁ k(_X2—Y2}—;X1—Y1>k<X2h:U>f(u)du)
:E(g/k(—XQ_YQJXI_Yl)k(u)f(uhﬁxg)du).

Ebenso kann durch Betrachtung der 16 Produkte in (10.8.4) analog zu oben aufgrund der
Beschranktheit der Dichten f und g und mit lim, ., nh, = oo sowie mit Ungleichung

264



(10.8.3) E(E(Ly (Wa, wy ) Ly (Wa, W3))|2, iy, ) = o(n) fiir n — oo gezeigt werden. Es ist z.B.

. E( % ( Xg—Y2+x1—y1>k<_X2h;Y3>>|2wlWl)
=0 E( %/ Y” yl)k:(—XQh:“)ﬂu)du);_Wl)
g E( % / mRE I bw) f (b +Xz>du>2w1_m>
_/8h2 (/ ( Y2+U>k: uhn+X2)du>2g(U)dU
/ - / / / k( SRR N k() f (whn, + 22)dub(zy, y1)dardy,
/// y2 + v) (u) f (why, 4 T2)dul(Fy, G2 )dTodfag(v)dv

/8h /// S (uh + w2)dul(zy, y1)dardys
/ / / e UZ’;_ 2 Z 92DV k) (b, + 32)

dul(Z2, §o)dz1dG1g (vh, — (22 — y2))dv.

Damit folgt E(h ;(W1)) = o(n) fiir n — oo.

Wegen
1 1
B2 (W, wo) :gLn(wla wy) E (L (wy, W3)) + gLn(wl, ws) E (L (w2, Ws))
1
+ 3 E (Ln(W37 w2)Ln(W37w1))> wy, wy € R?,

ist mit der Ungleichung (10.8.3)

E (hy, (Wi, W2)) S%E (Li(wlawﬁE(L (w1, W),

+ é E (Li(wl, wn) E (L (w2, Ws)}
+ éE (E (Ln(Ws, ws) Ly (W, wn)) )

|(w1,w2):(W1,W2)

l(wy wg)=(w7, W2)>

l(wy wa)= (W11W2)>

und demnach

E (h2 ,(Wi,Wy)) < ¢ E (L} (Wi, Wa)) + 1E <E (Ln(Ws, w) Ly, (Wi, wl))2 )

3 |(wy w) =Wy, Wy)

ODIN)
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Mit Teil a) ist E(L2 (W1, Ws)) = o(n) fiir n — co. Zudem kann analog zu oben aufgrund der
Beschréanktheit der Dichten f und ¢ und mit lim, . nh, = 00
E(E(L,(W3, w2) Ly (W3, 01))?| (w1 ws)=(wr,w2)) = 0(n?) fiir n — oo gezeigt werden. Es folgt
E(h? (W1, Wa)) = o(n?) fiir n — oo.

Schliefilich ist
1 1
P 3(w1, wa, w3) IgLn(wh wa) Ly, (wy, ws) + gLn(w27w1)Ln(w2, ws)

+ gLn(wg,wQ)Ln(ws,wﬂ, wy, wy, w3 € R?,

also mit der Ungleichung (10.8.3)
E (h2 s(W1, Wa, W3)) < B (L2(W1, Wa) L2 (W1, Ws)), w1, ws, wy € R

Es kann analog zu oben E(L2 (W, Wy) L2 (W1, W3)) = o(n?) fiir n — oo gezeigt werden,
sodass E(h? (W1, Wa, W3)) = o(n?) fiir n — oo folgt, und damit b).
U

10.8.2 Lemma: Die Dichten f, g, f,§ seien beschrinkt. Es sei die Kernfunktion k, die

Folge von Bandbreiten (hy,)nen sowie die Dichten f und g dergestalt, dass lim,,_,, nh, = oo
sowie'*

lim nE (f(h,K) — f(0)) = lim vrE (§(h,K) — §(0)) =0

n—oo n—oo

gilt, wobei K eine Zufallsvariable mit Dichte k sei. Dann gilt:
a) Falls v/25(0) = f(0), so folgt lim,_,e0 /7 BE(L, (W1, W3)) = 0.
b) Falls v/24(0) < f(0), ezistiert eine Konstante ¢ > 0 mit lim,,_o E(L, (W1, Ws)) = c.

¢) Falls v/25(0) > f(0), eistiert eine Konstante d > 0 mit lim,,_,o E(L, (W1, Ws)) =
—d.

Beweis: Es gelte zuniichst v/23(0) = £(0). Dann folgt
lim /n E (L, (Wi, Ws))

n—oo

= lim ﬁ(—\/gE (hinlg(_ Xl—Y1+X2—Yz>) +\/§§(0)—f(0)

n—so0 hy,

+E (hink(— th_Y?>)>

= lim ﬁ(—ﬁ/%ﬂk(—%)g(z)dw\/§§(0)—f(0)+/hin <—hin)f(z)dz>

n—oo

147um Nachweis dieser Bedingung in Anwendungsfillen beachte Bemerkung 10.8.6.
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= lim \/ﬁ( — ﬁ/k(z)g(hnz)dz—l— V25(0) — £(0) + /k(z)f(hnz)dz>

= — lim V2V E (§(h, K) — §(0)) + lim /nE (f(h ) = £(0)) =0.

Nun gelte v/2§(0) < f(()) Dann existiert eine Konstante ¢ > 0 mit v/2§(0) — f(0) 4 ¢ = 0.
Es folgt analog zu den Uberlegungen am Anfang des Beweises

lim E (L, (W1, Wa)) = — lim V2E (§(h,K) — §(0)) + lim E (f(h,K) — f(0)) +c=c.

n—o0 n—o0

Nun gelte v/23(0) > f(O) Dann existiert eine Konstante d > 0 mit v/23(0) — f(0) —d = 0.
Es folgt analog zu den Uberlegungen am Anfang des Beweises

lim E (L, (W1, W2)) = — lim V2E (§(h,K) — §(0)) — lim E (f(h,K) — f(0)) —d = —d,

n—oo n—oo

womit alles gezeigt ist. U

Es sei

M = 2\/E ((E (Law,W2),_, = E (La(W, Wz))>2>'

10.8.3 Lemma: Die Dichten f,q, f,§ seien beschrinkt. Es sei die Kernfunktion k, die
Folge von Bandbreiten (hy,)nen sowie die Dichten f und g dergestalt, dass lim,,_,o, nh, = 0o
sowie

lim Vi E (f(h,K) — f(0)) = lim vRE (§(h.K) — §(0)) =0

n—o0 n—oo

gilt, wobei K eine Zufallsvariable mit Dichte k sei. Ferner gelte®

Tim B (f(hn K + ) = f(2)) = lim E(g(hK + 2) = g(2)) =0
fir alle x € R mit f(z) # 0 und fir alle z € R mit g(z) # 0.

Zudem set
1 1
—\/§Q(C1) + §f(X1) + §f(Y1) #0 P-f.s.
erfillt. Dann gilt

lim M, /v/n =0 in Wahrscheinlichkeit.
n—oo

157Zum Nachweis dieser Bedingung in Anwendungsfillen beachte Bemerkung 10.8.7.
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Gilt zusdtzlich v/23(0) = £(0), so gilt

liminf M > 0 sowie lim M, /M, =1 in Wahrscheinlichkeit
n—oo

n—oo

Beweis: Wegen

— (f/ <W17W27W3))
ist

M, = 20/E (Lo(Wy, Wa, W5))

— E (L, (Wy, W2))*
Aus Lemma 10.8.1 a) und b) folgt damit

M/
tm = =0

Nun soll noch

lim (M,, — M])) = 0 in Wahrscheinlichkeit
n—oo

gezeigt werden, womit dann insgesamt

. _ (M ]\/[ d M ! >
im — = lim
in Wahrschelnlichkelt

folgt. Mit
1
Lo(Wiy, Wi) LWy, W)
n(n—1)(n - 2) 1<i1,122;3<n 1 1
U im l£m
1
= L (Wln VVZ27 W )
n(n—1)(n-2) 1<7;1;3<n
i1 im I Em
ist
1 -
S(M2 = M)?) = Lo(Wiy, Wey, Wiy) — E (L (Wi, Wa, W)
n(n —1)(n — 2) 1<i1;3<n ( )
W im l#Em
1 2 2
_ (n2 — 3 Ln(Wi,Wj)) + B (Lo (W1, W),
1<i#j<n
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Aufgrund von Lemma 10.8.1 Teil b) greift das schwache Gesetz der grofien Zahlen fiir
U-Statistiken, Satz A.1.6 aus dem Anhang, und es ist

. 1 - ~ -
fim (n(n— 1)(n—2) Z Ln(Wiy, Wiy, Wi) _E(Ln(W1,W27W3))> =0

1<iy,i2,i3<n

11 FE i, l#m
in Wahrscheinlichkeit fiir n — oo.
Ebenso greift aufgrund von Lemma 10.8.1 Teil a) das schwache Gesetz der grofen Zahlen
fiir U-Statistiken, Satz A.1.6 aus dem Anhang, und mit Hilfe des dritten binomischen
Lehrsatzes und Lemma 10.8.1 Teil a) ist

1 2 2

(n2 — > LW, Wj)) —E (L, (W1, Ws))” — 0
1<i#j<n

in Wahrscheinlichkeit fiir n — oo.

Damit folgt insgesamt lim,, (M, — M) = 0 in Wahrscheinlichkeit.

Nun gelte zusiitzlich v/2§(0) = f(0). Es ist
E (Ln<w, W2>) ‘w Wy

— - V2E (hik(_ZHQ))Z 41
a0, 2>>w
_ f/_k <1+“)g / “)f(u)du

+/—k< Ylh >f(u)du

:_\/_/ glhpu + G du+1/k: f(h u+X1)du+;/k‘(u)f(hnu+Y1)du

2
=~ V2E (9(hK +2)), _ ) %E(f haK + ), +%E(f(hnK+y))|y_yl
=~ V2E (g(haK +2))__ +V20(¢1) — \/_9(41)

+%E(f(hnK+x))|z_Xl LX) 4 (X))
+%E(f(hnK+y))|y 1f<Y1)+ 5f ()

und daher mit den Voraussetzungen

lim E (Lo(w, W), = —v29(G) + % F(X0) + % F(Y1) £ 0 P-ts.

n—oo
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erfiillt. Damit folgt mit dem Lemma von Fatou

liminf E (B (Lo(w,W2))}_, ) 2 B (lminf E (Lo(w, W2)); )

n—00 ‘w=W1 n—00 |w=W1
=B (= V39(G) + 3£ (X0) + 5 f (7)) >0

Aufgrund der genannten Voraussetzungen gilt mit Lemma 10.8.2 lim,, o, E(L,, (W1, W3)) =
0, also insgesamt lim inf, ., ]\JT’L2 > 0, und damit auch

liminf M, > 0.

n—oo
Mit lim,, oo (M, — M) = 0 in Wahrscheinlichkeit, was bereits gezeit wurde, folgt insgesamt

nh_}rgo ( M — 1) = lim ( M — M) = lim (T;L) = 0 in Wahrscheinlichkeit,

womit alles gezeigt ist. 0

10.8.4 Satz: Die Dichten f,q, f,§ seien beschrinkt. Es sei die Kernfunktion k, die Folge
von Bandbreiten (hy)nen sowie die Dichten f und g dergestalt, dass lim,,_,o, nh, = 0o und

lim /B (f(hK) = f(0)) = lim Vi E (3(h.K) = §(0)) =0

n—o0

qilt, wober K eine Zufallsvariable mit Dichte k sei. Ferner gelte

lim E (f(haK +2) = f(2)) = lim E (g(haK + 2) = g(2)) =0
fir alle x € R mit f(z) # 0 und fir alle z € R mit g(z) # 0.

Zudem set
~V3g(G) + I + L F(V2) #0 P-fs
erfiillt, und es gelte v/23(0) = f(0). Dann folgt
E! 5 N(0,1), i=1,2, und E2 - HN(0,1) fiir n — oo,

wobei HN(0, 1) die Verteilung des Betrages einer standardnormalverteilten Zufallsvariable
bezeichne.

Beweis: Nur fiir ¢ = 1; der Rest folgt dann sofort. Bei dem Ausdruck

Z Lo (Wi, Wy) = E (Ln (W1, W2)))

1<i#j<n
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handelt es sich um eine U-Statsitik der Kernldnge 2 mit einem von n abhéngigen Kern.
Es folgt aufgrund von Lemma 10.8.1 Teil a) mit einem zentralen Grenzwertsatzes fiir U-
Statistiken mit einem von n abhingigen Kern (siche Korollar A.1.5 im Anhang)

ﬁ(ﬁ Yrcizion Ln(Wi, W) = E (Ln (W1, W2)))
M,

— N(0,1) fiir n — oo.

Mit Lemma 10.8.2, Lemma 10.8.3 und dem Lemma von Slutsky folgt daraus

1_ \/ﬁﬁ Z1§z’;ﬁjgn Ln(Wi, Wj)

E
n Mn
. \/ﬁnQ_I,n 2197&]‘91 Ln(Wz‘v Wj) M,/L
B M! M,
B \/ﬁ(ﬁ Zlgi;ﬁjgn Ln<Wl7 WJ) —E (LTL(W17 WZ))) Mq; \/EE (Ln(Wl, Wg))
B M/ M, M/
—5 N(0,1) fiir n — oo,
also die Behauptung. O

Fiir ein gegebenes Testniveau o € (0,1) schlagen wir fiir das Testproblem H; gegen K,
1 =1,2, den Test

yverwirf H,, falls B > uy_,“, i = 1,2,

vor, wobei u;_, das (1—a)-Quantil der Standardnormalverteilung sei. Fiir das Testproblem
Hj3 gegen K3 schlagen wir dagegen den Test

yverwirf Hy, falls E2 > U—a)2"

vor. Zur Begriindung dieses Vorschlags konnen wir mit Hilfe der bisher erzielten Resultate
folgendes Korollar formulieren:

10.8.5 Korollar: Die Dichten f,qg, f,§ seien beschrinkt. Es sei die Kernfunktion k, die
Folge von Bandbreiten (hy,)nen sowie die Dichten f und g dergestalt, dass lim,,_,o, nh, = 0o
und

lim vnE (f(h.K) — f(0)) = lim vVnE (§(h,K) — §(0)) =0

n—o0 n—oo

qilt, wober K eine Zufallsvariable mit Dichte k sei. Ferner gelte

lim E (f(haK +2) = f(2)) = lim E (g(haK + 2) = g(2)) =0
fir alle x € R mit f(z) # 0 und fir alle z € R mit g(z) # 0.
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Zudem sei
V() + 5 f(0) + 5 f(R) £0 Pofs

erfillt. Dann handelt es sich bei dem auf der Testgréfie E' basierenden vorgeschlagenen
Test fiir das Tesproblem H; gegen K;, i = 1,2, um einen Test, der fir jedes o € (0,1) das
Testniveau o asymptotisch einhilt und zudem konsistent ist. Bei dem auf der Testgrife E3
basierenden vorgeschlagenen Test fiir das Tesproblem Hs gegen K3 handelt es sich dariiber
hinaus um einen Test, der fir jedes o € (0,1) das Testniveau o asymptotisch exakt einhdlt
und zudem konsistent ist.

Beweis: Nur fiir i = 1; sonst analog. Ohne Einschréinkung nehmen wir hier stets M,, > 0
an. Es gelte zunéchst e;T, = 1. Mit Satz 10.8.4 folgt, dass der Test in diesem Fall das
Testniveau asymptotisch exakt einhélt. Nun gelte ey, < 1. Nach Lemma 10.8.2 existiert
eine Konstante d > 0 mit

lim E (Ln<W1,W2)) = —d,

n—oo

und somit folgt aufgrund von Lemma 10.8.1 Teil b) mit einem schwachen Gesetz der groien
Zahlen fiir U-Statistiken mit einem von n abhéngigen Kern, Satz A.1.6 aus dem Anhang,
sowie mit Lemma 10.8.3, fiir a € (0, 1) beliebig

:P( 1 - Z Ln(Wi, Wj) _E (Ln(WD Wz)) > %ula —E (Ln<W1, WQ)))

1<ij<n

n2 —

1 M,
L, (Wi, W) — E (L,(Wy, Wo))| > 20y — E (L, (Wy, W
nlg%gn ( i) ( (W 2)) \/ﬁ“l ( (W 2>)>

— 0 < o fiir n — oo.

Somit hilt der Test insgesamt das Testniveau asymptotisch ein. Nun gelte G;T, > 1. Dann
existiert nach Lemma 10.8.2 eine Konstante ¢ > 0 mit

lim E (L,(Wyi, Wa)) =,
n—oo
und somit folgt wie im Beweis von Lemma 10.8.3 aufgrung von Lemma 10.8.1 Teil b) mit

einem schwachen Gesetz der groflen Zahlen fiir U-Statistiken mit einem von n abhéngigen
Kern, sowie mit Lemma 10.8.3, fir a € (0, 1) beliebig

P(El <U1 a) :P(_El > —Uj— a)

:p( > LW, W) +E(Ln(WI,W2))>—%u1a+E(Ln(W1,W2))>
1<Z7é]<n \/ﬁ
M,

(‘— > La(Wi, Wy) = E (L (Wh, Wa)) >——u1a+E(Ln(Wl,W2))>
1<i#j<n \/ﬁ

— 0 fiir n — o0,
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d.h. der Test ist konsistent. U
10.8.6 Bemerkung: Um die Bedingung

lim /o E (f(hK) — f(0)) = lim Vi E (3(h.K) = §(0)) =0

n—oo

aus Lemma 10.8.2, Lemma 10.8.3, Satz 10.8.4 und Korollar 10.8.5 nachzuweisen, kann
folgende Uberlegung von Nutzen sein: Wir nehmen an, dass die Dichten f und g in einer
offenen Umgebung U um 0 € R Holder-stetig seien, d.h.

Va,yeU:|f(x)— fy) < Clz—y|* |§(z) — §(y)| < C'|lx —y|*,

mit Konstanten C,C’" > 0 und «, ' € (0, 1]. Ferner sei die Folge von Bandbreiten durch
(1/1°),en, mit 1/2 —min{a, o’}3 < 0, gegeben, und es sei die Kernfunktion k so gewéhlt,
dass E(|K|max{*eh) < 0o gelte, wobei wie gesagt die Zufallsvariable K die Dichte k habe.
Dann folgt

IV E (f(haK) = f(0))| < VRE (|f(haK) — f(0)]) < CvnE(|h, K|*)

= Cn* P E(|K|*) — 0 fiir n — oo.
Analog erhélt man

lim [vnE (§(h.K) = §(0))| =0,

n—0o0

sodass die Bedingung erfiillt ist. Im Fall der Lipschitz-Stetigkeit von f und § in einer
offenen Umgebung U um 0 € R, d.h. o« = o =1, sollte 5 > 1/2 gelten.

10.8.7 Bemerkung: Die Bedingung
lim E (f(hoK +2) — f(2)) = lim E (9(h,K + 2) — g(2)) =0
n—00 n—oo
fir alle z € R mit f(x) # 0 und fiir alle z € R mit g(z) # 0

aus Lemma 10.8.3, Satz 10.8.4 und Korollar 10.8.5 kann mit Hilfe entsprechender Hélder-
Bedingungen an f und g und entsprechenden Bedingungen an die Folge von Bandbreiten
und die Kerndichte analog zu Bemerkung 10.8.6 nachgewiesen werden. Allerdings geniigt
es zum Nachweis dieser Bedingung schon, dass die Kerndichte lim|g|_o [2|k(2) = 0 erfiillt,
und dass f und g stetig sind. Dann folgt

lim E (f(h,K +2)) = lim | k(y)f(hay + z)dy = f(w)/k(y)dy = f(z), x € R,

n—oo n—oo

und analog

lim E (g(h,K + 2)) = g(z), z € R;

n—o0

siehe hierzu Satz A.1.7 im Anhang.
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10.8.8 Bemerkung: Da fiir alle ¥ € R

1/ f0)\? [f@)2deN? 1/ [f@)2de \? [ f(t)2de\?

2 <§(0)> (fg 2dt) N 2(fg(t+"t9)2dt) N (f%s 2dt)
gilt, wobei vy(+) := g(- + ¥) die Dichte beziiglich des Lebesgue-Borelschen Mafles von (;
bei zugrunde liegendem Parameter ¥ € R bezeichne, konnen in analoger Weise Tests fiir
die genannten Testprobleme basierend auf Beobachtungen im verbundenen Stichprobenfall
mit ¥ € R konstruiert und studiert werden. Dazu bieten sich Tests basierend auf den
Kerndichteschétzern

() = 3ok e

1= 1=

an. Entsprechende asymptotischen Eigenschaften von Testgrofien sowie die Eigenschaften
der zugehorigen Tests (Niveaueinhaltung und Konsistenz) basierend auf diesen Kerndich-
teschétzern lassen sich unter den gleichen Bedingungen nachweisen.

A Anhang

A.1 Hilfsaussagen

Das folgende Lemma ist als Pratts Version des Satzes von der majorisierten Konvergenz
bekannt; das z.B. im Buch von Génssler und Stute ([8]) nachgeschlagen werden kann.

A.1.1 Lemma: Auf einem Mafraum (2,2, u) seien Folgen von Funktionen f, : (,2) —
(R,B), g : (0,2A) — (R,B), n € N, gegeben. Fiir diese Folgen von Funktionen gelte
limy, oo fro = f p-fodi. und lim,_o0 gn = g p-f-ii. mit Funktionen f : (Q,2A) — (R,B), ¢
(2,2) = (R,B). Zudem gelte | fn| < gn p-f.i. fir allen €N, [ g,du < oo fiir alle n € N,
[ 9du < 0o und lim, o0 [ godp = [ gdp. Dann gilt

tim [ fudu = / fdu.

Beweis: Siehe Lemma 1.11.16 in [8]. O

Das nachfolgende Lemma kann als ein schwaches Gesetz der groflen Zahlen fiir Dreiecks-
schemata bezeichnet werden.

A.1.2 Lemma: Es sein € N und X,,1,...,X,,,, ein Dreiecksschema von unabhdngigen
Zufallsvariablen, je mit derselben Verteilung F, mit F,, ~» F. Ferner gelte fiir alle n €
N [|z|dF,(z) < oo, [ |z|dF(x) < oo und es gelte [ |z|dF,(z) — [ |z|dF(x) undr, — oo
fiir n — oo. Dann gilt mit p:= [ xdF(x)

—ZXnk—>ufurn—>oo
'n =1
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Beweis: Sei ¢, die Fourier-Transformierte von F,,, pi, := [ dF,(z) und $, die Fourier-
Transformierte von - 7" X,, ;. Fiir z € [0, 00) ist

Tn

Pulz) = (son(i)) —E (14 X+ €5 =1 ==X, )

TTL n TTL

. <1 iz [ () - 40) dt)

O.B.d.A. gelte X,,; — X f.s. mit einem X ~ F (ansonsten wihle Zufallsvariablen Xm ~
F, X ~ F auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum mit der gewiinschten Eigen-
schaft). Es gilt fiir alle z € [0, 00) mit Pratts Version des Satzes der majorisierten Konver-
genz (Lemma A.1.1)

z t o ¢
/ (‘P;z <_> - @;(0)) dt‘ = ‘ / E <an7161§Xn1 _ an,1> dt‘
0 Tn 0

< / E(|Xn,1||eiﬁX"*1 —1])dt — 0 fiir n — oo.
0

Tn

Dann folgt mit p,, — p fiir n — oo
Pn(2) — ™ fiir n — oo,
Analog lésst sich fiir z € (—00,0) ¢, (z) — €™ fiir n — oo zeigen. Hieraus folgt

1 &
ZX””“ i>uf1’irn—>oo,

r
" k=1

also die Behauptung. (I

Die folgende Aussage ist niitzlich im Zusammenhang mit der Definitheit der Differenz
A — B zweier quadratischer symmetrischer positiv definiter Matrizen A und B. Sie kann
in [11] nachgeschlagen werden. Dabei bedeute die Schreibweise A — B > 0, dass die Matrix
A — B positiv semidefinit ist, und die Schreibweise A — B > 0 bedeute entsprechend, dass
die Matrix A — B positiv definit ist.

A.1.3 Lemma: Es seien A, B € R"™" 1 € N, zwei symmetrische positv definite Matrizen.

Dann gilt die Aquivalenz
A—B{Z}O & B‘l—A‘l{Z}O.
> >

Beweis: Siche Theorem 8.8 und die anschlieende Bemerkung in [11]. O
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Esseid € N. Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) seien fiir n > 2 durch Wy, ..., W,
unabhingige und identisch verteilte R%wertige Zufallsvektoren gegeben. Zudem sei L, :
(R4 9B2?) — (R,B) eine von n abhingige Kernfunktion der Kernlinge 2, die L, (z,y) =
L, (y,z) fiir alle z,y € R? erfiillt. Dann ist
1
Ln VVZ'7 W;
Ly Lonw

1<i#j<n

n2

die zugehorige U-Statistik der Kernldnge 2 mit einem von n abhéngigen Kern, und

Es gelte E(|L,, (W, W3)|) < oo und E(E(L, (w, W3))?|w=w, ) < oo fiir alle n € N. Dann gilt
der folgende zentrale Grenzwertsatz fiir U-Statistiken mit einem von n abhéngigen Kern
aus der Arbeit von Jammalamadaka und Janson (Theorem 2.1 in [17]).

A.1.4 Satz: Es sei
o ::—n2(E (Lo (Wi, W2)?) — E (L (W1, WQ))2>

+03E (B (Ln(w, W) —E(Ln(Wl,WQ))>2>.

|w:W1

SUDP,, yeRrd |Ln(x,y)| = o(on) und supyera E(| Ly (2, Wh)|) = o(o,/n) fir n — oo. Dann
qgilt

Ferner sei o, = 02 > 0 wund L, beschrinkt fir alle n € N. Zudem gelte
|

LS Lo (W W) — (U)E (La(Wh, Wa))
22197&]9 ( s) (2) ( (W 2))—>N(O,1)f7jérn—>oo.

o
Beweis: Dies ist Theorem 2.1 in [17]. O

Wir definieren

M, = 2\/E ((E (Lnw, W2), = E (La(Wh, W2))>2>.

Dann konnen wir folgendes Korollar angeben:

A.1.5 Korollar: Es set M,, > 0 und liminf,,_,.. M,, > 0. Ferner sei L,, beschrdnkt fiir alle
n €N, sup, ega |Ln(z,y)| = 0(n®?), sup,egpa B(|Ln(z, W1)]) = o(n'/?), B(L,(Wy, W3)?) =
o(n) fiirn — oco. Dann gilt

\/ﬁ(ﬁ;—n Xoicizjan Ln(Wi, Wy) = E (Ln(W3, WQ»)
M,

—% N(0,1) fiir n — oo.
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Beweis: Es ist fiir alle n € N o,, > n¥2M,,/2 > 0. Weiter ist wegen sup, ,cga |Ln (2, y)| =
o(n3/?) fiir n — oo und lim inf, ., M, > 0

SUPy yecRrd |Ln<CL’, y)| SUPg yecRrd |Ln($, y)|

p < WM 2 — 0 fiir n — oo.

Analog ist wegen sup,cgs E(| L, (2, W1)|) = o(n'/?) fiir n — oo und liminf,, ., M, >0

supyere B(|Ln (2, W1)[) _ subyera B(|Ln (2, W1)|)

s < W21, /2 — 0 fir n — oo.

Ferner ist mit der Jensenschen Ungleichung E(L,, (W7, W5))?/n < E(L, (W1, W5)?)/n — 0
fiir n — oo. Insgesamt folgt mit E(L, (W, W5)?) = o(n), E(L,(Wi,Ws)) = o(n'/?) fiir
n — oo und liminf, . M, >0

, o, (1 (E(L,(Wy,W2)2)  E(L,(Wy, W)
im ———— = lim | —
n—o0 n3/2Mn/2 n—oo \ 2

n n

A\ V2
+E ((E (La(w, W), = E (La(W1, Wz))) )>

—-1/2

D ((E (Lo(w,Wy)), =B (L.(Wy, Wg)))Q) =1.

Iw:Wl

Damit folgt mit Satz A.1.4 die Behauptung. O

Nun wird ein schwaches Gesetz der groflen Zahlen fiir U-Statistiken mit einem von n
abhéngigen Kern formuliert. Hierzu sei d, k € N und auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(9,2, P) fiir n > k durch Wy, ..., W, unabhiingige und identisch verteilte R%-wertige Zu-
fallsvektoren gegeben. Zudem sei L,, : (R*, B*) — (R, B) eine von n abhingige Kernfunk-
tion der Kernldnge k, sodass L,(W;,,...,W;, ) = L,(Wq,..., W) fiir alle Permutationen
(41,...,1,) von (1,..., k). Dann ist

1
nin—1)---(n—k+1) Z Ln(WiU...,WZ’k)

1<iy,...,ixg<n
iliimyl?ém

die zugehorige U-Statistik der Kernldnge k mit einem von n abhéingigen Kern. Es sei
hn,i(xla ce ,$i) =E (Ln(xb c. ’.,,Ui7Xi+1’ c ,Xk)), T1,...,2; € Rd, /) < k,

und es gelte E(L2(X7,..., X)) < oo.
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A.1.6 Satz: Es sei E(h? ;(X1,...,X;)) = o(n'), i <k, firn — oco. Dann gilt

1
lim Lo(Wiys oo W) — B (La(Wh, ..., Wy) ):o
n—oolnn—1)---(n—k+1) 1gz‘1;k§n F ( )

i #imalim
i Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Es ist

VG B )

1<it,.n,ig <n

i Fim l#Fm

_% i (’:) <;:i)Var(hn,i(W1, W),

k/ i=1
siehe 5.2.1 Lemma A in [36]. Damit folgt mit der Tschebyscheff-Ungleichung fiir alle ¢ > 0

)

1
L, (Wi,.... W, )—E(L,(Wq,...,W,
n(n_ 1)(n_k+1) l<i1§k<n ( 1 k) ( ( 1 k))
G Fim,l#m

(’:) (’Z B ’j) Var (hoi (Wi, ..., W2))

Séé Zl <’:) (2:’;) E(h2,(Wh, ... W)

(k)( KB (AW W)
K

—1)! n’

— 0 fiir n — oo,

woraus die Behauptung folgt. O

Nun sei & : (R, B) — (R,B) eine Kernfunktion mit [ [k(y)|dy < oo und limyy,e |yk(y)| =
0. Ferner sei g : (R,B) — (R,B) stetig mit [ |g(y)|dy < oo, und es sei (hp)nen, hn > 0
fiir alle n € N, eine Folge von Bandbreiten mit lim,, ,, h, = 0. Weiter sei fiir alle n € N
[ k(y)g(x — hyy)|dy < oo, z € R, und

@) = [ Bw)gta = ha)dy, v € R
Dann haben wir das folgende Resultat aus dem Werk von Rao ([33]):
A.1.7 Satz: Es gilt

lim g,(z) = g(x) /k(y)dy ,x € R.

n—oo

Beweis: Siche Theorem 2.11 in [33]. O
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