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Symbolverzeichnis

A:=B A ist definitionsgemif gleich B
folgt
genau dann, wenn
ohne
Ende des Beweises
| M| Anzahl der Elemente einer Menge M
leere Menge (besitzt kein Element)
m & M m ist Element der Menge M
M C N M ist Teilmenge von N (d.h. me M = m € N)
0 Zeichen fiir ,,unendlich®
a<b a ist kleiner oder gleich b
a<b aist kleiner als b

[l

sz 0~

| | Betrag
Il Norm

a Vektor a
0 Nullvektor

N:={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen, Ny = {0,1,2,3,...}
Z:={0,4+1,4+2,+3,...} Ring der ganzen Zahlen
Q Korper der rationalen Zahlen

R Korper der reellen Zahlen, I Intervall in R

Ry, :={x € R |z > a} fir festes a € R, analog R, R>q, Rg, und Ry,
[a,b] := {z € R| a < z < b} halboffenes Intervall mit a,b € R (oder b = c0)
lJa,b] :=={z € R | a < z < b} offenes Intervall mit a,b € R (oder Fo0)

[a,b] :={z € R| a < x < b} abgeschlossenes Intervall mit a,b € R, a < b
M, x»(R) Ring der n x n Matrizen iiber R

7 Kreiszahl a~ 3,141592653

%, f’bAbleitung7 % partielle Ableitung, & = ‘fi—f Ableitung nach der Zeit ¢
F(z)|, := F(b) — F(a)
C Korper der komplexen Zahlen

i imaginére Einheit mit i = —1
R(z) und J(z) Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl z

Das griechische Alphabet

A « Alpha, B § Beta, I' v Gamma, A ¢ Delta, E ¢ Epsilon, Z ¢ Zeta, Hn
Eta, © 6 Theta, I + Jota, K k Kappa, A A Lambda, M u My, N v Ny, = £
Xi, O 0 Omikron, IT 7w Pi, P p Rho, ¥ ¢ Sigma, T 7 Tau, T v Ypsilon, ®
o Phi, X x Chi, ¥ ¢ Psi, Q w Omega
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Grundlagen

1 Einige elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion und der natiirliche Logarithmus

x

oo
Die Ezponentialfunktion exp : R — Rso, z +— exp(z) := ) %7 ist streng
0

monoton wachsend. Thre Umkehrfunktion In: Ry — R, z In(z) heifit
natirlicher Logarithmus. Es gelten die Funktionalgleichungen

(1) exp(x +y) = exp(z)-exp(y) firallez,yeR
(2) In(zy) = In(z)+1In(y) firalle z,y € Ryg
Es ist e := exp(1) = Y02, % die EULERsche Zahl, e ~ 2,718281828. Es
gilt exp(0) = 1 = €° und In(1) = 0 sowie exp(—z) = @ fir alle z € R
und In(1) = —In(z) fiir alle z € Rx,.
A
exp(z)

// In(x)

A\

—_

Wie aus folgt, gilt exp(n) = €” fir alle n € N. Man schreibt daher
haufig auch e statt exp(z) fiir alle © € R. Es ist dann
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1 Einige elementare Funktionen 11

1) "tV =¢" . e¥ fiir alle z,y € R
Da In die Umkehrfunktion von exp ist, gelten die Umkehrbeziehungen

(3) @ =g fiir alle 2 € Rg und In(e®) =z fiir alle z € R.

Allgemeine Potenz und Logarithmus

Sei a € Rsg vorgegeben. Setze a* := e*™(®) fiir alle 2 € R. Wie man mit
Hilfe von |1 sehen kann, ist dies fiir z = n € N die iibliche Potenz a™. Fiir
a,b € Ryg und z,y € R gelten die Regeln In(a®) = zln(a) und
1 xr
a®t¥ = a%a¥ und (a")? = a®¥ sowie a”b* = (ab)* und a~* = <) .
a
Die Funktion R — Ryg,  +— a%, ist fiir ¢ > 1 streng monoton wachsend
und fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend.

x

AQ

v

Die Umkehrfunktion log, : Rso — R, z — log,(x) heiit Logarithmus zur
Basis a. Es gilt In = log, .

Potenz und Wurzel

Oben haben wir fiir festes a € R~ die Funktion x +— a® betrachtet. Nun
wenden wir uns der Potenzfunktion z +— " fiir festes r € R zu. Sie ist
fir r = n € N auf ganz R definiert. Ist n ungerade, dann ist die Funktion
fiR — R, x — x" streng monoton wachsend und besitzt eine Umkehr-
funktion uy: R = R, z — {/x, genannt n-te Wurzel, wenn n > 2 ist.

Fiir gerades n miissen wir den Definitionsbereich von f einschrinken, um
eine n-te Wurzel zu erhalten. Es ist dann die Funktion f: Ryo — R,z — 2"
streng monoton wachsend mit Umkehrfunktion us: R>o — R, z+— {/z.
Fiir beliebiges r € Rund z > 0 gilt 27" = % Ist 7 = 2 mit m,n € N und

n

x>0, sogilt 2" = Vz™.
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12 1 Einige elementare Funktionen

Sinus, Cosinus und Umkehrfunktionen

Die Funktionen R — [—1,1] , ¢ + sin(¢) und ¢ — cos(t) sind periodisch mit
Periode 27 ; d.h. es gilt sin(t + 27) = sin(¢) und cos(t + 2w) = cos(t) fiir
alle ¢ € R. Die Funktion sin ist ungerade, d.h. es gilt sin(—t) = —sin(t)
und cos ist gerade, d.h. es gilt cos(—t) = cos(t) jeweils fiir alle t € R.

cos(t) .-
// /
7
4 »
/7 3 Vt
it §7T 2w
d

Wie den obigen Graphen von sin und cos anzusehen ist, ist sin im Inter-
vall [—g, g] streng monoton wachsend und cos im Intervall [0, 7] streng
monoton fallend. Die also existierenden Umkehrfunktionen

arcsin: [—1,1] — [fg, g} und arccos: [—1,1] — [0, 7]

nennt man Arcus-Sinus und Arcus-Cosinus.

|
arcsin 7T arccos nt

Tangens, Cotangens und Umkehrfunktionen

Die Tangens-Funktion ist fir v € |—%, 7| definiert durch tan(z) := sin(z)

202 cos(z) "
Die Cotangens-Funktion ist fiir « € ]0, 7| definiert durch cot(z) := ZTZ((;?

GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN - EIN EINSTIEG, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2015



1 Einige elementare Funktionen

13

tan

cot

™

I3

Die beiden Funktionen sind in den angegebenen Intervallen streng monoton.
Die Umkehrfunktionen arctan: R — ]
man Arcus-Tangens und Arcus-Cotangens.

™ T

272

[ und arccot: R — ]0, [ nennt

£ ’ ™
arctan arceot - ———————- Lo
™
2
,,,,,,,, P
2 0

Die Betragsfunktion R — Ry(, z — |z| ist definiert durch

T

—ZT

o] = {

falls x > 0,
falls x < 0.

Sie ist stetig und im Nullpunkt nicht differenzierbar.

[

Il Il Il

A

T T T

v

-3

-2

-1

Die oben betrachteten elementaren Funktionen sind mit Ausnahme der Be-
tragsfunktion alle in dem jeweils angegebenen Definitionsbereich differen-
zierbar.
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14 2 Differenzieren und Integrieren

2 Differenzieren und Integrieren

SAuf der Genauwigkeit, mit welcher wir die
Erscheinungen ins Unendlichkleine verfolgen,
beruht wesentlich die Erkenntnis ihres Causal-
zusammenhangs. “

BERNHARD RIEMANN (1826-1866)

Wir stellen hier einige Grundlagen aus der Differenzial- und Integralrech-
nung zusammen, die wir im Folgenden immer wieder benutzen werden.
Weiteres und insbesondere Beweise finden sich z. B. in Forster [§].

2.1 Der Hauptsatz

Sei I ein Intervall in R.

Definition. Eine differenzierbare Funktion F': I — R heifit Stammfunk-
tion einer Funktion f: I — R, falls F = f gilt.

Ist F' eine Stammfunktion einer Funktion f, so ist auch F + ¢ eine Stamm-
funktion von f fiir jede konstante Funktion ¢ (denn eine konstante Funk-
tion hat die Ableitung 0). Ist G eine weitere Stammfunktion von f, so ist
G = F+c, d. h. je zwei Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur um
eine konstante Funktion, (denn aus (G — F)' = 0 folgt G — F = ¢).

Hauptsatz. Sei f: I — R eine stetige Funktion, und sei xo € I .
1) Die Funktion F': I — R, x +— f;o f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

2) Fiir alle xg,x1 € I und jede Stammfunktion F von f gilt

/wlf(w) dx = F(x1) — F(xo) =: F(x)

T

zo

Das Ergebnis einer Integration lésst sich also iiberpriifen, indem man es
differenziert. Dabei muss dann die Funktion herauskommen, die unter dem
Integralzeichen steht. Man nennt eine Stammfunktion F' von f auch ein
unbestimmtes Integral und schreibt [ f(z)dz = F(x) + ¢ mit einer Kon-
stanten ¢ € R. Falls wir nur an einer speziellen Stammfunktion interessiert
sind, schreiben wir im Folgenden die Konstante nicht mit.
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2.2 Regeln beim Differenzieren 15

2.2 Regeln beim Differenzieren

Sei D C R und A € R. Fiir Funktionen f,g: D — R sind deren Summe
f+9: D — R, das skalare Vielfache \f: D — R und deren Produkt
fg: D — R durch die folgenden Abbildungsvorschriften definiert:

(f+9)(x) = f@) +g(z), (Af)(x):=Af(z) wnd (fg)(z) := f(z)g(x)

fir alle z € D. Sind die Funktionen f,¢g: D — R im Punkt x € D dif-
ferenzierbar, so sind auch die Funktionen f + g, Af, fg: D — R in x
differenzierbar, und fiir die Ableitungen gelten die folgenden Regeln

Linearitit: (f+4+9)(z)=f'(x)+¢' () und (Af)'(z)=Af"(x),
Produktregel: (fg) (z) = f'(z)g(x) + f(z)g'(x).

Es sei nun g(x) # 0 fiir alle x € D. Dann ist der Quotient 5: D — R durch
die Abbildungsvorschrift (5)@) := L&) fiir alle 2 € D definiert. Sind die

g(x)
Funktionen f,g: D — R im Punkt = € D differenzierbar, so ist auch die

Funktion %: D — R in z differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt die

"(2)g(x) — f(x)g'(x)
g(x)? '

Seien f: D — R und g: F — R Funktionen mit f(D) C E. Dann ist deren
Kompositum go f: D — R (auch verkettete Abbildung genannt) durch die
Abbildungsvorschrift (g o f)(x) := g(f(z)) fir alle € D definiert. Die
Funktion f sei im Punkt z € D differenzierbar, und die Funktion g sei im
Punkt f(x) € FE differenzierbar. Dann ist auch die Funktion go f: D — R
in z differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt die

Kettenregel: (g0 f)'(z) = ¢/ (f(x)) - f'(x).

Jede streng monoton wachsende oder fallende Funktion f: D — R hat eine
Umbkehrfunktion, d. h. eine Funktion us: f(D) — R so, dass (uso f)(z) =z
fir alle € D und (f o us)(y) = y fiir alle y € f(D) gilt.

Sei I ein Intervall in R, und sei f: I — R eine streng monoton wachsende
oder fallende, stetige Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion us: f(I) = R
stetig. Ist f im Punkt a € I differenzierbar und ist f/(z) # 0, so ist die
Umbkehrfunktion uy : f(I) — R im Punkt f(x) differenzierbar, und fiir die
Ableitung gilt die

Umkehrregel: v (f(z)) =

Quotientenregel: (§>/($) — f

fi(z)
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16 2 Differenzieren und Integrieren

Beispiel. Die Tangens-Funktion tan: ]—5, 5[ — R ist stetig und streng

monoton wachsend. Fiir die Umkehrfunktion arctan R — }—f 7[ gilt

202
nach Umkehrregel arctan’ (tan (z)) = Mit y = tan (x)

1
tan’ (m) 1+tan2( )"

folgt arctan’ (y) = 1+ —— fiir alle y € R.

Den folgenden Satz werden wir in Abschnitt anwenden.
Satz 1. Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion mit stetiger Ableitung.

Wenn f'(x) # 0 fir alle x € I gilt, dann besitzt f eine differenzierbare
Umkehrfunktion up: f(I) - R.

In der Literatur wird meist die Bezeichnung f~! statt uy fiir die Umkehr-
funktion benutzt, was aber leicht zur Verwechslung der Umkehrfunktion
mit der Funktion % fiihren kann und hier vermieden werden soll.

2.3 Ableitungen elementarer Funktionen

f(z) = ¢ konstant =  f'(z)=0

flx) =™ fﬁrnEZ r#0,fallsn <0 = f'(x)=na" !
Beispiel: f(z) =+ =2~ ! firx #0 = flla)=—-%
flx)y==2" furreR x>0 = fl(x)=ra"!
Beispiel: f(z) = vz =22 fiir z > 0 = fl(z)=5%=
flz) =e" — fl@)=e¢"

f(z) =1In(z) fir x > 0, = flla)=1

f(z) =1In(—z) firx <0 =  flla)=1

f(z) = sin(z) = f/(z) = cos(x)
f(z) = arcsin(x) fir z € |-1,1] = f'(x)= \/1177
f(z) = cos(z) = f'(z) = —sin(z)
f(z) = arccos(zx) fir z € |—1,1] = f'(zx)= \/1_}7
f(z) =tan(z) firx € [-5, 5] = f'(z) =1 +tan®(x)
f(x) = arctan(z) = f'(z)= 1_’_11,2

2.4 Regeln beim Integrieren

Seien f,g: [a,b] = R stetige Funktionen. Dann gelten folgende Regeln.

Fiir Integralgrenzen: [ f(z)dz =0 und [;' f(z)dz=— f f(z
sowie f; f(@)de = [T f(z)dx+ fc f(z)dx fur c € la,b].

Linearitt: ff(f +9)(z)dr = f: f(x)dx + f;g(a:) dx
und f;()\f)(x) dr = )\fab f(z)dz fir X eR.
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2.5 Einige unbestimmte Integrale 17

Monotonie: f(z) < g(x) fiir alle z € [a,b] = f; flz)de < f; g(z)dz,
also auch ‘ff () dx‘ < [P1f ()] da.
Partielle Integration: f; fx)g (x)dr = f(x | - f f(z
falls f und ¢ differenzierbar sind und Stetlge Ableltungen haben
Beispiel 1. Sei [a,b] C R>0

Es ist f In(z dx—f In(z 1dx—f f(z)g' (z) dz mit f(z) = In(z) und
g(x)=1. Esfolgtf():;undg fldx—x

Partielle Integration ergibt f In(z)dx = f(z | - f (= =
In(z )1:|Z ff;;xdx = (In(z)z — ) |Z

Exemplarisch beweisen wir die

Substitutionsregel: fbf(g(x)) g (z)dx = g}b)f(u) du, falls g: [a,b] — R
differenzierbar mit stet(;ger Ableitung und fA: g([a,b]) = R stetig ist.
Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

(Fog)(x)=F'(9(x)) ¢'(x) nach Kettenregel
=flg(@)g'(x)  daF' =F.

Hieraus und durch zweimaliges Anwenden des Hauptsatzes in - folgt:

b)
ff (x)dr = (Fog)(z |— fqg((a O
2
Beispiel 2. Es ist / COS(?T - =) dz = / flg (z)dx mit
1 T 1
glz)=m—L =u alsog'(z) = & und f( ) = cos(u). Nach Substitutions-
2 ™
g 1y 1 B z
regel folgt / cos(7r - 7) — dx = /2 cos(u)du =sin(u)|  =1-0=1
1 T/ T 0 0

2.5 Einige unbestimmte Integrale

Bei einem unbestimmten Integral [ f(z)dz ist stets im Auge zu behalten,
dass iiber einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] integriert wird und
insbesondere die Funktion f dort definiert sein muss. Beim Integral [ % dx
bedeutet dies zum Beispiel, dass fiir das Integrationsintervall I C R+ oder
I C Reg gelten muss oder dquivalent 0 ¢ T ist. Es ist

1 | falls I C R
/f dr = n(z) A LC RS0 Jas heit Jidr=In|z| falls 0 ¢ I.
In(—z) falls I C Reg .
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2 Differenzieren und Integrieren

[ f(x)de = F(a:)

Probe: F'(z) = f(z)

[arde =2 +1 Fl(z) = 2 - g1l = g
n#-1,und0¢ 1, fallsn<—1

fxr dx = f:; F/(LL') _ :i% s e SRS
r# —1,und I C Ry

fﬁdm:fx%dngvx?’,lcl{%w Fl(z) =2 Spi=x

et dx =e" Fl(z)=¢€"

[ e dx = Le™ mit a € Ry F'(z) = Lae™™ ="

[ In(z dx—ln( Jr —x F'(z) = 22+ In(z) — 1 = In(x)
fsm dx = — cos(x) F'(z) = —(—sin(z)) = sin(z)
J cos(x) dx = sin(x) F'(x) = cos(x)

Ji Wl(x) dr =tan(z) fir I C [-3, 5] | F/(z) =1+ tan*(z) = COS%(l)
[ 125z do = arctan(z) F'(2) = 02

[ cot(z) dz = In(sin(z)) fir I C |0,7[ | F'(z) = Sinl(x) cos(z) = cot(x)

2.6 Aufgaben 1,2

2

€ 1
Aufgabe 1. (a) Man berechne / 1n(x)v dzx mit Hilfe der Regel fiir
1 x

die partielle Integration.
22

2

2

N
an berechne cos(Z — T) 2 dr mittels Substitutionsregel.
b) Man berech
0

Aufgabe 2

(a) Man leite die Regel fiir die partielle Integration mit Hilfe

des Hauptsatzes in aus der Produktregel her.

(b) Sei g: [a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung, und es sei
g(x) # 0 fiir alle z € [a,b] . Man zeige mit Hilfe der Substitutionsregel

die Logarithmusregel:

[

b
dz = Ing(x)|
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3 Grundlegende Begriffe 19

3 Grundlegende Begriffe

3.1 Was verstehen wir unter einer DGL?

Definition 1. Sei D C R"*2. Eine gewdhnliche Differenzialgleichung (ab-
gekiirzt DGL) ist eine Gleichung der Form

(4) F(z,y,9.y" . ..,y™) =0
mit einer unbekannten Funktion y = y(z) und einer Funktion F': D — R,
(z,y,21,...,2n) — F(z,y,21,...,2,) in n+2 Verénderlichen. Die Ordnung

einer DGL ist die Ordnung n der hichsten in vorkommenden Ableitung
von .

Beispiele. (i) Die Gleichung x%y” +xy —y = 0 ist eine DGL 2.Ordnung,.
(ii) Die Gleichung y'—y?—22% = 0 ist eine DGL 1. Ordnung (Riccati-DGL).

Definition 2. Eine Lisung einer DGL ist eine auf einem Intervall I C R
definierte n-mal differenzierbare Funktion y: I — R mit den Eigenschaften

(a) Bsist (z,y(x),y'(x),...,y"(x)) € D fiir alle z € I.
(b) Es gilt F(x,y(z),y (x),...,y™ (z)) =0 fiir alle z € I.
Das Intervall I nennt man auch Ldsungsintervall.
Beispiele. (i) Die DGL 22y” + 2y’ —y = 0 hat die Losungen y; (x) =

==
und yo(x) = %fﬁerRx).Probe: ylzx:>yi:1undy'1’:0:1>

x2y/1/+xy1 y1=22-0+z-1—2 =0 / Probe: yQ:% = yp=-5
B R e S S € SO T e DO

Wie kommt man zu den Losungen? Es handelt sich um eine sog. Fuler-
DGL. Dafiir wird spéter ein allgemeines Losungsverfahren angegeben.

(i) Die Riccati-DGL 3y’ —y?—2? = 0 ist nicht durch elementare Funktionen
losbar, vel. dazu [13], S.69].

Eine DGL braucht gar keine Losung zu besitzen, wie z.B. |y/| + 22 = 0,
oder hat nur genau eine Losung wie z.B. (y')? + y = 0. Im Allgemeinen
jedoch hat eine DGL der Form unendlich viele Losungen, die jeweils
von n Parametern ci,...,¢, € R abhéingen. Die Parameter lassen sich
bestimmen, wenn Anfangsbedingungen wie in Definition 3 vorgegeben sind.

Definition 3. Man spricht von einer Anfangswertaufgabe (oder einem An-
fangswertproblem), wenn eine Losung y = y(z) einer DGL der Ordnung
n ermittelt werden soll, die an einer vorgeschriebenen Stelle £ € [ die
Anfangsbedingungen y(€) = n1, y'(€) = n2, ...,y (€) = 9, mit vorge-
schriebenen 71, ...,n, € R erfiillt.
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20 3 Grundlegende Begriffe

Wir werden spéter allgemeine Voraussetzungen formulieren, unter denen
eine Anfangswertaufgabe genau eine Losung besitzt. Dabei wird die DGL
in der unten stehenden expliziten Form vorliegen.

Definition 4. Eine DGL heifit ezplizit, wenn sie die folgende Form hat:
(5) y ™ = flzy g,y
Beispiel. y' = f(z) wird, falls f stetig, durch y(z) = [ f(z)dz geldst.

Nicht jede DGL der Form ldsst sich in die Form bringen. Explizite
DGL sind in der Regel einfacher zu l6sen als sog. implizite DGL wie z.B.
die DGL (y")? — 2y’ +y = 0, auf die wir noch in eingehen werden.

3.2 Lineare DGL

Sei I ein Intervall in R und seien ag, . ..,a,,b: I — R stetige Funktionen.
Definition. Eine lineare DGL der Ordnung n ist eine DGL der Form
(6) an () Y™ + an_1(2) y" Y + - ag(x)y = blz).

Eine lineare DGL heifit homogen, falls b(x) = 0 ist fiir alle z € I und andern-
falls inhomogen. Die Normalform einer linearen DGL hat die Gestalt

(7) y™ 4+ an—1(x) gD 4 ap(z)y = b(z).

Sind die Koeffizienten a,,, ..., ag nicht variabel, sondern Konstanten in R,
so spricht man auch von einer linearen DGL mit konstanten Koeffizienten.

Wir werden hauptséchlich lineare DGL in der Normalform (4) behandeln.
Denn an Stellen x € I, an denen a,(x) = 0 ist, treten sog. Singularititen
auf, die dann gesondert betrachtet werden miissen.

Bemerkung. Die zur Normalform gehorende homogene DGL
(8) Y™ +an-1 @)y 4 ao(e) y =0

hat stets eine Losung, nimlich die Nullfunktion yg mit yo(z) = 0 fiir alle
rel.

Wir werden zeigen, dass die Losungen von einen n-dimensionalen R-
Vektorraum Ly, bilden, wobei Addition und skalares Vielfaches wie in [2.2
definiert sind. Wenn {y1,...,yn} eine Basis von L, ist, so ldsst sich also
jede Losung y(z) von (8) als Linearkombination

(9) y(x) = ayi(@) + - + cayn(@)

mit Konstanten cq,...,c, € R schreiben.
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3.3 DGL-Systeme 21

Man nennt dann y(x) auch die allgemeine Lisung von , und eine Basis

des Losungsraums Ly, wird ein Fundamentalsystem von Lésungen genannt.
Beispiel 1. Sei I = R (. Multiplizieren wir das Beispiel z2y"+xy'—y = 0
aus mit %, so erhalten wir die Form , niamlich y” + %y’ — x%y =0.
Da die Losungen y;(z) = z und y2(x) = 1 Tinear unabhéngig sind, erhalten
wir als allgemeine Losung y(z) = ciz + ¢z +.

Beispiel 2. Die DGL y” + y = 0 auf der Titelseite hat die allgemeine
Losung y(z) = ¢ sin(x) + ¢2 cos(x) , wie man leicht nachpriift.

Wir bestimmen nun die Konstanten ¢y, ¢y aus den auf der Titelseite vorge-
gebenen Anfangsbedingungen y(0) =0 und y'(0) = 1.

Es ist 0 ;y(O) =c¢18in(0) + caco8(0) =c1 -0+ c2-1=ca, also cg =0. Es
ist y'(z) = ¢1 cos(x) — casin(x) und daher 1 = y'(0) = ¢; . Die Losung der
Anfangswertaufgabe ist also y(z) = sin(x).

Fin allgemeines Kriterium fiir die lineare Unabhéngigkeit von Lésungen
einer homogenen linearen DGL der Form werden wir noch kennenlernen.

3.3 DGL-Systeme
Definition. Ein explizites System von n DGL 1. Ordnung hat die Form

yi = fl(Iayla"'ayn)
yé = f2(x7y1v-~-ayn)

y;;, = fn(xvyla o 7yn)

wobei fr: D — R fiir £ = 1,...,n stetige Funktionen auf einer Menge
D C R x R” sind. In Vektorschreibweise hat das System die Form
(10) 7 = flz.9)

wobei f: D — R™, (2,7) = (fi(2,7),-- -, fala, 7)) mit § = (y1,-..yn)
und ¥ = (yq,...,v,) gelte. Eine Ldsung des Systems ist eine auf
einem Intervall I C R differenzierbare Funktion 3: I — R"™ mit den Eigen-
schaften

(z,§(x)) €D und §'(z) = f(z,i(z)) firale z€1.

Ist fiir das System eine Anfangsbedingung §(§) = 7 mit (§,7) € D
vorgegeben, so haben wir es mit einer Anfangswertaufgabe (oder einem
Anfangswertproblem) zu tun. Achtung: Die Buchstaben yi,ys,... haben
hier bei den Systemen eine andere Bedeutung als bei den DGL.
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Bemerkung. Eine explizite DGL y™ = f(z,9,%/,...,y™ ) der Ord-
nung n, vgl. 7 kann stets wie folgt als ein spezielles System der Form
aufgefasst werden: Wir setzen y1 = v, y2 == v/,..., yp = y» .
Dann ist i/, = ¥ = f(x, ) und wir erhalten das System

—

11)  §'=flz,5) mit f: DR (2,9) = (Yo, Yn, f(2,7))

oder ausgeschrieben das System

yizyz
Yy = Y3

y’I/’L :f<x7y1a"'ayn)'

Wir nennen dieses System auch das zur DGL y™ = f(z,y,y/, ...,y D)
gehorige System.

Ist : I = R", 2z — (y1(x),...,yn(x)) eine Losung des zugehorigen Sys-
tems, so ist y; () eine Losung der DGL y™ = f(z,y,v/,...,y"V).

Ist umgekehrt y: I — R eine Losung der DGL y™ = f(z,y,y/,...,y"Y),
so ist #(z) = (y(z),y'(x), ...,y Y (x)) eine Losung des zugehsrigen Sys-
tems.

Anfangsbedingungen y(&) = 1, ¥'(&) = n2, ...,y V() = n, fir die
DGL y™ = f(z,y,%/,..., y V) gehen iiber in die Anfangsbedingung
y(&) = 7 mit 7 = (n1,...,n,) fir das zugehorige System. Losungen von
Anfangswertaufgaben entsprechen sich analog wie oben.

Beispiel. Wir betrachten die DGL y” = Ly — 1y aus Beispiel 1 in
mit den Lésungen y(z) = z und §(z) = 1. Hierzu gehért das System

Y1 =192
L, 1
Yo sz 1 xy?

mit den Lésungen ¢ (z) = (z,1) und y3(z) = (2, —2) fiir z € Ryy.

x

Die obige Bemerkung ist sehr wichtig, denn Aussagen, die wir fiir ein ex-
plizites DGL-System beweisen, gelten dann automatisch auch fiir eine
explizite DGL n-ter Ordnung der Form .
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3.4 Lineare DGL-Systeme

Definition. Ein explizites lineares System 1. Ordnung hat die Form

Yy = a1 (x)y1 + -+ an(z) yn + b1 ()
Yy = a1 (@) y1 + - + a2n () Yn + ba(2)

y;L = anl(x) Y1+ + ann(x) Yn + bn(x)a

wobei a;j, bj: I — R fiir 7,7 = 1,...,n stetige Funktionen sind.
In Matrixschreibweise hat das System die Form

—

(12) y'=A(x)j+b(z),

wobei A: I — Mpxn(R),z — (a;(x))1<i,j<n und b: I — R™ stetig sind.
Sind alle Funktionen a;; konstant und ist also A € My, x»(R), so spricht man
von einem linearen System mit konstanten Koeffizienten. Ausgeschrieben
bedeutet die Matrixgleichung

/

4 ain(z) ... aip(z) Y1 b1(x)
=l A
Yo, an1(z) ... app(x) Un b ()

Ist l;(x) =0 fiir alle z € T, so heift homogen und andernfalls inhomo-
gen.

Beispiel. Das Beispiel aus liisst sich schreiben als ¢/ = A(x)¢ mit
A(IE): <(1) _11> fﬁrx€R>0.

2 T

1
Schreibt man die Lésungen als Spalten, yi () = (T) und y3(x) = ( z ) ,
T x?

so zeigt die folgende Probe die Richtigkeit der Losungen: Es ist

0 1)\ /[z 1 " 0 1 1 —% o

1 1)l )= lg)mmad (o0 o) () =( 2" )=

2 T 2 T 2 3
Bemerkung. Die Losungen des zu gehorigen homogenen Systems
(13) g = Ax)y

bilden einen n-dimensionalen R-Vektorraum Lj, wie wir zeigen werden.
Ist {y1,...,Yn} eine Basis von Ly, so ist die allgemeine Lisung von
gegeben durch ¢(z) = c1yi(z) + -+ + cpyn(x) mit ¢q,...,c, €R.
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3.5 Aufgaben 3-6
Aufgabe 3. (a) Man bestiitige durch eine Probe, dass die DGL

2 2
y”—fy’+—2y=0
x X

auf Rsq die allgemeine Losung y(z) = ¢z + c22? mit Konstanten
c1,co € R besitzt.

1

(b) Welche Losung hat die Anfangswertaufgabe y
y(1)=1und y'(1) =07

*%y/er%y:O mit

Aufgabe 4. Man lose die Anfangswertaufgabe y' = 1 + % mit y(1) =e
auf dem Intervall R+ und bestétige das Ergebnis durch eine Probe.

Aufgabe 5. Man lose die Anfangswertaufgabe 3’ = sin(g:) 2 mit y(0) =1
und bestétige das Ergebnis durch eine Probe. (Das Losungsintervall ist
dabei anzugeben.)

Aufgabe 6. Seien s,a € Ry Konstanten, und sei x € Rs . Die Michaelis-

Menten-Funktion
ST

:M =
Yy (z) Tt a

tritt u. a. als Dosis- Wirkungsfunktion von Medikamenten auf.

(a) Man bestitige durch eine Probe, dass die Michaelis-Menten-Funktion
2
die DGL ¢’ = %% erfiillt.

(b) Man zeige, dass sich die Wirkung y = M (z) mit wachsender Dosis x

einer Sittigung s nithert, dass also lim M(xz) = s gilt.
T—r00

(¢) Woran kann man erkennen, dass M (z) streng monoton wéchst?

3.6 Erlauterungen von Sven Jiger zum Titelbild

Auf dem Titelbildﬂ wird ein graphisches Verfahren zur Integration von
Differenzialgleichungen zweiter Ordnung mittels Kriimmungskreisen dar-
gestellt. Es geht auf ein Verfahren des britischen Physikers Lord Kelvirﬂ
zuriick. Dabei wird die Losungskurve durch Kreissegmente angenéhert.

1Die Darstellung wurde 1904 von Rudolf Schimmack angefertigt.
2William Thomson, 1. Baron Kelvin (1824-1907) verwendete in [19] eine verwandte
Methode fiir die Kapillaritidtsgleichung.
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3.6 Erlduterungen von Sven Jiger zum Titelbild 25

Gegeben sei die gewohnliche explizite Differenzialgleichung

(14) y' = flx,y,9),

fiir die eine Losungskurve y; mit y1(zo) = yo, yi(xo) = do konstruiert
werden soll.

Fiir z € R sei 7(z) € |—%, 5[ der kleinere Winkel zwischen der Tangente
an die Kurve y; an der Stelle x und der z-Achse, wobei das Vorzeichen des

Winkels mit dem der Tangentensteigung iibereinstimme. Dann gilt:

(15) yi (x) = tan(7(2))
und an Stellen, an denen die Kriimmung ungleich 0 ist:

, - 1
(16) T = s @)

wobei p(z) der gerichtete Radius des Kriimmungskreises an y; an der Stelle
x ist. p(x) ist positiv, falls der Kriimmungskreismittelpunkt oberhalb von
y1 liegt und ansonsten negativ.

Herleitung. Um die beiden Ableitungsformeln nachzuvollziehen, verwenden
wir die Definition der Ableitung als Limes von Differenzenquotienten. Es
ergibt sich

yi(z +h) —yi(z) abb. 1

(@) = lim . 2 i tan (7 (2)) = tan(r (2)),

wobei 75, der Winkel der Sekante durch die Stellen 2 und x + h ist.

)

yi(z+h) —yi(z)

Th(2)

T r+h

Abb. 1: Veranschaulichung von Gleichung
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Fiir die zweite Formel sei 7! eine lokale Umkehrfunktion von 7 bei z

(existiert, da Kriimmung ungleich 0 ist), sei [, @+ €] im Definitionsbereich
von 77! enthalten, seien x¢ := 771 (a), z. := 7 }(a + ¢) und sei ng die
Normale von y; an der Stelle z, sowie n. die Normale an der Stelle z..
Sei weiter S, der Schnittpunkt von ng und n. und sei p(()s) der Abstand
von S. zu (g, y1(x0)) und pge) der Abstand von S¢ zu (z,y1(zc)), wobei
das Vorzeichen jeweils angibt, ob S, oberhalb oder unterhalb von y; liegt.
Dann gilt:

Te — T

(7Y (@) = lim T

o o) sin(a +¢) — ((3 $) sin(a)

Abb. 2: Veranschaulichung von Gleichung

Von der Gleichheit () iiberzeugen wir uns, indem wir von unten und oben
abschéitzen. Sei dazu p1 ) e {po ,p(a)} der Kleinere und p{& € {po ,p(a)}
der grofiere Wert. Ist ¢ > 0, so ist M > 0, da der Sinus im
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3.6 Erlduterungen von Sven Jiger zum Titelbild 27

Intervall (—7, ) monoton steigt. Deshalb gilt dann:

(ey  sin(a+¢) —sin(a) . pS) sin(a +¢€) — p(()s) sin(a)
|

~
~—~ € £
e—0
—p(x0) ﬂ)cos(a)
< sin(o + €) — sin(«)
~—~ 9
=% p(wo) 0

—cos(a)

Den Fall ¢ < 0 behandelt man genauso. Die Behauptung folgt schlieffich
aus der Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion. O

Somit gilt fiir y{ an allen Stellen x mit y{(z) # 0:

(2) 2 (tan(r)) (2) = ————7'(z —
T ey

Dies fithrt zusammen mit zu der folgenden Formel fiir den Kriimmungs-
kreisradius in Abhéingigkeit von den Koordinaten und dem Winkel zwischen
Kurvenrichtung und z-Achse:

1
cos? (7_) : f(xa Y, ta‘n(T)) .

p:

An Stellen, an denen der Nenner eine Nullstelle hat, ist die Kurve nicht
gekriimmt.

Das Verfahren funktioniert nun folgendermaflen: Zuerst wird der Kriim-
mungskreisradius pg im Startpunkt Py = (2, yo) berechnet und der Kriim-
mungskreismittelpunkt My im Abstand pg in zur Kurvenrichtung senkrech-
ter Richtung eingezeichnet — fiir p > 0 oberhalb, fiir p < 0 unterhalb von
Py. Anschlielend wird mit dem Zirkel ein Kreisbogensegment mit hinrei-
chend kleinem Winkel ag durch P, aufgetragen, dessen Ende der Punkt
Py ist. An diesem wird erneut der Kriimmungskreisradius p; aus den Ko-
ordinaten von P; sowie dem Winkel 7y + ag bzw. 79 — o berechnet, der
Kriimmungskreismittelpunkt M; eingetragen und als Basis fiir die Kon-
struktion des néchsten Kreissegments verwendet und so weiter. Hat in ei-
nem Schritt der Nenner eine Nullstelle, so wird die Losung an dieser Stelle
durch ein Geradensegement approximiert.
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Abb. 3: Durchfithrung des Verfahrens

In obiger Darstellung wurde das Verfahren fiir das Anfangswertproblem
vom Titelbild wiederholt. Dabei wurde mit einem Geradensegment der
Lénge % begonnen und anschlieflend die Winkel 5°,10°,20°, 20°,20°, 20°
und 10° verwendet und es traten Kriimmungskreisradien von ungefiahr 5.7,
2.2, 1.9, 0.8, 0.8, 1.4 und 4.6 auf.

Das Verfahren lésst sich noch verbessern, indem nach der Konstruktion ei-
nes Punktes P;y; nicht sofort mit der Konstruktion des niachsten Punktes
fortgefahren wird, sondern der letzte Konstruktionsschritt mit Kriimmungs-
kreisradius Lgi“ wiederholt wird. Dadurch erh&lt man einen neuen Punkt
P ;. Natiirlich ergibt sich an diesem Punkt auch wieder ein neuer Kriim-
mungskreisradius pj,,, mit dem entweder P, konstruiert werden oder
noch ein Verbesserungsschritt fiir P;1; durchgefiithrt werden kann. Diese
Verbesserungsschritte konnen so lange wiederholt werden, bis sich die Er-
gebnisse kaum noch unterscheiden.

Eine ausfiihrliche Beschreibung des Verfahrens wird in [29] gegeben; [25]
enthélt eine Zusammenstellung seiner Anwendungen und in [20] findet sich
eine Abwandlung zur Bestimmung des Linienbildes der Lésung einer Diffe-
renzialgleichung hoherer Ordnung.
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DGL erster Ordnung

4 Explizite DGL

Wir unterscheiden in diesem Kapitel zwischen verschiedenen Typen von
expliziten DGL 1. Ordnung und leiten dafiir Lésungsmethoden her.

4.1 DGL mit getrennten Variablen y’ = f(x)g(y)

Seien f: I - R,z +— f(z) und g: J —» R, y — g¢(y) stetige Funktionen
auf Intervallen I und J in R. Es gelte g(y) # 0 fiir alle y € J. Betrachte
eine DGL mit getrennten Variablen, d.h. eine DGL der Form

(*) Y = flx)g(y).

Schreiben wir diese als g—g = f(x)g(y), so folg ﬁ g—g =

formal zu ﬁ dy = f(z) dz umformen kann. Es folgt

(44) /g(ly)dy—/f(x) de |

Man hat nun die Gleichung (x*) nach y aufzuldsen, um eine Losung y(x)
von (*) zu erhalten.

f(z), was man

Beispiel 1. Sei f(z) = cos(z) fir x € R und g(y) = y fiir y € Ryg. Zu
losen ist die DGL y' = cos(z)y. Wir formen die DGL formal zu

/édy = /cos(x) dx

um. Integrieren auf beiden Seiten ergibt In(y) = sin(z) + ¢ mit einer Kon-
stanten ¢ € R. Um diese Gleichung nach y aufzulésen, wenden wir auf
beiden Seiten die Umkehrfunktion von In an und erhalten y(z) = es™(®)+e,
Probe: y = e5"(@)+¢ — o/ = cos(2)es"(®)+¢ = cos(z)y nach Kettenregel.
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Ist die Anfangsbedingung y(7) = 1 gegeben, so ist y(m) = %7¢ = ¢¢ < 1,
also ¢ = In(1) = 0. Wir erhalten y(z) = e5(®) als Losung der Anfangswert-
aufgabe. Es gibt noch eine weitere Moglichkeit, diese Losung zu erhalten:

Y1 T
Wir 1osen die Gleichung / —du = / cos(t) dt nach y auf. Dies ergibt
U

1 ™
In(y) — In(1) = sin(z) — sin(7) und also In(y) = sin(x). Daraus folgt direkt
y(x) = 5@ als Losung der Anfangswertaufgabe.

1
Wie durch die Vorschrift ,, Lise die Gleichung / ) dy = /f(x) dz nach

y auf“ tatsichlich stets eine Losung der DGL ¢/ = f(z)g(y) mit getrennten
Variablen entsteht, zeigt der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 2. Seien I und J offene Intervalle in R sowie f: I - Rundg: J - R
stetige Funktionen mit g(y) # 0 fir alle y € J. Ferner sei xg € I und
yo € J. Dann gibt es ein Intervall Iy C I mit xg € Iy und genau eine
Lésung y: In — R der DGL y' = f(x)g(y) mit y(zo) = yo -

Beweis. FEzistenz: Definiere Stammfunktionen G von % und F' von f durch

Yy T
Gly) = / ﬁdu fiir alle y € J und F(z) = / f(t)dt fiir alle z € I,
Yo To

vgl. den Hauptsatz in Da G'(y) = ﬁ # 0 fiir alle y € J ist, besitzt G
nach Satz |1|in [2.2] eine differenzierbare Umkehrfunktion ug: G(J) — R.

Es ist G(yo) = 0 = F(zo), vgl. Da also G(J) ein Intervall ist, das den
Punkt F(z¢) enthélt und F stetig ist, gibt es ein Intervall Iy um zy mit
F(Iy) C G(J). Daher ist das Kompositum y := ug o F auf Iy definiert, und

es gilt y(z) = ug(F(x)) fir alle z € I . Hieraus folgt
G(y(x)) = F(x) fiir alle z € I,

da G die Umkehrfunktion von u¢ ist. Differenzieren auf beiden Seiten ergibt
nach Kettenregel G'(y(x))y'(x) = F'(z), und da es sich bei G und F um

Stammfunktionen von % und f handelt, folgt my’ (z) = f(z), was

y'(z) = f(z)g(y(z)) fir alle x € Iy ergibt. Die Funktion y ist also eine
Losung der DGL mit getrennten Variablen auf dem Intervall I. Es ist
y(zo) = ug (F(w0)) = uc(G(yo)) = yo -

Eindeutigkeit: Sei z: Iy — R eine weitere Losung mit z(xg) = yo. Da 2
eine Losung ist, gilt 2/(z) = f(x) g(2(z)) und also f(z) = g?;((?)) fiir alle
x € Ip. Nach Definition von F und G sowie nach Substitutionsregel mit
der Substitution u = z(t) ergibt sich fiir jedes x € I die Gleichungskette

T z z(x)
F(x)/maf(t)dt/mg(z((?))dt/yo ﬁu)du:G(z(ae)).
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Aus F(z) = G(2(z)) folgt nun z(z) = (ug o F)(z) = y(z). O

Beispiel 2. Zu losen ist die Anfangswertaufgabe y' = y3 e=3% mit y(0) = 1.
1. Methode: Es ist [ y%dy = [e 3 dx, woraus —3y~2 = —Le 73 4 ¢

folgt. Multiplikation mit —2 auf beiden Seiten ergibt y=2 = %e_?’z — 2c.
Anwenden der Umkehrfunktion von y~2 auf beiden Seiten ergibt die Losung

2 -3 1
y(z) = (f e 3 —2c> = derDCGL y =yBe 3 firz R
3 %6*31 —2¢
und y € Ryo.
Esist y(0) = (3 — 2¢)" 2 <1 also 2 2 —2c =1 und daher 2c = —3 . Es folgt
1
als Losung der Anfangswertaufgabe y(r) = ——— fiir alle z € R.
N
Probe: L 5
Y= (2 -3z + ) 2 y/ _ _%(%6—3:8 + %)_5 . (_26—390) — e—Sxy3 v
2. Methode: Es ist [/ %du = [y e 3 dt, woraus —3 25| Y= = -1 *3t|g
folgt. Also gilt — 1 12 +3 e 1 -3z 5 . Multiplikation mit —2 auf beiden
Seiten erglbt == —1= 2 ’3“’ — % und also y% = %e’sm + % Anwenden

der Umkehrfunktlon von y—z auf beiden Seiten ergibt die Losung y(z) =
1
2o—3zy 1
e " +t3
Bei beiden Methoden ist zu beachten, dass y > 0 sein soll, und deswegen
tritt nur die positive Wurzel als Losung auf.

der Anfangswertaufgabe.

Bemerkung. Wenn g(yo) = 0 fiir ein yo € J gilt, so ist die konstante
Funktion y: I — R,z + yo eine Losung der DGL 3 = f(z) g(y) .

Probe: y(z) = yo = y/'(x) = 0= f(z)g(y0) = f(2)g(y(z)) v

In diesem Fall ist die Losung einer Anfangswertaufgabe nicht immer ein-
deutig. Sei zum Beispiel J = R und 3 = {/%2 mit y(2) = 0. Dann ist neben
der konstanten Funktion y(z) = 0 auch die Funktion ys(z) = 5 (z — 2)?
eine Losung der Anfangswertaufgabe. Es gibt sogar unendlich viele weitere
Losungen mit y(2) =0, vgl. z. B. [9], S. 154].

4.2 Lineare DGL ¥y’ = a(x)y + b(x)

Wir betrachten zundchst die homogene lineare DGL ' = a(x)y der
Ordnung 1. Diese ldsst sich als DGL mit getrennten Variablen behandeln,
was wir in die Ubungen verlagern. Hier beweisen wir sogleich den folgenden
allgemeinen Satz.
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Satz 3. Sei I ein Intervall in R, sei a: I — R,z — a(z) eine stetige
Funktion und sei A: I — R, z — A(zx) eine Stammfunktion von a. Dann
hat jede Lésung der DGL 3y = a(x)y auf I die Gestalt y(z) = ce®) mit
einer Konstanten c € R.

Sind xg € I und yo € R beliebig, aber fest vorgegeben, so hat die Anfangs-
wertaufgabe y' = a(x)y mit y(zo) = yo die eindeutig bestimmte Lisung

y(a) = yo el O,
Beweis. Die Funktion z(z) := ce(®) ist eine Losung, denn es ist nach

Kettenregel /() = A'(z)ce® = a(x)z(z), da A'(z) = a(x) gilt.
Sei y(z) irgendeine Losung der DGL ' = a(z)y und ¢(z) := y(z) e =A@,
Dann ist nach der Produktregel

(@) =y (@) - e y(2) - (—alz))e A"
= a(z)y(x) - e~ —y(2) - a(w)e A"
=0

und also ist () = cg eine Konstante. Es folgt ¢ = y(x) eA(*®) und daher
y(x) = co eA®) mit einer Konstanten co € R.

Um die letzte Behauptung zu beweisen, wihlen wir als Stammfunktion
von a = a(z) die Funktion A(z) = f;@ a(t)dt. Fir jede Losung y(x) der
Anfangswertaufgabe gilt dann y(z) = ce*(*) mit einer Konstanten ¢ € R
und y(zo) = yo. Hieraus folgt yo = y(x) = cet(®) = ce® = ¢ und daher
y(z) = yoeA®). O

Beobachtung. Ist a : I — R eine stetige Funktion und A : I — R eine
Stammfunktion von a , so bilden die Losungen der homogenen linearen DGL
y' = a(x)y einen 1-dimensionalen R-Vektorraum mit Basis {eA(®)} .

Beispiel 1. (Allometrische DGL) Bei der Allometrie geht es um die Veréin-
derung von GréBenverhéltnissen £ im Laufe eines Wachstumsprozesses, z.B.
wenn x die Korpergrole und y die Kopfhohe eines Menschen ist: Vor der
Geburt positiv allometrisch und danach negativ allometrisch.

Die allometrische DGL lautet: y' = k% mit einer Konstanten k € R und
z > 0. Sie ist also eine homogene lineare DGL y' = a(z)y mit a(z) = % fiir
alle z € R+ . Eine Stammfunktion von a(z) ist A(z) = kIn(z). Nach Satz[3]
hat die DGL die Losung y(z) = ce(®) = ceF(*) = cz*. Diese beschreibt
die Proportionsverschiebungen bei gewissen Wachstumsprozessen, vgl. [13]
S.891]. Die Konstante k wird auch allometrischer Exponent genannt.

Variation der Konstanten: Betrachte nun die inhomogene lineare DGL

y' = a(2)y + b(x).
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Die zugehorige homogene DGL y' = a(x)y hat nach Satz 3| die allgemeine
Lisung y(z) = ceA®) mit einer Stammfunktion A(x) von a(x) und einer
Konstanten ¢ € R. Der Ansatz y(z) = c(z) e, bei dem sozusagen die
Konstante ¢ variiert wird, fithrt dann zur allgemeinen Losung der DGL
Yy = a(x)y + b(x), wie sich aus dem Beweis des folgenden Satzes ergibt.

Satz iiber die Losungen von y’ = a(x)y + b(x). Sei I ein Intervall
in R, seien a,b: I — R stetige Funktionen, wobei b(x) # 0 fiir mindestens
ein x € I gelte, und sei A: I — R eine Stammfunktion von a . Dann gilt:

(a) Ist ys: I — R eine spezielle Losung der DGL y' = a(x)y + b(z), so
hat jede Léosung y: I — R der DGL die Gestalt

y(z) = ce™@ 4y (x) mit einer Konstanten ¢ € R.

(b) Jede Losung y: I — R der DGL y' = a(x)y + b(x) ist von der Form
(17) y(z) = @) /efA(z) b(x)dx .

(c) Seien zg € I und yo € R vorgegeben, und sei Ao(z) = [ a(t)dt.

Zo

Dann hat die Anfangswertaufgabe y' = a(z)y + b(z) mit y(xo) = yo
die eindeutig bestimmie Liosung

y(x) = el (yo +/ e~ Ao p(p) dt) .

Zo

Beweis. Zu (a): Sei y: I — R irgendeine Losung und ys eine spezielle
Losung der DGL ¢’ = a(z)y + b(z) . Dann gilt v, = a(z)ys + b(x) und also
(y—ys) =y —y; = a(@)y+b(z) — (alx)ys +b(x)) = a(z) (y—ys) . Somit ist
y — ys eine Losung der homogenen linearen DGL ¢y’ = a(z)y. Nach Satz
ist daher y(x) — ys(x) = ce*®) mit einer Konstanten c € R.

Zu (b): Die Funktion z(z) := eA®) . [ e=A[®) p(x) dz ist eine Losung der
DGL ¢/ = a(z)y + b(z), denn nach Produkt- und Kettenregel ist z'(z) =
a(z)eA@ . [ e A@ p(z) dx + eA®) . emADp(3) = a(x)z(x) + bz).

Sei y: I — R irgendeine Losung der DGL 3/ = a(x)y + b(x) . Da eA®) £0
gilt, kénnen wir y in der Form y(z) = eA(®)¢(z) mit einer differenzierbaren
Funktion ¢: I — R schreiben. Nach Produktregel folgt

Y (x) = A'(2)et@e(z) + 2@ () = a(ax) y(z) + AP (x).

Ein Vergleich mit der Gleichung v/(z) = a(z)y(z) + b(x) ergibt b(z) =
eA®) /() und also ¢/(z) = e~ A®) b(x). Es folgt c(x) = [ e A®) b(z) d.
Dies in y(x) = eA® ¢(x) eingesetzt, ergibt die Gleichung (17)
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Zu (c): Nach in (b) hat jede Losung der DGL 3/ = a(x)y + b(z) die
Gestalt y(z) = e@ [ ¢=A@)p(z)de. Da sich zwei Stammfunktionen

nur um eine Konstante unterscheiden, folgt hieraus

y(z) = efo@ (/ e MM b(t) dt + c)
o

mit einer Konstanten ¢ € R. Da Ag(zg) =0 ist, folgt yo = y(zo) =c. O

Beispiel 2. Man 16se die Anfangswertaufgabe 3y’ = y + 2 mit y(0) = 1.
Es ist ¢’ = a(z)y + b(z) mit a(z) =1, also A(z) =z, und b(z) = z.
Nach Satz (a): Da a(z) = 1 konstant ist, l4sst sich eine spezielle Losung
ys(x) leicht finden (vgl. z. B. [I3] S.63]), ndmlich yq(z) = —-1—=z.
Probe: y,=-1—-2 = y.=-1=-1—-ax+x=ys+a v Also
ist y(x) = ce® — 1 — x mit einer Konstanten ¢ € R die allgemeine Losung,.
Es ist y(0) = ¢ —1 < 1 und daher ¢ = 2. Dies ergibt die Losung der
Anfangswertaufgabe y(z) = 2¢* — 1 —x fiir alle z € R.

Nach Satz (b): Aus ergibt sich mit Hilfe partieller Integration y(z) =

e’ | e Pxdr =e"(—ze " —e ¥ +¢) = —x — 1+ ce” mit einer Konstanten

c € R. Wie oben ergibt sich daraus die Losung der Anfangswertaufgabe
y(z) =2¢* — 1 —z fiir alle x € R.

Nach Satz (c): Mit Hilfe von partieller Integration ergibt sich direkt
die Losung der Anfangswertaufgabe y(z) = e* 0(1 + [e "*0tdt) =
ez(1+(7te*t76*t)|g) =e"(l—ze "—e +1) = e"—a—14€e* = 2e"—a—1.
Beispiel 3. Man lose die DGL 3y = 22y + e* . Es ist y/ = a(z)y + b(x)
mit a(z) = 2z und b(z) = ¢* . Mit der Stammfunktion A(z) = 22 folgt

y(z) = eA(””)/ e A p() dx = ezg/ e e dr = e /dac =ev (x+¢)
mit einer Konstanten ¢ € R.

Beispiel 4. Man lose die DGL ¢’ = = y +3 firreRyy.

Es ist ¥’ = a(x)y + b(z) mit a(z) = 2 und b( ) = Fur A(x) = 21n
ist eA@) = @) = 22 ypd =A@ = (eln(@)=2 m27 Vgl , in
Kapitel [I] Nach Satz (b) folgt

1z 1 1
_ JA(z —A(z _ 2 _ 2
y(:c)—e()'/e ()b(x)da:fx/ 2§dx—§x /;dlﬁ

= % z? (hl(x) + c)

mit einer Konstanten ¢ € R.

2"
) =

|| s
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4.3 Bernoulli- und Riccati-DGL

Die Bernoulli-DGL ist von der Form
Y = fl@)y+g(z)y" mitreR.
Fir r =0 oder r = 1 ist die DGL linear.

Diese Falle schlielen wir hier also aus.

Wir miissen aber y > 0 voraussetzen, damit
y" fiir jede reelle Zahl r # 0,1 definiert ist.

JAKOB BERNOULLI 16541705

Die Substitution z = y'=" fiihrt zu der linearen DGL
(%) Z=1=-r)fz)z+(1-r)g)

denn aus z =y'™" folgt 2/ = (1—r)y "y = (1 —r)y " (f(@)y +g(z)y") =
(1 =r)f(z)z+ (1 —-r)g(z).

Sind f, g: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I in R, dann hat (x)
nach Satz (b) in stets eine Losung z: I — R. Durch Riicksubstitution
Yy = 2T erhilt man dann eine Losung y: Iy — R auf einem geeigneten
Teilintervall Iy von 1.

Ist eine Anfangsbedingung y(xg) = yo > 0 fiir ein xg € I vorgegeben, so ist
die Losung z: I — R von (x) durch die Anfangsbedingung z (o) = y5~ " ein-
deutig bestimmt. Ist dann Iy das groite xy enthaltende Teilintervall von I,
auf dem z(z) > 0 fiir alle x € Iy gilt, so erhilt man durch Riicksubstitution
eine eindeutige Losung y: Iy — R der Bernoulli-DGL mit y(zo) = yo -

Istr € Z undr # 0,1, so ist auch y < 0 zugelassen. Dabei ist fiir ungerades
r mit y(z) auch —y(x) eine Lisung der Bernoulli-DGL.

Beispiel 1. y = 2 y+z/y mitz > 0 undy > 0. Esist y' = f(z)y+g(z)y"
mit f(z) =2, g(z) =z und r = 3. Setze z 1=yl ™" = Yz = /Y und
erhalte die DGL (x)

:(1fr)f(x)z+(1fr)g(x):% % +% :%z+§
Diese DGL hat die Losung z = 2(%1 (z) + ) wie in Beispiel 4
ermittelt. Riicksubstitution ergibt y(z) = z(z)? = z* (5 In(z) + C>2.
Probe: y' = 423 (3 In(z) + ¢)? + 2*2(3 In(z) + )%Z%y—i—x\/ﬂ\/
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Beispiel 2. Zu l6sen ist die Anfangswertaufgabe 3’ = —% v+ In(x) y? mit
y(1) = =1 fir z € Ryo. Bs ist ¥ = f(2)y + g(x)y” mit f(z) = -1,
g(z) = In(z) und r = 2. Setze z := y! " =y~ = % Im Hinblick auf die
Anfangsbedingung sei y < 0 vorausgesetzt.

Die lineare DGL 2’ = (1 —7)f(z)z + (1 — r)g(z) = 1z — In(z) mit der

T

Anfangsbedingung z(1) = (fl)lfl2 = —1 hat nach Satz (c) indie Losung

z(z) = M@ (—1 +/ e~ Ao p(t) dt) mit Ag(z) = ln(t)’f = In(z) und
1

—Ag(t) = In(3) sowie b(t) = —1In(t) . Es folgt

1
z(x) = x(—l - /1 n In(t) dt) nach Umkehrbeziehung

In(x)
= :c(—l - / udu) nach Substitutionsregel mit u = In(¢)
0

= f:c(l + ln(;)Q) .

1 2
Die Losung der Anfangswertaufgabe ist y(z) = @) = T2 @)

, 2(@+n(@)*)+e2in(2) L)

ey 2 - = 2
Probe. Yy = m(2+1n(w)2) — y = (m(2+ln(z)2))2 - $2(1H($)2+2) +
A —1y+In(z)y® (nach Quotientenregel) v’

(m(2+1n(z)2))

Die Bernoulli-DGL geht nach Heuser [I3] S. 129] auf Jakob Bernoulli zuriick
und also nicht, wie in manchen Biichern steht, auf dessen jiingeren Bru-
der Johann Bernoulli (1667-1748). Letzterer hat die schon in Kapitel
erwihnte Riccati-DGL 3/ = y? + 22 entdeckt, vgl. [13] S.69] zur Geschichte
der Riccati-DGL.

Die Riccati-DGL lautet

Y = f@)y® +g(x)y + h(zx).

Ist f(x) =0, so ist die DGL linear.

Ist h(x) =0, so ist die DGL eine
Bernoulli-DGL mit r = 2.

Diese Falle schlieflen wir hier also aus.
JACOPO FRANCESCO RICCATI 1676-1754
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Die Riccati-DGL ist im Allgemeinen nicht in geschlossener Form lésbar,
d. h. eine Losung lésst sich nicht mittels endlich vieler Integrationen (,Qua-
draturen®) gewinnen. Kennt man aber bereits eine Losung y,(x), genannt
partikuldre Lésung, so kann man alle Lésungen in der Form y := y, + u
angeben, wobei u die Losungen der Bernoulli-DGL unten durchlauft.

Satz 4. Seien f,g,h: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I C R,
und sei y,: I — R eine partikuldre Losung der Riccati-DGL

(18) y = f@)y® +g(a)y + h(z).
Ist dann u: I — R eine Lisung der Bernoulli-DGL
(19) u' = (2f(2) yp(@) + g(@))u+ f(z)u?

soisty(x) = yp(x)+u(z) eine Losung von (L8)) fir alle x € I. Ist umgekehrt
y: I — R eine Losung der Riccati-DGL (18), so ist u(x) = y(z) — yp(x)
eine Losung der Bernoulli-DGL fiir alle x € 1.

Beweis. Sei u: I — R eine Lésung von . Fiir y := y, + v gilt dann
y =y, +u
= [1@)y2 + g@)yp + h(@)] + [ (2F(@) vy + 9(@))u+ f(2)u?]
= (@) (s + 2950+ u?) + g(2) (p + ) + h(z)
= f(2)y* +g(z)y + h(z) day=y,+u.
Also ist y eine Losung der Riccati-DGL . Sei nun umgekehrt y eine
Losung der Riccati-DGL (18), und sei v := y — y, . Dann ist
W=y -y,
f@)y? + g(x)y + h( ) = F(@)y, — g(x)yp — h(z)
F@) (v —yp) +9(2)(y — yp)
= f(x)(y —yp)(y + yp) +9()(y —yp) = f(@)u(u + 2y,) + g(x)u
fl@)u? + 2f (@)ypu + g(@)u = (2f(@)yp, + g(2))u + f(2)u?
Also ist u eine Losung der Bernoulli-DGL (19). O
Folgerung. Ist y,: I — R eine Lésung der Riccati-DGL , so erhdlt
man alle Lésungen y: I — R von (18)) auf einem geeigneten Teilinterin-

tervall Iy von I in der Form y = y,+ -, wobei z die Losungen der linearen
DGL 2 = —(2f(z) yp(z)+g(x)) z— f(x) durchliuft (vgl. [15, 22. Satz 2].
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Beispiel 3. Gegeben sei die Riccati-DGL ¢/ = (1 —2)y? + (22 — 1)y —
Es ist ¢/ = f(2)y? + g(x)y + h(z) mit f(x) = 1 — 2 und g(z) = 220 — 1
sowie h(x) = —xz . Eine partikulére Losung ist y,(z) = 1. Also ist die DGL

—(2f(@) (@) + 9(2))z — f(@) = —(2(1—2) + 20 — 1)z — (1 —2) =
—z4x — 1 zu l6sen. Deren allgemeine Losung ist nach in mit Hilfe
von partieller Integration fiir alle z € R gegeben durch

z(z) = e_‘”/e‘”(x —1)dz=e"(ze" — 2" +c¢) =a—2+ce .

Nach der Folgerung aus Satz [4] kénnen wir nun alle Losungen in der Form
1

y(x) = yp(z) + @ =1+ P S mit einer Konstanten ¢ € R

angeben, und zwar auf allen Intervallen, in denen der Nenner # 0 ist.

Probe Yy = 1 —+ W

|:(1 - .’E)(l + r— 2+ce*1‘ + (r7241rce’”)2)i| + [2{E -1+ 17223;_02*9”} -z =

1—x _ x—24ce THl—a __ —14ce " o
T— 2+ce =+ (x—24ce==)2 = (z—24ce—*)2 = (x—2+ce— )2 =Y v

= 1-a2)y*+2rx—1)y—z=

4.4 Homogene DGL

Definition. Sei D C R2. Eine Funktion h: D — R heit homogen vom
Grad n, wenn h(Az, \y) = A"h(z,y) fur alle A € Ry und (z,y) € D gilt.
Zum Beispiel ist die Funktion R.g x R — R, (z,y) + £ homogen vom
Grad 0. Hiermit héngt der Begriff ,homogene DGL* zusammen.

Seien I, J Intervalle in R und sei 0 ¢ I. Ferner sei f: J — R eine stetige
Funktion und D := {(z,y) € R? | z € [ und ¥ € J}. Eine homogene DGL
ist von der Form

( ) mit (z,y) € D.
Mit der Substitution z = £ folgt nach der Produktregel

o1, 1 11
A= = I (3) =, U0 - 2)

Die DGL 2’ = 1(f(2) — z) ist eine DGL mit getrennten Variablen, wobei
wir annehmen, dass f(z) # z ist; denn anderenfalls wird die DGL 3’ = ¥
direkt nach Satz |3 durch y(x) = ce™®) = cx geldst.

b

Spezielle Riccati-DGL: Die DGL 3/ = ay? + — mita,b€R und x>0
x

fihrt fiir y > 0 durch die Substitution u = i zur homogenen DGL
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Beispiel 1. 3y = % + (%)2 fiir > 0. Die Substitution z = £ ergibt

S U= S (G =5 g)

Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen, und es folgt

_ 11:/ / dr = In(z
z— 5 (z —1)2

mit einer Konstanten ¢ € R. Auflésen nach z ergibt z = % — m fiir
x > e~ °. Riicksubstitution ergibt: y = zz = %x — W .
In(z)+c—1 _

Probe: Ausy = %x ln(w)-l-
1

1
2
1 1 _ (1 1 _
2~ In(z)+c + (In(x)+c)2 — (E - ln(m)Jrc) + 1 - (%) + 1 v
Beispiel 2. Wir 16sen die spezielle Riccati-DGL
1 1
Y =—-y*—— mit x>0, y#0,
4 2

also die DGL ¢/ = ay® + % mit a = —1 und b = —1. Substitution u = .
fithrt zur homogenen DGL

2 1 2
RSO

x 4 T
Diese hat nach Beispiel 1 die Lésung u =

2(In(x)+c)
zIn(z)+cx—2z

folgt nach Qutientenregel y' = 5 — I (2) 02

x x zIn(z)+cx—2x
2 In(z)+c — 2(In(x)+c)

fiir x > e27¢.

Riicksubstitution ergibt y = % =

4.5 DGLy = f(2pte)

mit a,b, ¢, a, 8,7 € R und «, 8, nicht alle 0. Wir unterscheiden fiinf Fille.

1.Fall: Fiir b = 0 = 3 ist die DGL vom Typ vy = fi(x) mit fi(z) =
f (w) und wird also durch y(z) = [ fi(z) dz geldst.

ax+y

2.Fall: Fiir ¢ = 0 = ~ ist die DGL von der Form ¢’ = f(Zf;igZ) und

also eine homogene DGL, die in schon behandelt wurde, denn es ist
y = fi(%) mit f = fog und g(¥) = a_wy fiir x £ 0.

3.Fall: Esist «a = 8 = 0 und b,7 # 0 und also die DGL von der Form
y' = f(ax 4+ by + ¢) . Die Substitution z = azx + by + ¢ ergibt die DGL

Z=a+by =a+bf(z).

Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen der Form 2z’ = g(z) .
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Beispiel. Esist y = (v +y)? = f(az +by+c¢)mita=1,b=1, c=0
und f(z +y) = (x + y)2. Die Substitution z = x +y fiihrt auf die DGL

2 =14 f(z) =1+ 2%

Nach ist [ H% dz = [ dz, also arctan(z) = x+ C mit einer Konstanten
C € R. Es folgt z = tan(z + C). Nach Riicksubstitution y = z — = erhilt
man y = tan(x + C) — x.

Probe. y =tan(z +C) —z =1y =1+ tan*(z+ C) — 1= (z + y)? vV
Ist eine Anfangsbedingung y(0) = 1 vorgegeben, so folgt y(0) = tan(C) =1

us

und also C' = arctan(1) = 7. Die Losung der Anfangswertaufgabe ist also

y(z) =tan(z + I) — z fiir alle z € |- 2%, 2.

4. Fall: Es ist det (Z g) = 0 und «, 8 nicht beide 0. Dann gibt es eine

Zahl A mit a = Aa und b = AJ3. (Denn es ist a8 = ba und also A = £, falls
a#0,und A = % , falls « = 0.) Es folgt artbyte _ AaztASytAyte—dy _

az+By+y az+pBy+y
A+ ﬁﬁ)\y’nﬂr , was auf den 3. Fall fiihrt.
b

a
a B

5. Fall: Es ist det ( > # 0. Dann hat das lineare Gleichungssystem

ar+by+c=0
ar+Py+v=0

genau eine Losung (xo, yo) , ndmlich den Schnittpunkt der beiden durch die
Gleichungen gegebenen Geraden im z, y-Koordinatensystem. Der Schnitt-
punkt wird durch die Verschiebung

t:=x—x9 und wu:=y—1yYo

zum Nullpunkt eines neuen Koordinatensystems. In dem neuen System wird
eine Losung y(x) durch die Funktion w(t) := y(t + z¢) — yo beschrieben,
und die DGL wird zu

Zy'(H‘l‘o):f(

a(t+m0)+b(u+yo)+c>
a(t +xo) + B(u+yo) +

at + bu
= ] loo .
/ (Oét + 5u> da (20, yo) obiges System 16st

Damit ist die DGL auf den 2. Fall zuriickgefiihrt.

In werden wir das Beispiel y’ = i;‘ly’ﬁ auf diese Weise 16sen und danach

zum Vergleich in impliziter Form noch einmal.
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4.6 Ubersichtstabelle
Typ | DGL Lésung oder Losungsweg
I |y =f(x) y = [ f(z)dz nach Hauptsatz in|2.1
II |y =alx)y y = ce®) wobei A'(z) = a(z) und
homogene lineare DGL ¢ € R konstant
I |y =a(z)y + b(x) y =A@ . [ =A@ p(z) da
lineare DGL wobei A'(z) = a(z)
IV |y =f@)y+g(x)y" Substitution: z = y*~" ergibt Typ III:
r # 1, BERNOULLI-DGL | 2/ = (1 —7)f(z)z + (1 — r)g(z)
V |y =f(x)g(y), DGL Lose folgende Gleichung nach y auf:
mit getrennten Variablen| [ ﬁ dy = [ f(z)dz
VI |y =9(y) Lose folgende Gleichung nach y auf:
(Spezialfall von Typ V) | [ ﬁdy =x+c
VII |y = f(¥) Substitution: z = £ ergibt Typ V:
homogene DGL 7 =1(f(z)—2)
VIII | ¢ = ay? + I% , a,b € R | Substitution: u = i ergibt Typ VII:
spezielle RICCATI-DGL | v/ = —a —b (%)2
IX |y = flax + by +¢) Substitution: z = ax + by + ¢ ergibt
a,bceR Typ VI: 2’ = a+b f(2)
X |y = f(;liigi’/) Setze f1 = fog mit g(¥) = ij_gé
a,b,a,f €R, B#0 ergibt Typ VII: 3 = f1(¥)

4.7 Verlauf von Lésungskurven

Wir betrachten eine DGL der Form 3’ = f(x,y) mit einer stetigen Funktion
f: D — R auf einer offenen Menge D C R? und nennen den Graph einer
Losung y = y(z) eine Lisungskurve. Die Steigung der Tangente in jedem
Punkt (z,y(z)) einer Losungskurve ist durch f(x,y(z)) gegeben, wie man
der DGL ansehen kann.
Zu der DGL ¢’ = f(z,y) gehort ein Richtungsfeld, das aus den Tripeln
(x,y, f(z,y)) mit (z,y) € D besteht. Diese nennt man Linienelemente.
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Man skizziert das Richtungsfeld, in dem man in den Punkten (z,y) € D
jeweils ein kleines Geradenstiick mit der Steigung f(x,y) einzeichnet. Ei-
ne Losungskurve verlduft dann so durch das Richtungsfeld, dass in jedem
ihrer Punkte (x, y(z)) das zugehorige Linienelement tangential an der Kur-
ve liegt. Umgekehrt kann man in einfachen Fillen aus dem Richtungsfeld
Losungen erkennen.

3

o

NN Y Y Y

3
VRN Y Y Y

LYY Y Y Y Yy
AR TR R A N S N
RN B R

/7 = 2.4

AT VRY VYRS Yy ey

Das Richtungsfeld der DGL y’ = ay mit a = 3.

Die Pfeile sind Tangenten an den Losungskurven. Die Form des Richtungs-
feldes legt bereits den Losungsansatz y(x) = ce®® nahe. Auch wenn eine
DGL ¢ = f(x,y) nicht geschlossen losbar ist, wird durch das Richtungsfeld
der ungefdhre Verlauf von Losungskurven veranschaulicht.

Zu einer Schar von Losungskurven der DGL ¢ = f(x,y) betrachtet man
h&ufig auch die sog. Orthogonaltrajektorien. Diese schneiden die Losungs-
kurven der Schar in einem rechten Winkel, haben also in jedem Punkt
(x,y) € D mit f(z,y) # 0 die Tangentensteigung —%. Die Orthogo-
naltrajektorien erfiillen daher die DGL 2’ = —%. Zum Beispiel sind
die Kraftlinien eines ebenen elektrischen Feldes Orthogonaltrajektorien der
Aquipotentiallinien, vgl. |13} S.321].

Wir studieren nun noch den Verlauf von Scharen von Lésungskurven und ih-
ren Orthogonaltrajektorien am Beispiel der DGL y' = < fiir a = 1,2, 2.
Der Punkt (0,0) ist eine Singularitdt (singuldrer Punkt) der DGL, d. h. er
ist Nullstelle von Zahler und Nenner. Dabei interessieren wir uns auch fiir
den Typ der Singularitit.
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Singularititen einer lef‘G[l. Sin_g'ularit&len einer Diff-G1 4. Oning

St f‘il\lfuﬂlkt‘ Schei telpnnkt.

Y= w(x-%) | Wesasgen t;i‘; YYo= w(x-x) R,
: b4

Scharen von Losungskurven fiir ¥’ = ¥ mit o = 1,2, -2

Die DGL ¢’ = o2 hat fiir z € Ry und fiir z € R die allgemeine Losung
y(x) = cx® mit einer Konstanten ¢ € R.
_ _ -1 _ o
Probe. y =cz®* =y’ =car*"' =a“-=al v
Wir erhalten in den beiden durch = > 0 und x < 0 definierten Halbebenen

fiir beliebiges ¢ € R jeweils folgende Scharen von Losungskurven.

a = 1: Die vom singuldren Punkt ausgehenden Halbgeraden y = cz .

a = 2: Die vom singuldren Punkt ausgehenden Halbparabeln y = cz2.

a = —2: Die Hyperbelzweige y = ¢ z% mit den durch y = 0 und z =0

gegebenen Geraden als Asymptoten, (s. Dia auf der néichsten Seite). Auch
die Asymptote y = 0 ist eine Losung.

Typ der Singularitét Zur DGL y' = 2¥ gehort die sog. charakteristische
Gleichung A>—(a+1)A4a = 0 mit den Lésungen Ay o = 2H 44/ W -«
(auf die charakteristische Gleichung kommen wir noch zuriick).

a = 1: Esist A\j 2 =1 eine zweifache Losung. Der singulére Punkt ist ein
sog. Strahlpunkt.

a = 2: Essind A\; = 2 und Ay = 1 zwei verschiedene reelle Losungen
mit demselben Vorzeichen. Der singuldre Punkt wird Scheitelpunkt oder
Knotenpunkt genannt.
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a = —2: Essind \; = 1 und Ay = —2 zwei verschiedene reelle Losungen
mit unterschiedlichem Vorzeichen. Der singuldre Punkt ist ein Sattelpunkt.

Singuaritaten ciner DiffGl. 1 Ordng

Sattelpunkt.
9 ‘xvy.lﬁ&—ﬂ‘

Die DGL 3y’ = =2 der Orthogonaltrajektorien fiir o = 1,2, —2
ay

Die DGL ¢ = 32 hat fiir y > 0 und y < 0 nach Typ V in die implizit
geschriebene Losung 2 + ay? = ¢ mit einer Konstanten ¢ € Ry fiir
a=1,2und c € R fiir a = —2.

Probe. Differenzieren auf beiden Seiten der Gleichung x2 4 ay? = c ergibt
2x + 2ayy’ = 0 und also y = & v
Wir erhalten in der oberen Halbebene y > 0 und in der unteren Halbebene
y < 0 jeweils folgende Scharen von Losungskurven.

a = 1: Konzentrische Halbkreise mit Radius /¢ fiir ¢ € R .

a = 2: Halbellipsen um den singuliiren Punkt mit Achsenléinge /c auf
der 2-Achse und /% auf der y-Achse fiir ¢ € Rsg.

a = —2: Hyperbelzweige, die die z-Achse in y/c und —+/c fiir ¢ > 0 treffen.

Auch deren Asymptoten sind Losungen, denn fiir ¢ = 0 folgt y = :I:\/ii x.

Fiir ¢ < 0 folgt y = + % fir alle x € R, und wir erhalten die beiden

Scharen von Losungskurven, die die y-Achse in |/ 5° und —4/ 5 treffen.
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Typ der Singularitit: Zur DGL ¢/ = —aiy gehort die charakteristische
Gleichung A% + a = 0 mit den Losungen A\ 5 = +v/—a.

a =1 und o« = 2: Die Losungen Ao = £¢ bzw. A\ = ++/24 sind
jeweils konjugiert komplex und rein imagindr. Der singuldre Punkt ist ein
Mittelpunkt, der von den Kreisen bzw. Ellipsen eingeschlossen wird.

a = —2: Die beiden Losungen ;o = ++/2 der charakteristischen Glei-
chung sind reell und haben unterschiedliches Vorzeichen. Der singuldre
Punkt ist also wieder ein Sattelpunkt.

Damit haben wir alle auf den obigen Dias vorkommenden Typen von Sin-
gularitidten erfasst.

Die drei Dias sind 1904 von Rudolf Schimmack (1881-1912) erstellt. Er
war Assistent bei Felix Klein und Lehrer in Gottingen und hat sich dank
der Unterstiitzung von Klein im Jahr 1911 als Erster in Deutschland in
Mathematikdidaktik habilitieren kénnen. Die Dias wurden Anfang des vo-
rigen Jahrhunderts in den Vorlesungen gezeigt. In der unteren linken Ecke
steht jeweils die DGL ¢ = a =22 mit a = 1,2, —2. Diese DGL hat gemé8
Typ V in die auf den Dias angegebene Losung y — yo = w(x — 29)°.
Wir haben hier wie im 5. Fall in durch Verschiebung die Singularitéit
(z0,yo) in den Nullpunkt eines neuen Koordinatensystems gebracht, und
dann die DGL % = 9 gelost. Durch Riickverschiebung kommt jeweils
die von Schimmack angegebene Losung heraus. Der Typ einer Singularitét
dndert sich durch das Verschieben nicht.

by+dx

Bemerkung zur charakterischen Gleichung: Zur DGL 3’ = Byroz ’
b

wobei b,d, 3,0 € R und det(A) # 0 fir A = 3

charakteristische Gleichung A% —spur(A)\ +det(A) = 0. Dabei ist spur(A)
die Summe der Diagonalelemente.

Schreibt man die DGL in der Form gy’ = g;uigg , so bildet man die charak-

teristische Gleichung gemi A2 — (b+ §)A+ b6 —dB =0.

g) gilt, gehort die

Beispiel. Zur DGL ¢/ = % mit dem Nullpunkt als singuléiren Punkt
gehort die charakteristische Gleichung A2 — 2\ 4+ 2 = 0 mit den konjugiert
komplexen, nicht rein imagindren Losungen A2 = 1 £ 7. Man nennt den

Nullpunkt dann auch einen Strudelpunkt.

Die genannten Typen von Singularitéten finden sich z. B. in [4], Teil IV.IV],
[14, §17], und in einem anderen Kontext z. B. in [13] Nr. 66] und [21] §9,10].
Wir kommen in Abschnitt unten noch einmal darauf zuriick und inter-
essieren uns dann auch fiir das Verhalten von Losungskurven in Nihe einer
Singularitt.
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4.8 Aufgaben 7—-14

Aufgabe 7. Man lose fiir x € Ry die Anfangswertaufgabe

1

’ 1 . N
y=-5¢ Y mit y(2)=0
und bestéatige das Ergebnis durch eine Probe.
Aufgabe 8. Sei I ein Intervall in R, und sei a: I — R, z — a(x) eine
stetige Funktion. Man 16se die homogene lineare DGL ¢’ = a(z)y als DGL
mit getrennten Variablen wie in Dabei ist nach den Féllen y € Ryg
und y € R zu unterscheiden.
Aufgabe 9. Seien s,a € Ryy Konstanten. Man 16se fiir z € Ry die
2

DGL ¢ = Y Kommt dabei tatsichlich die Michaelis-Menten-Funktion

2
ST

ST
y(z) = J2E aus Aufgabe |§| heraus?

Aufgabe 10. (Zur Wiederholung) Man berechne mittels Substitution und
Partialbruchzerlegung das Integral

In(3) _x 1
/ er + dr .
In2) €°—1

(Die Substitution u = e® ergibt formal du = e® dx und also dr = u~'du.)

Aufgabe 11. Man lose fiir z € Ry die Anfangswertaufgabe

1 .
y = cos(x)y + —= @ mit y(x) =0

2z
und bestéatige das Ergebnis durch eine Probe.

Aufgabe 12. Man lose fiir © € Ry die Anfangswertaufgabe

/

Y = —%erafzy2 mit y(1) = —1
und bestéatige das Ergebnis durch eine Probe.
Aufgabe 13. Man lose die Anfangswertaufgabe
Y =y*— e+ y+ (1 +z+2%) mit y(0)=—1.

Dabei ist auch das Losungsintervall anzugeben. (Eine partikuldre Losung
der DGL ist y,(x) = z.)
Aufgabe 14. (Zur Wiederholung) Man lose die Anfangswertaufgabe
;L x+3
v= (2% + 6z + 8)2

Das Losungsintervall ist dabei anzugeben.

1
mit y(0) = 1
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5 Implizite DGL

Eine implizite DGL 1.0Ordnung ist von der Form Fj(z,y,y’) = 0 mit einer
Funktion Fy: D — R auf einer Menge D C R3. Auch in Fillen, in denen
sich die DGL nach 3’ auflésen lisst, kann es giinstiger sein, sie in impliziter
Form zu belassen. Das trifft insbesondere fiir eine exakte DGL zu.

5.1 Exakte DGL

Definition. Sei D C R? ein Gebiet (also D offen und zusammenhiingend),
und seien P,Q: D — R stetige Funktionen. Eine DGL der Form

(20) P(xay) + Q(x,y) y/ =0

heifit ezakt, wenn es eine Funktion F': D — R gibt, die mit stetigen parti-

ellen Ableitungen F := %—I; und Fy = %—I; versehen ist und fur die

(21) F,=P sowie F,=0@Q
gilt. Eine solche Funktion heifit dann Stammfunktion von .

Satz 5. Die DGL sei exakt und F sei eine Stammfunktion. Dann ist
eine auf einem Intervall I C R differenzierbare Funktion y = y(x) genau
dann eine Lésung von (20), wenn (z,y(z)) € D und F(z,y(z)) = ¢ mit
einer Konstanten ¢ € R fiir alle x € I gilt.

Beweis. Fiir die totale Ableitung von F' gilt

ar (z,y(x)) = Fu(z,y(x)) + Fy(z,y(x)) ¥ nach Kettenregel

dx
= P(z,y(z)) + Q(z,y(x)) ¥y’ nach (21).

Ist nun y(x) eine Losung von , so folgt 2 (z,y(z)) = 0 und F(z,y)
ist daher konstant. Ist umgekehrt F'(x,y) konstant, so ist F (x, y(x)) =0,
und die obige Rechnung zeigt, dass y(z) eine Losung von ist. O

Fazit. Wenn F(x,y) eine Stammfunktion der DGL ist, so sind alle
Lésungen y = y(x) von durch die Gleichung F(xz,y) = ¢ mit einer
Konstanten c € R gegeben. (Diese Gleichung braucht nicht nach y auflésbar
2u sein.)

Bemerkung. Wenn F' eine Stammfunktion ist und die partiellen Ablei-
tungen P, sowie (), existieren und stetig sind, dann folgt nach dem Satz
von SCHWARZ F,, = Fy, (vgl. [9 S.59]), und ergibt

Py=Fyy=Fyu =Qxs.
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Wenn D einfach zusammenhéngend — z. B. ein offenes Rechteck — ist, so
folgt umgekehrt aus der Integrabilititsbedingung

Py:Qz

die Existenz einer Stammfunktion F und damit die Exaktheit der DGL
(20)). Dies ergibt sich aus einem Satz der Analysis, den wir hier nicht be-
weisen, vgl. z. B. [I2 Satz 182.2].

Beispiel. Die DGL (y —x — 1) + (z + y + 1)y’ = 0 ist auf R? exakt, denn
fir P(z,y) =y —a —1ist P, =1 und fir Q(z,y) = +y+1ist Q, =1.
Nach y’ aufgelost ergibt sich die explizite DGL 3’ = 7 +yﬁ vom Typ, wie
er im 5. Fall in .5 behandelt worden ist. Diese DGL losen wir zunéchst und

danach zum Vergleich die exakte Version.

Lésung der expliziten DGL y’ = L__Zii gemif3 5. Fall in

r—y+1= 0 .o
rhy+l= 0 hat die Losung
(xo,y0) = (—1,0). Die Verschiebung ¢ = x + 1 (und v = y) fithrt zur DGL
d t— 1-

Yy _ J_ —f( )VomTypVIIin

2. Schritt: Substituiere z = ¥ und 16se die DGL

1. Schritt: Das lineare Gleichungssystem

dt  t+y 1+7%¢
t

- H0-9-3 (-

1/1—2z—22 -1 —1422+ 22
t( 1+2 >t< 1+2 )
-2 (—1+2z+ 22
t( 242z

) (im Nenner steht die Ableitung des Zihlers).

242 -2
Gemif Typ V 1nH15t / = —|—_;z j_ 22> dz = / - dt . Fiir Argumente

> 0 folgt nach Logarithmusregel (vgl. Aufgabe

In(—1+2z+2%) = —2In(t) + ¢,
was —1+2z+22 =C t% mit einer Konstanten C' > 0 ergibt. Nach Einsetzen
von z = ¥ folgt —1 + 2% + %22 = Ct% und damit 3% + 2ty — t* = C.

3. Schritt: Setze t = z+1 ein und erhalte die implizit geschriebene Losung
VP r2y+2 -2 —22=C, mit C; =C+1.
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Losung der exakten DGL (y —xz — 1)+ (x +y+ 1)y’ = 0.
Esist P(z,y) =y —2 — 1 und Q(z,y) = x +y+ 1. Da die DGL exakt ist,
gibt es eine Stammfunktion F(z,y). Nach gilt F,, = y—x —1 und also

fﬂ2
(* Fag) = [(r-2 - Ddo=yo =5~ h(y)

mit einer ,Storfunktion” h(y), die nicht von z abhingt und hier an die
Stelle der Integrationskonstanten tritt. Es folgt

Fy(z,y) =z + ' (y)
=Q(z,y) da Fy(z,y) = Q(z,y) nach gilt
=z+y+1.

Hieraus folgt h'(y) =y + 1, also h(y) = % + y und damit nach (x)

2 9 9
z T
F(l'ay):yx***$+h(y):yx—ffx+y7+y.
2 2 2
Nach Satz|5| erhalten wir als Losung y2 + 22y + 2y — 22 — 22 = C, mit einer

Konstanten Cy € R, wie oben schon ermittelt.

Bemerkung. 1. Ist die DGL P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 nicht exakt, so
kann man versuchen, eine geeignete Funktion M (z,y) so zu bestim-
men, dass die DGL M(z,y)P(z,y) + M(x,y)Q(x,y)y’ = 0 exakt ist
und dieselben Losungen wie die Ausgangs-DGL hat, vgl. z. B. [13]
S.100]. Die Funktion M (z,y) heiit dann integrierender Faktor oder
FEulerscher Multiplikator.

2. Die DGL P(z,y)+ Q(x,y)y’ = 0 sei exakt. Dann ist fiir jeden Punkt
(z0,Y0) € D mit Q(z0,y0) # 0 die Anfangswertaufgabe mit der An-
fangsbedingung y(z¢) = yo in einer hinreichend kleinen Umgebung
von zg eindeutig durch eine Funktion y = y(x) 16sbar. Die Losung
ist dann F(x,y) = F(xo,y0). Dies folgt aus dem Satz iiber impli-
zite Funktionen, wobei an den Definitionsbereich D noch passende
Voraussetzungen gestellt werden, vgl. z. B. [I3] S. 95].

3. Eine exakte DGL wird auch in der Form P(z,y)dz + Q(x,y)dy =0
geschrieben, um einen symmetrischen Ausdruck zu erhalten. Manch-
mal kann es giinstiger sein, eine Losungsfunktion x(y) der DGL

dx

P(z,y) &y

+Q(z,y) =0

zu ermitteln.
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5.2 Beispiele fiir F(z,y,y’) =0

Sei I C R ein offenes Intervall und sei g: I — R, t — g(t) eine streng
monotone Funktion, die mit einer stetigen Ableitung versehen sei.

DGL vom Typ g¢(y’) — = 0 : Die Funktion g besitzt eine stetige
Umbkehrfunktion u,, und die Gleichung g(t) = « lésst sich fir € g(I)
nach t auflésen: Es ist t = ug(x). Setzen wir ¢t = 3’ ein, so erhalten wir die
DGL 4 = ug(x) und gemia Typ I indie Losung y = [ u,(z)dz.

Beispiel 1. Zur DGL ¥ — 2 = 0 gehért die durch g(t) = et fiir alle t € R
definierte Funktion mit der Umkehrfunktion uy(x) = In(x) fir allex € Ry .
Die DGL wird also auf Rsq durch y(z) = [In(z)dz = zln(z) — x + ¢ mit
einer Konstanten ¢ € R gelost. (Das Integral wurde schon als Beispiel 1 in
Abschnitt [2.4] berechnet.)

Probe: y =zln(z) —z+c=y =In(z) + 21 -1 =In(z) = eV =z v

DGL vom Typ g¢(y’)—y = 0: Dies geht analog. Losen wir die Gleichung
g(t) = y nach y auf, so folgt t = uy(y) und es ist die DGL ¢’ = uy(y) vom
Typ VI in zu 16sen.

Die Clairaut-DGL zy’ + g(y’) —y = 0

Benutze die Methode ,Integrieren durch
Differenzieren*:

Differenzieren der Clairaut-DGL ergibt
v+ 2y +dW)Y — v = 0 und al-
so (x4 ¢'(y))y” = 0. Im Fall y/ = 0
ist ¥ = c¢ konstant, und Einsetzen in
die Clairaut-DGL ergibt die Geradenschar
m als Losung.

Im Fall 2 + ¢'(y') = 0 setzen wir t := ¢/
und z = —¢'(¢) in die Clairaut-DGL ein
und erhalten y = —¢'(t)t + g(t). Es gibt
also noch eine singuldre Losung in Para-
meterdarstellung:

3-1765

ALEXIS CLAUDE CLAIRAUT 1

(22) r=—¢'(t) und y=—tg'(t)+g(t) fir tel.

Fiir ¢ € I sind die Geraden y(z) = cx + g(c) die Tangenten an die Kurve
(22). Lisst man auf einer oder zwei Seiten der Kurve ein Endstiick weg
und ersetzt dieses durch die Halbtangenten in den dadurch entstandenen
Endpunkten, so erhilt man alle weitere Losungen, falls g’ streng monoton
ist, vgl. [I5, S.51-54].
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Beispiel 2. Wir kommen nun wie am Ende von Abschnitt angekiindigt
zur DGL 2y’ — (y')? —y = 0. Sie ist eine Clairaut-DGL mit g(y') = —(y/)?.
Die allgemeine Losung ist daher y(z) = cx + g(c) = cx — ¢ fiir alle z € R
und ¢ € R. Die singulire Losung ys ist nach durch x = —¢'(t) = 2t
und y, = —tg'(t) + g(t) = 2t> — t? = t? gegeben. Da t = %x ist, ergibt sich
die Parabel y, = t? = imQ fiir alle x € R.

Proben: y =xc—c? =y =c= 2y~ (v')?~y = vc—c*—ac+c2 =0 v
2 2 2 2

und ysz%:>y;:%ﬁxy;f(y;)nyS:%f%f%:() v

Es ist y(0) = —c?. Fiir jedes ¢ € R geht also die Gerade y = cz — ¢? durch

den Punkt (0, —c?). Sie geht auch durch den Beriihrpunkt mit der Parabel

Ys = %, der sich so bestimmt: Die Gleichung cx — ¢ = % geht nach

Multiplikation mit 4 und Umstellen in die Gleichung x? —4cx +4c? = 0 mit

der Losung z1 2 = 2c++v4c? — 4¢? = 2¢ iiber. Der Beriihrpunkt ist also der
Punkt (2¢,c?).
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5.3 Aufgaben 15—-18
Die DGL 2y —z — 5+ (2¢ +y + 5) ¢y’ = 0 ist von der Form

P(z,y)+ Q(z,y)y’ =0

mit P(z,y) =2y —x —5und Q(z,y) = 2z +y+5. Sie erfiillt die Integrabi-
litdtsbedingung P, = @, und ist also exakt, denn es ist P, = 2 = (), . Lost

man sie nach 3" auf, so erhiilt man die explizite DGL y’ = g;fzig .

Aufgabe 15. Man lose die DGL

;T —2y+5
Y e s ryts

mit der im 5.Fall in Abschnitt [£.5] angegebenen Methode und gebe die
Losung in impliziter Form an.

Aufgabe 16. Man lose die exakte DGL
2y —z—5+R2r+y+5)y =0

durch Bestimmung einer Stammfunktion. Die Lésung ist ggf. noch umzu-
formen, so dass sie mit der Losung aus Aufgabe 15 bis auf eine Konstante
iibereinstimmt.

Aufgabe 17. Man ermittle die allgemeine und die singuldre Losung der
Clairaut-DGL

1
xy’+§(y’)2*y:0,

bestétige das Ergebnis jeweils durch eine Probe und fertige eine Skizze mit
der singulidren Kurve und mindestens vier der Losungsgeraden an.

Aufgabe 18. (Zur Wiederholung) Man lose die Anfangswertaufgabe
y =3x%% mit y(0)=1.

Dabei ist auch das Losungsintervall anzugeben.
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DGL zweiter Ordnung

6 Losungsmethoden fiir y” = f(xz,y,y’)

Wir betrachten hier einige DGL-Typen der Ordnung 2, die sich in expliziter
Form lésen und (ab auf eine DGL 1. Ordnung zuriickfiihren lassen.

6.1 DGL y” = f(x)
Die DGL y"” = f(z) hat die Losung

x):/(/f(x)dz) dz

Beispiel. Die DGL y” = z + cos(z) hat die Losung

y(x) = /(/(w + cos(z)) dx) dx
= /(3322 + sin(x) + 01) dx

3
x
=% cos(z) + 1z +ca.

mit zwei Konstanten c¢i,co € R.

Was gilt bei Anfangsbedingungen y(§) = 171 und y'(§) =n2?

Aus y'(z )*f( )folgt y'(x )77]2+ff t)dt,

(denn es ist y/(z) = [ f(z)dz = F(z ) + 01 mlt elner Stammfunktion F' von
f,und mit F(z fg t)dt folgt y'( fg t)dt+c; und y'(€) = ¢1,
was nach Anfangsbedlngung c1 =12 erglbt)

Es folgt y(x) =m + fg no dt + fg (f€ t)dt) du und daher

y(x) = +na2(z = §) / /f dt du .
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¢ = Lénge des Balkens 3 . . . .
Beispiel: Biegung eines Balkens

Ein Balken sei an einem Ende fest
eingespannt und am anderen Ende
durch eine Kraft P belastet.

Man bestimme die Auslenkung des
Balkens.

Sei E das FElastizitdtsmodul, I das
Flichenmoment und EI die Biege-
steifigkeit.

Y

Nimmt man die Biegesteifigkeit als konstant an, so erhélt man bei schwacher
Biegung die DGL ,
2
V' =27 (l—x).
An der Einspannstelle ist die Durchbiegung gleich 0 und die Tangente an
die Biegelinie waagerecht, was zu den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und
y'(0) = 0 fiihrt. Die Losung der Anfangswertaufgabe ist dann

x UP
y(:z:)—0+0+/0 (/0 El(ét)dt) du
(P 2\ v P [ u?
) (G (= 5) ) e [ ()
_ Pt
- EI 2 6 /)"

Fiir = ¢ hat man die gréfite Durchbiegung y(¢) =

PL Vel [24, S. 4681].

6.2 DGL y" = f(x,v)

Durch die Substitution u := y’ erhalten wir die DGL v’ = f(x,u) erster
Ordnung. Ist u(z) hiervon eine Lsung, so ist y = [wu(z)dx eine Losung
der DGL y" = f(z,v').

Beispiel 1. y’ = %_H y' fiir z > —1. Substitution u = 3’ ergibt v’ = ﬁ u.
Diese DGL ist vom Typ II in und wird durch u(z) = 01 eA®) mit einer
Stammfunktion A(z) von —i gelést. Es ist A(z) = [ -1 do = In(z + 1).

I-‘rl 1
Dies ergibt u(z) = c¢i(z + 1). Daher wird die DGL 3" = my durch

y(z) = [u(@)de = [cr(x+1)de = c1(§ + ) + c2 mit ¢1,c2 € R gelost.

Probe: y(z) = (% )t = Y)=alz+1l) = y'(x)=c =
mra+l) = gyul@) = 47 v(@).
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Beispiel 2. Man lose die Anfangswertaufgabe y” = %ﬂ y mit y(—3) =1
und ¢/ (—3) =2 fir z € Ro_y .

1. Methode: Substituiere u = 3’. Die Anfangswertaufgabe u’ ~1H u mit
u(—%) = 2 hat nach Satz |3 I 1n 9| die Losung u(z) = 2e4®) mit

1
=In(z+1)— ln(§>
=In(z+1)+In(2) =In(2(z + 1)) (nach in Kapitel
Dies ergibt u(z) = 2eA(®) = 2(2z + 2). Nach Anfangsbedingung y(—3) =1
folgt y(z) = 1+ [*, (4t +4) dt = 1 + (2t* + 4t)|” 1= =1+22%+4z— 142

und also y(z )—2:5 +dz+32.

2. Methode: Wir ermitteln mit der Bedingung u(—3) = 2 wie in der
1. Methode u(z) = 4z+4 und berechnen y(z) = [(4z+4) dz = 22> +4z+c.
Es ist dann y(f%) = % —24c= f% te= 1, also ¢ = g, und die Lésung
ist y(z) =222 +4x+ 3.

3. Methode: Wir ermitteln y/'(z) = c1(z + 1) und y(z) = cl("L; +1z)+co
wie in Beispiel 1. Es folgt dann y(—1) =c1(§ — 3) +co = —2c1 + 2 =1
und y'(—3) = a(-3+1) = 3a £ 2. Es ist also ¢; = 4 und daher
c2 =1+ 2c¢; =3 . Dies ergibt die Losung y(z) = 222 + 4z + 3.

oot
T

6.3 DGL y”" = f(y)

Sei y = y(x) eine Losung auf einem Intervall I C R. Multipliziere die
Gleichung y”(x) = f(y(x)) mit y'(x) und integriere auf beiden Seiten.
Dann folgt:

(+) [v @y @s = [ fu@)y @) iz

Linke Seite: Es ist [ y'(x) ( )da: =y'(z)? — [ y"(z) y'(x) dz nach parti-
eller Integration und also f y'(x)y (x )dm = %y’ (a:)

Rechte Seite: Die Substltutlonsregel ergibt [ f(y(x))y' (z)dz = [ f(y)dy
Also wird () zuy/(z)* = 2 [ f(y) dy = 2F (y)+C mit einer Stammfunktion

F(y) von f(y) und einer passenden Konstanten C' € R. Die Losung der
DGL 4" = f(y) ist also zuriickgefiihrt auf die Lésung der DGL

() y' =+V2F(y) +C vom Typ VI in[4.6
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. /! "o I S / Loy —
Probe: y' = +/2F(y)+C = y _iZ\/m 2F'(y) -y = f(y).

Sind Anfangsbedingungen y(§) = 1 und y'(§) = 2 mit 73 # 0 vorge-
geben, so sind das Vorzeichen der Wurzel und die Konstante C' eindeutig
bestimmt. Durch die Bedingung y(§) = 71 erhélt man dann auch eine ein-
deutig bestimmte Losung der DGL y” = f(y) . Im Fall 3 = 0 braucht keine
Eindeutigkeit vorzuliegen.

Physikalische Deutung der DGL y” = f(y) . Wir schreiben hier nun,
wie in der Physik iiblich, x statt y und ¢ statt . Die DGL beschreibt dann
die geradlinige Bewegung eines Teilchens mit der Masse m = 1 unter der
Wirkung einer Kraft f(z), die nur vom Ort = abhéingt. Es sei f: I — R auf
einem Intervall I C R stetig und a € I beliebig. Wir haben oben aus (x) die

1 x
Gleichung Exin + Epot = = &(t)? — / f(2)dz = F mit einer Konstanten
a

2
E hergeleitet. Hierbei ist Eyin = Ztv? (mit Geschwindigkeit v) die kine-
tische Energie und (Reibungslosigkeit vorausgesetzt) Epo, = — fax f(z)dz
die potentielle Energie. Das ist der Energieerhaltungssatz: Die Summe aus
kinetischer und potentieller Energie ist konstant, Fyin + Fpot = I/, wobei
die Gesamtenergie ist. Man spricht deshalb auch von der Energiemethode.

Beispiel. Sei y = y(¢) die Auslenkung eines Massenpunktes der Masse m
aus der Ruhelage zur Zeit t. Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Auslen-
kung proportional zur riicktreibenden Kraft K, also K = —ky mit der
Federkonstanten k& > 0. Vernachléssigt man die Reibung, so gilt nach dem
Newtonschen Gesetz: my” = —ky . In Abhéngigkeit von der Zeit ergibt sich
folgendes Bild, wobei die t-Achse die Ruhelage darstellt.

y}-

Yo

Wir erhalten die DGL 3 = — w?y mit w = 4/ % > 0, die wir hier auf einem

Teilintervall 16sen. Dazu haben wir nach (xx) die DGL ¢ = \/2F(y) + C
mit einer Stammfunktion F(y) von f(y) = —w?y zu lésen. Es ist 2F(y) =

GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN - EIN EINSTIEG, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2015



6.4 DGL y” = f(y,y’) 57

—2w? [ydy = —w?y? und /C —w?y? = w\/% —y? = w+/a? — y? mit
a= @ Wir schreiben nun wieder = statt ¢.
Um die DGL ¢ = w y/a? — y2 zu 16sen, ist nach Typ VI indie Gleichung

1 / 1 d n %)
2 dy=z4+ =
w A /a2 — yz Y w
nach y aufzulésen. Dabei ist ¢ eine Konstante > 0. Es folgt

1
— arcsin(g) =z+ hd
w a w

und arcsin(¥) = wr + ¢, also
y(x) = asin(wz + ).

Der Massenpunkt schwingt periodisch mit Schwingungsdaver T := %’T ZwWi-
schen den Maximalausschldgen —a und a hoch und hinunter.

Bemerkung. Wird eine zur Geschwindigkeit proportionale Reibungskraft
beriicksichtigt, so erhilt man die DGL " + =3/ +w?y = 0 des ,, geddmpften
harmonischen Oszillators® mit einer Reibungskonstanten r > 0.

6.4 DGL vy" = f(y,v’)

Sei y = y(x) eine Losung der DGL 3" = f(y,y’) auf einem Intervall I C R,
und sei ' # 0 auf I. Dann besitzt y(z) eine Umkehrfunktion u, = z(y).
Es ist dann p(y) := 3/(z(y)) eine Funktion von y und y”(z) = p'(y)y'(z) =
p' (y)p(y), kurz geschrieben f(y,p) =y’ = p’p. Die DGL geht dadurch in

die DGL
dp _ f(y,p)

dy P

erster Ordnung iiber. Ist eine Losung p(y) dieser DGL gefunden, so ist noch
die DGL Z—Z = p(y) zu losen.

Beispiel. Man lose die Anfangswertaufgabe
yy' = (y)?
mit y(0) = 1 und y'(0) = 3.
1. Schritt. Es ist f(y,p) = 22 Lse also die DGL

Y
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vom Typ II in Esist A(y) == [ % dy = In(y) und p(y) = c1eAW) = c1y
firy > 0.

2. Schritt. Lose die DGL % = p(y) = c1y vom Typ II. Es ist A(z) :=
J ¢1dz = ¢z und also y(z) = coeM®) = cec1?,

3. Schritt. Es ist y(0) = ¢ = 1 und also Y'(x) = c102e2" = 17 | was

Yy (0) =c; L3 ergibt. Die gesuchte Losung ist y(z) = e3%.
Probe: y =3 = ¢/ = 3e3% = ¢/ = 93" = yy"" =957 = (y/)? v

Bemerkung. Es kann giinstiger sein, die Anfangsbedingung nach dem
1. Schritt einzusetzen und dann bereits ¢; zu bestimmen, insbesondere in
Fillen, in denen ¢; = 0 ist. In obigem Beispiel mit p(y) = ¢1y erhiilt man ¢;
dann so: 3 = y'(0) = p(y(0)) = p(1) = ¢1, also ¢; = 3. Im 2. Schritt ist dann

y(z) = coe3®. Es folgt 1 = y(0) = ¢ und damit die Lésung y(x) = €37,

6.5 Aufgaben 19-22

Aufgabe 19. Man lése fiir # > 1 die Anfangswertaufgabe y” = — 32 ¢/
mit y(2) = —In(3) und y'(2) = 2.

Aufgabe 20. Man lose die Anfangswertaufgabe y%y” = —1 mit ¢/(1) = 1
und y(1) = 1 und bestétige das Ergebnis durch eine Probe.

Aufgabe 21. Man lése die Anfangswertaufgabe yy” = (y')? — %' mit
y(0) =1 und ¢'(0) = —1 und bestéitige das Ergebnis durch eine Probe.

Aufgabe 22. (Zur Wiederholung) Die Zerfallsgeschwindigkeit einer radio-
aktiven Substanz sei proportional zu der gerade vorhandenen Menge. Die
Masse u(t) (in Gramm) der zur Zeit ¢ > 0 vorhandenen Menge der ra-
dioaktiven Substanz erfiillt also die DGL %‘ = —)\u mit einer positiven
Konstanten .

(a) Man bestimme u(t), wenn am Anfang 5g und nach 10 Minuten 3 g
radioaktive Substanz vorhanden ist.

(b) Nach wieviel Minuten werden 90% der Ausgangsmasse zerstrahlt sein?
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7 Lineare DGL zweiter Ordnung

Wie in Abschnitt [3.2] eingefiihrt, hat eine lineare DGL zweiter Ordnung die
Form as(z)y” + a1(x)y’ + ag(x)y = b(x) und die Normalform
y" +ar(@)y’ + ao(x)y = b(z),

mit der wir uns hauptséchlich beschéftigen werden. Zunéchst betrachten
wir die zugehorige homogene DGL.

7.1 DGL y” + a1(x)y’ + ao(x)y =0

Seien ag,a;: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I ¢ R. Wir
betrachten die homogene lineare DGL

(%) y" + ai(z)y’ + ao(z)y = 0.

Bemerkung 1. Die Losungen y: I — R von (x) bilden einen Untervektor-
raum Lj des R-Vektorraums aller Abbildungen I — R.

Beweis. Offensichtlich ist die Nullfunktion z + 0 in Ly, .
Seien y,y1,y2 € Ly . Dann gilt y; +y2 € Ly und cy € Ly, fiir alle ¢ € R, wie
aus der Linearitéit der Ableitung (vgl. Abschnitt folgt: Es ist

(1 4+ 92)" + a1(2)(y1 + y2)" + ao(x) (Y1 + y2) = ¥ + 5 + a1 (x)(y1 + ya) +
ao(@)(y1 + y2) = [y’ + ar(@)y1 + ao(x)ya] + [y5 + ar(@)ys + ao(x)yz] = 0
da y1,y2 Losungen von (x) sind. Also ist y; + y2 € Ly,.

Analog ist (cy)” + a1 (z)(cy) +ao(z)ey = c(y" + a1(2)y’ + ao(z)y) = 0 und
alsocy € Ly, . O

Hieraus folgt das in [I3], 19.1] so genannte

Superpositionsprinzip. Jede Linearkombination ci1y1 + - -+ + ¢nym von
Losungen 41, ..., ym: I — R der DGL (%) ist wieder eine Losung von (x).

Wir werden in Abschnitt zeigen, dass Lj die Dimension 2 hat und sich
also jede Losung y: I — R von (*) eindeutig als Linearkombination

y=ciy1 +coy2 mit c,c2 €R

zweier linear unabhingiger Losungen yp,ys von (x) schreiben lidsst. Wir
nennen zwei linear unabhéngige Losungen y1,y2 von () ein Fundamental-
system und schreiben dann die allgemeine Losung in der Form

y(x) = cry1(x) + coya(x) fir z € 1.

Es stellt sich die Frage, wann zwei Losungen linear unabhéngig sind.
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Sind y1,y2: I — R Losungen der DGL
Yy + a1(z)y’ + ap(x)y = 0, so ist deren
Wronski- Determinante definiert durch

yi(z) yz@«”))
W(x) = det
0 =dat () )
fir alle z € I.
Die Wronski-Determinante gibt Auskunft

dariiber, wann die beiden Losungen linear
unabhéingig sind, vgl. Satz[7] unten.

GRAF JOSEF HOENE WRONSKI 1778-1853

Bemerkung 2. Es ist W/(z) = det (yl(x) y?,(x)> fiir alle x € I, denn
yi'(z) w5 ()
es ist W(x) = y1(x ) 5 (x) —y2(z)y) () und also nach Produktregel W'(z) =

1 (2)ys(2) oy (2)ys (2) —y ( 1 () —ya(z)yy (z) = y1(2)yy (x) —y2(2)y) (x)

Satz 6. Seien y1,y2: I — R Lisungen von
(). Dann erfillt die Wronski-Determinante
W(z) die DGL W' = —ay(z) W .

Die DGL wird nach Satz [l in Abschnitt @
durch die folgende Formel [T}, S. 22, 0.] gelost.
Formel von Abel (1827):

W(a) = W(g)e Je O,

Aus der Formel folgt: Ist W (&) # 0 fiir ein
Eel, soist W(x)#0 fir allex € I.

NiELs HENRIK ABEL 1802-1829

Beweis. Da y1, y2 Losungen von (%) sind, gelten die Gleichungen

yi () + ar(@)yy (z) + ao(x)y1(x) =0,

Y (z) + a1 (z)ys(2) + ao(z)yz(z) = 0.
Multipliziere die erste Gleichung mit —ys(z) und die zweite Gleichung mit
y1(z). Addition der Gleichungen ergibt dann

(11(@)y5 () = ya(2)yf (@) + a1(2) (31(2)ya(x) — y2(2)yi(2)) = 0 und das
ist nichts anderes als dle Gleichung W' (x) 4+ aq (z)W(x) = 0. Also ist W (x)
eine Losung der DGL W' = —aq(z) W fiir alle x € T . O

Satz 7. Seien y1,y2: I — R 2wei Lisungen der DGL (x), und seix € T.
Dann gilt W(x) # 0 genau dann, wenn y1 und ys linear unabhdingig sind.
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Beweis. ,—*“ Die Funktionen y; , y2 seien linear abhéngig. Dann gibt es
c1,co € R, die nicht beide 0 sind und fiir die c1y; + coy2 = 0 gilt. Also hat
das homogene lineare Gleichungssystem

c1y1(x) +caya(x) =
a1 yy (@) + cayp(x) =

eine Losung (c1,¢2) # (0,0), und W (x) ist die Determinante der Koeffizi-
entenmatrix. Es folgt W (z) = 0.

»<=“ Sei W(z) = 0. Dann sind die Spalten der zu W (z) gehorigen Matrix
linear abhiingige Vektoren in R?. Mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes, den wir
in Abschnitt beweisen, folgt dann, dass die Funktionen yi,ys linear
abhiingig sind, vgl. Satz [30]in Abschnitt O

Beispiel 1. Die DGL y” + y = 0 hat die Losungen y;(z) = sin(z) und
ya(x) = cos(z) . Es ist

W (z) = det (Sin(x) cos(z) ) =—1+#0.

cos(xz) —sin(x)

Die Losungen sind also linear unabhéngig. Die allgemeine Losung ist y(z) =
¢ sin(x) 4 ¢o cos(z) fir x € R.

Beispiel 2. Die DGL y” — -7y + —L5y = 0 mit # > 1 hat die Losungen
y1(x) = x und y2(x) = €. Die Wronski-Determinante erfiillt

x

v 6>=l’6$—6x=($—1)6$750 fir = >1.

W (z) = det (1 o

Also ist y(x) = c1 & 4 c2 €® die allgemeine Losung der DGL fiir « > 1.
Sei nun die Anfangsbedingung y(3) = 2 und y’(3) = 0 vorgegeben. Da

Yy (x) = ¢1 + co€” ist, sind ¢, co Losungen des linearen Gleichungssystems
y(3) =c134cyed Lo
y(3)=c1+ o3 Lo

und also folgt ¢; = 1 und ¢y = —e 3. Die Losung der Anfangswertaufgabe
ist daher y(z) =2 — e 3e® =2 — 73,

Beispiel 3. Die Airy-DGL y” —zy = 0 ist nicht so leicht zu 16sen. Da die
Koeffizienten a1 (z) = 0 und ag(z) = —z Potenzreihen um 0 fiir alle z € R
sind, gibt es aber eine Potenzreihenlisung, die auf ganz R definiert ist, vgl.
13, Satz 26.1].
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8
$
8
3

Wir machen den Ansatz y(z) =

mit ¢,, € R fiir alle n € Nj. n=0
Dann ist
o0 o0
y'(x) = 3 nepz™ = 3 (n+ Deppra®
n=1 n=0
und

-2

M

y" () (n — 1)ne,z"

3
||
N

M

(n+1)(n+ 2)cyp22".

3
Il
<

Einsetzen in die DGL ergibt

SIR GEORGE

o0
y'(z) — wy(z =Zn+1 (n + 2)cppoz” chx
n=0 n=0

oo
Zn+1 (n+ 2)cppox™ ch 1"

Da keine Anfangsbedingung vorgegeben ist, sind ¢y und ¢; frei wahlbare
Konstanten. Koeffizientenvergleich ergibt 1-2-co = 0 fiir n = 0 und weiter
2-3-c3—co=0fiirn=1sowie 3-4-c4 —c; =0 fiir n = 2. Wir erhalten
ersichtlich die Rekursionsformel

Cn—1 .
1 c =——"——— fir neN.
) T+ 1) (n+2)
Da ¢y = 0 ist, folgt05—0fﬁrn:3.Esist.06:55%:ﬁ%:ﬁﬁf?r
n=4und c; = gt = 3765 = prazy sowie cg = 0. Es ist c3pq2 = 0 fiir
alle n € Np.

Lemma. Es gilt c3, = €0 fiir allen € N.

2:5-8-+-(3n—1)-3"-n!

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 1 ist ¢3 = Sei nun c3,, wie im

R
2-31-11 *

Lemma gegeben. Zu zeigen ist c3(,41) = 2‘5“8_”(3n+c2°)3n+1(n+1)! . Es ist
c —¢ (;) C3n4+1—1
3(n+1) (3n+1)+2 (37”& T 2)(3n +1+ 2)
_ C3n I;/' Co
(Bn+2)3n+3) 2:5-8---(3n—-1)3"-n!-(3n+2)(3n+3)

— €0
©2.5.8--(3n—1)(3n+2)3"t (n + 1)’

da 3" -n!-(3n+3) =n! 3" (n+ 1) gilt. O
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1
4-7-10---(3n+1)-37-nl
hier in Aufgabe [60| verlagert wird. Der Ansatz y(x) = > ¢,a™ liefert nun

n=0

Analog zeigt man cg, 11 = fiir alle n € N, was

3n

ein Fundamentalsystem von Losungen y (x) = 1+ Z TEE x

3n=Ty3ma und

(oo}
yo(z) = z+ Z AT (;:1) =1 » da die zugehorige Wronski-Determinante

wW(0) = 75 0 1st Die allgemeine Losung ist y(z) = coy1(x) + c1y2(x).

7.2 Fundamentalsystem, wenn eine Losung bekannt ist
Seien ag,a;: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall 7 C R.

. |

Reduktionssatz von d’Alembert.
Seiyy: I — R eine Lisung der DGL

(*) y' 4+ a1(z)y +ao(z)y =0

und sei yi1(x) # 0 fir alle x € I. Der Ansatz

y2(x) = y1(x)u(x) mit einer nichit-konstanten
Lésung u(z) der DGL u"—l—(ZZ;iEg +a1(z))u’ =0
ergibt dann eine von yi(x) linear unabhingige Teax Baptiste Le  Rosb

Lésung yo: I — R. D’ALEMBERT, 17171783

Beweis. Sei y2 = yiu, also yb = yju + y1u’ und v = yfu + 2y5u’ + yru”.
Der Kiirze halber schreiben wir die Argumente x nicht mit. Da y; eine
Losung von () ist, gilt ¢} + a1y] + apyr = 0, und es folgt

yy + a1ys + aoyz = yiu + 2y’ + i’ + ar(yyu + yiu') + apyiu
= 2y} + aryr)u’ + yru”.

Also gilt ¥4 + a1y} + aoy2 = 0 genau dann, wenn (2 % +a)u +u" =0
gilt. Ist c1y1 + caye2 = 0, so ist (¢1 + cou)y; = 0 und also ¢; + cou = 0. Es
folgt ¢; = 0 = ¢2, da u nicht-konstant ist. O

Die DGL u” + (2 Zlég —i—al(m))u’ = 0, die im Reduktionssatz auftaucht, ist

von der Ordnung 1 in ', und daher wird durch den Satz von d’Alembert
die Ordnung der zu 16senden DGL um 1 reduziert. Im Beweis des folgenden
Satzes wird die DGL der Ordnung 1 gel6st, und man kann dadurch eine
von y; linear unabhéngige Losung y2 von (x) direkt angeben.
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Satz 8. Seiyi: I — R eine Lisung mit y1(x) # 0 fiir alle x € I der DGL
(%) y" + ai(z)y + ao(z)y =0,

und sei Aj(x) eine Stammfunktion von ai(x). Dann ist die Funktion

@) = (o) [

vi(@)

eine von yy linear unabhingige Lisung von ().

e~ A1) g

y1(x)
Stammfunktion von a(z) ist A(z) = —2In(|y; (z)|) — A; (x), vel. Aufgabe 2}
Also ist

Beweis. Lose die DGL v’ = a(z)u’ mit a(z) = 7(2?"1(1) + al(a:)>. Eine

U (z) = eAW) = e 2l @D -Ai@) = 21 e—A1(@)

i(z)

eine Losung der DGL v’ = a(x)u'. Es folgt u(z) = [ y%(w)e*““l(z) dz
1

und nach dem Reduktionssatz ist y2(x) = yi(x)u(x) eine von y; linear

unabhéingige Losung von (x). O

<

Korollar 1. Jede Lésung yo: I — R der DGL

(%) y1(@)yh — v (2) y2 = ce ™M@ mit ¢ 40

—A1®) dx und daher eine von y;

ist von der Form ys(z) = cyi(z) [ y%(x) e
linear unabhingige Losung von (x). Umgekehrt gilt:

Jede von yy linear unabhdngige Losung yo: I — R der DGL (%) ist eine
Lésung von (xx) und daher von der Form ys(z) = cyi(x) [ ygix) e~ A1) dg
1

mit einer Konstanten ¢ € Ry .

Beweis. Sei ys(x) eine Losung von (xx). Nach Quotientenregel folgt dann

(yz(w))’ _ (@) (@) —yi (@) ya(a)  cem M)

y1(z) vi () yi(z)

Integrieren auf beiden Seiten ergibt daher Zigg =cf e;; (1;; " do und also
1

ya(z) = cyi(z) [ le(l_) e=A1(®) dz. Da ¢ # 0 ist, folgt aus Satz dass yo

eine von y; linear unabhéingige Losung von (%) ist.

Sei umgekehrt yo: I — R irgendeine von y; linear unabhéngige Losung
von (). Dann gilt fiir die beiden Losungen y; und y» die Abelsche Formel,
vgl. Satz |§|, und es folgt W (x) := yi(z) vh(z) — v} (x) yo(z) = ce @)
mit einer Konstanten ¢ € R. Da y; und y- linear unabhéngig sind, ist
W (z) # 0 und also ¢ # 0 nach Satz[7] Wie oben gerade gezeigt, folgt nun
ya(z) = cyr(x) [ y%ix) e~ A @) dg. O
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Beispiel 1. Gegeben sei die DGL y” — (4+ 2)y' + (44 2)y = 0 fiir
x > 0. Man bestimme eine zur Losung y;(z) = €%* linear unabhingige
Losung y2(x) mit verschiedenen Methoden. Dabei sei ay(z) := —(4 + 2).

Reduktionssatz: Es ist 2%23 +ai(z) = 42; —4—2 = -2 und also ist

die DGL v = (2318 + ai(z))u’ = 24/ vom Typ II in zu 15sen.
Eine spezielle Losung ist u/(x) = eA(*) mit einer Stammfunktion A(z) von
a(z) = 2

=, was u'(z) = 21“(“) = 22 ergibt. Es folgt u(z) = [2?dx = %
und yo(z) = y1 (z)u(r) =

Satz 8: Es ist A;(x) = — f A4+ 2)dx = (433 + 1n( )) elne Stammfunk—
tion von aj(z) = —(4 + ) Es folgt ya( f e—A(®@) fp —

2
e2z f 64% e4m+ln(m )dl' — 2% j‘xQ dr = e2=

z?

=

Korollar 1: Lése die DGL y1(2)yh — v} (2)ys = e~ J 1@ de fijp ) (2) = 2

und a1(z) = —(4 + 2). Dies ergibt die DGL e**y — 2¢**y, = eJ (4+2) da
und also durch Multiplikation mit e=2% die DGL y} = 2y, + e2zon(@®) yom
Typ III in Es folgt yo(z) = €2 [ e 2%e** 2% dx = €** [ 2? dx = €** %

Die Idee fiir Satz |8/ und Korollar 1 ist durch die Bachelor-Arbeit [I7] ent-
standen. Dort wird gezeigt, dass man stets dieselbe Losung y2 der DGL (%)
erhélt, wenn man den Reduktionssatz von d’Alembert anwendet oder die
DGL (*%) nach g4 auflést und gemaf Typ III in Tabelle lost.

Beispiel 2. Man lose die DGL 3" — ngl Yy + :p22—1 y=0 firz > 1.
Auf die Losung y1(z) = = kommt man leicht. Eine Stammfunktion von
ai(z) = ——#%; ist A;(z) = —In(2? — 1) . Nach Satz [§]ist

1 In(z?®—1 1
y2($)=x/;e( )d:r:x/xQ(a: —1)dz

:m/<1—x—)d:v:x(x+ )=m2+1

eine von y; linear unabhéngige Losung. Die allgemeine Losung der DGL
lautet also y(x) = c1x + ca(22 +1).
Probe fiir yz. Aus ya(2) = 2% + 1 = ¢4 (v) = 22 = ¢y} (2) =2 =

" 2¢ 1 2 _ 42° 22242 _ 22%2-2—42%422%42 _
Y2 — 21 Y2 + 2o1Y2 = 2 - z2—1 + z2—1 z2—1 =0 v

In einer DGL der Form v” + go(x)v = 0, wobei qo: I — R eine stetige
Funktion sei, fehlt das zweithéchste Glied ¢1 (x)v’. In diesem Fall verschiirft
sich Satz[§] und Korollar 1 zu folgendem
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Korollar 2. Seivy: I — R eine Lisung der DGL v" 4 qo(x)v = 0, und
es gelte vi(x) # 0 fiir alle x € I. Dann ist die Funktion

va(x) = vl(w)/v%tx)dx

eine von v1 linear unabhingige Losung. Umgekehrt ist jede von vy linear

unabhingige Losung der DGL v" + qo(x)v = 0 wvon der Form ve(z) =

cui(z) [ v%(x) dx mit einer Konstanten ¢ € Ry . O
1

7.3 Beseitigen des zweithdchsten Gliedes

Fiir eine algebraische Gleichung z? + px + ¢ = 0 mit p,q € R fithrt die
Substitution2x = z— B zu der Gleichung (2 —£)?+p(z—5)+q = 2% +qo =0
mit go = —% +4¢. In der Gleichung 224 qo = 0 fehlt das zweithochste Glied,
und aus den Losungen z;2 = =£4/—qo erhalten wir dann die Losungen
Tio =212 5 =5 %4/ % — g der Ausgangsgleichung. Wir betrachten
hier nun eine lineare DGL, die nicht homogen zu sein braucht, namlich

(1) Y +a1(x)y’ +ao(x)y = b(x)

wobei ag,a1,b: I — R auf einem Intervall I C R stetig seien und a; zudem
mit einer stetigen Ableitung versehen sei. Durch eine geeignete Substitution
werden wir in Lemma 2 die DGL (1) in die Form v” + go(x)v = b1(x)
bringen.

Lemma 1. Sei u(z) = e 24 mit einer Stammfunktion Ay (z) von
ai(x). Dann gilt 2u'(x) + a1(z)u(z) =0 und

u”(z) + a1 (2)u'(z) + ao(z)u(z) = go(w)u(x)

mit qo(z) == —1 a} (2) — L a3(2) + ao (@)
Beweis. Nach Kettenregel gilt v/ (z) = —iai(z)u(z). Der Kiirze halber
schreiben wir nun die Argumente x nicht mit. Es folgt 2u’ + a;u = 0 und
nach Produktregel uv” = —Jaju — a1u/ = —Faju + jaiu, da v = —faju
gilt. Dies ergibt
" / 1 / 1 2
u 4+ a1u + agu = _§G1U + Zalu + aq (—§a1u) + apu
1, 1,
= —galu — Zalu + apu
1 1
= (50 - ged +ao)u
=qu. O
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Lemma 2. Seiqo(z) definiert wie in Lemma 1. Ist eine Funktionv: I — R
eine Losung der DGL

b(
9 " _ o\
(2) V" + qo(z)v (@)
so ist die Funktion y(z) := u(z)v(x) mit u(z) = e~ 24 @) eine Lisung der
DGL (1). Ist umgekehrt eine Funktion y: I — R eine Liosung von (1), so
— y(=@)

ist die Funktion v(z) := u(z) €ine Losung von (2).

Beweis. Wir schreiben wieder der Kiirze halber die Argumente  nicht mit.
Sei y = uv mit einer zweimal differenzierbaren Funktion v. Dann ist nach
der Produktregel

v+ a1y + apy = (wv)” + a1 (ww) + aguw
=u"v +2uv + w” + a1 (v'v + uw') + aguw
= (u" + a1u’ + apu)v + (2u" + aju)v’ + uv”
= qouv + uv” nach Lemma 1.

= (" + qov)u.

Sei v eine Losung von (2). Dann ist v +qov = % und also y"”+a1y'+agy = b.
Es ist daher y eine Losung von (1). Ist umgekehrt y eine Losung von (1),
so folgt b = (v"" + gov)u und somit v 4 gov = £ O

Beispiel 1. Man I6se die DGL y”"+y'+ 2y = 0. Hier ist a1 = 1 und ag =
sowie u(z) = e~ 2A41(®) = ¢=2% und ¢y = —tadi—tal+ta=-1+2=
Die DGL v” 4+ v = 0 hat nach Beispiel 1 in die linear unabhingigen
Losungen vy (x) = sin(z) und va(x) = cos(x). Nach Lemma 2 fiir b(z) = 0
sind die Funktionen y; () = sin(z)e™ 2% und y,(z) = cos(x)e~ 2% Losungen
von (1). Auch sind sie linear unabhingig, wie der folgende Satz zeigt. Die
allgemeine Lésung ist also y(z) = ¢ sin(z)e™ 2% + ¢y cos(a)e™ 27,

5
1

Satz 9. Wenn die Funktionen vi,v9: I — R ein Fundamentalsystem von
Lésungen fir die DGL
v+ qo(x)v =0

bilden, so bilden die Funktionen y(x) = u(z)v(z) und ya(x) = u(z)ve(x)
mit u(z) = e~2A1@) gip Fundamentalsystem von Liésungen fir die DGL
y' +ar(@)y’ +ao(x)y =0.

Wenn umgekehrt die Funktionen yy,y2: I — R ein Fundamentalsystem von
Lésungen fir die DGL y" + a1(x)y’ + ao(z)y = 0 bilden, so bilden die
Funktionen vy (z) = ;‘2(%) und vo(x) = yj((;)) ein Fundamentalsystem von

Lésungen fir die DGL v" 4+ go(x)v =0.
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Beweis. Im Hinblick auf Lemma 2 fiir b(x) = 0 ist jeweils nur noch die
lineare Unabhéngigkeit der Losungen zu zeigen. Wir schreiben wieder die
Argumente x nicht mit. Es ist

Y1 Y2 Uuvy UV
Y =det = det
(yi yé) ((uvly (UUQY>

_ U1 U2 _ U1 U2

= udet (u’vl +uv] wuy+ uv'2> = udet (uvi uvé)

=2V mtv_mxc}”ﬁ.

LG
Da u # 0 ist, gilt V' # 0 genau dann, wenn Y # 0 ist. Aus Satz[7]in[7.1] folgt
daher jeweils die behauptete lineare Unabhéngigkeit der Losungen. O
Beispiel 2. Man ermittle die allgemeine Losung der DGL
y" —8xy’ + (162° — 3)y = 0.
Fiir a;(z) = —8x ist a?(x) = 6422 und a}(z) = —8. Es folgt
1 1
qo(z) = -5 ai(x) — 1 a3(x) +ag(x) =4 —162% 4 162> -3 =1.

Die DGL v” + go(z)v = v” + v = 0 hat die linear unabhéngigen Losungen
v1(x) = sin(z) und vy (z) = cos(x) nach Beispiel 1 in [7.1}

Esist A;(x) = —42? eine Stammfunktion von a1 (x) = —8z und also u(z) =
e~ 241(@) = ¢22” Nach Satz |§| bilden die Funktionen y;(z) = 2’ sin(z)
und y2(z) = €2 cos(z) ein Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung
ist y(z) = 162 sin(x) + c2¢2*” cos(z) fiir z € R und mit Konstanten
c1,c2 € R.

Der folgende Satz ist der Bachelorarbeit [26] entnommen. Dort wird gezeigt,
dass der Ansatz go(x) = ag(z) zu folgendem Ergebnis fiihrt.

Satz iiber die DGL y” + %y’ + ao(x)y = b(x). Sei I ein Intervall
in Rsyg und seien ag,b: I — R stetige Funktionen. Wenn eine Funktion
v: I = R eine Lisung der DGL

(3) V" + ag(x)v = zb(z)

ist, so ist die Funktion y(x) = Tv(z) eine Lésung der DGL
2

(4) y'+ Y +ao()y = b(z).

Ist umgekehrt eine Funktion y: I — R eine Liésung von (4), so ist die
Funktion v(z) = zy(x) eine Lisung von (3).
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Beuweis. Der Satz folgt aus Lemma 2. Fiir a1(z) = 2 ist u(z) = 1 sowie
1.7

—3ai(z) = 1ai(x) und also qo(z) = ag(x). O
Beispiel 3. Die DGL y” + %y’ +y = 0 hat fiir z > 0 nach Satz |§| und
obigem Satz die allgemeine Lésung y(z) = ¢1 L sin(z) + co1 cos(z), denn
sin(x) und cos(x) bilden ein Fundamentalsystem fiir die DGL v” 4+ v = 0.
Beispiel 4. Wir losen die DGL v — (1 +2tan?(z))v = 0, die [16, 3.C.2.24]
entnommen ist, auf dem Intervall I = ]0,%[. Es ist vi(z) = ﬁl(gﬂ) eine
Losung und nach Korollar 2 zu Satz [§] bilden die Funktionen v, und vy mit
va(z) = @ J cos?(z) dz ein Fundamentalsystem. Mit Hilfe von partieller

Integration folgt
/cosz(z) dx = /(1 —sin?(z)) dz da cos®(z) + sin®(z) = 1

= x + sin(z) cos(z) — /cosz(x) dx und also

/ cos?(z) dx =

Daher ist va(z) = —L—(%(z + sin(z) cos(z))) = (=% + sin(z)). Nach

cos(z) cos(x)

Satz [9] und obigem Satz folgern wir hieraus, dass die DGL

(z + sin(z) cos(z)) .

DO =

2
Yy’ + ;y’ — (14 2tan?(z))y =0

die allgemeine Losung y(z) = ¢; ——— + 02(@ + Sin(m)) auf I hat.

x cos(x) T

7.4 DGL y” + a1(x)y’ + ao(x)y = b(x)

Seien ay,ag,b: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I C R. Wir
betrachten eine inhomogene lineare DGL der Form

() y" +ar(@)y’ + ao(x)y = b(x) .

Sind y,ys: I — R Losungen dieser DGL, so ist die Differenz y — y, eine
Losung der zugehdrigen homogenen DGL

(%) y' +ai(x)y +ao(x)y =0,

da sich b(x) dann weghebt. Die allgemeine Lisung einer inhomogenen
DGL (xx) ist also die Summe aus einer speziellen Lisung ys von (xx) und
der allgemeinen Losung von (x). Sie hat daher die Gestalt

y(x) = ys(x) + cry1(x) + c2y2(2)
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wobei y,(z) irgendeine spezielle Losung von (x) ist, ¢1,ca € R Konstan-
ten sind und y(z), y2(z) ein Fundamentalsystem von Lésungen fiir die
homogene DGL (x) bilden.

Bemerkung. Sei Lj, der Vektorraum der Losungen von (%) geméfl Bemer-
kung 1 in[7.1] und sei L; die Menge der Losungen der inhomogenen DGL
(). Ist ys: I — R eine spezielle Losung von (xx), so gilt

Li=ys+ L.

Beweis. Nach obigen Ausfithrungen ist nur ys + yp € L; fiir jede Funktion
yn € Ly, zu zeigen. Dies ist aber klar, da y” +y} +a1 (v, +y7,) +ao(Ys +yn) =
Yy + a1yl + agys = b fiir yp € Ly, gilt. O

Kennt man ein Fundamentalsystem von Losungen fiir die homogene DGL
(%), so kann man mit der folgenden Methode der Variation der Konstanten
eine spezielle Losung der inhomogenen DGL (k) erhalten.

Man geht von der allgemeinen Losung yp(z) = c1y1(x) + caye(z) von (x)
aus und variiert sozusagen die Konstanten c1, co, indem man zwei differen-
zierbare Funktionen cq,cy: I — R so bestimmt, dass

(1) @)+ ch(@)ya(r) =0 und ) (x)y(z) + ch(x)ys(z) = b(x)

gilt. Fiir die so entstandene Funktion ys(x) = ¢1(x)y1(x) + co(z)y2(z) gilt
dann y, = c1y] + coyb und also y? = cjy] + a1y + chyh + cayh, was nach
der oberen rechten Gleichung y” = c1y} + cayh + b ergibt. Es gilt dann
Ys +a1ys + aoys = cryy + cayy + b+ ai(cry) + cays) + ao(cryr + caye) =
c1(yy + a1y +aoyr) + c2(ys +arys + aoyz) +b = b, da y1, y2 Losungen von
(*) sind. Die Funktion ys(x) = c1(x)y1 (z) + ca(x)y2(z) ist also eine Losung
von (k).

Wie man die Funktionen ¢; (z) und () bestimmt, geht aus dem Beweis
des folgenden Satzes hervor.

Satz 10. Sei yi,ys: I — R ein Fundamentalsystem von Lisungen fir die
DGL y" + a1(2)y' + ao(x)y = 0, und sei W(z) die zugehdrige Wronski-
Determinante. Dann ist

le) = (o) [ do b yn(a) [ o

eine Losung der DGL y" + a1(z)y’ + ao(x)y = b(x) .

Beweis. Die Wronski-Determinante W(x) ist # 0 fiir alle € I, da y; und
y2 linear unabhéngig sind, vgl. Satz [} Die zu W(z) gehérige Matrix ist
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gerade die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (1), wenn man es in
Matrixform schreibt:

(6 e (E0) = ()

Dieses System hat nach der Cramerschen Regel genau eine Losung

oL (0 () ()
Cl(x)‘vv(m)“(b(m) yé(w))‘ W)

(@) = —— det (y,l(””) 0 ) _ n@)bl@)

W (x) vi(z) b(x) W (z)
Durch Integrieren erhalten wir ¢;(x) und ca(z) . Dass y,(z) die inhomogene
DGL l6st, haben wir oben nachgerechnet. O

Beispiel. Man 16se die DGL 3" +y = ﬁ fir x € ]0,7[. Ein Fun-
damentalsystem von Lésungen fiir die homogene DGL y” + y = 0 ist

y1(x) = cos(z) und y2(x) = sin(x). Berechne die Wronski-Determinante:
W(z) = y1(2)yh(x) — y2(2)y; (z) = cos?(x) +sin®(z) = 1. Nach Satz|10]ist

() = =) [ D s g (o) [P o

= — cos(x) / 1dz + sin(z) / cos(®) 4o

sin(x)

= —x cos(z) + sin(z) In(sin(z))

1
sin(x)

eine spezielle Losung der DGL ¢y +y = . Die allgemeine Losung lautet

y(x) = —x cos(z) + sin(z) In(sin(z)) + c1 cos(x) + co sin(z) .

7.5 Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Eine DGL mit variablen Koeffizienten ist hédufig nicht durch elementare
Funktionen l6sbar. Anders ist es bei einer DGL

(%) y' +a1y +apy=0

mit konstanten Koeffizienten ag, a; € R. Hier kann man ein Fundamental-
system von Losungen stets direkt angeben, wie der folgende Satz zeigt.
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2
Satz 11. Mit qp := f%+a0 bilden die folgenden Funktionen yy,y2: R — R
jeweils ein Fundamentalsystem von Ldsungen fir die DGL (x).

1.Fall go < 0. Esist yi(x) = eM® und yo(z) = 2 mit

A2 =—%+=q-
2.Fall go = 0. Esist yi(z) = e und yz(x) = ve™ mit a = -5 .

3.Fall go > 0. Es ist y1(z) = e*® cos(Bz) und ys(x) = e** sin(Bx) mit
a=—% und = ./q-
(Hierbei sind oo = Bi die Losungen der charakteristischen Gleichung
A+ aiA+ag=0.)

Beweis. Zum 1. Fall: Fiir ¢y < 0 sind A; und Ay zwei verschiedene reelle
Losungen der Gleichung A2 +aj A +ag = 0. Es ist y;(z) = e*? eine Losung
von (%), da y{(z) + a1y (x) + aoy1(x) = A\2eM® + ag A eM? + qpe’® =
(A2 + a1\ +ag)eM® = 0 gilt. Analog ist y2(z) = e*2? eine Losung der DGL
(*). Die beiden Losungen sind nach Satz [7|in linear unabhéngig, denn
es ist W(0) = y1(0)y5(0) — y1(0)y2(0) = A2 — Ay # 0, da Ay # A gilt.
Zum 2. Fall: Beseitigen des zweithochsten Gliedes in der DGL () fiihrt
nach Lemma 2 in zu der DGL v” = 0, da ¢ = 0 ist. Deren Losungen
vi(z) = 1 und ve(x) = z bilden ein Fundamentalsystem, denn es ist
W (z) = vi(z)vh(z) — vi(z)va(x) = 1 # 0. Nach Satz [9] in bilden dann
die Funktionen y (z) = u(x)v1(z) = u(x) und yo(x) = u(z)va(x) = u(z)x
mit u(z) = e~ 7% ein Fundamentalssystem fiir die DGL ().

Zum 3. Fall: Beseitigen des zweithochsten Gliedes in der DGL () fiihrt
nach Lemma 2 in zu der DGL v” + gov = 0 mit gy > 0. Sie hat die
Losung vy (z) = cos(fz) mit 3 = /qo, denn es ist v} (z) = —Fsin(Bz) und
v (z) = —B%cos(Br) = —qov1(x). Analog ist ve(z) = sin(Bx) eine Losung
der DGL v” + gqov = 0. Diese Losungen bilden ein Fundamentalsystem,
denn es ist W(0) = v1(0)v5(0) — v{(0)v2(0) = B # 0. Nach Satz [9] in
bilden dann die Funktionen y; (z) = u(x)vi(x) = u(x) cos(Bz) und yo(x) =
w(x)va(z) = u(x)sin(Bz) mit u(z) = e~ 27 ein Fundamentalssystem fiir
die DGL (x). O

Beispiel 1. Schwingungsgleichung
In Abschnitt haben wir die die reibungsfreie Bewegung eines elastisch
angebundenen Punktes der Masse m durch die DGL & + w?2 = 0 beschrie-
ben, wobei w? = % und k& > 0 eine Konstante ist. Ist nun noch eine Rei-
bungskraft gegeben, die proportional zur Geschwindigkeit ist, so erhalten
wir die DGL

&4 2pi +w?z =0,
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wobei p = 5 mit einer Reibungskonstanten r > 0 gilt. Es ist also p > 0,

und es ist g = 7% + w? = —p? + w?. Die obigen Fallunterscheidungen
qo < 0, go = 0 und gg > 0 spiegeln unterschiedliches Schwingungsverhalten
wieder, was wir nun niher untersuchen wollen, vgl. z. B. [13] IV.18].

1.Fall go = —p? + w? < 0. Dann ist x(t) = cyeM? + cpe2t mit

A2 =—pEp?—w?

die allgemeine Losung der DGL & 4 2p% + w?x = 0.

Die Reibungskraft ist hier im Vergleich zur elastischen Kraft grof8. Da p >
V/p? — w? ist, sind A\; und Az beide negativ. Es ist also tlggo z(t) =0, der
Punkt nahert sich asymptotisch dem Nullpunkt. Die Geschwindigkeit des
Punktes ist #(t) = c;A\1eM? + cadoe*?t und also im Fall ¢; # 0 genau dann
0, wenn A ePMTA)t = ooy, gilt. Dies kann hochstens fiir einen Wert ¢
auftreten, d.h. der Massenpunkt kehrt hochstens einmal seine anfangliche
Bewegungsrichtung um und néhert sich dann asymptotisch dem Nullpunkt.
Dies ist der stark gedimpfte Fall.

2.Fall qo = —p? + w? = 0. Dann ist 2(t) = cie ! + cote ! die all-
gemeine Lésung der DGL & + 2pi + w?x = 0. Wie im 1.Fall gilt hier
lim z(t) = 0, und es ist @(¢) = 0 fiir hochstens einen Wert ¢. Der Mas-

t—o0
senpunkt kehrt also wie im stark geddmpften Fall hochstens einmal seine

anfiéngliche Bewegungsrichtung um und néhert sich dann asymptotisch dem
Nullpunkt. Dies ist der aperiodische Grenzfall.

3.Fall go = —p? + w? > 0. Mit 3 := ,/qo ist dann
z(t) = e~ (cy cos(Bt) + cp sin(Bt))

die allgemeine Losung der DGL & + 2pi + w?2z = 0. Diese kann man,
wie unten gezeigt wird, umformen zu z(t) = ae *!sin(Bt + ¢) mit a :=
\/¢? + c3, was nun aber, im Gegensatz zur ungeddmpften Schwingung mit
p = 0 in Abschnitt [6-3] keine reine Sinusschwingung mehr ist. Da hier
p > 0 ist, gilt auch wieder wie im 1. und 2. Fall tlim x(t) = 0. Aber der
— 00
Massenpunkt pendelt jetzt stindig um den Nullpunkt herum, allerdings
mit abnehmenden Amplituden. Dies ist der schwach gedimpfte Fall.
Wir betrachten die Lésung z(t) = e~ (c1 cos(Bt) + cosin(Bt)) der DGL
#4200 +w?r = 0mit 0 < p < w. Wenn ¢; = 0 = ¢y gilt, bleibt m
2 2
bewegungslos im Nullpunkt. Sei nun a := \/cf +¢3 # 0. Da % 4+ 3 =1
gilt, gibt es genau ein ¢ € [0,27) mit <L =sin(p) und <2 = cos(yp).
Es folgt 2(t) = a e (sin(p) cos(Bt) + cos(p) sin(Bt)) = ae™F(sin(Bt +¢))
nach Additionstheorem sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) fiir alle
z,y€eR.
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z(t)y ae Plsin(Bt + ¢) asin(ft + ¢)

In Beispiel 1 haben wir freie Schwingungen eines Massenpunktes betrachtet,
und wir kommen nun zu den erzwungenen Schwingungen. Der Massenpunkt
sei wieder elastisch angebunden, und es wirke wieder eine zur Geschwindig-
keit proportionale Reibungskraft. Zusétzlich wirke noch eine duflere Kraft
F(t). Es gilt dann die DGL & + Zd& + Lo = % Wir betrachten nun
allgemein die inhomogene DGL

(%) y' +ary +agy = b(x)

mit einer stetigen Funktion b: I — R auf einem Intervall I C R. Dann
kann man mit Hilfe eines Fundamentalsystems fiir die homogene DGL ()
die Methode der Variation der Konstanten gem#f Satz [I0] in [7.4] benutzen,
um eine spezielle Losung y,: I — R von (x*) zu ermitteln.
In vielen Fillen kommt man aber auch durch einen passenden Ansatz direkt
zu einer speziellen Losung. Wir betrachten hier drei Falle.

1: Esist b(z) = ape”® mit v,a; € R.

Ansatz. ys(x) = ae’®, falls v keine Losung der charakteristischen
Gleichung N? + a1\ +ap = 0 ist, und ys(z) = ax"e”, falls v eine
r-fache Losung der charakteristischen Gleichung ist mit » = 1 oder
r = 2. Es ist dann die Konstante a zu bestimmen.

2: Es ist b(x) ein Polynom vom Grad m . Ist ag # 0, so erhélt man stets
ein Polynom y;s(z) vom Grad m als Losung von (xx):

Ansatz. y,(z) = 8, 8™ + 812 4+ 812+ 50, falls ag # 0, und
Ys(2) = (8™ + 8y _12™ 4512+ 50), falls ag = 0 und a; # 0.
Dies setzt man in (xx) ein und ermittelt durch Koeffizientenvergleich
mit b(z) die Koeflizienten sq, ..., S .

3: Esist b(z) = oy cos(fz) + agsin(fz) mit a1, a2, B €R und a; #0.

Ansatz. ys(z) = by cos(8x) + besin(Bx) mit by, by € R. Es sind by
und by zu bestimmen.
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Beispiel 2. (a) Zur DGL y” — 4y = 10e3 gehort die charakteristische
Gleichung A2 — 4 = 0 mit den Losungen A = 42 # 3. Wir machen den
Ansatz ys(x) = ae®. Dann ist y.(z) = 3ae3® und y”(z) = 9ae3®. Es folgt
Y’ (x) — dys(x) = 9ae3® — 4ae®® = 5ae3® < 10¢% und daher a = 2. Es ist
also ys(x) = 2e3% eine spezielle Losung der DGL 3" — 4y = 10 e3%.

Probe. y, = 2¢3% = ¢/ — 4y, = 18¢3% —4-2¢3* = 10e3 v

(b) Man finde eine spezielle Losung der DGL y” — 4y = 8¢2*. Hier ist
v = 2 eine einfache Losung der charakteristischen Gleichung A2 — 4 = 0.
Wir machen den Ansatz y,(x) = aze?®. Dann ist /() = ae®* +2are®* und
v () = 2ae?® +2ae** +4axe®® = 4ae®® +4azxe®®. Es folgt v/ (v) — 4ys(z) =
dae®® + daze® — daze?® = dae®® = 82 und daher a = 2. Es ist also
ys(x) = 2z .

Probe. y, = 22¢?® = y! — 4y, = 8¢** + 8ze?® — 8re?® = 8e?*

Beispiel 3. Es ist eine spezielle Losung der DGL 3" +2y' —3y = 322 —42+1
zu bestimmen.

Ansatz: y,(x) = sp2%+s12+50 . Bs folgt v/, () = 2so2+s; und 3 (x) = 255
und also ¥ (x) + 2y, (z) — 3ys(z) = 252 +2(2s22 + 51) — 3(522% + 512+ 50) =
—35922 + (482 —351)x+282+251 — 350 < 32 —4x+1 . Koeffizientenvergleich
ergibt s5 = —1, also —4 — 3s; = —4 und s; = 0. Daher gilt —2 — 355 =1
und sp = —1. Es folgt ys(x) = s92? + s10+ 59 = —2% — 1.

Probe. y; = —22 -1 = ¢, = 22 = ¢!/ = -2 = ¢y + 2y, — 3y, =
—2—4x+322+3=322 -4z +1 V

Beispiel 4. Es ist eine spezielle Losung der DGL v + ¢’ +y = sin(2z) zu
bestimmen.

Ansatz. ys(x) = by cos(2z) + bysin(2z) . Es folgt v, (z) = —2bysin(2z) +
2by cos(2z) und yY (z) = —4by cos(2z) — 4be sin(2z) , also

y! 4yl +ys = (—3by + 2by) cos(2z) + (—2by — 3by) sin(2z) = sin(2z) .

Es muss daher —3b; 4+ 2by = 0 und —2b; — 3b; = 1 gelten. Dieses li-

neare Gleichungssystem hat die Losungen b; = —1—23 und by = —13—3. Es
folgtys(z) = — 35 cos(2z) — 3 sin(2z) .

Probe. y, = — 4 cos(2z) — & sin(2z) => ¢, = - sin(2z) — 5 cos(2z) =
y) = 3 cos(2z) + 13 sin(2x) = y + Y, + ys = sin(2x) v
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Komplexwertige Lésungen

In Biichern wird meist die DGL (*) durch den Ansatz

Az

ylx)=e fir z € R und mit einer Konstanten A € C

geldst. Die Exponentialfunktion im Komplexen wird z. B. im Buch [§] ein-
gefiihrt. Dort wird auch bewiesen, dass y'(x) = \e*® fiir alle x € R gilt.

Lemma. Die Funktion y(x) = e ist genau dann eine Losung der DGL

(%) y'+ary +ay =0

wenn A € C eine Losung der charakterischen Gleichung

(%) Mt aA+ag=0

ist. Sind A1 und A2 zwei konjugiert komplexe Ldsungen von (2), so sind
yi() = R(EM) und  ya(x) = (M)

linear unabhingige reellwertige Lisungen von (x).

Beweis. Die Funktion y(z) = e’ hat die Ableitungen 3/(z) = Ae und
y"(z) = A\2eM*. Es folgt

y'(2) + a1y (z) + aoy(x) = (A + a1\ + ag)e™.

Da e # 0 fiir alle z € R gilt, ist also y(z) genau dann eine Losung von
(*), wenn A eine Losung von (k) ist.

Die letzte Behauptung folgt aus dem 3. Fall von Satz |11 und mit Hilfe der
Eulerschen Formel %% = cos(3z) + i sin(fx). O

7.6 FEuler-DGL

Die Euler-DGL ist von der Form

22y + aywy’ + apy = b(x)

mit ag, a; € R. Sie ist eine DGL mit va-
riablen Koeffizienten, ldsst sich aber fiir
z > 0 durch die Substitution z = e?,
also t = In(z), und y = z(¢) in ei-
ne DGL mit konstanten Koeffizienten

dz 1

i o LT iab o) — dz gl
tiberfiihren: Es ist y' = & -t/ = 9 -

und daher zy’ = %. Nach Produkt-

regel folgt v’ = (‘C%)/ 4 % =

(&.1)1_@.; _ &’z dz

2,11 d”z _dz
ae )T 4z alsorty’ = GE -G

LEONHARD EULER 1707-1783
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Fazit. Die Funktion b(x) sei fir x € Rsq definiert. Dann gilt: Wenn z(t)
eine Losung der DGL

d*z dz .
(1) ﬁ+(a1—1)a+a02—b(e)

fir alle t € R ist, so ist y(x) = z(In(x)) eine Losung der Euler-DGL
(2) 22y 4+ arzy’ + agy = b(x)

fiir alle x € Rsg. Wenn umgekehrt y(x) eine Lisung der Euler-DGL (2)
ist, so ist z(t) := y(e') eine Lésung der DGL (1).

Zwei Losungen z(t) und zo(t) bilden genau dann ein Fundamentalsystem
von Lésungen fir die zu (1) gehdrige homogene DGL, wenn

yi(z) = z1(In(z))  und  ya(x) = 22(In(z))

ein Fundamentalsystem fiir die zu (2) gehorige homogene Euler-DGL bil-
den. Dies folgt aus Satz[}, da W (t) = z1(t)25(t) — 21 (t)z2(t) # 0 ist.
Ist y(z) = c1y1(z) + coy2(x) die allgemeine Lisung der Euler-DGL

22y +a1xy +agy =0
fir x > 0, so ist u(z) := y(—x) deren allgemeine Lésung fiir x < 0.

Beispiel 1. Zu lssen ist die DGL 2?y” — 3zy’ + 4y = In(z) fiir > 0. Die
zugehorige lineare DGL mit konstanten Koeffizienten ist

d?z dz
3 — —4— 4 4z=t.
®) az @ T
Es ist go = 0, und daher erhalten wir nach Satz die beiden linear un-
abhiingigen Losungen z;(t) = e und zy(t) = te?' der zugehorigen homo-
genen DGL.

Eine spezielle Losung z(t) erhélt man durch den Ansatz z5(t) = s1t+so. Es
d

Zs __ d?z, _ d?z. dzs _ _
o =s1und %55 =0 und also 55 — 475 +42, = —4s1 +4s1t +4s0 =

ds1t + 4(—s1 + s0) Lt Es folgt 457 = 1 und s; = i = sg. Daher ist
zs(t) = Lt+1 undesist 2(t) = Tt+1+c1e* +cote? die allgemeine Losung
der DGL (3). Wir erhalten y(z) = z(In(z)) = ;(In(z)+1)+z?(c1 +c2 In(z))
als allgemeine Losung der Euler-DGL.

ist

Mit ¢; := 7% + ap bekommt man aus Satz eine Ubersicht iiber alle
Losungen der homogenen Euler-DGL fiir > 0. Man hat nur « durch In(x)
in den Losungen von Satz|11|zu ersetzen und zu bedenken, dass e*"(®) = zA
fiir alle z € Ry und A € R gilt.
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Korollar zu Satz 11. Mit ¢, := *% + ag bilden die folgenden Funk-
tionen y1,y2: Rsg — R jeweils ein Fundamentalsystem von Ldosungen fiir

die homogene Euler-DGL x%y" + a1xy’ + agy = 0.

1.Fall q; < 0. Esist yi(x) = 2™ und yo(z) = 27
mat )\1’2 = _a12—1 +—q.

2.Fall g1 = 0. Esist y1(x) = 2% und yo(x) = In(x) 2% mit « = —

alfl

3.Fall g1 > 0. Esistyi(x) = x*cos(fln(z)) und yz2(x) = 2 sin(S In(x))
mita:—‘“T*l und B = /q1 .

(Hierbei sind o + i die Lisungen der charakteristischen Gleichung
>\2+((11 - 1))\+CLO :O)

Komplexwertige Lésungen der homogenen Euler-DGL

Analog zum Lemma iiber komplexwertige Losungen am Ende von Abschnitt
erhalten wir hier das folgende

Lemma. Eine Funktion y: Rsg — C,2 +— 2 mit A\ € C ist genau dann
eine Losung der Euler-DGL

(4) 2*y" +ayxy +agy =0,
wenn \ eine Losung der Gleichung
(5) M4 (a; — DA +ap=0

ist. Sind A1 und A2 zwei konjugiert komplexe Losungen der Gleichung (5),
s0 sind y1(z) = R(z™M) und ya(x) = S(2™) linear unabhingige reellwertige
Lésungen der Euler-DGL (4).

Beweis. Fiir y(z) = z* ist ¢/(z) = A1 und y”(x) = AM(A — 1)z* 2. Es
folgt 22y () +arxy (z)+ao(x)y(x) = 22 AN —1)2 2+ ayz z* L +aga? =
(A2 = Nz + a A + apz = (A2 + (ag — 1A + ag)z?. Also ist y(x) = 2
genau dann eine Losung von (4), wenn A eine Losung von (5) ist. Die
letzte Behauptung folgt aus dem 3.Fall in obigem Lemma, da R(z*1) =
2% cos(BIn(z)) und I(z*) = 2 sin(BIn(x)) gilt. O
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7.7 Exkurs iiber die Legendre-DGL

Wir studieren im Folgenden die Legendre-DGL
(1) Q=2 —2ey +n(n+1)y=0

mit n € Ny. Thre Losungen, die man auch Kugel-
funktionen nennt, spielen eine wichtige Rolle in
der Physik.

Dieser Abschnitt ist etwas linger geworden. Die
danach folgenden Kapitel sind aber unabhingig

davon. ADRIEN-MARIE LEGENDRE
1752-1833

Zunéchst bestimmen wir ein Fundamentalsystem von Losungen Py(x) und
Qo(x) der DGL (1p) und dann mit Hilfe der Rekursionsformel (3) unten
ein Fundamentalsystem von Losungen Py, (x) und Q,(x) der DGL (1,,) fiir
alle n € N.

Dabei haben wir uns auch Gedanken {iber die Losungsintervalle zu machen.

Die DGL (1) lautet (1 — 22)y” — 22y’ = 0. Ersichtlich ist Py(z) = 1 eine
Losung fiir alle x € R. Um Satz [§] anwenden zu konnen, bringen wir die
DGL (1p) in die Normalform 3" — 22, y/ = 0 fiir z € -1, 1][.

1—x2
Eine Stammfunktion von a;(z) := —2%; ist A;(z) = In(1 — 22). Nach

1

Satz (8l ist Qo(x) = /e‘Al(w) dr = / T2 dx eine von Py(z) = 1 linear
-z

unabhingige Losung. Da 1 — 22 = (1 — x)(1 + ) gilt, folgt

1 1 1 1
sl e
/1—3:2 . 2/ -z 142/

%(—ln(l —z)+In(l+x)) = %m(itz) :ln[(ijf)%}

Qo(z)

1+
1—x

=In fir alle x € ]—1,1].

Fiir z € Roq und 2 € Re_y ist 25 > 0 und Qo(z) := In /] eine Losung
der DGL (1).

Probe: Qy = ln,/i—ﬂ = %(ln(x—l-l)—ln(x—l)) = Q) = %(ﬁrl—ﬁ) =
%x_i;(j;rl) = zz_,ll = 1,11,2 und Q()/ = (1,2;62)2 = (1- $2) ()/_ 2$Q6 =

2 1
oy — 22 == =0 v

GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN - EIN EINSTIEG, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2015



80 7 Lineare DGL zweiter Ordnung

Wir definieren daher
In /3L fiir 2 € -1, 1]

fir x € Rs; oder x € R4

1
und halten fest, dass in jedem der Fille Qp(z) = T2 gilt und Qo(x)
—x

eine Losung von (1p) ist. Die DGL (1,,) l4sst sich umschreiben zu
(20) ((@% = 1y) = n(n+ 1y,

denn ((22 —1)y') = (22 = 1)y" + 22y’ = —(1 — 2?)y" + 2/ (L) n(n+1)y.

Lemma 1. Sei I eines der vier Intervalle R, ]—1,1[, Rsq oder Re_;. Ist
Y, (x) eine Losung der DGL (1,,) fir x € I, so ist

x?2 -1
(3) Yon(o) =~ Y, (2) + 2 (2)
eine Lisung der DGL (1,41) fir x € I. Es gilt
(4) Yoii(2) = (n+1)Ya(2) + 2V (2).

Beweis. Wir setzen voraus, dass die DGL (2,,) fur Y,, erfiillt ist und also
(5n) (2% = DY, ()" = n(n + 1)Yn(2)

fiir alle » € T gilt. Zuniichst zeigen wir (4). Aus Yy, 11 := —=(22-1) Y,/ +2Y,,

T
folgt V7, 2 Lo n(n+1)Y, + Y, +aY, = (n+1)Y, + Y, und also (4).

Um zu zeigen, dass Y, 11 eine Losung der DGL (1,41) ist, haben wir zu
zeigen, dass die Gleichung (5,.41) fiir alle 2 € I erfiillt ist. Es ist

(% = 1Y) 2 (2% = D+ 1)V +27)
= (2> = 1)((n+ 1Y, +Y, +2Y))+2z((n+ 1)Y, +zY)
=z((z® - 1)Y, +22Y)) +
(2 = 1)(n+2)Y, +22(n+1)Y,

@) pn(n+ 1), + @2 — D)(n+2)Y] + 22(n +1)Y,

=(n+2)(2* = 1Y, +2(n+1)(n+2)Y,

— (n+ 1)(n+2)(f1+ 11
=Mn+1)(n+2)Y,

Y, + $Yn>
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Ublicherweise wird die DGL (1,,) durch Reihen von Funktionen oder Inte-
gralausdriicke gelost, und daraus werden dann Rekursionsformeln gewon-
nen. So werden auch die Formeln (3) und (4) in [23, S.60f (B.), (D.) und
S.65 (B.%), (D.?)] hergeleitet. Die Idee, die Rekursionsformel (3) als Defini-
tion fiir die Kugelfunktionen zu benutzen, ist dem Vorlesungsskript [6] 4.2
entnommen.

Ausgehend von den oben erhaltenen Losungen Py () und Qo (x) der DGL
(1p) seien nun Py, (x) und Q, (z) Losungen der DGL (1,,) geméf Lemma 1
fiir jedes n € N.

Formel von Bonnet (1852): Diese enthilt kei-
ne Ableitung und eignet sich besonders gut zum
rekursiven Berechnen der Funktionen P, und @,,.
Vel. [3, S.267 THEOREME V|. Sei Y,, = P, und
Ip =R oder sei Y,, = Q, und Iy ein Intervall, auf
dem Qq definiert ist. Dann gilt

2 1
n —+ Yn(x)f n
n—+1 n—+1

Yn+1( ) - Yn—l(x)

4 fir allen € N und x € I.
7y
OSsIAN BONNET 1819-1892

Beweis. Esist Y, = 2L (Y, —2Y,) und Y, =

z2—1

=1 (Yn —:cYn_l) nach
(3). Setze dies in Y, W nY,—1 +2Y,_; ein und erhalte
2 (Vo1 — 2Ys) =0Vt + 252 (Vo — 2Yoo1).

z2—1
Es folgt
(n+1) (Vg1 —2Yyn) = (22 = 1)nY,_1 + an(Y, —2Y,_1) = —nY,_1 +nzY,
und also (n + 1)Y, 41 = (2n+ 1)2Y, —nY;,_1. O

Wir zeigen nun zunéchst, dass die Losungen P, und @, der DGL (1,)
linear unabhéngig sind.

Lemma 2. Sei Iy ein Intervall, auf dem Qo definiert ist, und sei W, (x)
die zu den Lésungen Py, und Q,, von (1,) gehirige Wronski-Determinante.
Dann ist W, (x) = fiir allen € Ng und x € Iy.

Insbesondere sind P,, und Q,, auf Iy linear unabhdingig fir jedes n € Ny.

1
1—x2

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass W,1(x) = W,,(z) fur alle n € Ny gilt.
Nach Definition ist W,,41(z) = det (P"H(x) Qn+1(9€)>. Einsetzen geméf

Pl(x) ()
(3) und (4) aus Lemma 1 ergibt
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_ CoLP(2) +aP(x) L QlL(x) + 2Qu(2)
Wiai(z) = det ((n T D)Paa) +2Pl(x) (04 ) @u(r) + xQ;m) '

Addieren der mit

n_fl multiplizierten 2. Zeile zur 1. Zeile ergibt
ar Pn(2) @ (2)
Wy, = det ndl= ntln .
o) =det (T ) e 0B rane)

Addieren der mit (n + 1)z multiplizierten 1. Zeile zur 2. Zeile ergibt

LS P) 2RQue) N (Paa) Qu(e)
W (@) = det <<n11>Pn<x> <n111>@n<a:>)‘det (P,am cz;<x>)'

Da Py(x) = 1 ist, und wie oben festgehalten wurde, Qf(z) = = gilt, ist
Wo(z) = Po(2)Q)(z) — Qo(x)Pi(x) = . Damit ist erste Behauptung
gezeigt. Nach Satz [7] in Abschnitt sind P, und @, linear unabhingig,
daﬁ#()fiirxelo gilt. O
Wie aus der Definition gemé&f (3) ersichtlich wird, sind die Funktionen
P, (x) Polynome vom Grad n. Diese werden auch Legendre-Polynome oder
Legendre-Funktionen 1. Art genannt und die Funktionen Q,(z) Legendre-
Funktionen 2. Art.

Y4

Die Nullstellen von
P, und @, trennen
sich:

[Eiy

Zwischen je zwei hinter-
einanderfolgenden Null-
stellen von P, liegt ge-
nau eine Nullstelle von
@, und umgekehrt.

Dargestellt fiir n = 5.

Dieses Phiénomen folgt
aus dem Sturmschen
Trennungssatz.

Ein Beweis findet sich
z.B. in [I3] 32.1].
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Legendre-Polynome P, ! Y )

Aus Py(z) = 1 und Pi(x) = i i“/’

folgt nach der Formel von Bonnet: ‘ . )

_3 ip 3.2 1 ! 1

1 /Il

Py(x) = SaPy(x) — 3Pi(x) 1 i

1 [

5,3 _5,._2, _-5,.3_3 | H

=g GT — 3T = 3T 2T | /|
7 3 % / f % T

P4(CB) = ZLEPg(.’L’) — ZPQ(SC) _1: /’ :1

z%x‘l—%aﬂ—%xz—!—% | / |

35,4 30,2 , 3 | |

=T — T 2 '/ ‘

8 s T3 i n=0"

9 4 | n=1

P5(x) = s2Py(z) — 5 P3(2) gl 1

_ 63,5 _ 27,3 2T, 943 6 i n=3\

2;” 47960 N 40?5 T s I n=4]

_ 63,5 _ 703, 15 | e

=3 s T+ P /: n=>5 |

Sei Qo(z) wie oben definiert. Da Qf)(z) = = gilt, folgt dann nach (3) in
Lemma 1, dass Qq(z) = ””21_1626(@ +2Qo(z) = =1+ 2Qo(z) ist.
Legendre-Funktionen Q,, y
Aus Q1(z) = —=14+2Qo(x) folgt
nach der Formel von Bonnet:
Q2(2) = 52 Q1(x) — 3Qo(x)
=—32+4 32%Qo(2) — Qo (2)
= —%x + Py (2)Qo(x)

Q3(z) = 22 Qz(x) — 2Q1(x)
— 321 2+ P Qule)

Qa(x) = 2 Q3(x) — $Qa(x)
= =325 + o+ Py(2)Qo(x)

Qs(z) = %x Qa(z) — %Q:s(x) =
—%x4+%9x2—%+P5(:17)Q0(:c)

Auch fiir n > 5 ist Qp(z) von der Form Q,(x) = Ry (z) + P, (x)Qo(x) mit
einem ,Restpolynom*“ R, (x) vom Grad n — 1, wie wir noch sehen werden.
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Die folgende Formel fiir die Legendre-Polynome
P,(x) geht auf Rodrigues zuriick, wie in [II]
S.20f] dargelegt ist.

Formel von Rodrigues (1816): Es gilt

Po@) = g (@2~ 1))

= 2nnl dzn

fir x € R und n € Ny.

OLINDE RODRIGUES 17971851

Beweis. Sei K, (z) = 515 D"((2* — 1)") mit D" := d‘fn. Wir zeigen
K,(z) = P,(x) durch Induktion nach n.

Es ist Ko(z) = (22 — 1)° = 1 = Py(z), und es gelte K,,(z) = Pp,(z) fiir
0 <m < n. Zu zeigen: K, 41(z) = Ppt1(x). Nach Definition ist

1
2"(n+ ) Kpta(z) = §Dn+1((’l}2 — 1)),
und nach Definition (3) von P,(z) und Induktionsvoraussetzung ist

2" (n + D! Py (z) = 2"n! (22 — DK/ (z) + 2"(n + 1) 2K,
= (2* = 1)D""((2* = 1)") + (n+ 1)zD"((z* = 1)")

Zu zeigen ist also
1

5D"+1((gc2 — 1)) = (2 =)D ((2® = 1)) + (n + D)zD"((2* — 1)").
Nach der Leibniz-Formel, vgl. Aufgabe@ (A 69), ist

n+1
ntl (42 _ 1yt — n+1
Do) =3 (")
=D"((«® —=1)")(z® = 1) + (n+ 1)D"((2® — 1)") 2z
+ 7("21)”D"*1((x2 —1)")-2.

Andererseits ergibt sich aus A 69:
Dn+l((.’b2 o 1)n+1) _ Dn(D(m2 _ 1)n+1) _ Dn((n + 1)(£E2 o 1)n . 216)
A8 o 1 1)(1)”(@:2 —1)") w4 D" (22 — 1)”)).

>Dn+1k((x2 o 1)n) . Dk(ic2 _ 1)

Subtrahiert man die Hilfte dieser Gleichung von der dariiber stehenden
Gleichung, so erhélt man die obige zu zeigende Gleichung. O
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Korollar 1. Die Legendre-Polynome P, haben folgende Eigenschaften.

i) Es gilt Py(—x) = (—=1)"P,(x). Insbesondere ist P, gerade fiir gera-
des n und ungerade fiir ungerades n € N, und es ist P,(0) = 0 fir
ungerades n. Ferner gilt P,(1) = 1 und P,(—1) = (—=1)™.

ii) P, hat genau n verschiedene Nullstellen, und diese liegen alle im
Intervall |—1,1].

iii) Es ist f P,(t)dt =0 und f tf”(t =z f P”(t dt, wobei x # +1

t

mn R sei.

Beweis. Zu i) Es ist Py(—z) = 1 = (—=1)°Py(x), und fiir 0 < m < n gelte
P, (—z) = (=1)™P,,(z). Hieraus folgt mit Hilfe der Formel von Bonnet

2n+1 n
Poii(—2) = T (=) Pp(—x) — mpn—l(—x)

= ()" Pp(z)  da (=)= (1) gilt.

Fiir ungerades n folgt P,(0) = —P,(0) und also P,(0) = 0.

Nach (3) ist Po41(1) =0-P/(1) +1- P,(1) = 1 fiir alle n € Ny. Es folgt
nun auch P,(—1) = (-1)™.

Zu ii). Das Polynom f,(z) := (2 —1)" ist vom Grad 2n. Nach der Formel

von Rodrigues ist zu zeigen, dass fp (n )( ) genau n einfache Nullstellen in
]—1,1[ hat. Da das Polynom f,(z) in z = 1 und = = —1 je eine n-fache
Nullstelle hat, besitzt f/ (z) nach dem Satz von Rolle (vgl. z.B. [8 §16])
eine Nullstelle in ]—1,1[. Diese ist einfach, weil f/(z) vom Grad 2n — 1
ist und f/(z) in ¢ = 1 und © = —1 je eine (n — 1)-fache Nullstelle hat
(und ein Polynom vom Grad k héchstens k Nullstellen hat). Wenn nun
,(lm)( ) genau m einfache Nullstellen fir 1 < m < n in ]—1, 1] hat, so hat

fy(lmH)( )= f (f(m)( )) nach dem Satz von Rolle genau m + 1 einfache
Nullstellen in | — 1, 1].

Zu iii). Zunichst zeigen wir die Formel

(6) (2n+1)P,=P.,, — P,

n—1

aus [23] S.61]: Durch Differenzieren ergibt sich aus der Formel von Bonnet
(n+1)P,,, = (2n+1)P, + (2n+ 1)zP, — nP), Ersetze hierin P},

n—1-
durch P}, @w (n+1)P, + 2P/ . Dann folgt

(n+1)2P,+ (n+1)zP, = (2n+1)P, + (2n + 1)xzP’ —nP,_,
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und also n?P, = nzP, — nP!

n—1
2P, Y P (n+1)P, ergibt nP, = P!, — (n+1)P,— P,_, und damit

d1e Formel (6). Integriere beide Seiten der Formel (6) und erhalte

/j Pa(t)dt = ﬁ (Psr(@) = Py ().

. Kiirzen von n und dann Einsetzen von

Einsetzen von x = 1 ergibt fil P,(t)dt =0, da P,,(1) = 1 nach i) fiir alle
m € Ny gilt. Hieraus folgt die zweite Behauptung, denn es gilt

/ tPa(t) 0 _ /1 —(@ = O)Pu(t) +xPu(l)

1 -t 1 T —t

1 1
P,
—— [ Pdt+a / ®) 4
—1 1 x—t
1 1
::17/ But) dt da / P,(t)dt =0 O
14— -1

Die Beziehung Q.,, = R,, + P,Qq
Wir definieren Polynome R,,(z) durch Ry(z) = 0 und rekursiv durch

z? — n\

fir x € R und n € Ny. Dann hat R, ; denselben Grad n wie P, .

Hauptsatz. Sei [y ein Intervall, auf dem Qq definiert ist. Dann gilt
fiir alle © € Iy und alle n € Ng. Ferner gilt Qn(—x) = (=1)""1Q,(z).

Beweis. Durch Induktion nach n. Esist Qo =0+ 1-Q¢ = Ro+ Py Qg, und
es gelte (8,). Da Q(z) = 1= gilt, folgt

2

1
Qni1 = L Q;l + 2@, nach Definition (3) von @,
ac2
-I (R’ + P ) + (R + P.Qo) mach (8,)
22—
=Ruy1+ ( 1 " + P, )Qo nach Definition (7) von R,

= R,41+ Poy1 Qo nach Definition (3) von P, .
Es ist Qo(—2) = (=1)! Qo(x) und daher folgt Q,(—z) = (—=1)"*1Q,(x)

aus der Formel von Bonnet durch Induktion nach n. O
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Korollar 2. Die Polynome R, (x) haben die folgenden Eigenschaften.

i) Ry, (x) erfillt die Formel von Bonnet
(n+1)Rpt1(x)=2n+ 1)z Ry(z) —n Ry—1(x)
fir allen € N und x € I.
ii) Es gilt R,(—x) = (=1)"*'R,(x) fiir alle n € Ng und x € I.
iii) Ry (z) ist eine Losung der inhomogenen Legendre-DGL

(1—a?)y" — 22y +n(n +1)y = —2P,(x)

Beweis. Zu i). Da R, = Q,, — P,, Qo gilt und P, und @,, die Formel von
Bonnet erfiillen, gilt dieses ersichtlich auch fir R, .

Zu ii). Es ist R, (—x) = Qn(—z) — Py(—2) - Qo(—2). Da
Qn(—2) = (=1)""'Qu(2) und P (~2) - Qo(—) = (~1)"Pu(z) - (~1)Qo(x)
gilt, folgt ii).

Zu iii). Nach dem Hauptsatz ist R, = @, — P,Qo , also

1

R/n:Q;_Pflz@O_PnQé):Q;L_Pr/LQO_an~

Da @, und P, die DGL (2,) erfiillen und Qf(z) = = gilt, folgt

1—x2

((@* =R = (2" = 1)@p) = ((2* = 1)P, Qo) + P,
n(n+1)Qn — ((«* = 1)P,)' Qo — P) + P, nach (2,)
=n(n+1)(Q, — P,Qo) + 2P, nach (2,)
(

=n(n+1)R, + 2P, .

Es folgt (22 — 1)R! + 22R!, — n(n + 1)R,, = 2P! und damit iii). O

Integraldarstellungen fiir Q,,

Sei I; eines der beiden Intervalle R._; oder Ry;. Nach Lemma 2 ist
P (2)Q,(z) — Qu(z)P!(z) = +=~, und da P,(x) keine Nullstellen in I;

=2
hat, folgt (%:((i)))/ _ Pn(:v)Qn(aj:))Tz”—(gn(m)Pn(w) _ _Pﬁ(r)31271) fiir © € I, .

Integrieren auf beiden Seiten ergibt die Darstellung /(Vgl. [23, S.73])

Qn(x) = —Pn(x)/m fir xz € Iy .
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Eine weitere Integraldarstellung ist von Neumann [22, S.24]. In [23] S.1],
geht er noch einmal darauf ein und definiert Kugelfunktionen als Lsungen
der DGL (1,,). Er schreibt dann:

,Und zwar bezeichne ich als Kugelfunction erster Art: P, (x) dasjenige par-
ticulare Integral, welches fiir x = 1 endlich bleibt und fiir x = oo unendlich
grof$ wird; andrerseits als Kugelfunction zweiter Art: Q,(x) dasjenige, wel-
ches fiir x = 1 unendlich grof$ wird und fiir x = oo verschwindet. “

(Mit Integral ist hierbei eine Lésung gemeint.)

Formel von Neumann (1848)

Sei I eines der beiden Intervalle R._1 oder Rs;.
Dann gilt

T r—1

fir jedes x € Iy und n € Ny .

FRrRANZ NEUMANN 1798-1895

Beweis. Durch Induktion nach n. Nach Definition ist Qo(z) = In /2%l
=1

fir z € I4. Ebglltg 111330t)dt 2f1% -
=1

5
—s(njz -1 -Injz+1]) = 3 (In|z+ 1| - ln|x—1|) =1ln(2H) = Qo(z).

1

LV.: Es gelte Q. (x) = % 1 P;"(? dt fir 0 < m < n. Zu zeigen ist, dass

Qni1(z) =3 11 L T;“ - Y dt gilt. Wir nutzen die Formel von Bonnet und die

Linearitat des Integrals aus. Es gilt.

2 1
Qnii(z) = :_:_1 xQn(x) — i) :L_ T Qn-1(z) (Formel von Bonnet)
1/2n+1 [' Pt L Pt
— (L, (1) gy @) @wv)
n+1 1 x—t n+l/_, -1t

2

1/2n+1 (' tP L'p,_

(r / L) gy 1 / n1®) ) (Kor 1)
2\ n+1 J_; z—t n+l/_; -1t

1/ (?iftpﬂ—ﬂl n1<t)>
- dt
2 T —t
1
2

/ P"H(tt) dt (Formel von Bonnet). O

T —
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Bemerkung. 1. Im Zusammenhang mit Kettenbriichen tritt die Ku-
gelfunktion Qo(x) fiir x > 1 schon bei Gauf} auf, vgl. dazu [I8] S. 63].
Auch geht die Bezeichnung ,, Kugelfunction® auf Gaufl zuriick, wie in
[I1, S. 7] dargelegt ist.

2. Mit den obigen Betrachtungen sind die Legendre-Funktionen bei Wei-
tem nicht abgehandelt, vgl. z. B. [I1], [18] und [23].

3. Die Legendre-DGL ist allgemeiner definiert als
(1,) (1 -2y =22y + XA+ 1)y=0
mit A € R. Diese wird durch Potenzreihen geldst, vgl. [13, (26.30)] fiir
|z| < 1 sowie [27, §25] und [I5} S.206] fiir |«| > 1.
7.8 Aufgaben 23 —-32
Aufgabe 23. Man lose fiir z > 0 die Anfangswertaufgabe

v+ (24 %) v (1 %) y =0 mit y(2) =0 und y'(2) =7,

indem zunichst eine zur Losung y;(z) = e™® linear unabhingige Losung
yo(x) mit Satzbestimmt wird und die allgemeine Losung angegeben wird.

Aufgabe 24. Man bestimme ein Fundamentalsystem von Losungen und
gebe die allgemeine Losung an fiir die DGL

(a) " —4dxy' + (422 — 3)y = 0. Es ist dabei Satz |§| zu verwenden.

(b) y'+ 2y —y=0 firz > 0. Esist dabei der “Satz iiber die DGL
Y’ + 2y + ao(x)y = b(z)” in Abschnitt zu verwenden.

Aufgabe 25. Man bestimme mit Hilfe der Methode der Variation der
Konstanten die allgemeine Losung der DGL y” — 2 ¢/ + % y = 22 sin(x) fiir
x > 0. Hinweis: Es ist y1(z) = 22 eine Losung der zugehérigen homogenen
DGL, so dass Satz 8] genutzt werden kann.

Aufgabe 26. (Zur Wiederholung) Man 16se fiir x > 0 die Anfangswert-
aufgabe 3’ + £ = €2 mit y(2) = 0.

Aufgabe 27. Man lose die Anfangswertaufgabe y” — 3y’ +2y = 4z +12e™*
mit y(0) = 6 und ¢'(0) = —1.

(Man erhiilt eine spezielle Losung der DGL durch Addition von speziellen
Losungen von y” — 3y’ 4+ 2y = 4z und ¢y’ — 3y’ + 2y = 12¢7%.)
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920 7 Lineare DGL zweiter Ordnung

Aufgabe 28. Man lose die Anfangswertaufgabe
25
Yy — 4y + 4y = T cos()

mit y(0) = -1 und y'(0) =1.

Aufgabe 29. Sei I ein Intervall in R und seien f,g,h: I — R stetige
Funktionen, wobei f auch differenzierbar sei. Es gelte f(xz) # 0 fiir alle
x € I. Man zeige:

(a) Ist eine Funktion w: I — R mit u(z) # 0 fiir alle € I eine Losung

der linearen DGL " — (]},((;)) + g(x))u’ + f(z)h(z)u = 0, so ist
v’ (x)

y(x) = — o i eine Losung der Riccati-DGL

Y = f(a)y* + g(x)y + h(z).

(b) Ist umgekehrt eine Funktion y(x) eine Losung der Riccati-DGL, so
ist u(z) := e~/ F@¥(@) 4% gine Lissung > 0 der obigen linearen DGL.

Aufgabe 30. (Zur Wiederholung) Man lose die Anfangswertaufgabe
y" =8 (y')3/* mit y(0) =1 und y'(0) = 1.

Aufgabe 31. Man bestimme fiir x > 0 die allgemeine Losung der Euler-
DGL z2y"” + 5xy’ + 5y = 0.

Aufgabe 32. In haben wir die DGL 3" = % und ihre Singularitéten
ay':l)*ay

fir a = 1,2, -2 studiert. Durch Differenzieren erhalten wir y” = =

und damit die Euler-DGL
2%y —azy' +ay=0.

Man gebe fiir a = 1, 2, —2 jeweils ein Fundamentalsystem von Loésungen fiir
die Euler-DGL auf dem Intervall R an.
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8 Lineare DGL hoherer Ordnung

Wir betrachten hier, wie in Abschnitt eingefiihrt, eine lineare DGL der
Ordnung n > 2 in Normalform, also eine DGL

() y(n) + an—1(x) y(nfl) + - Fag(x)y =bx)

mit stetigen Funktionen ag,...,a,_1,b: I — R auf einem Intervall I C R.

8.1 Homogene DGL
In diesem Abschnitt betrachten wir die zu (**) gehorige homogene DGL

(%) v+ an 1 (2)y" Y -+ ag(x)y = 0.

Analog wie fiir n = 2 gezeigt, bilden die Losungen von (*) einen Vektorraum
Ly, und es gilt das Superpositionsprinzip. Wir werden in Abschnitt
zeigen, dass L; die Dimension n hat und sich also jede Losung y: I — R
von (x) eindeutig als Linearkombination y = c1y1 + - - - + ¢pyn, von n linear
unabhiingigen Losungen yi,...,y, von (x) mit Konstanten cg,...,¢, € R
schreiben ldsst. Wir nennen dann yi,...,y, ein Fundamentalsystem von
Losungen von (*) und schreiben dann die allgemeine Lisung in der Form
y(x) = cryr1(x) + -+ 4 cpyn(x) fir 2 € T. Wie im Fall n = 2 gibt die
Wronski-Determinante

(@) o yalx)
vi(r) . yh(@)
W(z) := det : :
@)y (@)

Auskunft iiber die lineare Unabhéngigkeit. Fiir n = 2 haben wir gesehen,
dass aus W (&) # 0 fiir ein & € I folgt: W(x) # 0 fiir alle z € I.
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92 8 Lineare DGL héherer Ordnung

Dazu haben wir gezeigt, dass W(x) die DGL W' = —ay(z) W erfiillt und
dafiir zunéichst W' (x) = det (z},(x)) y,z,(x)> berechnet. So gehen wir hier
1

() y3(x)
im Fall n > 2 auch vor.

yi(z) Yn(2)
yi(z) Yn (@)
Hilfssatz. Es ist W'(z) = det :
y ) o P ()
W@ o @)

Beweis. Wir benutzen die Bezeichnung (¢;;)1<i,j<n fiir die zur Wronski-
Determinante W (z) gehérende Matrix. Nach der Leibniz-Formel fiir die
Determinante ist W(z) = > g sign(o) - ¥151) = -+ " Pno(n)- Aus der
Produktregel folgt

W/(‘T) = Z sign(o) : 50/10(1) P25(2) - Pno(n)

o€eS,
+ Z sign(o) - ¥10(1) - 80/20(2) T Pno(n)
oc€ESy,
4o Z Sign(0) - P1o(1) -+ Pn-1o(n-1) " Pro(n)

ocESy
S W Wy o W,

wobei W), die Determinante der Matrix ist, die aus (¢;;) entsteht, indem
man die k-te Zeile nach x differenziert und die iibrigen Zeilen unverandert
lasst, kK =1,...,n. Fir k£ < n hat W}, zwei gleiche Zeilen, sodass Wy = 0
fiir k < n gilt. Es folgt W'(2) = W,, und damit die Behauptung. O

Satz 12. Seien y1,...,yn: I — R Ldsungen der DGL (x). Dann erfillt
ihre Wronski-Determinante W (x) die DGL

W' = —a,_1(x) W.
Insbesondere: Ist W (&) # 0 fiir ein £ € I, so ist W(x) # 0 fiir alle x € I.
Beweis. Wir losen die DGL () nach y™ auf und erhalten in Summen-

schreibweise 3™ = 72?:_01 a;(2)y) mit y© = y. Da yi(z),...,yn(z)

n—1

Losungen sind, folgt y,(cn)(;v) = =3 =0 aj(x)y,ij)(m) fir k =1,...n. Dies
in die letzte Zeile von W' (x) eingesetzt, ergibt
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8.1 Homogene DGL 93

yi () Yn(2)
yi(x) Yn (@)
W/(l‘) — det ni: e ni:
W' (@) ' (@)
S ©) Sy ()
- ZO aj(x)yy” (x) ... — _ZO a;(@)yn” (x)
J= Jj=
Nummeriere die Zeilen beginnend bei 0. Fiir jedes k = 0,...,n — 2, fiir

das ai(z) # 0 gilt, addiere man das ay(x)-fache der k-ten Zeile zur letzten
Zeile. Dann folgt W'(x) = —a,—1(x) W(x). Nach Satz [3| in Abschnitt
ist nun Wi(x) = W(¢{) e~ J&an—1®dt gisp alle & € 1. Ist also W(¢) # 0 fir
ein € € 1, so gilt W(x) # 0 fiir alle z € I. O

Satz 13. Seien y1,...,Yn: I — R Losungen der DGL (%), und sei z € I .
Dann gilt W(x) # 0 genau dann, wenn yi, ..., Yy, linear unabhingig sind.

Beweis. ,,—“ Die Funktionen y; ..., ¥y, seien linear abhéngig. Dann gibt
es c1,...,c, € R, die nicht alle 0 sind und fiir die c1y1 + -+ + cpy, =0
gilt. Also hat das homogene lineare Gleichungssystem

0191(37) ++Cnyn(x) =0
ay (@) +- - Fenyy(e) =0

an" @)+ ey () =0
eine Losung (c1,...,¢,) # (0,...,0), und W(x) ist die Determinante der
Koeflizientenmatrix. Es folgt W (z) = 0.
»<=“ Sei W(z) = 0. Dann sind die Spalten der zu W (z) gehorigen Matrix
linear abhéngige Vektoren in R™. Mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes, den
wir in Abschnitt beweisen, folgt dann, dass die Funktionen y, ..., ¥y,
linear abhiingig sind, vgl. Satz[30]in Abschnitt O

Fundamentalsystem, wenn eine Lésung bekannt ist

Im Fall n = 2 hatten wir in Satz[§laus dem Reduktionssatz von d’Alembert

gefolgert: Wenn eine Losung y;: I — R der DGL ¢ + a1 (z)y + ag(z)y = 0

mit y; () # 0 fiir alle « € T bereits bekannt ist, so ist eine von y;(z) linear

unabhéingige Losung yo(z) durch yo(z) = y1(x) [ y%(z) e~1(®) dz mit einer
1

Stammfunktion 4; (z) von a;(z) gegeben.

Ohne Beweis geben wir hier die Verallgemeinerung fiir n > 2 des Redukti-
onssatzes von d’Alembert aus Abschnitt an, vgl. z. B. [I3, 23.1]:
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94 8 Lineare DGL héherer Ordnung

Reduktionssatz von d’Alembert fiir die Ordnung n. Seiy; : I — R
eine Losung der DGL

(%) y™ 4 an_1(x) gy 4 gy (2)y + ap(x)y =0

und sei y1(x) # 0 fir alle x € 1. Ferner sei

b(w) = yix) ((?) =) +Z< ) yF= j)(x)) firj=1,...,n

Sind va(z), ..., vn(z) linear unabhingige Losungen der DGL

v by (2) 0 e by(2) 0+ ba ()0 =0

und ist up(z) = [vg(x)dx fir k = 2,...,n, so sind die Funktionen
Y1,Y2, - Yn I = R mit yr(x) = y1(x)ur(z) fir k = 2,...,n linear
unabhdingige Losungen der DGL (x).

Reduktionssatz von d’Alembert fiir die Ordnung 3. Seiy; : I — R
eine Losung der DGL y"" + az(z)y” + a1(x)y’ + ao(x)y = 0, und sei
y1(x) # 0 fir alle x € I. Ferner seien
yi(2) vi(x) v ()
b1 73 + 2as(x +ai(x) und be(z)=3 + az(x) .
( ) y1< ) 2( )y1($) 1( ) 2( ) y1($) 2( )

Sind vy, v3: I — R linear unabhdngige Losungen der DGL

V" + ba(z) v + by (x)v =0

und gilt us(x fvg dz und ug(x fvg dx, so sind die Funktionen

Y1, Y2,y3: 1 —> R mztyg( ) =y1(x)u ( ) undyg( ) = y1(x)us(z) drei linear
unabhingige Lisungen der DGL y"" + as(z) y"” + a1(x) y' + ag(x)y =0.

Beispiel. Man bestimme die allgemeine Losung der DGL

3 6 6
y/// N 7y// + ﬁy/ - —y= 0
X X X

fir x > 0. Es ist y;(x) = z eine Losung auf dem Intervall I = Ryo. Um

die Koeffizienten by (z) und bz(x) zu berechnen, schreiben wir die DGL als

y" +ax(2)y" +ar(2)y = Fry =0 mit ax(z) = = und a1(x) = 3.

Dann ist b1(z) = 33;1((;6)) +2a2(x)zigg +ai(z)=—-%+ 5 =0 und
ba(z) = 3 4 gy(z) = 2 — 2 = 0.

x x
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Zu l6sen ist nun die DGL v” + ba(z) v' + b1 () v = 0, also die DGL v =
Diese hat die linear unabhéngigen Loésungen Ug( ) =1und v3(z) = z. Es
ist us(z) = [wo(z)dz = [1dz =z und us(z) = [vs(x) dm—fxda:—;
Nach dem Reduktionssatz sind y;(z) = x sowie yi(z)uz(z) = 2* und
y1(x)ug(z) = 3”2—3 linear unabhingige Losungen der Ausgangs-DGL. Deren
allgemeine Losung ist also y(z) = co + cox? + c323.

8.2 Inhomogene DGL

Wir verallgemeinern nun die Methode der Variation der Konstanten aus
Abschnitt um eine spezielle Losung ys(x) der inhomogenen DGL

(%) y(n) + an—1(x) y("_l) +-tai(x)y +ao(z)y = b(x)

mit stetigen Funktionen ag,...,a,-1,b: I — R aufzufinden. Dazu geht
man von der allgemeinen Losung yp(z) = c1y1(x) + -+ + cpyn(z) der zu-
gehorigen homogenen DGL aus und variiert sozusagen die Konstanten, in-
dem man n differenzierbare Funktionen ci,...,¢,: I — R so bestimmt,
dass

Ay 4o+ (@y® =0 fir k=0,...,n—2

und e
A"V 4 @Y = bla)

gilt. Wie man nachrechnet, ist dann

ys(@) = er(@)yr(z) + - + cn(2)yn(2)

eine spezielle Losung von (#x), da y1, . . ., y, Losungen der homogenen DGL
sind. Die allgemeine Losung von (x%) ist

y(l’) = ys(x) + yh(x) = ys(x) + Clyl(m> +oeee Cnyn(‘r)

Die Methode der Variation der Konstanten
ist von Lagrange. Man bestimmt die Funk-
tionen ¢1(x),...,cy(2), indem man die obigen
Bedingungsgleichungen als lineares Gleichungs-
system in Matrixform schreibt. Dann ist die
Determinante der Koeflizientenmatrix gerade
die Wronski-Determinante, und diese ist # 0,

weil y1,...,y, linear unabhingig sind. Daher

hat das Gleichungssystem genau eine Losung

, , JosepH Louis LAGRANGE,
(). .., (). 1736-1813
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96 8 Lineare DGL héherer Ordnung

Man erhilt diese Losung mit Hilfe der Cramerschen Regel fiir das System

Y1 Y2 ce Yn Cll (l‘) 0
v Yo o Y cy(x) 0
ygnfl) ygnfl) o yﬁbnfl) C;L (.%‘) b(m)
und daraus die Funktionen ¢ (z), ..., ¢, (z) durch Integrieren.

Spezielle Losungen im Fall konstanter Koeffizienten
Wir betrachten nun eine inhomogene DGL
(+) y™ +an 1y + o+ ay +agy = b()

mit konstanten Koeffizienten ag,...,a,—1 € R. Wie fiir n = 2 in Ab-
schnitt kommt man in vielen Fillen in Abhéngigkeit von b(x) auch
ohne Variation der Konstanten durch einen passenden Ansatz direkt zu ei-
ner speziellen Losung, vgl. auch [I3] Tab. 16.1]. Die zur DGL (+) gehorige
homogene DGL hat die charakteristische Gleichung

AN 4 an AN P+ a A tag=0.
Wir betrachten hier wieder drei Fille.
1: Esist b(z) = ape”® mit v,a; € R.

Ansatz. ys(x) = ae’®, falls v keine Losung der charakteristischen
Gleichung ist, und ys(z) = ax"e’®, falls v eine r-fache Losung der
charakteristischen Gleichung ist. Es ist dann die Konstante a zu be-

stimmen.

2: Es ist b(z) € R[z] ein Polynom vom Grad m. Ist ag # 0, so erhélt
man stets ein Polynom y,(z) vom Grad m als Losung von (+).

Ansatz. y,(z) = s, 2™ + Sm_12™ 7L + - + 512 + S0, falls ag # 0,
und ys(z) = 2" (8m@™ + Sp_12™ L+ -+ + 512 + s0), falls 0 eine r-
fache Losung der charakteristischen Gleichung ist. Die Koeffizienten
S0, 81, - - -, Sm sind durch Koeffizientenvergleich zu bestimmen.

3: Esist b(z) = ay cos(fz) + agsin(fx) mit oy, ag, S € R.

Ansatz. y;(z) = by cos(Bz) + bysin(fz) mit by, bo € R, falls i
keine Losung der charakteristischen Gleichung ist. Im Fall, dass ¢/3
eine r-fache Losung der charakteristischen Gleichung ist, mache man
den Ansatz ys(x) = 2" (by cos(Bz) + by sin(8z)). Es sind by und by zu

bestimmen.
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8.3 Fundamentalsystem bei konstanten Koeffizienten

Wir betrachten die homogene DGL

(%) ™+ anay Y+ ay +agy =0
mit Koeffizienten ag, ...,a,—1 € R und deren charakteristische Gleichung
(1) A" A 4 ag A+ ag = 0.

Der Ansatz y(z) = e mit einer Lésung A € C der charakteristischen

Gleichung fiihrt stets zu einer Losung von (*):

Lemma. Die Funktion y(x) = e’* ist genau dann eine Losung der DGL
(%), wenn X € C eine Losung der charakteristischen Gleichung (1) ist.

Beweis. Die Funktion y(z) = e** hat die Ableitungen y*)(z) = \¥eA® fiir
k=0,...,n, wobei (¥ =y ist. Es folgt

y(n) (x) + Ap—1 y(n_l)(x) + e + agp y(x) — ()\n —+ anil)\n_l + a4 GO)GAI.

Da e’ # 0 fiir alle € R gilt, ist also y(z) genau dann eine Losung von
(*), wenn X eine Losung von (1) ist. O

Wie findet man ein Fundamentalsystem von reellwertigen Losungen fiir die
DGL (*)? Wenn die charakterische Gleichung lauter verschiedene reelle
Losungen besitzt, ist dies einfach zu beantworten.

Bemerkung. Wenn die charakteristische Gleichung (1) lauter verschiedene
reelle Losungen Ay, ..., \, hat, so sind die Funktionen

yi(x) =M ya(z) =e

An @

linear unabhiingige Losungen von (x).

Beweis. Aufgrund des Lemmas ist nur noch lineare Unabhéngigkeit zu zei-
gen. Nach den S#tzen @ und [I3]in Abschnitt 8] geniigt es zu zeigen, dass
W(0) # 0 gilt. Da yl(f (0) = )\i fiir j=0,...,n—1und k=1,...,n gilt,
ist W(0) gerade die sog. Vandermonde-Determinante, und es folgt

1 1 1
A1 Ao .. A
W) =det | . . - =T]w =) #0,
: : e : Py,
ApThoaTh !
denn Aq,..., A\, sind paarweise verschieden nach Voraussetzung. O
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Ein Beweis ohne Benutzung der Vandermonde-Determinante folgt unten
noch.

Wir betrachten nun drei einfache Beispiele, bei denen die charakteristische
Gleichung mehrfache Losungen oder nicht-reelle Losungen hat.

DGL charakteristische Gleichung Fundamentalsystem
y/// =0 )\3 =0

0 ist dreifache Lésung el zedT g2l
y///_y//:O )\3_)\2:)\2()\_1):0

0 zweifache, 1 einfache Losung e, el el®

y"—y=0 [ M -1=0
A1 = 1 & konj. kompl. Losungen | e'®, ?, ?

Die charakteristische Gleichung A3 — 1 = 0 der DGL 3" — y = 0 hat die
Losungen A; =1 und A2 3 = —% + @ 1. Die drei Losungen der Gleichung
A3 — 1 = 0 heilen dritte Einheitswurzeln. Setzt man (3 := Ay = f% + @ 1,

soist(%z)\g:—%—éiund(g:l.

Man findet Ay 3 zum Beispiel durch Polynomdivision

N=1):A=1)=A+X1+1

_()\3 _ )\2)
A —1
—(\2=))
A—1

Und die Gleichung A2 + X + 1 = 0 wird durch A2,3 gelost.
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Analog wie in Satz [[1]in Abschnitt [7.5] bilden also die Funktionen

y1(x) = €e*, ya(z) = e~ 3% cos(? x) und ys(z) = e~ 3% Sin(? 1’)

"_

ein Fundamentalsystem von reellwertigen Losungen fiir die DGL "' —y = 0.

Ein Kalkiil fiir Differentialoperatoren

Wir haben an obigen Beispielen gesehen, dass die Losungen der DGL ()
davon abhéngen, wie das charakteristische Polynom

P(A) = an\" +an X" 4t ardtag = D g
k=0

mit a, = 1 und agp,...,a,—1 € R im Polynomring C[A] in Linearfakto-
ren zerfillt. Um zu einem allgemeinen Ergebnis zu kommen, fithren wir
CAucHy folgend ein Kalkiil fiir ,,Differentialoperatoren” D = % ein, vgl.
[15, §21]. Wir betrachten lineare Differentialausdriicke

P(D) =) axD* mit D°=1,
k=0

wobei mit den Potenzen DF gerechnet wird wie mit Potenzen von Zahlen
oder von Veranderlichen. Fiir diese Ausdriicke wird eine Addition und eine
n

Multiplikation analog wie bei Polynomen eingefiihrt: Fiir P(D) = Y. azD*
k=0

m .
und Q(D) = Y b; D7 sei P(D)+ Q(D) = Y15 (ay + by) D¥, wobei
=0

b1 =+ = I;n = 0 sei, falls m < n, und anp41 = -+ = ay, = 0 sei, falls
n < m. Ferner wird definiert

n+m ¢
(2) P(D)-Q(D) = Z (Z akbsz)Dé-

(=0 k=0

Es gelten dann das Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetz fiir die
Addition und die Multiplikation. Der Operator P(D) wird nun auf eine
n-mal differenzierbare Funktion y: I — C wie folgt angewendet. Es sei

P(D)y = (D> axD*)y = Zak@y = ay™.
k=0 k=0 k=0

Dabei ist I ein Intervall in R und die Ableitung einer komplexwertigen
Funktion y: I — C ebenso definiert wie fiir eine reellwertige Funktion.

GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN - EIN EINSTIEG, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2015



100 8 Lineare DGL héherer Ordnung

In dieser Schreibweise wird die DGL (%) zu dem Ausdruck | P(D)y =0/

Fiir die Addition gilt (P(D) + Q(D))y = P(D)y + Q(D)y, und fiir die
Multiplikation ergibt sich aus der Linearitéit der Ableitung folgende Formel:

3) (P(D)Q(D))y = P(D)(Q(D)y)-

Beweis von (3).

n+m £
(P(D)Q(D))y = Z (Z akbg_k>D£y nach Definition (2)
=0 k=0
n+m n+m
=YX abDMy) = (Y aDt (D))
=0 ktj=t =0 ktj=t

3 D" (Z bijy) = P(D)(Q(D)y). O
k=0 Jj=0

Wir beweisen nun noch zwei Hilfssétze, um dann ein Fundamentalsystem
von Losungen fiir die DGL (*) angeben zu kénnen. Dabei orientieren wir
uns an der Darstellung in [9].

Hilfssatz 1. Sei f: I — C eine k-mal differenzierbare Funktion und p € C.
Dann gilt (D — p)*(f(z)er®) = f®)(z) et fir alle k € Ny .

Beweis. Die Behauptung folgt durch Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist nichts
zu zeigen. Sei k > 0 und (D — p)*~1(f(x)er*) = f*=1(z) e#* . Dann folgt

(D — w)* (f(2)e"™) = (D — p)(D — )"~ (f () ')
=(D—np) (f(kfl)(x) e"*)  nach Induktionsvor.
= D(f* V() ) — pf "D (@) e
= B @) 4 FED @t — uf 6D ()t
= B (z)er, O
Hilfssatz 2. Sei g: R — C eine Polynomfunktion, und seien p,v € C mit

p # v. Fir jedes k € N gilt dann (D — p)*(g(z)e®) = h(z)e"™, wobei
h: R — C eine Polynomfunktion mit grad(h) = grad(yg) ist.

Beweis. Beachte, dass sich durch Ableiten eines Polynoms der Grad ernied-
rigt. Fiir k = 1 ist h(z) = ¢'(z) + (v — p)g(x) und grad(h) = grad(g), denn
aus der Produktregel folgt
(D = p)(g(x)e™) = g'(x)e”” + vg(x)e”” — pg(z) e
= (9'(@) + (v — pg(z))e””
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8.3 Fundamentalsystem bei konstanten Koeffizienten 101

Induktion (k — 1) — k ergibt (D — p)*(g(z)e*”) = (D — p)(g(z)e®)
wobel g eine Polynomfunktion mit grad(g) = grad(g) ist. Mlt h(z) :
§'(x) + (v — pu)j(x) folgt analog wie oben (D — ( (z)e’™) = h(z)e’” un
damit Hilfssatz 2.

O a

Fundamentalsystem fiir die DGL P(D)y =0

Satz 14. Das Polynom P(A) = A" +a,_1 A"t +---+a1A+ag € R[] habe
r paarweise verschiedene Nullstellen \; € C mit den Vielfachheiten k; fiir
j=1,...,r. Es gelte also

PO)=(A=A)" (A=) (A=)

in C[A]. Dann besitzt die DGL P(D)y = 0 die n diber C linear unabhingigen

m AT

Losungen ym]-()—x e mitl<j<rund0d<m<k;—1.

Ist \j =a+if € Cmita,B € R und 8 # 0 eine k;-fache Nullstelle von
P()), so ist auch Ajy1 = o — if eine kj-fache Nullstelle von P(\). Man
tauscht dann jeweils das entsprechende Paar Ym;(x), Ym, j+1(x) von kom-
plezwertigen Lisungen der DGL durch die Lisungen x™ e*® cos(fx) und

2™ e sin(Bx) aus und erhdlt auf diese Weise ein reellwertiges Fundamen-
talsystem von Ldésungen.

Beweis. 1. Teil Zu zeigen ist, dass y,;(z) = 2™e*® eine Losung ist. Fiir

jedes j = 1,...,r ist P(\) von der Form P(\) = Q;(\)(A— ;)% mit einem
Polynom Q;(\) € C[A]. Es folgt
P(D)ymj (QJ (D D )‘J)kj)ymj(x)
= Qj(D)((D — Xj)" ym;(x)) mach (3)
= j(D)((Dkﬂ 2™)e*”) nach Hilfssatz 1 mit f(z) = 2™
=0 da k;j >m und also D*z™ = 0.

M mit 1< j<r

2. Teil Zu zeigen ist, dass die Losungen y,,(x) = e
und 0 < m < k; — 1 linear unabhéngig iiber C sind.
r k-1
Sei >0 > ¢emjYmji(z) = 0 fir alle z € R und mit ¢,,; € C. Dann gilt
j=1m=0

r kj—1

> gj(z)eri® =0, wobei g;(x) = Y. ¢y 2™ gilt. Zu zeigen ist also, dass
j= m=0

die Polynome g;(z) identisch 0 sind, denn dann sind auch alle Koeffizienten
emj = 0. Fiir r = 1 folgt g1(x) = 0 aus g1 (z)eM® = 0.
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Induktionschritt (r — 1) — r: Ist ein g; identisch 0, so sind wir fertig.
Anderenfalls wenden wir den Operator (D — \,.)* auf > i1 95() Nt =0
an. Fiir den r-ten Summanden gilt dann

(D= A (g @)*) = g4 (@) A = 0
nach Hilfssatz 1 und da grad(g,) < k, ist. Fir j =1,...,r —1ist A\; # A,

und nach Hilfssatz 2 folgt (D — A,.)*(g;(2)e?i®) = hj(z) e, wobei h; ein
Polynom mit grad(h;) = grad(g;) ist. Wir erhalten also

r—1
Z hj(z)eN® =0,
j=1

wobei grad(h;) < k; — 1 gilt und die h;(z) nicht identisch verschwinden.
Das ist ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.

3. Teil Seien u(x) := 2™e(@TH)? und v(z) = 2™e@=H)* mit a, 8 € R
und 8 # 0 zwei der im Satz angegebenen Lésungen der DGL P(D)y = 0.
Dann gilt nach der Eulerschen Formel

u(z) = 2% ePT = x™e% (cos(Bx) + isin(fz))
und analog v(z) = x™e**(cos(fz) — isin(fz)) Nach dem Superpositions-
prinzip, das auch fiir komplexwertige Losungen gilt, sind dann
1

m_ax 1 _.m_ax -
§(u(x) +v(x)) = 2™e cos(fz) und Z(u(az) —ov(z)) = 2™e* sin(fx)

zwei reellwertige Losungen. Nach dem Austauschlemma (vgl. z. B. [7, 1.5.4])
kann man nun u(x) gegen x™e** cos(fx) und v(x) gegen xe** sin(fx)
austauschen und erhélt dabei wieder ein Fundamentalssystem. O

Beispiel 1. Man bestimme ein Fundamentalsystem von Losungen fiir die
DGL y® 454" —36y = 0. Die charakteristische Gleichung A*+5X2—36 = 0
hat die Losungen A\ =2, Ao = =2, A\3 =3¢, Ay = —3i, denn es ist
A 45X =36 = (A2 —4)(\*+9)
=A=2)(A+2)(A = 3i) (N + 39)
Wir erhalten nun die vier linear unabhéingigen reellwertigen Losungen der
DGL: y1(z) = €®*, ya(x) = e 2%, y3(z) = cos(3x), ya(x) = sin(3z).

Beispiel 2. Man bestimme ein Fundamentalsystem von Losungen fiir die
DGL y"" —4y” + 9y’ — 10y = 0. Es ist die Gleichung \> —4X\2 +9A—10=0
zu 16sen. Durch Probieren findet man die Losung A\ = 2. Es ist

A3 —4X2 490 —10): (A —2) =2 -2\ 45
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und es ist A2—2A+5 = (A—(1+24))(A—(1—-21)) . Also gilt A>—4\2+9A—10 =
(A=2)(A—(1424))(A—(1—2¢)) . Wir erhalten damit die linear unabhéngigen
Losungen y1(x) = 2%, ya(z) = €® cos(2x), y3(x) = e sin(2z) .

8.4 Euler-DGL
Wir betrachten die homogene Euler-DGL

(1) a2y ™ + an_12" 'y "V -t agzy’ + agy =0

mit ag, . ..,a, € Rund a, # 0. Dann fiihrt fiir 2 > 0 der Ansatz y(z) = 2
mit einer Losung A € C der Gleichung

2) a A=D1 -...-cA=—n+1)+--+arXA-1)+aA+a =0
stets zu einer Losung der Euler-DGL (1), denn es gilt:

Lemma. FEine Funktion y: Rsg — C,z — 2 mit X € C ist genau dann
eine Lisung der Euler-DGL (1), wenn X eine Losung der Gleichung (2) ist.

Beweis. Fiir y(z) = 2 ist y/(z) = Az* ™! und y”(z) = A(A — 1)2*~2 und
weiter bis (™ = A\(A—1)-...- (A —n+1)z*~". Setzt man dies in die linke
Seite von (1) ein, sieht man, dass man #* ausklammern kann und dass (1)
genau dann fiir y(z) = 2 erfiillt ist, wenn X eine Losung von (2) ist. [

Es sei nun a, = 1. Wie kommt man zu einem Fundamentalsystem von
Losungen fiir die DGL (1) ? Man sortiert die linke Seite von (2) nach Poten-
zen von \ und bringt (2) also in die Form A" +b,, A"~ 14 .- +b;A+ag = 0.
Sei A € C eine Losung von (2). Dann ist z(t) = e fiir ¢ € R eine Losung
der DGL

d"z d" 1z dz

(3) — 4+ b, 4.4 b

dtn din—1 g Twz=0

nach dem Lemma in Abschnitt und z(In(z)) = @) = g ist eine
Losung von (1) nach obigem Lemma. Hat man also geméfl Satz ein
(reellwertiges) Fundamentalsystem von Losungen zp(t) mit £ = 1,...,n
fiir die DGL (3) ermittelt, so erhilt man durch z,(In(xz)) mit £ =1,...,n
ein Fundamentalsystem fiir die Euler-DGL (1) fir « > 0. Im Fall einer
inhomogenen DGL a,z"y™ + a, 12" 'y=Y + ... 4 ayzy/ + agy = b(x)
mit einer stetigen Funktion b(x), die fiir # € Rs( definiert sei, ermittelt man

fiir die DGL % +bp_1 % +-- o—l—bl% +agpz = b(e!) eine spezielle Losung
zs(t) und erhélt eine spezielle Losung ys(x) = z5(In(z)) der inhomogenen

Euler-DGL fiir € Rs.
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Euler-DGL fiir n = 3 Wir betrachten die Euler-DGL
(4) asz®y" + asx®y" + a1y’ + agy = 0.

Mit dem Ansatz y(z) = z* kann man die Gleichung (2) ermitteln: Man
setzt ¥ (z) = Ax* 1, v (x) = A\ — )22, ¢ (z) = A\ — 1)(\ — 2)a* 3
in (4) ein, erhélt (asA(A — 1)(A = 2) + a2A(A — 1) + a1 A + ap)z> = 0 und
also asA(A —1)(A —2) + axA(A— 1) + a1 A + ap = 0.

Setzt man hierin A(A — 1)(A —2) = A3 = 3A2 + 2X und A(\A — 1) = A2 — X
ein und sortiert nach Potenzen von A, so folgt

(5) ag)\3 + (ag — 3&3))\2 + (20,3 —ag + al))\ +ap=0

und das ist die Gleichung (2) fiir n = 3. Je nach den folgenden vier Féllen
erhélt man fiir x > 0 mit Hilfe von Satz folgendes Fundamentalsystem
von Losungen y1(x), y2(x), y3(z) der DGL (4) mit ag = 1. Auch in (5) sei
nun az = 1.

1. Die Gleichung (5) hat drei verschiedene Lésungen A1, Az, A3 € R.
Dann ist g1 (z) = 2™, yo(z) = 272, y3(x) = 273,

2. Die Gleichung (5) hat eine einfache Losung A; € R und eine doppelte
Losung A2 € R. Dann ist y; (x) = 2™, yo(2) = 272, y3(x) = In(x)z’2.

3. Die Gleichung (5) hat eine dreifache Losung A € R. Dann ist

yi(z) =2, yo(x) = In(x) 2, y3(x) = 1112(:5) .

4. Die Gleichung (5) hat eine Losung A; € R und zwei konjugiert kom-
plexe Losungen Ao3 = o £ mit a, 8 € R und 5 # 0. Dann ist

y1(z) = 2™, ya(w) = 2 cos(B1n(z)), y3(z) = 2 sin(B1n(z)).
Im Fall einer inhomogenen Euler-DGL
(6) 3y 4 asx®y” + arxy’ + apy = b(x)

mit einer stetigen Funktion b(x), die fiir £ € R definiert sei, ermittelt
man fiir die DGL % + (ag — 3)% +(2— a2+ a1)% + agz = b(e?) eine
spezielle Losung z4(t) und erhélt eine spezielle Losung ys(z) = zs(In(z))
von (6) fiir z € Ryy.

8.5 Aufgaben 33-36
Aufgabe 33. Gegeben seien die inhomogene DGL

y" +ax(x)y” + a1(x)y’ + ao(z)y = b(x)
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und drei linear unabhiingige Losungen yi(z), yo(z) und ys(x) der zu-
gehorigen homogenen DGL. Dann fiithrt die Methode der ,,Variation der
Konstanten* zu einer speziellen Losung

ys(z) = c1(x) y1(x) + c2(2) y2(x) + cs(2) ys(x)
der inhomogenen DGL, wenn ¢} (), ch(z), ¢5(x) das folgende lineare Glei-
chungssystem l6sen:

yi(x)  wa(x) ws(x)\ [ci(x) 0
vi(x) wo(z) ws(x) | | ea(x) [ =1 0
yi(e) yi(x) w5(x)) \cs(@) b(x)

(a) Man leite mit Hilfe der Cramerschen Regel jeweils eine Formel fiir
ci(z), ch(z) und c(x) her.

(b) Man ermittle eine spezielle Losung
ys(2) = cr(@)y1(z) + ca(@)y2(2) + ca(x)ys(x)

der DGL y" — 3y" + &y — &y =2z fiir z > 0 mit Hilfe von (a)
und nutze dabei aus, dass y;(z) = x, y2(x) = 22 und y3(x) = 23 drei
linear unabhéngige Losungen der zugehorigen homogenen DGL sind.
Das Ergebnis ist durch eine Probe zu bestétigen.

Aufgabe 34. (Zur Wiederholung) Man betrachte die auf I = |0, 7| defi-
nierte DGL
(%) y" + 3cot(z)y — 2y = 0.

(a) Man bestétige durch eine Probe, dass (x) auf I die Losung y;(z) =

ﬁ besitzt und bestimme mit Hilfe von Satz [8| die allgemeine

Losung.
(b) Man lése die Anfangswertaufgabe (x) mit y(3) =1 und y'(3) = 1.

Aufgabe 35. Man ermittle jeweils ein Fundamentalsystem von Losungen
fiir die DGL

(a) " —5y" +8y —4y =0
(b) v =2y" -y +2y=0
(¢) y"—5y"+9y —5y=0
(d) vy —6y"+12y' —8y =0
Aufgabe 36. Man bestimme fiir > 0 die allgemeine Losung der DGL
23y — 42y + 132y — 13y = 2.
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DGL-Systeme

Wir betrachten explizite DGL-Systeme mit n Gleichungen 1. Ordnung, wie
in den Abschnitten und eingefiihrt.

9 DGL-Systeme mit zwei Gleichungen

Ein explizites DGL-System mit 2 Gleichungen 1. Ordnung hat die Form
y1 = fi(z,91,92)
?/2 = fa(,y1,2)

wobei f1, fo: D — R stetige Funktionen auf einer Menge D C R x R? sind.
Losungen sind wie gewohnt stets auf einem Intervall I C R anzugeben. In
Vektorschreibweise hat das obige System die Form

J' = flz,9)

wobei f: D = R?, (2,7) = (fi(z,7), fo(2,§)) mit § = (y1,y2) gelte. Es
ist ¥’ = (y},v5) . Wir betrachten hier lineare 2x2-Systeme sowie autonome
2x2-Systeme, bei denen die Variable x nicht explizit auftritt.

9.1 Lineare 2x2-Systeme

Seien ajr: I — R fiir j,k = 1,2 stetige Funktionen. Wir betrachten hier
zunichst ein homogenes lineares System

Yy = ann(z) y1 + ara(z) yo
Yo = ag1(x) y1 + ag(x) ys .

In Matrixschreibweise hat das System die Form

(1) g'=A(x)y
mit A(z) = (““(“7) “12(””)> und § = <yl>

a21($) a22($) Y2
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Die Losungen ¢: I — R? von (1) bilden einen 2-dimensionalen R-Vektor-
raum Ly, wie wir in [11.2] zeigen werden. Die allgemeine Lisung lisst sich
daher schreiben als

Un(z) = ary(x) + c22(w),

wobei ¢ und Z linear unabhingige Losungen sind und also ein Fundamen-
talsystem fiir das System (1) bilden. Wie bisher sind ¢1, c2 € R Konstanten.

Definition. Sind g(z) = (g;gg) und Z(z) = <2§3> Losungen des
Systems (1), so ist deren Wronski-Matriz Y (z) fir © € I definiert als

Y(z) = (91(33) Zl(ﬂ?))_

ya(z)  22(x)

Satz 15. Seien 7, Z: I — R? zwei Losungen des Systems (1), und seix € I.
Dann gilt det(Y (x)) # 0 genau dann, wenn § und Z linear unabhdingig sind.

Beweis. ,—“ Wenn det(Y (z)) # 0 gilt, hat die Wronski-Matrix Y (z) den
Rang 2, und also sind die Spaltenvektoren ¢(x) und Z(z) linear unabhiingig
in R2. Hieraus folgt, dass auch die Funktionen 4 und Z linear unabhingig
iiber R sind, denn sei ¢4/ + o2’ = 0 mit c1,co € R. Dann gilt

e1j(z) + cZ(x) =0

und also ¢; = 0 = ¢, da 7(x) und Z(x) linear unabhiingig in R? sind.

»,<=%“ Seien nun umgekehrt die Funktionen y und Z linear unabhéingig
iiber R. Dann ist nicht so leicht zu zeigen, dass die Vektoren ¢(z) und z(x)
linear unabhéngig in R? sind und also det(Y (x)) # 0 gilt. Wir werden dies in
Satz[29]in Abschnitt allgemeiner gleich fiir n x n-Systeme beweisen. [

Bemerkung 1. Seien #,7: I — R? zwei Losungen der DGL (1), und sei
Y (x) deren Wronski-Matrix fiir ein € I. Mit komponentenweiser Diffe-
renziation gilt dann Y'(z) = A(z)Y (), wie man durch entsprechende Ma-
trizenmultiplikation sofort bestitigt. Man kann dann auch mit Hilfe dieser
Matrixgleichung die Probe fiir die beiden Lésungen simultan machen.

6x~! —3z7!

Beispiel 1. Das System ¢’ = A(z) ¢ mit A(x) = 9p-1  p-1 | hat fiir
- : x3 . 3zt
x > 0 die linear unabhéngigen Losungen ¢(x) = 3 und Z(z) = 9zl )

wie wir unten noch mehrmals ermitteln werden. Die Probe bestétigt dies:

6x~1 —3z71 x3 3zt 3z? 1223
A(x)Y (z) = <2$—1 21 > <:c3 2x4> = (3x2 8;c3> =Y'(z) v
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Inhomogene lineare Systeme

Wir betrachten nun ein System der Form
y1 = a1 (z) y1 + ar2(z) y2 + ba(x)
Yy = a1 (x) y1 + aza () y2 + ba(x)

wobei aji, bj: I — R fiir j,k = 1,2 stetige Funktionen sind. In Matrix-
schreibweise hat das System die Form

(2) 7' = A(z)§+b(z).

In Analogie zu Satz (b) in Abschnitt iiber die Losungen der linearen
DGL y' = a(z)y + b(z) erhalten wir hier, wiederum mit der Methode der
Variation der Konstanten, das folgende Ergebnis.

Satz 16. Gegeben sei ein Fundamentalsystem von Losungen 2y, Za: I — R?
fiir das zu (2) gehorige homogene System, und sei Y (x) dessen Wronski-
Matriz. Dann ist jede Lisung ij: I — R? des Systems (2) von der Form

) o) =Y(@)- [ ¥ (@) Bw) da

Beweis Nach Satz ist Y (x) invertierbar. Die Funktion @: I — R? mit
i(x ) [Y(z x) dz ist eine Losung von (2), denn aus der Pro-
duktregel folgt

-

'(z) =Y'(z) / Y(z) ' b(x)de + Y (z) - Y (z) " b(x)
= Az Y (2)"' b(z) dz + b(z) (vgl. Bemerkung 1)

= A(2)i(z) + b(z) .

Sei () irgendeine Losung von (2), und sei ¢(z) = Y (z)~14(x). Dann ist
7(x) = Y (z)é(x) mit einer differenzierbaren Funktion ¢: I — R?, und es
folgt nach Produktregel

y' ()

"(w)e(z) + Y (2)¢" (z)
Y (z)e(z) + Y (2)é’ ()
)§(@) + Y (2)¢"(x).

Da ¥ ( ) = A( )iz )+b( ) gilt folgt Y( )"”( ) = b(z) und also &'(z) =
Y (z)~'b(z). Dies ergibt &z) = [V (z x)dx und damit die Behaup-
(z

tung, da ¢(x) = Y (z)c(z )gllt O

T

Y
A(
Az
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Bemerkung 2. Die allgemeine Lisung des Systems (2) hat die Gestalt
Yang () = Js(x) + cryf(z) + c22(2) ,

wobei i;: I — R? eine spezielle Losung des inhomogenen Systems (2) ist
und ¢/, Z: I — R? ein Fundamentalsystem von Losungen fiir das zugehorige
homogene System (1) bilden.

Beispiel 2. Man ermittle fiir > 0 die allgemeine Losung des Systems

/ 6 3 4
Y1=—-Y1— -Y2— T
T x

2 1
Yo=—Y1+ —Y2.
X X

L 3 3zt
Wie in Beispiel 1 ist Y (z) = 23 ol |- Es folgt

_ -1 [(22% —3z*
Y (z) t= < 3 3 )

7 \—z T

und Y ()" b(z) = U T 0o )=\

3 4 3 4 2
17 (2P 3z [2xdz\  [(2* 3z 2\
Y(@) [ V(@) b(z) de = <x3 2;104) <f —1dx) — \a® 22%) \—2/) —
—22° . . ..
5 und die allgemeine Losung
R —22° x5 3zt ..
Yallg (x) = (x5 ) +c (xs) + co (2x4 fir ©>0.
Setzen wir oben nach Integrieren Konstanten, so ergibt sich
3 3z 22+ . 25 + 3¢y — 32° + 3ztcs
23 22t ) \—z+co ) \2® 4 23¢1 — 225 + 22%¢s

B (—2x5 + x3ep + 3x402>

4 _q.4 -3
2u 3z v <2x> Dies ergibt 7s(z)

—2° 4+ 23¢1 + 22%¢y

_ —2x5 n x3 n 3t
o\ —2b €| g3 €2\ 9t

und also direkt die allgemeine Lésung, was aber nichts Neues bringt.

Es sei nun eine Anfangsbedingung (1) = vorgegeben. Dann ist (1) =

2
1

-2 1 3 . —2+c1 + 3¢ i 2
() ra()+= () - (G0 ()
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110 9 DGL-Systeme mit zwei Gleichungen

Es ist also das Gleichungssystem c; + 3co = 4 und ¢; + 2¢co = 2 zu lésen.
Es folgt co = 2 und ¢; = —2, was die Losung der Anfangswertaufgabe

. —2x5 x3 34\ .. .
7(z) = ( 5 > -2 <x3> +2 (23@4) fir z > 0 ergibt.

Satz setzt die Kenntnis eines Fundamentalsystems von Losungen fiir
das homogene System (1) voraus. Wie findet man aber ein solches? Das
schwierig und braucht i. Allg. nicht zu gelingen. Wir stellen nun verschie-
dene Losungsmoglichkeiten vor.

9.2 Fundamentalsystem, wenn eine L6sung bekannt ist

Satz 17. Sei i: I — R% x (yl(x)) eine bereits bekannte Liosung des

y2(z)
Systems §' = A(x)y mit A(z) = (Z;Ei; Z;;Eg), und es sei y1(z) # 0
fiir alle x € I. Ferner sei

u(x) :/GIQ(‘/E) e.A(JC) dx

y1(z)

mit einer Stammfunktion A(x) von a(x) := ags(x) — ai2(x) zfgzi Dann ist

die Funktion z: I — R? mit Z(z) = u(x) §(z) + <e“‘?(7”)> eine zweite von i
linear unabhingige Ldsung von (1).

Beweis. Wir setzen v(zx) := eA®). Dann ist v/(z) = a(x)e?® = a(z)v(x)
und v(z) # 0 fur alle # € I. Der Kiirze halber schreiben wir nun die

Argumente x nicht mehr mit und zeigen zunéchst, dass z'= uy/ + (S eine
Losung von (1) ist. Nach Produktregel und der Voraussetzung i’ = Ay folgt
7 = WGt ui + <3,> — W+ uAf+ <3,> Ferner ist AZ = uAj+ A (S)

Um 2z’ = AZ zu zeigen, geniigt es also zu zeigen, dass u'¢ + <1?’) = A (8)

ist. Wir rechnen nun nach, dass tatsichlich A (2) —u'y = (3) gilt. Es

it A 0 = a1 apz) (0 _ a2y _ (av) a1£ _
v ag1 Q22 v Y1 Y2 920 a19 m v
0 _ 0 i _ Y1 uY1 _ .
(av) = <v’> . Es ist det(Y') = det (y2 s —|—v> = y1v # 0, und also

sind ¢ und Z nach Satz [15| linear unabhéngig. O

GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN - EIN EINSTIEG, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2015



9.3 Riickfiihrung auf eine DGL 2. Ordnung 111

Beispiel 3. Man ermittle fiir z > 0 die allgemeine Loésung des Systems

_, S 6x=1 —3x7! .
g = A(x)y mit A(z) = o1 " und nutze dabei aus, dass

3
y(z) = (ip)) eine bereits bekannte Lbsung ist.

Esist a(x) := asa(z) —aiz(z ) =zt —(— 333_1)% =2 und also folgt
= [2dz =4In(z) =In(z ) Dles ergibt eA(®) = 24 und

u(l‘):/am(x) A(I)dz*fii/l 1 cxtde = —3x.

e z 28
Es ist dann Z(z) = u(z) #(z) + (ef(x)) = -3z (ﬁ) + (£4> = (“;’ii)

: . . 3 3zt
Die allgemeine Losung ist also yp(z) = ¢1 w3 Feelgu )

9.3 Riickfithrung auf eine DGL 2. Ordnung

Wir betrachten das homogene lineare System

y/1 = au(x) Y1 + (112(1') Y2
yé = a9 (z) y1 + age(x) Yo,

mit stetigen Funktionen a;r: I — R fiir j,k = 1,2. Gesucht sind zwei
p1( )) (1/11( ))

linear unabhéingige Losungen nd . Es
gig g 90( ) = (@2( ) w( ) Vo ()

ist dann 7, (z) = ¢1@(x) + et (z) die allgemeine Losung fiir 2 € . Je nach
Bauart des Systems kénnte die Riickfiihrung auf eine DGL 2. Ordnung zum
Auffinden von ¢ und ¢ fithren.

DGL in y; Lose die erste DGL des Systems nach yo auf und bilde yj .
Setze diese Ausdriicke fiir yo und g4 in die zweite DGL ein und erhalte
eine DGL 2. Ordnung fiir y; . Sind ¢1(z) und ¢ (x) Losungen dieser
DGL, so setze y1 = ¢1(z) in den Ausdruck fiir yo ein und erhalte
y2 = pa(x) . Setze y1 = 11 (x) in den Ausdruck fiir y, ein und erhalte

= 1a(x) . (Bei dieser Methode muss a12(z) # 0 fiir alle z € I sein.)

oder DGL in yo Lose die zweite DGL des Systems nach y; auf und bilde
Y} . Setze diese Ausdriicke fiir y; und y} in die erste DGL ein und
erhalte eine DGL 2. Ordnung fiir y2 . Sind ¢2(z) und 99 (x) Losungen
dieser DGL, so setze ya = @2(x) in den Ausdruck fiir y; ein und
erhalte y; = p1(x). Setze yo = ¥2(x) in den Ausdruck fiir y; ein und
erhalte y; = 1 (z) . (Hier muss ag;(x) # 0 fiir alle « € T sein.)
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112 9 DGL-Systeme mit zwei Gleichungen

Wenn dann ¢;(z) und ¢ (z) (oder po(z) und ts(z)) linear unabhingig
sind, so sind auch @(z) und ¢ (z) linear unabhingig.
Beispiel 4. Gegeben sei fiir £ > 0 das homogene lineare DGL-System

, 6 3
Y=y e
x X

.2 1
Yo=—Yy1+ —y2.
xr T

Lose die erste Gleichung nach y auf. Dies ergibt y» = 2y — Sy; und
/:2/71 I xa 5 XM

Yo Y —3Y1 — 31 3Y1 — 3Y1-

Setze die beiden Ausdriicke fiir y, und g4 in die zweite DGL ein und erhalte

gy’l -3y = 2y 4 2y, — %y’l =3y - %y’l Multiplikation mit —3z und

Umstellen ergibt die Euler-DGL

22y — 6xy| + 12y, = 0.

Dazu gehért die charakteristischen Gleichung A2 — 7\ + 12 = 0 mit den
Losungen Ay = % +/—q mit g1 = —% +12 = —i. Es ist also \; = 4
und Ag = 3, woraus sich nach dem Korollar zu Satz 11 in die Losungen
©1(r) = 2* und ¥ (z) = 2% der Euler-DGL ergeben.

Setze y1 = p1(z) = x* in yo = 2y1 — Zy{ ein. Dann folgt yo = @a(z) =
224 — §4x3 = %x4. Setze y1 = ¥1(z) = 2% in yo = 2y, — £y ein. Dann
folgt yo = o(z) = 223 — %3%2 = 3. Wir erhalten das Fundamentalssystem

4 . 3
von Losungen g(x) = (sz4) und ¢(z) = (ij) und damit die allgemeine

3x

3 4
Losung ¢ (z) = ¢ (ig) + co (2:54) des Systems, vgl. Beispiele 1,2, 3.

Lineare 2x2-Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten ein homogenes lineares System

Yy =a11y1 + aizyo

Yo = a21 Y1 + a2y -

mit Koeflizienten a;, € R fiir j,k = 1,2 und ai2 # 0. Dieses System kann

dann durch Riickfithrung auf eine lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten

Koeffizienten gelost werden. Wir 16sen die erste DGL nach y, auf und er-

halten y» = 2-(y) — ai1y1) . Es folgt y5 = ;- (y) — ai1 y}) . Diese beide

Ausdriicke fiir yo und y} setzen wir in die zweite DGL ein und erhalten
L (i — a11 Y1) = a21y1 + aga( ! (y1 — a1 y1)) . Dies ergibt die DGL

a2 a2

Yy — (a11 + a22)y) + (ag2a11 — ar2a21)yr =0
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9.4 Autonome 2x2-Systeme 113

und also die DGL y{ — spur(A)y; + det(A)y; = 0, wobei A = (211 le)
21 22

die Koeflizientenmatrix des Systems ist. Diese DGL kann nun gemifl Satz
in Abschnitt gelost werden, und dann kann fortgefahren werden, wie
am Anfang dieses Abschnitts beschrieben.

Man kann aber auch die ermittelte allgemeine Losung der DGL 2. Ordnung
iny, = - (y} — a1 y1) einsetzen. Das geht dann so:

ai2

Sei y1(x) = cruq(z) + coug(x) die allgemeine Losung der DGL

vy — (a11 + a22)y) + (a11a22 — ar2a21)y1 = 0.

1

Setze diese in yo = S -y1(x) — ¢!t y1(z) ein. Es folgt

a12
_ 1 ’ / a1l
Y2 () = — (cruf (z) + coub () — — (crua (x) + caua(z))
a12 a12
/ _ / _
— uy(z) — aprug(x) Lo uh(z) — ajgug(x) ,
a12 a12

und ¢(x) = <Z; g;) ist die allgemeine Losung des Systems. Diese Methode

ldsst sich direkt auf eine Anfangswertaufgabe und ein inhomogenes System
erweitern, vgl. [13] § 47.

Beispiel 5. Ermittle die allgemeine Losung des Systems ¢’ = Ay mit
A (-3 1

1 -1/
1. Schritt. Lése die DGL y{ —spur(A)y] +det(A)y; = 0. Es ist spur(A4) =
—3—1=—4und det(A) = 3+ 1 = 4. Also ist die DGL y{ + 4y} + 4y; =0
zu losen. Nach Satz [11|ist gg = —%? +ag=4—4=0 und also y;(x) =
c1e7% 4 core 2 die allgemeine Losung der DGL.

2. Schritt. Setze y1(z) und ¥} (x) = —2c1€72% + cpe ™2 — 2core 2% in die

Gleichung yo(2) = Ly} (z) — 2Ly (2) = —y}(z) — 3y1(x) ein.

a2 a2

3. Schritt. Erhalte die Losung
oo (n(x)) e 2 re 2
y($) = (m(m)) = (_e—2x> + c2 <_(1 +x)e—2x .

9.4 Autonome 2x2-Systeme

Ein explizites autonomes 2x2-System ist von der Form

yi = fi(yr, v2)
l/é =f2(y1,y2)
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114 9 DGL-Systeme mit zwei Gleichungen

mit Funktionen f1, fo: D — R auf einer Menge D C R2. Das System wird
autonom genannt, weil die unabhéngige Variable z nicht explizit auftritt.
Beispiele fiir autonome Systeme sind die homogenen linearen Systeme mit
konstanten Koeflizienten. Ein Beispiel fiir ein nicht-lineares autonomes Sys-
tem wird durch das folgende Modell gegeben.

Riuber-Beute-Modell Diese Modell ist von A.J. Lotka (1880-1949)
und V. Volterra (1860-1940) unabhiingig gefunden worden und wird daher
auch Lotka- Volterra-Rduber-Beute-Modell genannt.

Eine Beutepopulation b verfiige iiber einen stindigen Nahrungsvorrat, und
eine Réauberpopulation r lebe ausschliellich von der Beute b. Wire keine
Beute da, wiirde sich 7 nach dem Gesetz r'(t) := 9= = —pr(t) mit der
Zeit t vermindern, wobei p > 0 eine Konstante ist. Wiren keine R&uber
da, wiirde b gemif b'(¢) = Bb(t) mit einer Konstanten § > 0 wachsen.
Durch Begegnungen von b mit » kommt es aber zu einer Zunahme von r
und einer Abnahme von b mit Anderungsraten, die jeweils als proportional

zu br angenommen werden konnen. Es ergibt sich also das DGL-System

r'=—pr+arb
b =p8b—~vrb

mit Konstanten p, a, 3,7 > 0. Beginnen die Wechselwirkungen zwischen b
und r zur Zeit tg = 0 und sind by, r¢ die Anfangsbestdnde > 0, so erhélt
man die Bestéinde zur Zeit ¢ > 0 als Losung des Systems mit den Anfangs-
bedingungen r(0) = ro und b(0) = by. Im néichsten Kapitel zeigen wir, dass
das System eine Losung besitzt und dass diese Losung durch die Anfangs-
bedingungen eindeutig bestimmt ist. Ein Problem ist es aber, die Losung
auch konkret anzugeben. Das ist hier nicht in geschlossener Form méglich,
sondern man ist auf numerische Losungsverfahren angewiesen. Auf solche
Verfahren werden wir in Abschnitt kurz eingehen. Aber auch ohne ei-
ne Losung zu kennen, kann man Aussagen zum Verlauf von Lésungskurven
machen, wie sich noch zeigen wird.

Da die Rauberpopulation r eine Verminderung der Beutepopulation b er-
zeugt, wird mit der Zeit nicht mehr genug Beutevorrat da sein, und es
vermindert sich dann r, was wiederum zum Wachsen von b beitrigt. So
ergeben sich periodische Schwankungen in der Rduber- und Beutepopula-
tion. Dass diese Periodizitéit durch das Modell tatséichlich gegeben ist, hat
Volterra 1931 bewiesen, vgl. [I3] Nr. 64]. Dort ist der Beweis wiedergegeben.

Stationidre Punkte und Phasen-DGL

Wie in der Literatur bei autonomen Systemem gebréuchlich, bezeichnen
wir nun die unabhéngige Variable mit dem Buchstaben ¢ und schreiben ein
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autonomes System in der Form

T = f(x,
(23) ' [z, y)
y=g(z,y).
Dabei ist & = Z—f und analog fiir y. Die Funktionen f(x,y) und g(x,y)

seien auf R? definiert und mit stetigen partiellen Ableitungen nach x und
y versehen. Ferner seien Anfangsbedingungen

x(to) = xo und y(to) = yo

vorgegeben. Dadurch ist das System eindeutig 16sbar, wie im n#chsten
Kapitel gezeigt wird. Die Losung ¢t — (z(t),y(t)) lidsst sich auffassen als
Parameterdarstellung © = z(t) und y = y(t) einer Kurve in der zy-Ebene
durch den Punkt (zg, yo). Eine solche Kurve wird Trajektorie oder Phasen-
kurve oder auch Integralkurve des Systems genannt. Eine Trajektorie
besitzt eine Orientierung gem#fl wachsender Parameterwerte ¢. Die Ge-
samtheit der Trajektorien des Systems nennt man ein Phasenportrdt.

Lemma. Durch jeden Punkt (xg,yo) der xy-Ebene geht genau eine Trajek-
torie des Systems , und diese hat eine wohlbestimmite Orientierung.

Beweis. Sei x = x1(t),y = y1(t) eine weitere Trajektorie, die durch (zq, yo)
geht, fiir die also z1(t1) = xo und y1 (1) = yo mit einem ¢; € R gilt. Dann
ist durch z. = x1(t + ¢), y. = y(t + ¢) mit ¢ = t; — tp eine Losung von ([23))
mit z.(to) = zo und y.(to) = yo gegeben. Da die Losung von dadurch
eindeutig bestimmt ist, folgt z(¢t) = z1(t + ¢), y(t) = y1(¢t + ¢), und die
Orientierung ist dieselbe. O

Definition. Ein Punkt (&,7) € R? heifit stationdrer Punkt des Systems
([23), wenn f(&,m) = 0 = g(&, n) gilt. Ein stationérer Punkt wird auch kriti-
scher Punkt oder Gleichgewichtspunkt oder Ruhelage des Systems genannt.

Ist (£,7n) ein stationiirer Punkt, so ist die konstante Funktion ¢ — (£, 7) eine
Losung des Systems , und diese ist die einzige Losung, die den Wert
(&,n) annimmt. Man nennt die Losung dann eine stationdre Ldsung. Die
zugehorige Trajektorie schrumpft auf den Punkt (&, 7n) zusammen.

Wie kann man die Trajektorien bestimmen? Wenn x(¢) in einem Intervall
umkehrbar ist, also dort eine Umkehrfunktion ¢(z) besitzt, dann kann man
y(t) = y(t(z)) als Funktion von x auffassen, und Ableiten von y nach x er-
gibt nach der Kettenregel und der Umkehrregel (yot)'(z) = ' (t(x))t' (x) =
y(t)ﬁ . Man erhélt dann also zum System die Phasen-DGL

(24) y =
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Die Phasen-DGL ist fiir f(x,y) # 0 definiert. Durch die Losungen

von werden die Trajektorien des Systems bestimmt. Wenn y(t)

in einem Intervall umkehrbar ist, so erhdlt man analog: Z—Z = % = g gi;’; ,

falls g(x,y) # 0 gilt, und man kann damit ebenfalls die Trajektorien des
Systems bestimmen. Ein stationdrer Punkt des Systems ist eine
Singularitdt der Phasen-DGL , d.h. er ist eine Nullstelle von deren
Zahler und deren Nenner. Umgekehrt ist eine Singularitdt der Phasen-DGL
ein stationéirer Punkt des Systems .

Beispiel 1. Wir schreiben das obige Rduber-Beute-Modell in der Form

T=—-pr+azy

y=PRy—ry
mit Konstanten p, «, 8,7 > 0. Es seien Anfangsbedingungen x(0) > 0 und
y(0) > 0 gegeben. Der Punkt (0,0) ist ein stationdrer Punkt, der aber fiir
das Modell keine Rolle spielt. Fiir x > 0 gilt —px + azy = 0 genau dann,
wenn y = £ ist. Und fiir y > 0 gilt Sy —y 2y = 0 genau dann, wenn z = %
ist. Wir erhalten also den stationdren Punkt (%, g) und eine stationére

Losung mit z(t) = %, und y(t) := 2 fiir ¢ > 0. Die Phasen-DGL lautet

y_ By—ywy  (Boyx)y  B-yr oy
—prt+azy  x(—p+ay) . —ptay

und ist also eine DGL mit getrennten Variablen. Gemé&fl Typ V in Tabelle
hat sie die implizit geschriebene Losung —pln(y) +ay— S 1n(z)+yz = ¢
fir x > 0, y > 0. Durch den Scharparameter c erhalten wir ein Phasenpor-
trat zum Modell, ohne dessen Losungen bestimmt zu haben. Hier ist ein
Bild fir p=2, a=3,8=vy=1und ¢ =4, 4.5, 5, 5.5.
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Beispiel 2. In Abschnitt haben wir eine ungedimpfte Schwingung
durch die DGL i = —w?z und deren Losung z(t) = asin(wt + ¢) beschrie-
ben. Zu dieser DGL 2. Ordnung gehort das System

T=1y

§=—w’x
mit der Losung 2(t) = asin(wt + ¢), y(t) = @(t) = aw cos(wt + @), vgl. die
Bemerkung in Abschnitt Der Nullpunkt (0, 0) ist der einzige stationire
Punkt. Die Phasen-DGL 3 = %2‘” hat geméfl Typ V in Tabelle die
impliziten Losungen y? + w?2? = c¢. Das Phasenportrit besteht also aus
konzentrischen Ellipsen um den Nullpunkt, was man natiirlich auch an der
angegebenen Losung des Systems ablesen kann.

Stationidre Punkte und Stabilitit

Man interessiert sich fiir das Verhalten von Losungen in der N#he einer
stationaren Losung, oder anders gesagt fiir den Verlauf von Trajektorien in
der Nihe eines stationéiren Punktes.

Wir gehen wieder von dem autonomen System aus und nennen einen
stationdren Punkt (£,7) des Systems stabil, wenn jede Trajektorie, die in
einen gewissen Kreis Ks um (§,7) eingedrungen ist, mit wachsendem ¢
stets in einem Kreis K, D K verbleibt. Genauer definiert man, vgl. [13]
Nr. 65.3]:

Definition. Ein stationéirer Punkt (£,7) des Systems heiflt stabil,
wenn es zu jedem € > 0 ein 0 > 0 mit folgender Eigenschaft gibt: Falls eine
Losung x(t), y(t) die Ungleichung (z(t1) — {)2 + (y(t1) — 77)2 < §? fiir ein
t =ty erfiillt, so gilt (x(t) — 5)2 + (y(t) — 77)2 <efirallet >t .

Ein stationdrer Punkt (£,7) des Systems heiflt asymptotisch stabil,
wenn er stabil ist und es ein r > 0 mit der folgenden Eigenschaft gibt: Falls
eine Losung z(t), y(t) die Ungleichung (z(t;) — 5)2 + (y(t1) — 17)2 < r? fiir
ein t = ¢y erfiillt, so ist tllr(r)lo(x(t), y(t)) = (&n).

Ein stationdrer Punkt (£,7) des Systems heif8t instabil, wenn er nicht
stabil ist.

Wir betrachten nun ein homogenes lineares System

T=axr+b
(25) . /
y=cx+dy

mit konstanten Koeffizienten a, b, c,d € R.
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Fiir die Matrix A := (Z Z) gelte det(A) # 0. Dann ist der Punkt (0,0)

der einzige stationédre Punkt, und 0 ist kein Eigenwert. Die Eigenwerte der
Matrix A sind die Losungen Ay, Ao € C der charakteristischen Gleichung

A% — spur(A)\ + det(A) = 0.
In Abhéngigkeit von den Eigenwerten erhilt man das folgende Ergebnis.

Satz 18. 1. Sei Ay = Ao =: X ein zweifacher reeller Eigenwert.
Ist A > 0, so ist der stationdre Punkt (0,0) instabil. Ist A < 0, so ist
der stationdre Punkt (0,0) asymptotisch stabil.

2. Seien A1, Ay zwei verschiedene reelle Figenwerte, die beide dasselbe
Vorzeichen haben. Sind A1, Ao < 0, so ist (0,0) asymptotisch stabil.
Sind A1, A2 > 0, so ist (0,0) instabil.

3. Sind A1, Ag zwei verschiedene reelle Eigenwerte mit unterschiedlichem
Vorzeichen, so ist (0,0) instabil.

4. Sind A1, Ao € C rein imagindr, so ist (0,0) stabil.

5. Seien A1, Ao € C konjugiert komplex und nicht rein imagindr, also
Mo =a£if mit a,f € Ryo. Ist a < 0, so ist (0,0) asymptotisch
stabil. Ist a > 0, so ist (0,0) instabil.

Beweis. Da det(A) # 0 ist, sind b und d nicht beide 0. Sei b # 0. Wie am
Ende des vorherigen Abschnitts ausgefiihrt, 16st man die erste DGL nach
y auf und kommt zur DGL

(%) % — spur(A)x + det(A4)z = 0.

Deren Losungen z(t) sind in Satz[11]in Abschnitt angegeben. Sie bilden
jeweils die erste Komponente der gesuchten Losungen des Systems. Die
zweite Komponente y(¢) erhiilt man dann durch Einsetzen von z(t) in die
Gleichung y(t) = 3(i(t) — az(t)). Falls b = 0 ist, so kann man durch
Auflésen der zweiten DGL des Systems nach z jeweils analog schlielen.

Zu 1. Nach Satz hat die DGL (x) die linear unabhéngigen Losungen
x1(t) = eM und z5(t) = te. Die zweiten Komponenten ergeben sich dann
als y1(t) = $ (A — a)e* und yo(t) = $(1+ M —at)e*. Ist A > 0, so gibt es
unbeschrinkte Losungen, und der Punkt (0, 0) ist also instabil. Ist A < 0, so
erfiillt die allgemeine Losung des Systems die Kriterien fiir asymptotische
Stabilitdt, da die Exponentialfunktion e’ fiir ¢t — oo schneller als ¢ wichst.
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Zu 2. und 3. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear un-
abhingig. Sind ¢; € R? und 7, € R? Eigenvektoren zu A; und Ag, so bilden
die Vektoren #(t) = v1e*? und §(t) = the?2! ein Fundamentalsystem von
Losungen fiir das System , denn es ist f(t) = MMt = AgjeMt =
AZ(t), und analog g(t) = Ag(t). (Fiir die Begriffe Eigenwert und Eigenvek-
tor vgl. auch Abschnitt unten.) Im 2. Fall schlieBt man nun analog wie
unter 1. Im 3. Fall gibt es unbeschrénkte Losungen, sodass der Punkt (0, 0)
instabil ist.

Zu 4. und 5. Nach Satz hat die DGL (%) die linear unabhingigen
Losungen x1(t) = e cos(Bt) und za(t) = e sin(Bt). Die zweite Kom-
ponenten y(t) und yo(t) ergibt sich dann jeweils durch Einsetzen von
z1(t) und von z2(t) in die Gleichung y(t) = 4 (&(t) — az(t)). Dies ergibt
y1(t) = §(ccos(Bt) — Bsin(Bt) — acos(Bt))e*" und als 2. Komponente von
() den Ausdruck yo(t) = 3 (asin(Bt)+ 3 cos(Bt) —asin(Bt)) e’ Im 4. Fall
ist & = 0 und man sieht, dass die allgemeine Losung stabil ist. Ist a > 0,
so gibt es unbeschriankte Losungen, und ist a < 0, so kann man analog wie

im 1. Fall schlieen. O
Beispiel 3. Wir betrachten das System

z = 1In(2)x — 2wy

gy =2mx+1In(2)y
mit den Anfangsbedingungen 2(0) = 1 und y(0) = 0. Die charakteristische
Gleichung der Matrix <1112(:) 1;?;3) ist A2 — 2In(2)A + In(2)? + 472 = 0.

Die Eigenwerte sind Ay 2 = In(2)£2mi. Der stationére Punkt (0,0) ist daher
nach Satz [I85 instabil.

A

Y

7R
S
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Im diesem Fall wird stationdre Punkt ein Strudelpunkt genannt. Die Losung
der Anfangswertaufgabe ist durch z(t) = 2! cos(27t) und y(t) = 2 sin(27t)
gegeben. Erhoht sich ¢ um 1, so dreht sich die zugehorige Trajektorie durch
den Punkt (1,0) offenbar einmal durch den Ursprung. Gleichzeitig wird der
Radius aber durch den Vorfaktor 2¢ verdoppelt. Die Trajektorie ist eine
nach auflen gerichtete Spirale.

Um einen stabilen Strudelpunkt zu erhalten, geniigt es, einige Vorzeichen
zu verdndern. Das System lautet dann

& =—In(2)z — 27y
g =2rz —In(2)y.

Die Koeffizientenmatrix hat die Eigenwerte A\j 2 = —In(2) £ 27i. Der Stru-
delpunkt ist also nach Satz[I8]5 asymptotisch stabil.

Y

)
C/

///

-/

Die Spirale geht nach innen. Die Losung der Anfangswertaufgabe mit den
Anfangsbedingungen x(0) = 1 und y(0) = 0 ist nun z(t) = 27! cos(27t),
y(t) = 27 sin(2nt). Erhoht sich ¢ um 1, so dreht sich die Kurve einmal um
den Ursprung und halbiert wihrenddessen ihren Radius.

Bemerkung. Die Phasen-DGL des Systems hat die Form

, _dy+cx
Y by +ax’

Sie hat als einzige Singularitét den Punkt (0, 0), wobei eine Singularitét der
DGL dadurch definiert ist, dass sie Nullstelle von Z#hler und Nenner ist.

Der Phasen-DGL ordnen wir wie in Abschnitt die Matrix B := (i 2)
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zu. Da spur(B) = spur(A) und det(B) = det(A) ist, lduft es auf dasselbe
hinaus, ob wir den Typ der Singularitidt der Phasen-DGL oder den Typ des
stationdren Punktes des Systems bestimmen.

Die drei Dias von R.Schimmack in Abschnitt [£.7] stellen die Phasenpor-
rer wd T fir « = 1,2, -2 dar.
Y=oy Yy=—-x

Die dort angegebenen Losungen sind jeweils die Losungen der zugehorigen
Phasen-DGL. Mit Hilfe der dort erfolgten Bestimmung des jeweiligen Typs
der Singularitdten und Satz [18 konnen wir die stationédren Punkte der bei-
den Systeme auf Stabilitéit untersuchen.

triats zu den Systemen

indularililen ener Dif[-GL 4.0
Snj ?:keit:!wktﬁ . m
S—— -

Siﬂg‘llﬂfititen ciner lef' Gl- 1.

Strahlpuni.
~Yo= we(x-x)

7

Strahlpunkt, Scheitelpunkt und Sattelpunkt sind instabil, und der Mittel-
punkt der Kreise und Ellipsen ist stabil.

Singlasititen einer Dff-Gl 1+ Oring

Sattel punkt.
SO i el A %
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Wir haben hier den Fall det(A) = 0 nicht betrachtet. Beriicksichtigt man
auch noch diesen Fall, so gibt es insgesamt 14 Typen von Phasenportrits
fiir das System (25)), vgl. z. B. [21, Kap. 9, §9.5 und §10.3 Beispiel 1].

9.5 Aufgaben 37-40

Aufgabe 37. Man ermittle fiir > 0 mit Hilfe von Satz[16| die allgemeine
Losung des Systems

;o 1 + 1 + 1
Y = l‘(LUQ ¥ 1) Y1 .'172(56’2 + 1) Y2 o
, x? 222 +1

y2 + 1.

<

2__x2+1y1+x(x2+1)

Zunéchst ist ein Fundamentalsystem von Losungen fiir das zugehorige ho-
mogene System mit Hilfe von Satz[17] zu ermitteln und dabei auszunutzen,

_ 1\ . . .
dass g(z) = <x> eine Losung des zugehorigen homogenen Systems ist.

Aufgabe 38. (Zur Wiederholung) Man lése fiir z € ]—% 5 [ die Anfangs-
wertaufgabe
y" +4tan(x)y’ + (6tan®(x) + 3)y =0

mit y(0) = und y'(0) = 1. Dabei soll zuerst Satz [J] benutzt werden, um die
obige DGL in eine DGL v" +qgv = 0 mit einer Konstanten g zu iiberfiihren.
Aufgabe 39. Man ermittle fiir x > 0 die allgemeine Losung des Systems

Y= opptader

8
/o 3 x

Yy = o y1 +4x" e
indem zunéchst das zugehorige homogene System auf eine Euler-DGL in
y1 zuriickgefithrt wird.

Aufgabe 40. Eine radioaktive Substanz mit der Zerfallskonstanten Ay > 0
zerfillt in eine radioaktive Substanz, die dann ihrerseits mit einer Zerfalls-
konstanten Ay > 0 zerféllt. Dieses Zerfallsverhalten wird durch das System

dm

=

dm

WQ = —Xomg + Aymy

mit den Anfangsbedingungen m4(0) = M und m2(0) = 0 beschrieben,
wobei M die Menge der ersten Substanz zu Beginn des Zerfalls sei. Man
16se die so entstandene Anfangswertaufgabe.
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10 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

In Abschnitt haben wir gesehen, dass die DGL ¢ = f(z)g(y) stets
l6sbar ist, wenn die rechte Seite stetig ist. Dies gilt auch allgemein fiir
eine DGL ¢y’ = f(z,y). Wir haben aber in der Bemerkung am Schluss
des Abschnitts gesehen, dass die Anfangswertaufgabe vy = f(z)g(y)
mit y(zp) = yo nicht immer eindeutig lésbar ist. Hier setzen wir nun eine
Lipschitz-Bedingung voraus und zeigen den Ezistenz- und Eindeutigkeits-
satz von Picard-Lindeléf fiir ein explizites DGL-System 3’ = f(x,gj’) mit
der Anfangsbedingung 7(£) = 7. Der Beweis liefert dann auch ein Verfahren
zur ndherungsweisen Losung des Systems.

Fiir die Definition des Systems und seiner Losung vgl. Abschnitt Wir

verwenden hier als Norm stets die Maximumnorm
[T | == max(|v], . .., [vn])
fiir einen Vektor ¢ = (v1,...,v,) € R™. Dann ist die Menge
Q={(z,y) eERxR" ||z —¢{|<a, [§—17| <b}

mit a,b € Rs, die im Beweis eine zentrale Rolle spielt, ein Quader mit
Mittelpunkt (&,7). Fiir n = 1 stellt der Quader ein Rechteck dar.

10.1 Lipschitz-Bedingung

Sei D C R x R™ und j?: D — R™ eine stetige Funktion.

Definition. Die Funktion j? geniigt einer Lipschitz-
Bedingung in D, wenn es eine reelle Zahl L > 0 gibt
so, dass

— —

1f (@, 3) = f(z, D) < Ly — 2]l
fir alle (x,%), (z,%) € D gilt. Die Zahl L heifit
Lipschitz-Konstante. Man sagt, dass f lokal einer

Lipschitz-Bedingung in D geniige, falls jeder Punkt
(&,7) € D eine Umgebung U besitzt so, dass f in

RUDOLF LIPSCHITZ

1832-1903 D NU einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Im letzten Fall hangt die Lipschitz-Konstante dann jeweils von U ab.
Satz 19. Sei D eine offene Menge in R x R™ und

f: D — Rn, (CE,ZJ) — (fl(xag)a cee 7fn(x7g))
beziiglich if = (y1, . - ., yn) partiell differenzierbar mit stetigen partiellen Ab-

=

leitungen. Dann erfillt f lokal eine Lipschitz-Bedingung.
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Beweis. Sei (€,7) € D. Da D offen ist, gibt es a,b > 0 in R so, dass
der oben definierte Quader @ mit Mittelpunkt (€, n) ganz in D hegt Die
partiellen Ableitungen f; ,, = 6f L der i-ten Komponente von f nach der
k-ten Komponente von g sind auf Q durch ein M € R+ beschrédnkt, da @
kompakt ist und die partiellen Ableitungen f; ,, nach Voraussetzung stetig
sind. Seien (z,¥) und (x,Z) in Q. Wir definieren fiir ¢ € {1,...,n} eine
Funktion F': [0,1] — R als Kompositum ¢; o § mit

—

gt)y=2Z4ut fir 0<t<1 und @:=y—2

sowie @;(0) = fi(x,?) fiir ¥ € R"™ mit (x,7) € Q. Sei uy die k-te Kompo-
nente von @. Nach der Kettenregel gilt dann

91(t)
F(t) = G4(d1) 71 = (gg @), g2 a0 |
! 9n (1)

i% w (7)) gi(t) = ifi,yk(%?Jr ut)ug
k=1 =
Nach Definition von F ist F(1) = fi(z,¥) und F(0) = f;(x, Z). Es folgt
(o)~ e = 1P - 0 = | [ Foa] < [ o)
MZ\UH Mn @] =nM |y -z

—

Daher folgt die Behauptung || f(z, %) — f(z, 2)|| < nM ||7 — 2. O

10.2 Satz von Picard-Lindel6f

EMILE PICARD ERNST LINDELOF
1856-1941 1870-1946
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Satz 20. Sei D C R x R" offen, n > 1, und f: D — R" eine stetige
Funktion, die lokal eine Lipschitz-Bedingung erfillt. Dann gibt es zu jedem
(&,7) € D ein e > 0 und eine eindeutig bestimmte Lisung

g:l€—¢e, E+¢e] >R

des Systems y' = f(x,y) mit Anfangsbedingung y(&) =1j.

Der Beweis geschieht durch Riickfiihrung des Problems auf die Lésung eines
Systems von Integralgleichungen. Dabei wird komponentenweise integriert.

N Jo Fi(t, () dt fi
/ F(t.9(t)) dt := : mit f=| :
‘ S Fa(30)) dt fn

und f;: D >R firi=1,...,n.

Satz 21. Sei D C R x R" und f: D — R"™ eine stetige Funktion. Sei I
ein Intervall in R und £ € I. Ferner sei ij: I — R™ eine stetige Funktion
mit (z,y(x)) € D fir alle x € I. Dann ist § genau dann eine Liosung des
Systems ' = f(x,g’) mit der Anfangsbedingung y(§) = 7, wenn das
folgende System von Integralgleichungen erfillt ist:

W) 7(x) = ﬁ+/; F(t.9(t)) dt.

Beweis. Sei y: I — R eine Losung des Systems, und sei die Anfangsbedin-

gung (&) = 7 erfiillt. Dann ist ¢ differenzierbar mit ¢'(z) = f(z, 7 (x)) fiir
alle z € I, und mit Hilfe des Hauptsatzes in 2.1] folgt

/ " (1)) di = / "5 dt = §la) — §(6) = ) — 7
£ 3

und damit (J). Sei umgekehrt das System (J) erfiillt. Setze & = £ in (J)
ein. Dann folgt ¢(£) = 77, und also ist die Anfangsbedingung erfiillt. Da die
y

—

Funktion ¢ — f(¢, 4 (t)) stetig fiir alle ¢ € I ist, folgt aus dem Hauptsatz

—

d (* . . ~
& [ fe7@)d = fr.5w)

—

Also ist ¢ differenzierbar, und nach (J) folgt 7' (z) = f(z,¥(z)). O

Das System (J) von Integralgleichungen ist nicht so ohne Weiteres zu 16sen,
weil unter dem Integralzeichen die unbekannte Funktion steht.
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Um das System (J) zu lésen, benutzen wir das Picard-Iterationsverfahren
und konstruieren eine Folge Zi , k € N, wobei Zj(z) = 7 konstant ist und

(P) Zrp1(x) =7+ /g ' Ft, 2 () dt

gilt. Ziel ist es zu zeigen, dass diese Folge gegen eine Losung des Systems
y'(x) = f(x,y(z)) konvergiert. Zunichst ist aber zu zeigen, dass die Inte-
grale in (P) alle existieren.

Lemma 1. Sei D C R xR" offen, (£,7) € D und f: D — R™ stetig. Dann
gibt es a,b € Ry so, dass der Quader

Q={(z,9) e RxR" | [z =¢| <a, [|[§—7] <b}
ganz in D liegt, und ein M € Rsq so, dass || f(z,§)|| < M fiir alle (z,7) € Q
gilt.

Beweis. Da D C RxR" offen ist und (&, 7) € D gilt, folgt die erste Behaup-
tung. Da @ kompakt und f: D — R” stetig ist, ist f auf @ beschrédnkt,
und es folgt die zweite Behauptung. O

Wir setzen |e := min(a, %) und ’IO =[¢—e &+¢] ‘

Lemma 2. Es gilt (z,Z;(x)) € Q fiir jedes x € Iy und alle k € N.

Beweis. Fir x € Iy ist |z — £] < a. Wir zeigen ||Zx(x ) — 77|l < b durch
Induktion nach k. Dies ist fiir £ = 1 trivial, da zj(x) = 7 konstant ist. Gilt
nun die Aussage schon fiir &k, so folgt (¢, 2 (1)) € @ fur alle ¢t € Iy und also
£, Zu ()] < M. Nach Deﬁmtlon von Zi41(x) folgt nun ||Zg41(x) — 7] =

I £t Z0) de]) < Flt, 2 ))||dt’\M|xf§|<M5<b. O

Damit ist die Funktionenfolge in (P) auf @ fiir = € I definiert. Im néchsten
Abschnitt zeigen wir, dass die Folge gleichméflig konvergiert und beweisen
Satz

10.3 Konvergenz der Picard-Iteration

Die Bezeichnungen seien wie im vorherigen Abschnitt. Nach Voraussetzung
in Satz erfillt f: D — R™ lokal eine Lipschitz-Bedingung. Wir kénnen
den Quader @ so klein wéhlen, dass die Lipschitz-Bedingung

1 (. 9) = Fla, Go)| < LIG— ol
fir alle 7/, o € @ mit nur einer Lipschitz-Konstanten L € R+ gilt.
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Lemma 3. Fiir z € Iy ist ||Zy1(z) — Zi(2)]| < M =1 =60

Beweis Fiir £ = 1 ist die Behauptung richtig wegen ||Z2(x) — Z1(2)| =
S Fit ) el < <Mlz—g.

Induktionsschritt £ — k + 1

Iir2(@) — Fora (@) = | / Fit, Zpn (1) — F(t, 5(0))) ]

T k
< MIF / [t ¢ dt
LV. e K
k41
= MIF & 0
(k+1)!

Z: Iy — R™, und es ist (z,Z(x)) € Q fir jedes x € Iy.

Beweis. Esist 27 =17, 25 :77+(52 —51), Z3 =17+ (52 —21)—"-(23 _ZQ>7
Zy =1+ (2 —21)+ (Z5—22)+ (Zy—Z3), .... Wir schreiben daher die Folge
(Zk)ken als unendliche Reihe 77+ Y72, (Zx — Z,—1) und haben zu zeigen,
dass die Reihe auf I gleichm#fig konvergiert. Nach Lemma 3 gilt:

Lemma 4. Die Folge (Zi)ken konvergiert gleichmiflig gegen eine Funktion
(z,

k—1 _
Lk2|$ €| < M IF2 gkt

(k- 1) (k—1)!

wobei |z —&| < ¢ fiir alle # € Iy nach Definition von € und I gilt. Die
Reihe ZZOZQ (Zk — Zk,l) besitzt daher die konvergente Majorante

12k (2) = Zpa ()| < M

ML‘lz (L)

und konvergiert also gleichméflig. Mit 2’ := hm Ze =1+ Y poo(Ze — Zu—1)

folgt die erste Behauptung. Sei z € Iy. Aus Lemma 2 folgt ||Zk(x) — 7| < b

fiir alle kK € N. Es ist zu zeigen, dass ||Z(x) — 77|| < b fiir den Grenzwert

Z(x) = klim Zi(z) gilt. Zu jedem &1 > 0 gibt es eine Zahl N = N(g1) € N
— 00

so, dass ||Z(z) — Zx(z)|| < &1 fiir alle k > N gilt. Es folgt

12(z) = 77|l = [|2(z) = Zi(x) + Zk(x) — 7 |
< 2(@) = Z(@)]| + (12 (2) = 7] <er+0
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Also gilt o := ||Z(z) — 77| < &1 + b fiir jedes 1 > 0. Wire a > b, so giibe

es den Widerspruch a — b < g1 := 0‘7*1’ . O

Nachweis der Existenz in Satz

Nach Lemma 4 konvergiert die (Zi)ren gleichmifliig gegen eine Funktion
Z: I — R™.

Wir zeigen zuniichst, dass die Folge (fi)ren mit fi(z) = f(z, Zu(z)) fiir
x € Iy gleichméBig gegen f(m, Z(x)) konvergiert. Sei €1 > 0 vorgegeben.
Da die Folge (Z;)ren gleichméfBig konvergiert, gibt es ein N € N mit
|2k (z) — Z(2)]| < F fiir alle € I und alle & > N.

Es folgt || f(x, Zk(2)) — flx, 2(@))| < L|Z(z) — Z(2)|| < LY = &1 fiir alle
x € Ipund alle k > N .

Die gleichméflige Konvergenz sichert, dass Integral und Limes vertauschbar
sind. Hieraus folgt, dass Z eine Losung des Systems (J) von Integralgleichun-
gen ist:

Z(e) = lim Zip (o) 2 im (77+ /5 ' f"(uzk(t))dt)

k—o0

k—o0

ﬁ+/§' lim f(t, Z(t)) dt:ﬁ—i—/g F(t, Z(t)) dt.

—

Nach Satz folgt Z'(z) = f(x,Z(x)) und Z(€) = 7. Damit ist die Existenz
einer Losung bewiesen.

Beispiel zur Picard-Iteration

Man lose die Anfangswertaufgabe 3’ = 2zy mit der Anfangsbedingung
y(0) = 1. Bs ist 21(x) = 1 konstant. Ferner ist Zxy1(z) = 142 [t 2;,(t) dt
fiir alle k € N. Es folgt zo(x) = 1+2f0$t ldt =1+ 22,

zg(x) =142 [ t( 1+t2)dt*1+x +—

() =142 [Tt(1+2+ )dt—1+x +%+§—?.

2k

Induktion ergibt zjyq(z) =1+ 22 + 7 +% g + oo+ 5, also

z(x) = klggo zi(x) = 612,

und das ist in diesem Fall auch die Losung in geschlossener Form der An-
fangswertaufgabe.
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Fehlerabschitzung fiir die Picard-Iteration

Was macht man fiir einen Fehler, wenn man eine Losung ¢: I — R der
Anfangswertaufgabe durch die iterierte Funktion 2z mit

Zp(w) =17+ /; Ft, 2 (t)) dt

fiir £k > 2 ersetzt?
k

Lemma 5. Fiir x € Iy und k € N ist ||§f(z) — Z(2)|| < M "' =

Beweis. Da |§ — x| < € gilt, geniigt es, die Beh. mit |{ — x| statt mit € zu
zeigen. Fiir k = 1 ist dies richtig, da ¢ Lésung des Systems (J) nach Satz
ist, und dann gilt:

I7(0) = 5l = b+ [ Fiegoae =i =1 [ Fe. o) ae
< £ g dt| < M |z —
| 17t g a < o 1ol

Induktionsschritt k — &k + 1:

[9(x) = Zea (@)l = II/ — ft, 7(1))) dt|

< | [ 17t 510) = Fe 5l e

Tt —
< |/ L|§(t) — Zu(t)| dt| < ML |/ | dt|
LV.
= MIF 7”*5'“1. O
(k+1)!

Nach Lemma 5 erhilt man die Fehlerabschdtzung
= > _—
I2) - Z(a)| < M S
firallex e Ip =[§ —¢,€ +¢].

Nachweis der Eindeutigkeit in Satz

Es ist 2z = klim Zx eine Losung der Anfangswertaufgabe. Sei : Iy — R™
—00

eine weitere Losung mit 4(£) = 7. Wie aus Lemma 5 folgt, ist die Reihe
> ne o (U(@) — Zi(x)) gleichméBig konvergent. Die Folge (y(z) — Z (x))keN
ist also eine Nullfolge. Es folgt ¢(x) = klim Zi(x) = Z(x) fir alle x € Iy .

— 00
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10.4 Eindeutigkeitssatz

Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage in Satz [20] bezieht sich nur auf ein
kleines Intervall um & und eine offene Menge D C R x R™. Wir zeigen hier
nun den folgenden allgemeinen Eindeutigkeitssatz. Der Beweis orientiert
sich an [5l I1I, Satz 5].

Satz 22. Sei D C R x R™. Die Funktion f: D — R™ sei stetig und erfiille
lokal eine Lipschitz-Bedingung. Ferner seien i, Z: I — R™ zwei Lisungen

=

des DGL-Systems §' = f(x,¥) auf einem Intervall I in R. Wenn es ein
¢ €1 gibt mit y(&) = Z(€), so gilt y(x) = Z(x) fir allex € 1.

Beweis. Angenommen, es gilt ¢(x) # Z(z) fiir mindestens ein 2 € I. Wir
iiberlegen uns zunéchst, dass es dann einen Punkt x; € I mit folgenden
Eigenschaften gibt:

1. Esist g(z1) = Z(z1).

2. In jeder Umgebung von z; gibt es mindestens einen Punkt x € I mit
ylz) # Z(x).

Nach Voraussetzung und Annahme ist die Menge

[&,x] fallsz > ¢,

B:i={zell|qg|, =% it [¢ = d I, =
{z |y|1$ Z’I,} mit I¢ = {£} un {[x,{] falls z < &

eine nicht-leere echte Teilmenge von I. Ist das Supremum sup(B) kleiner
als das rechte Intervallende von I, so setzen wir 21 = sup(B); andernfalls
ist das Infimum inf(B) grofer als das linke Intervallende von I, da % und
Z stetig sind. Es sei dann x; = inf(B), und 2. ist erfiillt. Da ¢ und 2 stetig
sind, ist auch 1. erfiillt.

Fiir geniigend kleines r € Ry ist die Menge I, :={z € I | |z — x1| < r}
ein kompaktes Intervall und

() my 1= max[|5(z) — Z(z)]|

positiv. Es ist ¢(z) — Z(x) = [ (f(t,7(t)) — f(t, Z(t)))dt nach Satz

x1
Ist r geniigend klein, gibt es eine Lipschitzkonstante L so, dass folgt:

19(z) = Z(z)|| < !/I 1t 37(8)) = F&, 2(0))]] e

<1 ") — 2] de]

<L-mp-|le—x|<L-my-r.
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Setzen wir hierin ein z ein, das das Maximum in (*) erreicht, dann folgt
my < L-m, -r und also 1 < Lr. Dies ist fiir hinreichend kleine r falsch,
und wir haben einen Widerspruch. O

Folgerung. Wenn f : D — R" stetig ist und lokal eine Lipschitzbedingung

erfiillt, so ist die Losung §: I — R™ einer Anfangswertaufgabe ¢’ = f(z,¥)
mit §(&) = 77 stets eindeutig.

10.5 Fortsetzung von Losungen

Sei D C RxR" offen, n > 1, und f: D — R™ eine stetige Funktion, die lokal
eine Lipschitz-Bedingung erfiillt. Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

(+) §'=fle,g) mit (&) =17

Nach Satz von Picard-Lindelsf besitzt (%) eine eindeutig bestimmte
Losung 4: [ — ¢, € + ] — R™. Diese Losung lisst sich stets zu einer mazi-
malen Losung fortsetzen:

Satz 23. Es gibt ein Intervall Ihax C R und genau eine Losung

—

¥ Ipax — R”

von () so, dass fiir jede Losung yp: I — R™ gilt: I C Imax und y; = 4;.
Das Lisungsintervall L.y ist offen.

Beweis. Sei L die Menge aller Intervalle I in R, die £ enthalten und auf
denen es eine Losung ¢7: I — R™ von () gibt. Wir setzen Inax := Uy 1 -
Dann ist 1.« ein Intervall, das £ enthélt. Sei 4/: Inax — R™ definiert durch
y(x) = gr(z) fir x € I mit I € L. Dann ist ¢ wohldefiniert, denn ist
reJ: =L NItfir I,,I, € L, so ist gj}l(a:) = 37]2(56), da 511|J = 512|J
nach Satz [22] gilt. Offensichtlich ist ¥ eine Losung von ().

Angenommen: I,y ist nicht offen, und b € I, ist ein rechter Randpunkt.
Setze (b) = 7jp. Dann ist §: Imax — R” eine Lésung von ¥’ = f(z,7)
mit §(b) = 7o und daher eindeutig auf einem Intervall [b,b + €] losbar,
das nicht in I,.x liegt, was ein Widerspruch ist. Enthélt I, einen linken
Randpunkt, so schliefle analog.

Die Eindeutigkeit der Losung ¢ folgt aus Satz O

Die Losung /: Inax — R™ aus dem Fortsetzungssatz heif3t mazimale Losung

der vorgegebenen Anfangswertaufgabe, und das Intervall I, C R heifit
mazximales Losungsintervall
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Verlauf von Losungskurven

Das Intervall I,y kann nach Satz [23| die Form ]a, oo[, |a, b[, | — 0o, b[ mit
a,b € R oder | — 0o, 400 [= R haben.

Wir studieren nun vier Beispiele im Fall n = 1. Dabei ist die DGL stets
vom Typ VI in der Tabelle und also von der Form 3’ = f(y) . Ferner ist
f+ D — R partiell differenzierbar mit stetiger Ableitung und D offen. Also
geniigt f lokal einer Lipschitzbedingung. Damit sind dann die Vorausset-
zungen von Satz fiir die folgenden vier Beispiele erfiillt. In den ersten
drei Féillgn ist D = R?.

A
tan 1. Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

y' =1+ y? mit y(0) = 0.

Lose die Gleichung foyﬁdt = [y dt
nach y auf.
Dann folgt arctan(y) = 2z und also

y(z) = tan(x) .

us
2

51

N

Es ist Inyax = ]a,b[ = } —
li =00.
und Ty ly(z)| = o0

2. Man lése die Anfangswertaufgabe y’ = y? mit y(0) = 1 und bestimme
Lax - Aus fly t%dt = fox dt folgt ,%Hj = z und also f% +1 = z, woraus
y—yz=1und y(z) = 7= mit In. = ]—o0, 1[ folgt.

x

ﬁ 5*y !
- i

-10 -9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1%

3. Man l6se die Anfangswertaufgabe 3’ = 1—y? mit y(0) = 0 und bestimme
Tax - Aus foy ﬁ dt = fox dt folgt artanh(t)|§ = = und also artanh(y) = =z,
woraus y(z) = tanh(z) mit Iax = |]—00, oo[ folgt.
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tanh yl
1
5T
| | | —
—2 -1 1 2
1
-5
,,,,,,,,,,,,,,,,,,_I ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
_ _ 1 _ cosh?(z)—sinh?(z) _ sinh®(z) _
Probe. Y= tanh(m) == y/ ~ cosh?(z) — cosh?(x) =1- cosh?(z) —

1 —tanh?(z) =1 —92.

(Es ist cosh(z) := (e” + e~*) und sinh(z) := $(e* — ™))

4. Man l6se die Anfangswertaufgabe 3’ = % mit y(0) = 1 und bestimme
Imax - Hier ist D = {(z,y) € R? | y # 0}. Es ist [tdt = []dt, also
% — % =z. Es folgt y(z) = V14 2z und I = ]—%,oo[.

Ferner ist lim (z,y(z)) = (—%,0). Der Punkt (—3,0) € R? liegt also auf
z——3

dem Rand R x {0} von D.

\/1+2£L' y[

(.
8
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10.6 Anwendung auf eine DGL n-ter Ordnung
Wir betrachten eine explizite DGL der Ordnung n, also eine DGL der Form

(%) y " = f(z,y,y,...,y" ),

wobei f: D — R eine stetige Funktion auf einer Menge D C R"™*! sei.
Eine Lésung von (x) ist eine auf einem Intervall I C R definierte n-mal
differenzierbare Funktion y: I — R mit den Eigenschaften

(a) Bsist (z,y(x),y(x),...,y " V(x)) € D fiir alle x € I.
(b) Es gilt f(z,y(z),y'(x),...,y" D(z)) =y (z) fir alle z € I.

Satz 24. Sei D C R x R”™ offen, und sei f: D — R eine stetige Funktion,
die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Ferner sei (§,m1,...,0,) € D.
Dann hat die DGL (%) genau eine Lisung y: I — R auf einem Intervall
I 3¢, welche die folgenden Anfangsbedingungen erfillt:

y(© =m, ') =m, ., y" V&) = .
Beweis. Wir schreiben die DGL geméfi Abschnitt als ein System
(26) = fla,y) mit f:D =R (@F) = @y, f(2,9)

mit der Anfangsbedingung ¢(€) = 7. Dieses System hat nach Satz 20| und
Satz [23] eine eindeutig bestimmte Losung

g: I =R z— (y1(x),...,yn(x))

mit 7(§) = 7. Dann ist y: I — R, 2 — y;(z) die gesuchte Losung. O

10.7 Numerische Lésungsverfahren

Sei D C R x R offen, und sei f: D — R eine stetige Funktion, die lokal
eine Lipschitz-Bedingung erfiillt. Ferner sei (zg,yo) € D. Nach Satz [24] fiir
n = 1 hat dann die Anfangswertaufgabe

(1) y' = flz,y) mit  y(zo) =yo

genau eine Losung. Héufig kann man aber die Losung nicht in geschlossener
Form angegeben, wie es z.B. bei der Riccati-DGL y = 22 + y? der Fall
ist. Um die Losung zu bestimmen, ist man dann auf N#iherungsverfahren
angewiesen. Dazu gehoren Losungsverfahren mittels Potenzreihenansétzen,
die Picard-Iteration und numerische Verfahren.
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Sei y: I — R die Losung von (1), wobei I das maximale Lisungsintervall
sei. Wir wihlen ein Teilintervall Iy := [x0,b] von I und unterteilen dieses
in m gleiche Teile mit der Schrittweite

h = b=

m
und den Stitzstellen xp = xo + kh fiir K = 0,...,m. Dabei ist z,, = b,
und es gilt xx41 = xx + h. Nach dem Mittelwertsatz gibt es also fiir jedes
k=0,...,m—1ein & € ok, xpq1] so, dass y(zg41) = y(zx) + hy' (&)
gilt. Da y die Losung von (1) ist, gilt ¢/ (&) = f(fk, y({k)) und wir erhalten
y(@rn) = ylan) + b f (G y(Er))-
Um zu einem Néherungsverfahren zu gelangen, ersetzen wir hierin die unbe-
kannten Werte y(x1),...,y(x,) durch Niherungswerte y1, ...,y und die
unbekannten Steigungen f(gk,y(gk)) durch N#herungswerte N (xg,yg, h),
die nur von zy, yx und h abhéingen. Dies ergibt die Verfahrensformel

(2) Yet1 = Yk + A N (zk,yk,h) fir k=0,...,m—1.

Es handelt sich hierbei um ein Finschrittverfahren, da man zur Berechnung
von Y41 nur den vorherigen Wert y;, verwendet.

Euler-Cauchy-Verfahren
Bei diesem Verfahren wird N(zk,yk, h) := f(zr, yx) gesetzt und die Ver-

fahrensformel (2) lautet
Yet1 = Yk + A f(zp,ye) fir k=0,...,m—1.

Die Losungskurve wird hierbei durch einen Polygonzug angenéhert, denn
man legt jeweils an den Punkt (x,yx) eine Gerade mit der durch (1) ge-
gebenen Steigung f(xg, yk)-

Vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren

Bei diesem Verfahren wird noch eine weitere Stiitzstelle zj + %h sowie
das gewichtete Mittel aus vier Funktionswerten von f benutzt. Man setzt
N, o ) = & (K + 2Kz + 2K + Kia ) mit Kio = b f(w, ) und
Ko = hf(ze + 5,y + LK) sowie Kz = h f(z, + %, yx + 2Ky2) und

Kia=nh f(ack + h,yp + thg) . Damit ergibt sich nach (2) die Verfahrens-
formel

1
Ykt1 =Ykt g (Kkl + 2Ky + 2Ky3 + Kk4)
Das Runge-Kutta-Verfahren orientiert sich an Verfahren der numerischen

Integration, wie z. B. die Keplersche Fass-Regel, vgl. [13, 3 Aufgabe 12].
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Das Polygonzug-Verfahren geht auf Euler zuriick, und Cauchy hat damit als
erster einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz bewiesen, vgl. [13] S.1471f].
Der Rechenaufwand ist beim Runge-Kutta-Verfahren viermal so grof§ wie
beim Euler-Cauchy-Verfahren, aber man erhélt genauere Ergebnisse. Fiir
beide Verfahren gilt: Je kleiner die Schrittweite ist, desto besser wird die
Annédherung an die Losung.

A.L.Caucny 1789-1857 L.EULER 1707-1783 C.RUNGE 1856-1927 M. KuTTA 1867-1944

Beispiel 1. Gegeben sei die Anfangswertaufgabe y' = —zy mit y(0) = 4.

/ 7 .4
/7 /7 H
/5 Z1=N X
/ /%\ \
s Sl
/2 \ /2 NV

\ NN\
1 N /1<_>\\
—— ~ />_>\\
\OH/I//Z// \0_>/>1//'2//

Die exakte Losung y(z) = 4e73% ist schwarz eingezeichnet. Die Lésungen
nach dem Euler-Cauchy-Verfahren sind blau und die nach dem Runge-
Kutta-Verfahren rot eingezeichnet, links mit Schrittweite 1 und rechts mit
Schrittweite 0, 5.
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Beispiel 2. Sei nun die Anfangswertaufgabe y' = y+ 2 mit y(—0,975) = 0
gegeben.

277 rrrr T
VA A A A A A A B B B O |
B A A A A A A N B B N A B |
N /A A AN A S Y B B I/ A B A |
w22 rrrpgrTr
Caobosr g
R B 2 2 3 3 2
xb\\ﬂxffffffffff
N A R
N e R R
X&X&\\\‘H/// rrT
R NN N A
R S f];;
A N
VLo [ AV g
VoL R
Die exakte Losung y(x) = —1—x+0,025 e* 79975 ist schwarz eingezeichnet.

Die Ndherungslosungen aus dem Euler-Cauchy-Verfahren sind blau, die aus
dem Runge-Kutta-Verfahren rot eingezeichnet, jeweils mit Schrittweiten 1
und 0, 5.

Ist ein System §' = f(z,§) vorgegeben, so gilt fiir das Euler-Cauchy-

Verfahren die analoge Formel §i11 = 4 + h f(zk, §k) fir k=0,...,m—1.
Damit kann der folgende Existenzsatz bewiesen werden.

Existenzsatz von Peano. Sei fﬁ D — R™ stetig
auf einem Gebiet D C R x R™, und sei (§,7) € D.
Dann gibt es ein € > 0 so, dass die Anfangswertauf-
gabe

g' = fla,g) mit §(&) =1
eine Losung §: [ —e,& + €] — R™ besitzt.

il

Wie beim Satz von Picard-Lindel6f wird Lemma 1 in
%[g;fgg;mm [10.2] zur Definition von & benutzt.
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Ein ausfiihrlicher Beweis des Existenzsatzes von Peano mit Hilfe des Poly-
gonzug-Verfahrens findet sich in [28, Kap.2, §1]. Hier seien einige Stichpunk-
te genannt. Man iiberlegt sich analog zu Lemma 2 in [10.2] dass die Punkte
(zk, ¥r) im Quader @ liegen und verbindet diese dann durch Geradenstiicke.
Dadurch erhilt man einen Polygonzug im R"*!. Wie oben ist die Schritt-
weite h := b‘# definiert. Fiir m — oo ergibt sich eine Folge von Poly-
gonziigen. Man zeigt, dass diese Folge die Voraussetzungen des Satzes von
Arzela-Ascoli aus der Funktionentheorie erfiillt und demnach eine konver-
gente Teilfolge besitzt. Diese Teilfolge konvergiert dann gegen eine Losung
der Anfangswertaufgabe.

Auch das Runge-Kutta-Verfahren kann auf Systeme ausgedehnt werden.
Ein Beispiel zum Réuber-Beute-Modell (vgl. ist in [I3] Nr.63] gerech-
net.

Fiir die sog. Konsistenzordnung von Ein- und Mehrschrittverfahren und fiir
Fehlerabschitzungen verweisen wir hier auf die entsprechende Literatur,
z.B. [21, Kap. 9,5.2] und [28, Kap. 4].

10.8 Abhingigkeitssitze

Sei D C R x R offen und f: D — R eine stetige Funktion, die lokal eine
Lipschitz-Bedingung erfiillt. Dann hat die Anfangswertaufgabe

(1) y' = f(z,y) mit  y(zo) = o

fiir (xo,90) € D genau eine Losung nach Satz in Abschnitt flir
n = 1. In der Praxis kennt man aber hiufig den Anfangswert gy nicht
genau, weil er z. B. ein Messwert ist. Auch die Gestalt der DGL kennt man
h&ufig nicht genau, weil sie z. B. durch ein Modell vereinfacht ist und die
Koeffizienten sich aus Messwerten ergeben. Es ist daher wichtig zu wissen,
wie sich die Lésung verdndert, wenn sich der Anfangswert yo oder die rechte
Seite f(x,y) dndern. Hierzu gibt es die unten stehenden Abhingigkeitssitze.
Sie basieren auf dem folgenden Lemma, vgl. [10, S. 293].

Lemma. (Gronwall 1919) Sei ¢: I — R eine
stetige Funktion auf einem Intervall I = [a,b],
und es gelte 0 < @(z) < o+ B[ o(t)dt mit
Konstanten o, 8 > 0 fiir alle x € I. Dann gilt

pl(a) < aem0

fiir alle x € 1.

4

. ¥ E
T.H.GRONWALL 1877-1932
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Beweis. Sei ¢(x) = a+ Bf ©(t) dt. Nach Voraussetzung gilt dann
V() = Bo(x) < Bo(x).

Es folgt L (y(x)e ") = (¢/(z) — By(z))e™P* < 0. Also ist 1h(z)e P
monoton fallend. Es folgt ¢(z)e™#* < 9(z)e % < Y(a)e P = ae™P? fiir
x € I. Hieraus folgt ¢(z) < aefe P = qeflz=a), O

Stetige Abhingigkeit der Losung von Anfangswerten

Aus dem folgenden Satz geht hervor, dass sich zwei Losungen yq,y2 der
DGL y' = f(z,y) auf einem Intervall I = [a,b] nur wenig unterscheiden,
wenn die dazu vorgegebenen Anfangswerte nahe beieinander liegen. Dabei
nutzen wir aus, dass nach Satz [21| die Losung y: I — R der Anfangswert-
aufgabe (1) die Integralgleichung y(z) = yo + fm f(t,y(t)) dt erfiillt.

Satz 25. Die Funktion f: D — R sei stetig und erfiille eine Lipschitz-
Bedingung mit Lipschitz-Konstante L. Seien y1,y2: I — R Ldsungen der
DGL y = f(x,y), und sei xg € I. Fiir alle x € I gilt dann

ly1 () — y2(2)| < |y1(zo) — y2(x0)| ellz—=ol
Beweis. Wir betrachten den Fall x > xg. Sei p(x) := |y1(x) — y2(x)| und
a = |y1(zo) — y2(x0)|. Dann gilt

x x

0< p(z) =

1 (20) — ya (o) + /

f(t (1)) dt — / f(ty2(t) dt’

0 0

x
<a+L/ o(t) dt.

o

Mit 8 = L sind damit die Voraussetzungen des Lemmas von Gronwall
erfiillt, und das Lemma ergibt die Behauptung. Den Fall z < x( fiihren wir
nun wie folgt auf den Fall x > zo zuriick.

Wir setzen Z := 2x9 — x. Dann sind ¢ (z) = y1(Z) und §2(x) = y2(7)
ersichtlich Losungen der DGL § = —f(&,§) auf I := [2z — b, 220 — a).
Dabei erfiillt die Funktion (z,y) — — f(2xz¢9—z,y) eine Lipschitz-Bedingung
mit derselben Lipschitz-Konstanten L. Da = > &y = xqg gilt, erhalten wir

ly1(2) = y2(2)] = [ (Z) — 52(2)] (da & =)
< |1 (zo) — G2(zo)| X127l (oben bewiesen)
= [y1(wo) — y2(wo)| "= 0l. 0
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Beispiel 1. Sei D =R x R, und sei f: D — R definiert durch
1
flz,y) = —cos(x)y + 3 sin(2zx) .

Dann ist g—g(x,y) = —cos(z), also |g—£(x,y)| < 1 fiir alle (z,y) € D, und
daher ist L =1 eine Lipschitz-Konstante fiir f, (vgl. Aufgabe [41| unten).
Seien y1,y2: I — R zwei Losungen der DGL 3 = f(z,y) auf dem Intervall
I :=[-2,2] mit y1(0) = yo und y2(0) = —1. Dann ist ya(z) = sin(z) — 1,
wie wir unten zeigen werden, und nach Satz [25] folgt

[y1(z) = sin(z) + 1] < yo + 1]el”
fir alle z € I. Somit erhalten wir folgende Schranken:

sin(z) — 1 — |yo + 1]l < gy (@) <sinz) — 1+ |yo + 1]el®l.

Sei yp = —3. Dann ist y2(0) = -1 < ), und da sich zwei
Losungbkurven nicht schneiden Satz @ in [10.4] ) kann man die Abschat—
zung noch weiter verfeinern zu sin(z) — 1 < yl( ) <sin(z) — 1+ 1 -elel]

was im Quadrat {(z,y) € D | |z| < 2, |y| < 2} folgendes Bild ergibt:

Yy
2Ak

sin(z) — 1 + el
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Losung der DGL y’ = — cos(z)y + 1 sin(2x)

Nach dem Additionstheorem ist 3 sin(2z) = sin(z) cos(z), vgl. z. B. [§, §14
Satz 3], und die DGL y' = — cos(x)y + sin(x) cos(x) hat nach Typ III in
Tabelle die allgemeine Losung

y(z) = e~ 0@ /esm(”) sin(x) cos(z) dx

= ¢~ sin@) /e“u du mnach Substitution u = sin(x)

— e sin(m)(ueu — et 4 C) — e~ sin(x) (sin(w)esm(z) _ esin(w) + C)

=sin(z) — 1+ ce™ 5@,

Fiir die Anfangsbedingung y(0) = —% erhalten wir ¢ = —% +1= i und
also die Losung y1(z) = sin(x) — 1 + ze~ sin(@) Fiir die Anfangsbedingung
y(0) = —1 erhalten ¢ = 0 und wir die Losung yo(z) = sin(xz) — 1. Das ist
oben jeweils eingezeichnet.

Stetige Abhiingigkeit der Losung von f(x,y)

Aus dem folgenden Satz geht hervor, dass sich die Losung nur wenig dndert,
wenn man bei gleichen Anfangswerten die rechte Seite der DGL y' = f(z,y)
nur wenig dndert.

Satz 26. Die Funktion f: D — R sei stetig und erfiille eine Lipschitz-
Bedingung mit Lipschitz-Konstante L. Fiir eine Funktion f1: D — R gelte
|f(x,y) — fi(z,y)| < e fir alle (x,y) € D. Seiy: I — R die Lisung der An-
fangswertaufgabe (1), und seiy;: I — R eine Lisung der DGLy' = f1(z,y)
mit derselben Anfangsbedingung y1(xo) = yo. Dabei sei I = [xg,xo + 0]. Fir
alle x € I gilt dann |y(z) — y1 ()| < &6 eFlz—ol,

Beweis. Der Beweis geht analog wie oben. Setze p(z) = |y(x) — y1(x)|.
Nach Satz [21| gilt dann 0 < ¢(z) = f;o f(tyt)) dt — f;o fi(t,y(t)) dt) =
Lo Fty@) dt— [0 f(ty(@) dt+ [ f(t () dt = [ fi(t0 () dt\

< f;o |f(ty(t) = f(ty ()] dt + ffo |f(ty1(t) = fu(t,ya(t))] dt

<L p)di+ [ edt <L [, o(t)dt+ed. Mit @ = £6 und § = L sind die
Voraussetzungen des Lemmas von Gronwall erfiillt, und das Lemma ergibt
die Behauptung. O

Beispiel 2. Wir betrachten wieder die DGL ¢’ = f(z,y) mit f(z,y) =
— cos(z)y + % sin(2z) aus Beispiel 1 und &ndern nun die rechte Seite etwas
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ab zu fi(z,y) = — cos(z)y + 2 sin(2z). Dann gilt

<

ool —

|f(z,y) — filz,y)| = ';sin@x)

Nach Beispiel 1 ist y(x) = sin(xz) — 1 eine Losung der Anfangswertaufgabe
y' = f(x,y) mit y(0) = —1. Sei weiter y; (z) eine Losung der Anfangswert-
aufgabe vy = f1(z,y) mit derselben Anfangsbedingung y(0) = —1, und sei
§ = 2. Aus Satz [20] folgt dann

.9 el

| =

[sin(z) —1 =y (2)] <

fiir alle x € T :=[0,2] und (da x > 0 fiir alle z € I gilt) also

sin(z) — 14 1e?

91l sin(z) — 1 — %em
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Losung der DGL y’ = — cos(z)y + 2 sin(2x)

Es ist 2 sm(2 ) 3. Lgin (2x) = 3 . sin(z) cos(z) nach Additionstheorem.
Die DGL Y fcos )y + 2sin(z) cos(z) hat analog wie in Beispiel 1
die allgemeine Losung y(z) = 3(sin(z) — 1 4 cre” sin(@)) | Fiir die An-

fangsbedingung y(0) = —1 erhalten wir ¢; = —1 und also die Losung

3
y1(z) = Ssin(z) — & — Le—sin(@),

Lsi
(x

10.9 Aufgaben 41—-43
Aufgabe 41. Man formuliere Satz[I9und seinen Beweis fiir den Falln = 1.

Aufgabe 42. (Zur Wiederholung)
(a) Zur DGL

"

1 " / 1 _
Yy -y ty ——y=0
x x

seien drei Losungen y () = x, y2(x) = cos(x) und y3(z) = sin(z) fiir
x > 0 gegeben. Man bestéitige, dass diese linear unabhéngig sind.

(b) Man ermittle eine spezielle Losung
ys(z) = c1(2)y1(z) + c2(2)y2(x) + c3(x)ys(z)
der DGLy" — Lo/ 4o/ — Ly =1u.
Aufgabe 43. (a) Man berechne fiir die Anfangswertaufgabe
y =2 +y* mit y0)=0
die Picard-Tterierten zj(z) fiir 1 < k < 4.
(b) Man schétze mit Hilfe von Lemma 5 in den maximalen Fehler
|z2a(x) — y(z)|

fir x € I := [—3, 3] ab, wobei y(z) die auf I existierende Lésung der
Anfangswertaufgabe in (a) ist.
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11 Lineare Systeme

Wie in eingefiihrt, hat ein explizites lineares System die Form
(*) §' = A(2)y + b(z),

wobei A: I — Muxn(R), 2 + (aji(x)) und b: I — R™ stetig auf einem
Intervall I C R sind. Im Hinblick auf das néchste Kapitel lassen wir nun
aber auch komplexwertige stetige Funktionen aj , by: I — C fiir j, k =
1,...,n zu.

Eine Lésung von (*) ist dann eine differenzierbare Funktion 4: I — C" so,
dass §'(z) = A(z)§(z) + b(z) fiir alle z € I gilt. Da C mit R? identifiziert
werden kann, kann eine Losung als differenzierbare Funktion I — R?" auf-
gefasst werden, wobei Differenzierbarkeit komponentenweise zu verstehen
ist. Es sei hier durchgehend ’ K=R oder K=C ‘

11.1 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Satz 27. Sei I ein Intervall in R, sei A(z) = (aji(z)) eine Matriz mit
stetigen Funktionen ajr: I — K fir 5,k = 1,...,n, und sei b: I — K»
stetig. Dann gibt es zu jedem & € I und jedem 77 € K" genau eine Ldsung
y: I — K" des linearen Systems (x) mit der Anfangsbedingung §(§) = 1j .

— —

Beweis. Sei f(x,y) = A(z)y + b(x), und sei D = J x K™ mit irgendeinem
kompakten Intervall J C I. Aus der Stetigkeit der Abbildung = — A(x)
folgt L := sup{||A(x)|| | x € J} < o0, also

— —

1f (2, 5) = f(2, D) = [|A(2)(§ = D) < Ll|g - 2]l

fiir alle (,7), (z,Z) € D. Damit erfiillt f in D die (globale) Lipschitz-
Bedingung aus Abschnitt [I0.1} Die Eindeutigkeitsaussage folgt daher aus
Satz Die Existenz einer Losung auf ganz I ist zu zeigen. Sei £ € [
und € K" und J irgendein kompaktes Teilintervall von I, das ¢ enthalt.
Betrachte die Funktionenfolge zj: J — K", k € N, mit Z;(x) := 77 und

Zeg1(m) =177+ /: (A(t) Zi(t) + b(t)) dt .

Wir zeigen: In Beh. 1 unten (analog zu [10.3)), dass die Folge (Zk(2))k— oo
gleichméfig gegen eine Funktion z: J — K" konvergiert. In Beh. 2 unten,

dass fiir alle 2 € J gilt: A(z)Z(z) 4 b(z) = limp_, o0 (A(z)Zk(z) + b(x)).
In Beh.3 unten, dass z: J — K" eine Losung der Anfangswertaufgabe

—

7' = Ax)7 + b(x) mit F(€) = 7 ist.
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Da jedes x € I in einem geniigend groflen kompakten Intervall J > £ liegt
und die Losung der Anfangswertaufgabe nach Satz 22 eindeutig ist, ist die
Losung auf ganz I gefunden. O

Beh. 1. Die Folge (Zi(2))k— oo konvergiert gleichmdfig gegen eine Funktion
Z:J — K™,

Beweis. Sei K :=sup{||z2(z) — Z1(2z)|| | x € J}. Dann gilt

k—1
121 (2) — Zr(x)]| < K L5 |x(k_£|1)

fur alle z € J, k € N, denn: Fiir £ = 1 gilt dies nach Definition von K .
Induktionsschritt £ — k + 1:

I5kva(e) = Feen(a)] = | A (a8 = 5100 e
<| [ 140)(5enr) - A0t

kll ¢”
IV]/LKL S ty

<KIF \/ %)!dﬂ
-]
=KIF n

Wir schreiben die Folge (Zj)ren als unendliche Reihe 7+ >~ (Zk — Zk—1)-
Die Reihe Y 2, (2 — Zk—1) besitzt die konvergente Majorante

oo

K Z (LO)k
k:2

wobei / < oo die Liange von J ist, konvergiert also gleichméflig. Mit 2
klim Ze =1+ > peo(Zk — Zk—1) folgt Beh. 1.
—00

Ol

Beh. 2. Fir alle x € J gilt klim (A(2)Zk(z) + b(2)) = A(z)Z(z) + b(x).
— 00

Beweis. Sei € > 0. Nach Beh.1 gibt es ein N € N so, dass fiir alle k > N
und alle x € J gilt: [|Z(z) — Z(x)|| < £ . Es folgt [|A(z) 2k (z) — A(x)Z (a:)H <
|A(2)] - || Zk(x) — Z(x)|| < LT =€ fiir alle k > N und alle z € J .

OJ
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Beh. 3. Die Funktion z: J — K" ist die Lisung der Anfangswertaufgabe

—

7' = A(w)j + b(x) mit 7€) =
Beweis. Wir zeigen Z(z) =
A(z)Z(x) + b(x) und Z(€) =

7
+ [T(A()Z(t) + b(1)) dt und also 2'(z) =

glm.gonv. 7_7.+ / lim (A(t) gk (t) + g(t)) dt
3

B2y / ' (A)Z(t) +b(t)) dt . O
3

11.2 Homogene lineare Systeme

Wir betrachten ein homogenes lineares System

(%) §'=A)y,
wobei A(z) = (ajx(z)) eine Matrix mit stetigen Funktionen aji: I — K
fir 5,k = 1,...,n auf einem Intervall I C R ist. Wir zeigen hier, dass

der K-Vektorraum der Losungen von (%) die Dimension n hat. Weiter zei-
gen wir, dass zwei Losungen genau dann linear unabhéngig sind, wenn die
Determinante ihrer Wronski-Matrix Y (x) # 0 ist fiir ein z € I.

Lemma 1. Die Losungen y: I — K" von (x) bilden einen Untervektorraum
Ly, des K-Vektorraums aller Abbildungen I — K™ .

Beweis. Esist 0 € Ly, . Sind 7 und Z in Ly, , so gilt
G+2) =9 +7z
= A(z)y+ A(z)Z
= A(z)(7+7)

und also ist auch ¢+ 2 € Ly . Ist ¥ € Ly, und ¢ € K, so ist

() = i’
= cA(@)7
= A(x)cy

und also ¢y € Ly, . O
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Um zu zeigen, dass Lj die Dimension n hat, leiten wir zunéchst eine not-
wendige Bedingung fiir die lineare Unabhéngigkeit von m Losungen her.

Lemma 2. Seim € N, und seien 41, ...,Ym: I — K™ Lisungen des Sys-
tems ' = A(x)y. Wenn 41, ..., Ym linear unabhingig iber K sind, so sind
die Vektoren §1(x), ..., Ym(x) fir jedes x € I linear unabhdingig in K™.

Beweis. Angenommen, es gibt ein xg € I so, dass 41 (o), - - -, m(xo) linear
abhéngig in K" sind. Dann gibt es eine Linearkombination

01?11(550) +- 4+ Cmf'jm(mO) = 6

in K™ mit Konstanten cq, ..., ¢, € K, die nicht alle 0 sind. Fiir die Losung
Z:=ac1f + -+ embm in Ly gilt dann Z(xg) = 0.

Da die Nullfunktion I — K™,z + 0, in Ly, ist und die Anfangswertaufgabe
g = A(x_)jj’ mit §(zg) = 0 nach Satz eindeutig losbar ist, muss 2

identisch 0 sein. Damit sind dann aber die Funktionen i, ..., %, linear
abhéngig iiber K im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Satz 28. Sei I ein Intervall in R, und A: I — M, x,(K) eine stetige
Abbildung. Dann hat der K-Vektorraum Ly, der Lisungen des homogenen
linearen Systems §' = A(x)y die Dimension n .

Beweis. Sei €1,...,€, die Standardbasis von K", und sei £ € I. Dann
hat das System §’ = A(z)y nach Satz [27| Losungen #,...,¥, € Ly mit
k() = € fiir k = 1,...,n. Diese Losungen sind linear unabhéngig, denn

aus c1ii + -+ + cfjn = 0 folgt
0= c1gi(§) + - + cnffn() = 161 + -+ + cud

in K™ und also ¢, = O fiir alle £k = 1,...,n. Es ist also dimg L, > n.
Andererseits ist dimg L;, < n, denn wenn es n + 1 linear unabhéngige
Losungen 2, ..., 2,11 gibe, so gibe es n + 1 linear unabhéngige Vektoren
Z21(8), ..., Znt1(§) in K™ nach Lemma 2. O

Lemma 3. Seim € N, und seien i1, ...,Ym: I — K" Ldisungen des Sys-
tems ' = A(z)y. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Die Léosungen i1, ..., Jm sind linear unabhingig iber K.

(2) Es gibt ein & € I so, dass die Vektoren §1(€),...,Ym(§) linear un-
abhdngig in K" sind.

(8) Die Vektoren 41 (), ..., Ym(x) sind fir jedes x € I linear unabhingig
n K™,
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Beweis. Die Implikationen (3) = (2) = (1) sind trivial, und (1) = (3)
ist in Lemma 2 bewiesen worden. O

Sei wie oben L, der n-dimensionale K-Vektorraum der Losungen des Sys-
tems ¢y’ = A(x)y, und seien ¥ ...,¥,: I — K" in Ly . In Vektor- und
Matrixschreibweise sei dann

Yik yi(r) ... yia(z)
g o= und Y (z) = S
Die Matrix wird Wronski-Matriz genannt.

Satz 29. Seien y1,...,Yn: I — K" Lisungen des homogenen linearen Sys-
tems §' = A(x)y. Dann sind i1, . . ., Yy genau dann linear unabhingig iber
K, wenn det(Y(§)) # 0 fir ein & € I gilt. Es ist dann det(Y (x)) # 0 fiir
allexel.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 3, denn es gilt det(Y (z)) # 0 genau
dann, wenn rang(Y (x)) = n gilt, und das ist genau dann der Fall, wenn die
Spalten von Y (z) linear unabhéngig sind. O

Fiir n = 2 hat sich nun die Liicke gefiillt, die wir im Beweis von Satz[15]in
Abschnitt [0.1] iiber 2 x 2-Systeme gelassen haben.

Definition. Ein Fundamentalsystem von Lisungen (oder eine Integralba-
sis) des homogenen linearen Systems §’ = A(z)y ist eine Basis des zu-
gehorigen Vektoraums L;, der Losungen.

Beispiel. Bestimme ein Fundamentalsystem von Losungen fiir das homo-

gene lineare System
vy _ (0 1\ (m
Ys -1 0/ \y2)"
" o1y () _ (sin(z) ooy (ye(@))
Losungen sind ) (z) = <y21($)) = <cos(x) und a(z) = 1)) =
—cos(x)
sin(z) /°
Sie sind linear unabhéingig, denn es ist

sin(z) — cos(x)

det(Y (x)) = det <cos($) sin(x)

)_17&0_
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11.3 Anwendung auf eine DGL n-ter Ordnung

Wir betrachten nun fiir n > 2 eine homogene lineare DGL n-ter Ordnung
(%) v+ apoa (@) y" Y 4 ar(@)y 4 ao(e)y =0

mit stetigen Funktionen ag,...,a,—1: I — R. In Abschnitt fir n =2
und in Abschnitt B3] blieb jeweils die Liicke, dass der R-Vektorraum der
Losungen von (*) die Dimension n hat und dass die Wronski-Determinante
von n linear unabhéingigen Losungen # 0 ist, vgl. die Beweise von Satz [7]
in [7.7] und Satz [13]in Diese Liicken werden hier gefiillt.

Setzt man

Y=Y, Y=y ey yn =y Y,

so geht (%) nach Abschnitt in ein System von n DGL erster Ordnung
. / / / n—1 . -
tiber: (yla e Yn—1s yn) = (y27 s Yny — Zk;:o &k(l‘)yk+1) ’ und es ist Yk =
(Y1ks - - > Ynk)' € R™ genau dann eine Losung dieses Systems, wenn g1, eine
Losung von (x) ist, k =1,...,n.

Mit den Bezeichnungen aus dem vorherigen Abschnitt gehort also zu n
Losungen y11,-..,Y1n: I — R der DGL (*) die Wronski-Determinante

yin(z) oo y(2)
() o (o)
W(x) = det : : mit x € 1.
v @)y (@)

Es ist daher W (x) die Determinante der Wronski-Matrix. Mit den Sétzen
und [29] aus den beiden vorherigen Abschnitten folgt:

Satz 30. 1. Sind £ € I und (n1,...,nn) € R™ vorgegeben, so hat DGL
(¥) genau eine Lisung y: I — R, welche die Anfangsbedingungen

y(&) =m, ¥ (&) =2, ., y"TI(E) =y erfiillt.

2. Die Menge der Liosungen y: I — R der homogenen linearen DGL
(*) Y™ +a, () y" Y+ +ar(2) Y +ao(z)y =0
bildet einen n-dimensionalen R-Vektorraum.

3. Seien y11,...,Y1n: I — R Lésungen von (x), und sei x € I. Dann
sind Y11, - -+, Y1in genau dann linear unabhdngig, wenn ihre Wronski-
Determinante W (z) # 0 ist.

O
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11.4 Inhomogene lineare Systeme

Sei I ein Intervall in R, und seien A: I — M, (K) und b: I — K" stetige
Abbildungen.

Lemma. Sei L die Menge der Lisungen des inhomogenen Systems

7' = Alx)f + b().

—

und Ly, der Losungsraum des zugehdrigen homogenen Systems ' = A(x)y .
Dann gilt L = ijs + Ly, fiir jedes §s € L.

Beweis. Fiir ¢ € L setze g, := ¢ — ¢s . Dann gilt
o' =9 =¥ = (A +b) — (Afs +b) = A(J — ) = Aijn,

also ¢ € Ly und ¢ = ¢s + Y € ys + Ly . Es folgt L C ys + Ly, . Sei nun
Y € §s + Ly und also § = ¢s + ¢, mit §j, € Ly, . Dann gilt §' = 5" + 45, =

(Ags +b) + Ay, = Ay +bund also § € L. Es folgt ¢s + Ly, C L. O
Beispiel 1. Das System u — (% Y)y(» +(*), und damit das
' Ys -1 0/ \v2 0)’
Y= Yotz . . 1 B . .
System y’l _ - wird von ¥ (x) = . gelost, wie wir unten zeigen
= - _

werden. Die allgemeine Losung ist §(x) = ¢s(x) + c191(x) + ca¥a(z), wobei
#1(x), J2(z) schon am Ende von Abschnitt ermittelt worden sind.

Wir erhalten eine spezielle Losung des inhomogenen Systems

—

(%) y' = A(x)j + b(x)

durch die Methode der Variation der Konstanten in Analogie zu Satz (b)
in Abschnitt fiir n = 1 und als direkte Verallgemeinerung von Satz
in Abschnitt [0.1] durch den folgenden Satz.

Satz 31. Gegeben sei ein Fundamentalsystem von Lésungen I — R™ fiir
das zu (x) gehdrige homogene System, und sei Y (x) dessen Wronski-Matriz.
Dann ist jede Léisung §: I — R™ des Systems (x) von der Form

a) =Y (@) [ () ) do.

Beweis. Nach Satz ist Y(x) invertierbar. Der Beweis von Satz in
Abschnitt ist fiir alle n > 2 giiltig, so dass wir hier darauf verweisen. [
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( 01 (1)) ( ) + (55) erhalten wir
geo‘é?f i g g :;;;g:;) (0
(i ) (i vt

—(cos(x) + xsin(z))
= (117) , wie schon in Beispiel 1 oben angegeben.

Beispiel 2. Fiir das System ( ,)

mit dieser Methode
— cos
sin(z

sin(x)

11.5 Aufgabe 44

Aufgabe 44. (a) Gegeben sei ein homogenes lineares System der Form
Yi = Y2
Y3 = —ao(z) y1 — a1(z) 2

mit stetigen Funktionen ag,a;: I — R auf einem Intervall I C R. Es
sei A(z) die zugehorige Koeffizientenmatrix.

Ferner sei ein Fundamentalssystem von Losungen y;, z1: I — R fiir
die lineare DGL y” + a1 (2)y’ + ao(z)y = 0 gegeben, und es sei

z
M(z) := (zi Zi) .

Man zeige, dass M (z) die DGL Y’ = A(z)Y erfillt und also M (z)
eine Wronski-Matrix von Losungen fiir das System ist.

(b) Man bestimme ein Fundamentalsystem von Losungen fiir das System

Y1 =92
, 3 5
y2_ fZ?2 Y1 ny

und gebe die zugehorige Wronski-Matrix an.
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12 Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten lineare DGL-Systeme der Form
j' = A+ b(x)

mit einer Matrix A = (a5)1<ij<n € Mnxn(R) und einer stetigen Funktion
b: I — R™ auf einem Intervall I C R. Zunéchst beschéftigen wir uns mit
dem zugehorigen homogenen System

(%) y' = Ay
und iiberlegen uns: Ist ¢ Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C, so ist
7(z) = ©e’* eine Losung von (¥). Wenn A diagonalisierbar ist, gibt es

eine Basis von Eigenvektoren und man erhélt so ein Fundamentalsystem
von Losungen fiir (x). Andernfalls transformiert man die Matrix A in eine
Normalform, um ein Fundamentalsystem zu ermitteln. Wir arbeiten im
Folgenden iiber dem Korper C der komplexen Zahlen und iiberlegen dann
jeweils, wie man zu reellwertigen Losungen R — R™ von (*) kommt.

12.1 Fundamentalsystem bei Diagonalisierbarkeit

Wir erinnern kurz an die aus der Linearen Algebra bekannten Begriffe Ei-
genwert und Eigenvektor einer Matrix A € M,,«,(K), wobei hier K ein
beliebiger Korper ist. Ein Element A € K heifit Eigenwert von A, wenn es
einen Vektor @ # 0 in K™ so gibt, dass

(1) AT = A§

gilt. Ein solcher Vektor heifit dann Eigenvektor von A zum Eigenwert A . Sei
E,, die nxn-Einheitsmatrix. Dann kann man die Gleichung (1) umschreiben
zu (A — \E,)7 = 0. Ein Vektor @ # 0 in K" ist genau dann Eigenvektor
zum Eigenwert A, wenn det(A — AE,,) = 0 ist. Man nennt den Vektorraum

Vi = {we K" | (A— \E,)w& = 0}

den Figenraum von A zum Eigenwert . Die Matrix A € M,,x,(K) ist
genau dann diagonalisierbar, wenn K" eine Basis besitzt, die aus Eigen-
vektoren von A besteht. Und dies ist genau dann der Fall, wenn das cha-
rakteristische Polynom von A in Linearfaktoren zerfillt und dim V), fiir
jeden Eigenwert A\ gleich der Vielfachheit von A ist.

Uber dem Kérper C zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren, aber es kann
dim V), kleiner als die Vielfachheit von A sein.

Nun kommen wir zuriick zur DGL (x).
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Lemma 1. Sei v € C" ein FEigenvektor zum Figenwert A\ € C. Dann ist
die Funktion ij: R — C™ mit ij(x) = 5e’* eine Losung der DGL (x).
Wenn vy,...,0, € C" eine Basis von Eigenvektoren zu den Figenwerten
ALy .oy Ay € C bilden, dann bilden die Funktionen

fir k = 1,...,n ein Fundamentalsystem von Lisungen fir die DGL (x).
Sind alle Figenwerte Ay, ..., A, reell, so kénnen diese Lisungen reellwertig
gewdhlt werden.

Beweis. Aus §(z) = ve*® folgt §'(x) = \ge’® = Aver = Ay(z). Die
lineare Unabhingigkeit der Losungen gk (x) ergibt sich daraus, dass die
Vektoren 4 (0) = @ fiir k = 1,...,n nach Voraussetzung linear unabhéngig
sind. Die letzte Behauptung ergibt sich aus obigen Vorbetrachtungen. [

Um die DGL ¢’ = Af zu l6sen, gehen wir in drei Schritten vor:

1. Schritt. Bestimme die verschiedenen Eigenwerte Ay fiir £k = 1,...,r
von A mit der jeweiligen Vielfachheit ny . Zerlege also das charakteristische
Polynom in C[A] in Linearfaktoren:

X(A) i=det(A—AE,) =+(A=A)™ ..o (A= )"
2. Schritt. Bestimme zu jedem Eigenwert A\ € C von A eine Basis des
zugehorigen Eigenraums V) = {t'€ C" | (A — AE,,)U = 0}.

3. Schritt. Priife, ob dim V), fiir jeden Eigenwert A gleich der Vielfachheit
von A ist. Falls ja, erhélt man ein Fundamentalsystem von Losungen geméf
Lemma 1.

Beispiel 1. Man ermittle die allgemeine Losung des Systems

vi = y1—Y2+ys 1 -1 1
yh = —y1+ys+tys. Hierist A=|-1 1 1
vy = Yy1+Y2—Ys3 1 1 -1

1. Schritt. Bestimme die Eigenwerte von A:

1-x -1 1
x(A)=det| -1 1-Xx 1
1 1 —1-2A

=(1-N2(~1-A) —2-2(1-X) — (-1 - A)
= —A* 4+ A% + 4\ — 4 (dividiere durch \ — 1)
=—-A=-1)A=-2)(A+2).
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Erhalte die Eigenwerte Ay =1, Ay =2 und A3 = —2.

2. Schritt. Bestimme zu den drei im 1. Schritt gefundenen einfachen Ei-
genwerten jeweils einen Eigenvektor o € R3.

Bestimmung von ¢} zu A\ =1:

0 ' 1— X\ -1 1 a —-b+ec

0] = -1 11— 1 bl = —a+c

0 1 1 -1 -\ c a+b—2c
Es folgt b = ¢ = a, was durch a = b = ¢ = 1 gelost wird. Es ist also

1
v1 = | 1] Eigenvektor zum Eigenwert \; = 1.
1

Bestimmung von v, zu Ay = 2:

0 ' 1— Xy -1 1 a —a—b+c

0] = -1 1— A2 1 bl =|-a—-b+c

0 1 1 —1— )9 c a+b-—3c
Es folgt a + b = c und ¢ = 0, was durch ¢ = 1 und b = —1 gelost wird. Es

1
ist also vo = | —1 | Eigenvektor zum Eigenwert Ao = 2.
0

Bestimmung von v3 zu A3 = —2:

0 ' 1— X3 -1 1 a 3a—b+c

0] = -1 1— )3 1 bl=|—-a+3b+c

0 1 1 —1— X3 c a+b+c

-1
Dies wird durch a = —1 = b und ¢ = 2 gelost. Es ist also v3 = | —1
2

Eigenvektor zum Eigenwert A\g = —2.

3. Schritt. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear un-
abhéingig sind, bilden also die Eigenvektoren aus dem 2. Schritt eine Basis
von R?. Wir erhalten nun nach Lemma 1 die allgemeine Lésung des Systems
—/ —

y' = Ay als

gx) =1 T1eMT 4 o Toe™?® + g U3e3"
o= 629: _6721*
=C 6$ + Co —€2I + C3 —6_2I
e’ 0 2e~2

mit ¢1, ca, c3 € R.
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Beispiel 2. Man ermittle die allgemeine Losung des Systems

yio = =5y +Tys -5 0 7
yh = 6y +2ys—6ys. Hierist A= 6 2 —6
yh = —4y; + 6ys3 -4 0 6

1. Schritt. Bestimme die Eigenwerte von A:

—5—-A 0 7
x(A\) = det 6 2—-X -6
-4 0 6— A

—5—=A)(2=X)(6—X\) +28(2—\)
=2-=2((-5=X)(6—\)+28)
=2-MNN=A=-2)=2-NA-2)(A+1)
=—(A=22\+1).

(

Es ist Ay = —1 einfacher und Ay = 2 zweifacher Eigenwert.
2. Schritt. Bestimme zu A\; = —1 einen Eigenvektor v; und zu Ao = 2 eine
Basis des zugehorigen Eigenraums.
(1) Bestimmung von ¥; zu A\ = —1:
0 ‘ -5 -\ 0 7 a —4a + Tc
0] = 6 2— )\ —6 b| =|6a+3b—6¢
0 —4 0 6— A\ c —4a+ Te
Setze a = 7und ¢ = 4. Es folgt 3b = 6c—6a =24 —42 = —18, also b = —6
7 -4 0 7 7 0
vp=|—6|.Probe: [ 6 3 —6 -6 =10
4 -4 0 7 4 0

(2) Bestimme zum doppelten Eigenwert Ay = 2 eine Basis von
Vy = {’l_j e R3 ‘ (A — )\2E3)’l7: 0} wie fOlth

0 ' —-5—-2 0 7 a —Ta+Tc
0| = 6 2—-2 —6 bl = | 6a—6¢c |. Es folgt a = ¢,
0 —4 0 6—2 c —4a + 4c
und b ist beliebig wihlbar. Daher bilden v = [ 1| und ¢35 = | 0| eine
0 1

Basis von V5.
3. Schritt. Es ist also dimg V5 = 2 gleich der Vielfachheit von Ao und

Te™® 0 e
Jx)=c1 | —6e7% | +ca | € | +c3| 0 | die allgemeine Losung.
4e™ " 0 e
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Auftreten von nicht-reellen Eigenwerten

Die Matrix A € M, x»(R) besitze Eigenwerte A; o = o 40 mit o, 5 € R
und 8 # 0. Seien ¥ = w; * Wy die zugehorigen Eigenvektoren mit
Wi, Wy € R™. Dadurch erhélt man zwei linear unabhéingige komplex-wertige
Losungen 7 (x) = v,eM® und Z3(x) = 2e*?* der DGL

(%) y'=Ay.

Lemma 2. FEs sind 1 (z) = R(Z1(z)) und §2(z) = S(Z1(x)) Lisungen des
Systems (x). Ist Z1(x), ..., Zn(x) ein Fundamentalsystem von Lésungen fir
(%), das Z1(z) und Zz(z) enthdlt, so kann man Zi(x) und Z>(x) durch die
reellwertigen Lisungen ¢1(x) und §2(x) austauschen und erhdlt wieder ein
Fundamentalsystem.

~

Beweis. Da Zy(z) konjugiert komplex zu ) (z) ist, gilt

(1(2) + Z2(z)) wnd S(2 () = %(q(x) %),

N —

R(z1(2)) =

Also sind R(Z1(x)) und I(Z1(z)) als Linearkombinationen von Lésungen
wieder Losungen von (). Die zweite Behauptung folgt aus dem Austausch-
lemma (vgl. z.B. [7, 1.5.4]). O

Wir geben nun noch die beiden reellwertigen Losungen an. Dabei ist wie
oben 7| (x) = ¥7eM% mit \; = a + i und ¥, = W + iWo.
Mit Hilfe der Eulerschen Formel e*#* = cos(Bx) + isin(Bz) folgt
Z1(x) = (W + i) e*® (cos(Bz) + isin(Bz))
= (u?l cos(Bx) — Wy sin(Bz) + i (W sin(Bz) + W cos(ﬁx)))em,

da i2 = —1 gilt. Es folgt

(2) 71 (z) = R(Z1(z)) = (@) cos(Bx) — W sin(Bz))e™”,
(3) Jo(z) = S(Z1(z)) = (W sin(Bz) + wa cos(Bz))e™™.
Beispiel 3. Man ermittle die allgemeine Losung des Systems
‘Zi z —g;1++y§y2' Hier ist A = (_12 ;)

1. Schritt. Bestimme die Eigenwerte von A und also die Lésungen Ay o der
charakteristischen Gleichung A* — spur(A)A + det(A4) = 0. Die Gleichung
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A2 —4X+5 = 0 hat die Losungen A2 =2++/4 -5 =2+£1. Die Eigenwerte
sind also Ay =2+ 7und Ay =2 — 4.

2. Schritt. Bestimme einen Eigenvektor #; € C? zu A; durch
0\ ' [1—(2+1) 1 a .
<o)_( —2 3—(2+i)> <b> mit a,b € C
(1= 1 a\ [ —a—ia+b
o -2 1—43)\b) \—-2a+b—13b/"

Aus der 1.Zeile folgt b = a + ia. Wahle a = 1. Dann folgt b = 1 + 4.

Demgemaf ist v; = (Z) = (1 _1|_ z) . Eine Probe zeigt

(")) - (MR- ()

3. Schritt. Bestimme die allgemeine reellwertige Losung g(x).

S 1\ (1 (0N .
Eblbtv1—<1+i)—<1 +1 1 = Wi + Wy sowie a =2 und S = 1.
Nach Lemma 2 und obigen Formeln (2) und (3) bilden die Funktionen

2x

71 (x) = (W cos(x) — Wy sin(x))e?® und

J2(x) = (W sin(x) + @ cos(x))e2*
ein Fundamentalsystem von Losungen. Die allgemeine Losung ist also

70) = 1 (conr ) € 2 (i) oy ) € it 1 €2 € .

12.2 Riickfiihrung auf eine Normalform

Wir gehen nun der Frage nach, wie man das System ¢’ = Ay losen kann,
wenn die Matrix A nicht diagonalisierbar ist. Man kann dann das System
durch Riickfiihrung auf eine Normalform von A 16sen, denn es gibt stets
eine invertierbare Matrix S € M,,x,(C) so, dass S™1AS eine Jordansche
Normalform hat. Sei GL,,(C) die multiplikative Gruppe der invertierbaren
Matrizen in M,, ., (C).

Lemma. Flir jede Matriz S € GL,(C) gilt: Fine Funktion ¢: R — C™ ist
genau dann eine Lisung des Systems 3’ = Ay, wenn die Funktion Z :=
S717: R — C™ eine Lésung des Systems ' = (S~1AS)Z ist.

Beweis. Es gilt §f’ = Ay genau dann, wenn
STl =871 Ay = (S71AS)S~ 1y

gilt, d.h. genau dann, wenn 2z’ = (S~1AS9)Z gilt. O
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Folgerung. Wenn Z(x) eine Wronski-Matriz von Lésungen fir das Sys-
tem Z' = (STLAS)Z ist, so ist Y(x) = SZ(x) eine Wronski-Matriz von
Lisungen fiir das Ausgangssystem ' = Ay

Um das System ¢/’ = Ay zu l6sen, fithrt man zunichst die drei Schritte aus
12.7] aus. Falls sich dann im 3. Schritt herausstellt, dass keine Diagonalier-
barkeit vorliegt, so geht man weiter so vor:

4. Schritt. Bestimme eine Matrix S € GL,,(C) so, dass J := S7tAS eine
Jordansche Normalform hat.

5. Schritt. Bestimme eine Wronski-Matrix Z(z) von linear unabhéngigen
Losungen fiir das System 2/ = JZ.

6. Schritt. Berechne die Wronski-Matrix Y (x) = SZ(z) von Lésungen
fiir das Ausgangssystem ¢’ = Ay

Beispiel 1. Bestimme eine Wronski-Matrix von Losungen fiir das System

3 4 3
J =Afmit A=|-1 0 -1
1 2 3

1. Schritt. Bestimme die Eigenwerte von A: Es ist
3—-Xx 4 3
x(A) =det| -1 —-Xx -1 = - AB-XN2-10+3X2+63-)) =
1 2 3—-2A
—A9—6A+ A% +8+ 3N —6X = -\ +6)% — 12X+ 8 = —(A — 2)3. Die
Matrix A hat also den dreifachen Eigenwert A = 2.

2. Schritt. Bestimme zu A = 2 einen Eigenvektor #; € R3:

0 ' 1 4 3 a a+4b+ 3c
o)=1-1 -2 -1 bl = | —a—2b—c| . Durch Subtraktion er-
0 1 2 1 c a+2b+c

gibt sich 2b+ 2¢ = 0 und also b = —c. Dies in die erste Gleichung eingesetzt
ergibt a +b = 0 und also a = —b. Setze a = 2,0 = —2 und ¢ = 2. Es ist
2

also v7 = | —2 | eine Basis des Eigenraums V), zum Eigenwert A = 2.
2

3. Schritt. Es ist dimg V) = 1 und A ein dreifacher Eigenwert. Die Matrix
A ist also nicht diagonalisierbar.

4. Schritt. Bestimme die Matrix S. Als erste Spalte nehmen wir den Vektor
91 aus dem 2. Schritt. Die zweite Spalte ¥ und die dritte Spalte v3 bestim-

2 ' a+4b+ 3¢ ' a+4b+ 3¢
men wir durch v = | =2 | = —-a—2b—c| und o= | —a—2b—c
2 a+2b+c a+2b+c
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Die zweite Spalte v5 wird also aus den Gleichungen 2 = a 4 4b + 3¢ und
2 = a+ 2b+ ¢ gewonnen. Durch Subtraktion ergibt sich 2b+ 2¢ = 0. Setzen
wir c =1, b = —1 und also a = 3, so erhalten wir v5.

Die dritte Spalte v3 ergibt sich nun aus den Gleichungen 3 = a + 4b + 3¢
und 1 =a + 2b+ ¢, was durch a = 0 = b und ¢ = 1 erfiillt wird.

2 3 0 2 1 0
Damit ist S = [ -2 -1 0]).Esist J = |0 2 1] die Jordansche
2 1 1 0 0 2

Normalform von A, da A = 2 ein dreifacher Eigenwert von A ist. Ferner ist
det(S) = 4 # 0 und also S invertierbar. Eine Probe ergibt J = S~1AS,

2 3 0 2 1 0 4 8 3
dennesist SJ=(-2 -1 0 0 2 1|=|(-4 -4 —-1]| und
2 1 1 O 0 2 4 4 3
3 4 3 3 3
AS=1[-1 0 -1 —2 —1 O —4 —4 -1
1 2 3 3

5. Schritt. Bestimme eine Wronskl—Matrlx von Losungen fiir das System
Z’ = JZ und also fiir das System

zi =221+ 2o
2h =229 + 23

2h = 223.

1. Spalte: Es ist z3 = 0 eine Losung der DGL 2§ = 2z3 und also z3 = 0
eine Losung der DGL 2 = 229 + z3. Nun ist nur noch die DGL 2] = 22
nicht-trivial zu 16sen, was durch z1(z) = e** getan ist.

2. Spalte: Es ist z3 = 0 eine Losung von z5 = 2z3. Die DGL 2} = 2z hat
die Losung zo(z) = 62”” und die DGL 2z} = 221 + ¢2® wird nach Typ III in
durch z;(z) = xe?® gelost.

3. Spalte: Es ist 23(z) = €2* eine Losung von 24 = 2z3. Die DGL 2z}, = 229 +
e2® hat nach Typ I1I die Losung 22( ) = ze?* und die DGL 2} = 2z +ze?*
wird nach Typ III durch z (z) = 47e** geldst.

1 =z
Wir erhalten also die Wronski-Matrix Z(z) = (0 1

00 1
6. Schritt. Berechne die Wronski-Matrix Y (z) = SZ(x) von Losungen fiir
das Ausgangssystem §’ = Ag. Es ist det(Z(z)) # 0, also det(Y (z)) # 0,

und
2 20+ 3 2 + 3z

Y(z)=SZ(xz)=|-2 —20-1 —2?2—2 |e.
2 2c+1 2P+a+1
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Bemerkung. 1. Die obige Matrix zu Y'(x) hat in der m-ten Spalte je-
weils Polynome vom Grad < m fiir m = 1,2, 3. Dies gilt auch allge-
mein: Ist A ein k-facher Eigenwert von A, so hat das System ¢’/ = Ay
genau k linear unabhéngige Losungen der Form

pml(x)
P (x)e? mit  F,(z) = :
pmn(‘r)
fir m = 1,...,k, wobei die Komponenten p,,;(z) fir j = 1,...,n

Polynome vom Grad < m — 1 sind. Hieraus ergibt sich ein Losungs-
verfahren fiir das System ¢’ = Ay, bei dem die Riickfithrung auf die
Jordansche Normalform nicht gebraucht wird, vgl. [27, § 17 VIII, IX].

2. Ist A € M,,x»(R) und besitzt A komplexe Eigenwerte, so erhélt man
gemif Lemma 2 in[I2.T)aus einem komplexwertigen Fundamentalssys-
tem ein Fundamentalssystem von Losungen R — R™ fiir das System

y' = Ay.
¥y = Y2
Beispiel 2. Lose die Anfangswertaufgabe y, = 4y; + 3y — 4ys
Y5 = y1+2y2 —ys
mit y1(0) =0, y2(0) =1, y3(0) = 2, also die Aufgabe ¢’ = Ay mit
01 0 0
A=1[4 3 —4| und g(0)= |1
1 2 -1 2
1. Schritt. Bestimme die Eigenwerte von A:
- 1 0
Esist x(A)=det | 4 3—-X —4
1 2 —1-A

= (=3A+A2)(—1-N)=4—4(=1-X) =8\ = —A3+2X\2- X = —A(\2-2)\+1) =
—A(A = 1)2. Also ist A; = 0 einfacher und Ay = 1 zweifacher Eigenwert.

2. Schritt. (1) Bestimme zu A; = 0 einen Eigenvektor.

0 ' 01 0 a b
0l=14 3 —4 bl =1[4a+3b—4c|.Esfolgtb=0,a=c. Also
0 1 2 -1 c a+2b—c
1
ist ¥1 = | 0| ein Eigenvektor zu A1 =0.
1

(2) Bestimme zu Ay = 1 eine Basis von Vj := {7 € R? | (4 — Ay F3)7 = 0}
wie folgt:
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0 ’ -1 1 0 a —a+b
o)l=14 2 -4 bl =14a+2b—4c ], also a = b und 3a = 2c,
0 1 2 =2 c a—+2b—2c
2
und v = | 2 | bildet eine Basis von V5.
3

3. Schritt. Es ist dimg V5 = 1 und der zugehorige Eigenwert Ao = 1 hat die
Vielfachheit 2. Die Matrix A ist also nicht diagonalisierbar. Die Jordansche
Normalform von A ist die Matrix

M0 0 [0]0 0
J= 01X T1T]|=(0]T1
010 X 010 1

4. Schritt. Bestimme eine invertierbare Matrix S so, dass J = S~1AS gilt.
Als erste Spalte von S nehmen wir den Vektor #; und als zweite Spalte den
Vektor vs. Die dritte Spalte v3 bestimmt sich dann so:

2 ' -1 1 0 a —a+b
21 = 4 2 —4 b| = |4a+2b—4c| . Setze b = 1. Dann ist
3 1 2 =2 c a—+2b—2c
1 2 -1
—a+1=2,alsoa=—-1lundc=—-1.Esistdann S= |0 2 1 |.Da
1 3 -1

det(S) = —1 # 0 gilt, ist S invertierbar. Eine Probe ergibt J = S™1AS,

1 2 -1 0 0 O 0 2 1
dennesist SJ=(0 2 1 0 1 1]=(0 2 3| und
1 3 -1 0 0 1 0 3 2
01 0\ /1 2 -1 02 1
AS=1{4 3 —4|lo 2 1 |=[0 2 3
12 -1/ \1 3 -1 03 2
5. Schritt. Das System z’ = JZ hat nach Typ II, IIT in Tabelle die
1 0 0
Wronski-Matrix Z(z) = [0 €* xe®
0 0 e*

6. Schritt. Berechne die Wronski-Matrix Y (z). Es ist

12 -1\ /1 0 1 2% (22— 1)e?
Y()=5Z(xz)=10 2 1 0 e wze® | =0 2% (22+1)e”
1 3 =1/ \0 0 e¢* 1 3¢ (3z—1)e”
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7. Schritt. Einsetzen der Anfangsbedingung: Die allgemeine Losung des
Systems ' = Ay ist nach dem 6. Schritt

1 2 20 — 1
Jz)=ca |0 +ca|2|e"+cz[22+1)€"
1 3 3r—1
mit ¢ ¢o, c3 €R.
1 2 -1 ' 0
Esist (0) = 1 [0O) +e2|2] +es| 1 ] = [1], und also ist das
1 3 -1 2
c1+2c—cg = 0
Gleichungssystem  2co + c3 = 1 zu l6sen.
c1 + 362 —C3 = 2

Subtrahiere die 1. Zeile von der 3. Zeile. Dann folgt co = 2. Einsetzen von
co = 2 in die 2. Zeile ergibt ¢ = —3. Es folgt ¢; = —7. Hieraus ergibt sich
die Losung der Anfangswertaufgabe

-7 4 —6x + 3 —7+ Te” — 6ze”
gl)=1 0 |+ 4] e+ | -6x—-3])e" = e® — 6ze”
-7 6 -9z +3 —7 4+ 9e® — 9zxe”

12.3 Exponentialfunktion einer Matrix

Sei a € R . Die Anfangswertaufgabe ¢y’ = ay mit y(£) = n hat nach Satz
in Abschnitt die eindeutig bestimmte Losung y(z) = e~y

Ziel ist es, zu zeigen: Die Anfangswertaufgabe ¢’ = Ay mit A € M,,x,(R)
und 7(¢) = 77 hat die eindeutig bestimmte Losung 7(x) = eA@=8)5.
Fiir @ = (a1,...,an)" € C" und A = (a;) € M, xn(C) sei

= max(farl,. .. lanl) wnd 4] = s (Jase)
Es gilt dann: ||AB|| < n||Al - ||B|| und insbesondere ||A¥|| < n*~1||A|*,
sowie [|A + Bl < [|A]| + [|B]| und [[Ad@|| < [|A]| - [[@]| fir A, B € Mpxn(C)
und @ € C". Die Reihe | et := konvergiert absolut, da sie die

&
k=0

O k-1 k

Reihe > % als konvergente Majorante besitzt. Wir erhalten nun
k=0

die Matrizexponentialfunktion

M5 (C) = My yn (C), A e
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Lemma 1. Es ist eteB = eATB | falls AB = BA gilt. Insbesondere ist e?

invertierbar mit inverser Matriz ()™ = e=A. Ist S € GL,(C), so gilt
eSTAS = 5-1eAg,

Beweis. Aus AB = BA folgt die Giiltigkeit des binomischen Lehrsatzes
(A+B)™ = > (7)A* Bm~F,

) A+B _ (A X & pkgm—k abs.Konv. 4 B
Hieraus folgt e E =2 > wmwr & ehel.
0

Der zweite Teil folgt nun aus ele ™4 = e4~4 = E,,. Es gilt (S_IAS)’“ =

(S~TAS)(STLAS)--- (S7LAS) = S7LAFS fiir alle k € N. Hieraus folgt der

dritte Teil, denn ¢57'48 = 32 S490 — go1(50 4t} — g7leds. O
k=0 k=0

k
Beispiel 1. Sei A = <a 0> . Dann ist A* = <a 0> und also e? =

0 b 0 b
00 k a
1 (a® 0\ _ (e 0 "
kZ::O Al (0 bk> = (O eb) . Analog fiir n > 2.
Beispiel 2. A = <CbL - aFy + bJ mit J = (1) _01 und a,b € R.
Da E>J = J By gilt, folgt e = e®P2HbT = gal2 . I Fg ist 32 = —F,,

= —J und J* = E, . Hieraus folgt

ebj Z
k= O k=0 k=0
= cos(b) 3 + sin(b) J.

kb2k 0 (_l)kb2k+1 5
(2k +1)!

Mit Beispiel 1 folgt hieraus
a_ (e* 0Y (cos(b) —sin(b)\ _ , (cos(b) —sin(b)
“T\0 e sin(b)  cos(b) —° sin(b)  cos(b) )~
A
Beispiel 3. Sei J:= |0
0

1
A . Dann ist Jx = Az E3 + N mit
0

0 =z
0 0 | und N3 =

SO O > O

0 = O
N=|0 0 z| also N2=
0 0 O

Es folgt eV E3+N—|—N Da Jzr=XxE3+ N und AeFE3-N = N - \xEj;
gilt, folgt aus Lemma 1 d1e folgende Formel

o O O
o O O
o O O
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mz

2 21

N 1 =z
eJx — eAa:Eg 6N _ e)\wES CN _ eAm(ES + N+ 7) =lo 1 )\I.
0 0

' x
2! 1
Fiir A = 2 ist also e/ = Z(z) die Wronski-Matrix von Lésungen fiir das
System z’ = JZ aus dem 5. Schritt von Beispiel 1 in [12.2

A 0 0
Beispiel 4. Sei J:=( 0 Xy 1 |.Dannist Jr = Dx + N mit
0 0 X
Az 0 0 0 0 O 0 0 0
Dr=| 0 Xz 0 |JundN=|[0 0 z|,alsoN2=1]0 0 0
0 0 oz 0 0 0 0 0O

Es folgt eV = E3 + N. Aus Lemma 1 folgt, da Dz - N = N - Dz gilt,

et 0 0
eJac — eDac+N — eDgc €N — eDa:(Ev3 + N) _ 0 eAgx me)\zm
0 0 el

Fiir Ay = 0 und A\ = 1 ist also e/* = Z(z) die Wronski-Matrix von
Losungen fiir das System Z’/ = JZ aus dem 5. Schritt von Beispiel 2 in[12.2]

Lemma 2. Sei A € M, x,(C) fest vorgegeben. Dann ist die Funktion
Y:R = Muun(C), z+— e* nach x differenzierbar, und es gilt

Y/(x) = Ae?®.

Beweis. Wie bisher sei E,, die n x n-Einheitsmatrix. Fir h # 0 in R gilt

eA(z+h) _ eAw eAxeAh _ eA;E eAh _ En A
e

h h - h
e k 0 k—1
- ) A )

Da ’llirr%) (Z;‘;z (Ahk),kil) = 0 gilt, folgt beziiglich oben definierter Norm
1 .
eA(z+h)_eAm

5 = AeA”, O

lim
h—0

Lemma 3. Sei A € M,,x,(C) und @ : R — C™ eine differenzierbare Funk-
tion. Dann gilt die Produktregel: (e” -ﬁ(m))/ = Ae?® . ii(x) + e i ().
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12.4 Existenz- und Eindeutigkeitssatz 165

Beweis. Sei h # 0 in R. Dann ist eA@+tM)@(z + h) — eA%d(z)
_ eA(r-‘rh)u(l‘ +h)— cA(z+h) ii(z) + eA(r+h)u(x) A7 (2)

= AN (G(x + h) — d(x)) + (eA@HP) — eA%)g(2) und also
A(z+h) 7 _ LAz
Az = N . € i(x + h) — e*i(x)
(st = o S
h) — A(z+h) _ Az
 im At TE R @) T e
h—0 h h—0 h
=% 4/ (x) + Ae® - d(x) O
Folgerung. Sei A € M, x,(R). Dann ist die Matriz Y(z) = e4* ei-
ne Wronski-Matriz von Lédsungen fiir das System 3§’ = Ay, und es gilt

det(Y (z)) # 0. (Denn Y'(z) = AeA® = AY (x), und es ist det(Y(0)) = 1.)

12.4 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Nach Satzin Abschnittist jede Losung der DGL 4/ = ay mit a € R von
der Form y(x) = ce®, und die Anfangswertaufgabe y' = ay mit y(§) =7
hat die eindeutig bestimmte Losung y(z) = e*@~8)y. Ganz analog gilt fiir
n = 2 der folgende Satz.

Satz 32. Sei A € M, x,(R). Dann ist jede Lisung des Systems §' = Ay
von der Form §(x) = eA*¢ mit einem Vektor ¢ € R™.

Sind £ € R und 77 € R™ beliebig, aber fest vorgegeben, so hat die Anfangs-
wertaufgabe §' = Ay mit §(§) = 7 die eindeutig bestimmte, auf ganz R
definierte Losung §j(x) = (=€),

Beweis. Die Funktion ¢(z) = e4?¢ ist eine Losung des Systems i’ = Af,
denn es ist §’(z) = Ae?¢ = Ag(x). Sei () eine Losung des Systems und

@(x) := e~ 4%jj(x). Dann ist nach der Produktregel
95'(56) = —Ae” M gi(a) + e Y (v) = —Ae () + e Agi(x) = 0.

Also ist @(x) = € konstant und daher () = ¢4®¢ nach Lemma 1 in m
Fiir die Losung ¢/(z) = A9 n gilt §(&) = 7j. Sei Z(x) auch eine Losung

mit Z(§) = 77. Es ist Z(x) = e”7¢, also Z(§) = eAlE = 7. Es folgt ¢ = e~4¢57
und Z(z) = A= 07 = g(x ) O
Beispiel. Es ist die Anfangswertaufgabe 3’ = Ay mit
01 o0 0
A=|(4 3 —4| und 7(0)= [ 1| mit Hilfe von Satz|32|zu 16sen. Nach
1 2 -1 2
diesem Satz ist die Losung durch 4/(z) = eA(®=9 i gegeben. Es ist also die
Matrix e zu bestimmen.
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Die Jordansche Normalform J = S~1AS und die Matrix S hatten wir schon
in Beispiel 2 in bestimmt. Hier brauchen wir auch noch die Matrix S—!
fiir die Losung. Es ist A = SJS™! mit

010 0 1 2 -1 5 1 —4
J=|0l1 1]],8=(0 2 1 | wdsS't=(-1 0 1
0olo 1 1 3 -1 2 1 =2

Es folgt e4® = eSJeS™" = §eJr =1 nach Lemma 1 inm Die Matrix e’/
hatten wir in Beipiel 4 in bestimmt, und wir erhalten damit

1 2 -1\ /1 0 0 1 27 (22 —1)e®
Se/*=(0 2 1 0 e ze® | =10 2 (2z+1)e”
13 -1/ \o 0 e 1 3¢® (3z—1)e”

Es folgt
5 —4e” +4xe® 1 —e* 4+ 2xe® —4+ 4e* — 4axe”
edr = GSelrs-1 = 4xe® e® + 2xe” —4xe”
5—5e® +6xe® 1—e”+3xe® —44 5e” — 6ze”

und
0 =74+ 7e* — 6xe”
glz) = et 0 =¢Az [ 1] = e’ — 6ze”
2 —7 4+ 9e* — 9ze®

ist die Losung der Anfangswertaufgabe, wie schon im 7.Schritt am Ende
von [[2.2] ermittelt wurde.

Wir betrachten nun das inhomogene DGL-System 3’ = A7 + b(z) , wobei
A€ M,xn(R) und b: I — R™ auf einem Intervall T in R stetig ist.

Ist Y(x) eine Wronski-Matrix von Lésungen fiir das System ¢’ = Ay und
ist det(Y'(x)) # 0, so erhélt man nach Satz|31]in eine spezielle Losung
Js(x) des inhomogenen Systems als

(+) (o) =Y (@) [ ¥ () ) do.

Nach der Folgerung am Ende von Abschnitt kann man Y (z) = e4?
wahlen. Mit Hilfe von Lemma 1 in [12.3]| ergibt sich durch Einsetzen von
Y (z) = eA@ in (x) die spezielle Losung

Ts(z) = e /e‘AgJ b(z) da
fiir das System ' = Ay + 5(33) .
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Satz iiber die Lésungen von 4/ = Ay+ l_;(:c) Sei I ein Intervall in R .
Ferner seib: I — R™ stetig und A € M, x,(R) . Dann hat die Anfangswert-
aufgabe §' = Ay+b(x) mit (&) = 17 fiir jedes £ € I und 7j € R™ die eindeutig

bestimmte Losung §: T — R™ mit §(x) = e2@) ij 4 eAv [ e AL p(t) dt .
3

Beweis. Nach Satz hat die zugehorige homogene Anfangswertaufgabe
x

die Losung 4, (z) = eA(®=8 jj. Nach Obigem ist §;(z) = eA® [ e~ b(t) dt
3
eine spezielle Losung des inhomogenen Systems mit (& 0

)=0.
Nach dem Lemma in Abschnitt ist §(z) = yn(x) + ¥s(x) eine Losung
des Systems ¢’ = Ay + b(x), und es gilt F(£) = 7.
Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus Satz [27]in Abschnitt O

12.5 Aufgaben 45—-48
Aufgabe 45. Man bestimme die allgemeine Losung des DGL-Systems

Yy = —3y1 +2y2 +y3
Yo = —2y1 T Y2 + Y3
Y3 = —2y1 + 292 .
Aufgabe 46. (Zur Wiederholung) Man ermittle die allgemeine Losung des
Systems
yr=e¢ “yatua
Yo =€"y1+yz.
Dabei soll zunéchst ein Fundamentalsystem von Losungen fiir das zuge-
horige homogene System mit Hilfe von Satz 17 bestimmt werden, ausgehend

von der Losung ¢(z) = (:295).

Aufgabe 47. Man bestimme die allgemeine Losung des DGL-Systems
Y1 =Y — Y2 — 3
Yo =y1 +3y2 +ys
Y3 = —3y1+y2 — U3

Aufgabe 48. Man bestimme die allgemeine Losung des DGL-Systems
Y1 =12
Yo = Y3
ys =4y — 4y +y3.
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Weitere Aufgaben

13 Erginzungsaufgaben 49 —-67

Hier kommen ein paar weitere Aufgaben in umgekehrter Reihenfolge, d. h.
erst kommen Aufgaben zu Kapitel 12 und dann absteigend Aufgaben bis
hin zu Kapitel 2.

Yi = 31— 202ty
Aufgabe 49. Fiir das DGL-System 35, = 2y; —y2+ys  bestimme
ys = —2y1+ 2y

man
(a) die Eigenwerte der zugehorigen Koeffizientenmatrix A,
(b) eine Basis von R3, die aus Eigenvektoren von A besteht,
(c) die allgemeine Losung des Systems mit Hilfe von (a) und (b).

/ _ 3 2
Aufgabe 50. Zum DGL-System y} = it

bestimme
Yy = —Fp—typtax

man fir z >0

(a) ein Fundamentalsystem von Losungen fiir das zugehorige homogene
System durch Riickfithrung auf eine Euler-DGL in ¥,

(b) eine spezielle Losung mit Hilfe von (a) und Variation der Konstanten.

Aufgabe 51. Man bestimme fiir x > 0 die allgemeine Lésung des Systems

Yi=—zys+4
r__ 3
Yo = x3y1'

Aufgabe 52. Man ermittle fiir x > 0 die allgemeine Losung der DGL

ISyW + 3x2y” + Txy — 20y = 40 In(x) +8.
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Aufgabe 53. Man ermittle fiir z > 0 die allgemeine Losung der DGL
1,3y/// + 3x2y// _ 2xy’ + 2y _ 334 )

Aufgabe 54. Seien ag,a1: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall
I C R, und sei y;: I — R eine Losung der DGL

(*) Yy 4+ a1(x)y + ag(x)y =0

mit y;(z) # 0 fiir alle x € I. Ferner sei A;(x) eine Stammfunktion von
a1 (z). Man folgere aus Satz [17|in Abschnitt die Aussage von Satz
dass die Funktion

1
yi(r)

e~ @) dg

o) = (o) [

eine von y; linear unabhéngige Losung von (x) ist.

Aufgabe 55. Sei I ein Intervall in R und sei y; : I — R differenzierbar mit
y1(z) > 0 fir alle z € I.

(a) Man lése die DGL y' = (-2 338 —2z)y.

(b) Sei Az (z) eine Stammfunktion von as(z) := *Zig%

die Losung aus (a). Man zeige, dass y(z) = ) eA2(@) fiir alle x € T
gilt.

— 2z und sei y(z)

Aufgabe 56. Man finde heraus, warum die Formel von Neumann in Ab-
schnitt [7.7] nicht fiir |z] < 1 gilt.

Aufgabe 57. Sei I; = Ry oder Iy = R._71. Man bestimme fiir x € I
mit Hilfe von Satz (8| und Partialbruchzerlegung eine zur Losung P (z) = =
linear unabhéngige Losung Qg (x) der Legendre-DGL

2¢ 2

1
y+x2_1y 2 -1

y=0.
Aufgabe 58. Man lose fiir z € ]—% g[ die Anfangswertaufgabe
y" 4 tan(z)y’ — cos?(z)y =0
mit y(0) = 1 und y’(0) = 0, indem zunéchst mit Hilfe von Satz 8 eine zur

Losung y; (x) = ¢*™(®) linear unabhiingige Losung y(z) bestimmt und die
allgemeine Losung der DGL angegeben wird.
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Aufgabe 59. Man lose fiir x > 0 die Anfangswertaufgabe

1 1 1
y" — (1 + ;)y’ + (i + %>y =0 mit y(2) =e und y'(2) = 2e,
indem zuniichst mit Hilfe von Satz |8 eine zur Losung y(z) = e2® line-
ar unabhingige Losung yo(x) bestimmt wird und die allgemeine Losung
angegeben wird.

Aufgabe 60. Man zeige, dass aus der Rekursionsfomel
Cn—1
T r D+ 2)

C1
4-7-10---(3n+1)-37-n!
Aufgabe 61. Man 16se die Anfangswertaufgabe 3" = x?ﬁl‘il (y'+1) mit
y(—1) = £ und y'(—1) = 0. Man begriinde auch, warum 2 +z+1 >0
fur alle z € R gilt.

Aufgabe 62. Man lose die DGL ¢y’ = €* ¥ mit Typ V und Typ IX in
Abschnitt

die Beziehung cg,,+1 = fiir alle n € N folgt.

Aufgabe 63. Man lose fiir x > 0 die Anfangswertaufgabe
By + 2%y —y? =0 mit y(1)=2.

Aufgabe 64. Man lose fiir z > 0 die Anfangswertaufgabe

1

zy = —y— 2t yd  mit y(1) = —.

V3
Aufgabe 65. Man lose fiir x > 0 die Anfangswertaufgabe

1 1
y = -2y + 3 sin(x) ez3y4 mit  y(0) = —5-
Aufgabe 66. Man lose die Anfangswertaufgabe
/ z* 5 1

. 1
y = —ady — 1 sin(z)e” y°  mit

Aufgabe 67. Man folgere aus der Produktregel durch vollstandige Induk-
tion nach n € N die Leibniz-Formel

n

D" (wate)) = Y- ()10 @) g a)

k=0

mit D" = d‘% und n-mal differenzierbaren Funktionen f,g: D — R .
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14 Wiederholungsaufgaben 68 — 80

Hier kommen Aufgaben, die so dhnlich sind wie die Aufgaben zur Wieder-
holung, die unter den ersten 48 Aufgaben vorkamen. Diese Aufgaben, sowie
die Aufgaben [I3] und 54 und alle folgenden sind von Oscar Marmon gestellt
und gelost.

Aufgabe 68. Man lose die Anfangswertaufgabe

;L T+ 2 . _1

Dabei ist auch das Losungsintervall anzugeben.

Aufgabe 69. Man lose die Anfangswertaufgabe
/ 3 : 1
y =xy> mit y(0)= 3"

Dabei ist auch das Losungsintervall anzugeben.

Aufgabe 70. Man lose die Anfangswertaufgabe

, 2
y=a*(l—y) mit y(0)=3.

und bestétige das Ergebnis durch eine Probe.

Aufgabe 71. Die Wachstumsgeschwindigkeit einer Bakterienpopulation
sei proportional zu der gerade vorhandenen Grofie der Population. Die An-
zahl P(t) der zur Zeit t > 0 vorhandenen Bakterien erfiillt also die DGL
dp

¢ = aP mit einer positiven Konstanten o .

(a) Man bestimme P(t), wenn am Anfang 500 Bakterien und nach 24
Stunden 800 Bakterien vorhanden sind.

(b) Nach wieviel Stunden hatte sich die Bakterienpopulation um 50%
vermehrt?

Aufgabe 72. Beim Losen von Zucker in Wasser sei die Losungsgeschwin-
digkeit proportional zu der Menge von noch nicht geléstem Zucker. Die
Masse Z(t) (in kg) des zur Zeit t > 0 vorhandenen Zuckers erfiillt also die
DGL ‘% = —kZ mit einer positiven Konstanten k .

(a) Man bestimme Z(t), wenn am Anfang 50kg und nach 5 Stunden
20 kg ungeloster Zucker vorhanden ist.

(b) Nach wieviel Stunden werden 90% des Zuckers aufgelost sein?
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Aufgabe 73. Man lose fiir x > 0 die Anfangswertaufgabe
/ Y _ 3z : —
y+==e mit  y(2)=0.
x

Aufgabe 74. Man lose fiir x > 0 die Anfangswertaufgabe

Y+ % =sin(rz) mit y(1)=0.
Aufgabe 75. Man lose die Anfangswertaufgabe
y'=e* mit y(1)=0 und y'(1) =1
mit der Methode aus Dabei ist das Losungsintervall anzugeben.
Aufgabe 76. Man lose die Anfangswertaufgabe
y' =6y> mit y(0)=1 und ¢/ (0) = —2

mit der Methode aus
Aufgabe 77. Man lose die Anfangswertaufgabe

y" =10(y)*® mit »(0)=1 und ¥'(0) = 1.
Aufgabe 78. Man lose die Anfangswertaufgabe

y' =12(y)%%  mit »(0)=1 und y'(0) = 1.
Aufgabe 79. Man lose fiir x € ]—%, %[ die Anfangswertaufgabe

y" + 2tan(z)y’ + (2tan®*(z) — 1)y =0

mit y(0) = 0 und ¢’ (0) = 1. Dabei soll zuerst Satz 9 benutzt werden, um die
obige DGL in eine DGL v"” 4 qv = 0 mit einer Konstanten ¢ zu iiberfiihren.

Aufgabe 80. Man lose fiir x € ]—g, %[ die Anfangswertaufgabe
y" + 2tan(x)y’ + (2tan?(z) — 3)y =0

mit y(0) = 0 und y’'(0) = 1. Dabei soll zuerst Satz 9 benutzt werden, um die
obige DGL in eine DGL v"” 4 qv = 0 mit einer Konstanten ¢ zu iiberfiihren.
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Ergebnisse der Aufgaben

Fiir Beweisaufgaben wird ein kurzer Hinweis gegeben.

Aufgabe (a) 2 (b) 1

Aufgabe l: ) Schreibe die Produktregel hin und integriere beide Seiten
(b) Wende die Substltutlonbregel auf f 7 a:) g’ (x)dx an

Aufgabe |3 (a) Probe durch zweimaliges Differenzieren der Losungs-
funktion und nachfolgendes Einsetzen (b) y(x) =22 — 22

Aufgabe 4t y(z) =In(z) — L +e+1
Aufgabe |5t y(z) = —cos(% ) +2 firallex € R

Aufgabe @: (a) Probe mit Quotientenregel und nachfolgendes Erweitern
(b) Dividiere Zéhler und Nenner durch « (c) M’'(z) > 0 fiir alle x € Ry

Aufgabe [Tt y(z) =In(L + 1)

Aufgabe (8 Sei A(x) eine Stammfunktion a(z) .
Im Fall y € Ry ist y(z) = Ce®) mit einer Konstanten C' > 0.
Im Fall y € R ist y(z) = CeA® mit einer Konstanten C' < 0.

Aufgabe EI: y(z) = Fae;  Michaelis-Menten-Funktion fiir ¢ = 1
Aufgabe In(

Aufgabe y(z
Aufgabe y(z
Aufgabe y(x
Aufgabe y(x) = m + 2
Aufgabe y? + 10y + 4oy — 10z — 22 = C,
Aufgabe y? 4 10y + 4xy — 10z — 22 = Cy
Aufgabe y(z) = cx + 1c? und y,(z) = —3a?

Aufgabe y(x) = ﬁ fiir z < 273
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174 Ergebnisse der Aufgaben

Aufgabe u(z) = ¢z und y = [u(z)de = ¢;In(%5) + ¢ nach

Partialbruchzerlegung. Ergebnis: y(z) = 31n(§+%) +1n(9)

Aufgabe

=22+ 3+ 267" — 2e%* + 3e®

= 2 cos(z) — sin(z) — % + 4xe?®

Aufgabe (a) Die Ableitung y'(x) bilden und ausnutzen, dass u(z)
eine Losung der linearen DGL ist.

(b) Die Ableitungen «'(x) und «”(x) bilden und ausnutzen, dass y(x) eine

Losung der Riccati-DGL ist.
Aufgabe y(a) =52 +1)°+
Aufgabe y(z) = 5 (cy cos(In(xz)) + ¢z sin(In(z)))

Aufgabe 32} Fiir a = 1: yi(z) = z und ya2(z) = zIn(z)
Fiir a = 2: y1(z) = 22 und y2(z) = 2
Fiir a = —2: yi(2) =z und yo(2) = &

Aufgabe E‘: y(z) =2z — 1 firz > 1
Aufgabe E y(z) = 1 + Le72
Aufgabe %l: (a) u(t)=5-(2 )t/lo (b) Nach 101(2(/13(;) 45 Minuten
Aufgabe y(z) =e* — e;;
Aufgabe E}: (a) y(z) = 1"t 4 cpe (b) y(z) =15 + e
Aufgabe E y(z) =c 2 gin(x)

T

i

>
£
0Q
o
o
(0]
Qo
Ned
8

/

ci(z) = iy (n2(@)ys(@) — ya(@)ys(@)),

)
() = 2 (44 )
(@) = S (1 (o ) () ple) = Lt
)
)

1 cos(z) 1 cos(x)

y(.f) =a sin?(z) te2 sin?(z) (b) y(l‘) = sin?(z) ~ sin?(x)

e, ya(z) = e**, ys(z) = we™

(c) yi(z ) = e”, ya2(z) = e*® cos(x), ys(z) = e*® sin(x),
(d) yi(z) = 6%7 yo(2) = 2e®®, ys(x) = a?e?
Aufgabe y(z) = 12 4 c1z + cox® cos(2In(z)) + c32® sin(2 In(x))

Aufgabe ot (¢) = (;‘fﬁ( ))) (i) e <_§:)

Aufgabe y(z) = cos?(z) sin(x)

B _ph)em o 22
Aufgabe yallg(x) = (4((333 _ xQ))ez) +c1 (4332) + c2 (_233_4>
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Aufgabe my(t) = Me Mt und may(t) = %(e*&t - e”\1t>, falls

A1 # Ao, sowie ma(t) = AMte™, falls A} = Ao =: \.

Aufgabe[41} Fiir n = 1 lautet der Satz: Sei D eine offene Menge in R x R
und f: D — R, (z,y) — f(x,y) beziglich y partiell differenzierbar mit
stetiger partieller Ableitung. Dann erfillt f lokal eine Lipschitz-Bedingung.
Der Beweis ist entsprechend anzupassen.
Aufgabe (a) Esist W(z) =2 #0. (b) ys(z) =22 -2
Aufgabea3} (a) zi(2) =0, z(x) = %', z(z) = 4 + 2,

o IS :1;7 21‘11 fL‘l5
2(2) = 5 + G5 + 2075 T 5055
(b) Die Funktion f(z,y) := 22 + y? geniigt auf Q := [f%,%} X [f%, %}
einer Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstanten L = 1. Ferner ist
|f(z,y)| < & = M. Nun kénnen die Ergebnisse aus verwendet werden,
. 4
insbesondere folgt |z4(z) — y(z)] < ML*S; = 5517 ~ 0,0013.
Die Abschétzung lédsst sich deutlich verfeinern, indem man in der Definition
des Quaders Q := [f%, %] X [—b,b] den Parameter b kleiner wihlt, noch
unter der Bedinung % > % Mitb=1-— § ergibt sich L = M = 2b ~ 0,27,
und man erhilt die Fehlerabschitzung 1,3 - 1075,

Aufgabe (a) Nach Matrizenmultiplikation ist A(x)M (z) = M'(x)
_ ! > 3
o) (o) = (7 ) wa o) = (514)

1 0 1
Aufgabeld5: g(z)=c1 |1 | +ca| 1 e ®+c3|[0]e®
1 -2 2
Aufgabe |46} §(z) = -1 +c ° +c e’
g Yy I 1 e2z 2 -1
[ ] 1 1 -1
Aufgabe|d7: () =c1 | 0 |e** +co [ —-1]e 2 +c3| 1 |3
-1 4 1
] 1 cos(2x) sin(2x)
Aufgabe 48 y(x)=c; [ 1] e +co | —2sin(2z) | +c3 | 2cos(2z)
1 —4 cos(2x) —4sin(2x)

Aufgabe (a) A1 = 0 einfacher Eigenwert und Ay 3 = 1 zweifacher
Eigenwert.

1 0 1
(b) 171: 1 zu/\1:0, ’172: 1 Zu>\2:1, 173: 0 Zu)\gil
-1 2 -2
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1 0 1
() @)=cr | 1 | +ea|1l]e®+c3| O |e€*
-1 2 -2

Aufgabe [50k Euler-DGL 2%y} — 22y} 4+ 2y, =0
- z? - T ., _( 5a2?
@ o= (7,) wadw=(5) o =)

3 —1
Aufgabe g’(l') = (3x‘r_1) + C1 <_‘r3x) + C2 <§_3>

Aufgabe y(z) = —2In(z) —1+c12% 421 cos(3In(z)) +c3 L sin(3In(z))
Aufgabe y(z) = Lot + 1w+ a5 + cszIn(w)
Aufgabe Man stelle das zur DGL ¢y’ = —ay(z)y’ — ag(x)y gehorige

DGL-System auf und bestimme dafiir die Funktionen u(xz) und Z(z) aus
Satz [17] Es ist dann yo(x) die erste Komponente von Z(z).

Aufgabe (a) y1(z) = =% e’ (b) Esist Az(z) = — In(y1 (z)) — 22.

y7 (x)
Asz()

Man bilde e2(*) und rechne = y(x) nach.

yliw) ¢
1

Aufgabe |56; Im Fall z = 0 ist der Integrand von Qy(0) = % Ik %/ dt an
-1

der Stelle t = 0 nicht definiert.
Aufgabe Qi(z) =1 —2Qo(x) mit QO( ) =In, /L.
Satz fithrt zum Integral 94 (z) = mf ZEED L i) dx, und es ist ﬁ
1
= + 2 (771 — 7)-
Aufgabe@ y(x) = % sin(z) 4 le‘ sin(z)
Aufgabe y(x) = —%62”” + 392 ea®
Aufgabe Dies wird durch Induktion nach n analog wie das Lemma in
Abschnitt gezeigt

Aufgabeﬁ: y(z) =% + + 1 fiir alle z € R.

Esist 0 < (z+ 3)? —x +a:+ <2’ +x+1firallez eR
Aufgabe[62} y(z) =In(e” +¢) mlt passender Konstante ¢. Mit Typ IX ist
dies Ergebnis wesentlich schwerer zu erreichen als mit Typ V. Das sei hier
nur zu Ubungszwecken empfohlen Die Konstante ist dann eine andere.

Aufgabe y(z) = L 3455+ Lunéchst ist die DGL nach y" aufzulésen, und
dann Typ IV anzuwenden, ebenso bei der nichsten Aufgabe.

Aufgabe y(r) = ¢+73
z\ e* +3—e
Aufgabe y(z) = m
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_ 1 n
Aufgabe y(x) = Y—om—ore—oeo-or gy s——— fiir alle x € R

Aufgabe [67t Der Induktionsanfang mit n = 1 geht so: Es ist

1

> ()P (@) g® (@) = () SO0 @)g ) (@) + (1) SV (@)D ()
k=0

= f'(z)g(x) + f(z)g' (x) = D*(f(x)g(z)), wobei die letzte Beziehung aus
der Produktregel folgt. Nun weiter ...

Aufgabe y(l‘) = m + % fir x > —1
Aufgabe y(x) = ﬁ fir 2<x<2
.3
Aufgabe ylx)=1—1es
)
2

Aufgabe (71} (a) P(t) = 500 31 In(8/5)t — 50 . (%)t/m

(b) Nach 2411;?;/5/)) ~ 20.7 Stunden

Aufgabe E (a) Z(t) = 50— 5 In(5/2)t — 5. (%)t/f)
(b) Nach ; oIn(10) -, 12 6 Stunden

In(5/2)
Aufgabe y(z) = CSTI - 6937: _ 5%’
Aufgabe |74} y(x) = —cosms) | sin(ra) _ 1
Aufgabe EI: y(z) = —In(2 —z) = ln( ) fiir x < 2
Aufgabe y(@) = i
Aufgabe EI: y(z) = %(295 +1)6+ 4
Aufgabe |78 y(z) = (2:5 +1)7+ %
. Aufgabe y(x) = C‘;}E)( V2o _ —\/ix)
Aufgabe y(z) = %@”)(621 — 6*230)
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