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FEinleitung 7

Einleitung

Als Frithgeborenes gilt jedes Kind, das vor dem Ende der 37. Schwangerschaftswoche zur Welt
kommt, wihrend 37-40 Wochen als normal angesehen werden. Die Schwangerschaftsdauer wird
auch als Gestationsalter des Kindes bezeichnet. Neben ihr ist auch das Geburtsgewicht ¢ zur
Klassifikation von Frithgeborenen von Bedeutung. Man unterscheidet die drei Gruppen

1. LBW (low birth weight) mit g < 2.5 kg entsprechend einem ungefiihren Gestationsalter von
31-35 Wochen.

2. VLBW (very low birth weight) mit ¢ < 1.5kg entsprechend einem ungefihren Gestations-
alter von 27-30 Wochen.

3. ELBW (extreme low birth weight) mit ¢ < 1.0 kg entsprechend einem ungeféihren Gestati-
onsalter von 22-27 Wochen,

(vgl. [25]). In Deutschland kommen ca. 7% aller Kinder zu friih auf die Welt, das sind ca. 55000
von jéhrlich ca. 800000 geborenen Babies.

Ursache fiir eine Frithgeburt kénnen gesundheitliche Probleme der Mutter sein wie z. B. Blut-
hochdruck, Diabetes, Suchtprobleme oder chronische Herz- oder Nierenleiden. Aber auch plétzlich
eintretende Komplikationen wie Fehlbildungen der Gebdrmutter, Funktionsstérungen der Nieren /
Leber oder Infektionen kénnen der Grund sein. Ebenso konnen psychische Probleme, Stress- oder
Schocksituationen fiir eine Frithgeburt verantwortlich sein. Bei ca. der Hilfte aller Frithgeburten
kann jedoch keine eindeutige Ursache angegeben werden.

Durch die Fortschritte in der Medizin und der Medizintechnik sowie in der Betreuung von Friihge-
borenen haben sich deren Uberlebenschancen enorm verbessert. So liegt z. B. die Uberlebensrate
von Frithchen mit einem Geburtsgewicht von 0.5-0.75 kg inzwischen bei iiber 70 % . Trotz aller
Fortschritte sind aber mit der vorzeitigen Geburt Risiken verbunden. Ein Friihchen ist nunmal
ein Mensch mit einem noch nicht ausgereiften Korper. Es muf} vor allem geschiitzt werden vor

e Wirme- und Feuchtigkeitsverlusten an die Umgebung,
e Infektionen,

e Hypoxie (Sauerstoffunterversorgung).

Die Durchschnittstemperaturen in Intensivstationen fiir Frith- und Neugeborene liegen meistens
unter 25°C . Fiir das Wohlbefinden des Pflegepersonals sind diese ausreichend, fiir Friih- oder
kranke Neugeborene sind sie dagegen aufgrund von Auskiihlungsgefahr lebensbedrohlich, selbst
wenn sie durch Kleidung geschiitzt wéren. Frithgeborene weisen im Vergleich zu reifen Neuge-
borenen oder Erwachsenen wesentlich hohere Warmeverluste pro Kilogramm Korpergewicht auf
(ca. Faktor 4). Gleichzeitig ist ihre Fahigkeit zur Reaktion auf Schwankungen des Umgebungskli-
mas (Thermoregulation des Korpers) stark eingeschrinkt. Die thermoregulatorischen Mafinahmen
Steigerung der Warmeproduktion, Vasomotorik der Haut und Schweifisekretion entwickeln sich
erst in den ersten Lebenswochen. Auflerdem werden Wérmeverluste begiinstigt durch die geringe
Dicke der Korperschale, insbesondere des subkutanen Fettgewebes. Daher miissen besonders kleine
oder unreife Frithchen in einer konstanten, warmen und feuchten Umgebung behandelt werden, um
ihre Warme- und Feuchtigkeitsverluste zu reduzieren und ihre Thermoregulation zu unterstiitzen.
Hierfiir kommen als Wérmetherapiegeréite Inkubatoren zum Einsatz. Dies sind abgeschlossene,
einsehbare Areale aus Plexiglas (,, Brutkéisten®), in denen unreife Neugeborene wihrend der Risi-
kophase behandelt und gepflegt werden, um ihnen ein Nachreifen unter kiinstlichen Bedingungen
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auflerhalb des Mutterleibes zu ermdglichen. Inkubatoren stellen ein luftbakteriengefiltertes Mikro-
klima bereit, welches im wesentlichen iiber die Parameter Lufttemperatur, Luftgeschwindigkeit,
Feuchtigkeit und Sauerstoffkonzentration geregelt werden kann. Zusétzlich kénnen Strahlungs-
lampen zur Erhohung der Wandtemperaturen angebracht werden. Das Kind kann unbekleidet im
Inkubator liegen, was die Behandlung vereinfacht (uneingeschréinkte Beobachtung, Uberwachung
der Atmung und Hautfarbe, schneller Zugriff, Anbringen von Meffiihlern und Uberwachung ihrer
korrekten Fixierung). Der Zugang zum Kind erfolgt iiber Handdurchgriffsoffnungen und Inku-
batorklappen, die im Normalzustand geschlossen sind, um das Mikroklima nicht zu stoéren. Zur
vollstandigen Ausriistung eines Inkubators gehoren sowohl Therapiegerite wie Beatmungs- und
Anfeuchtungsgerite und Infusionspumpen als auch Uberwachungsgerite wie Sauerstoffmefgerite,
Herzfrequenz-, EKG-, Blutdruck- und Temperatur-Monitoring und Waagen.

Neben Inkubatoren sind auch Wéarmestrahlungsgerite, die zur Reanimation oder Behandlung
(diagnostische Mafinahmen, intensivimedizinische Tétigkeiten) von unreifen Neugeborenen die-
nen, weit verbreitet. Es handelt sich um offene Pflegeeinheiten, die aus einem Bettchen mit einer
isolierten oder beheizbaren Matratze sowie einer oberhalb angebrachten Strahlungslampe beste-
hen. Hier werden also die Warmeverluste iiber Strahlung und Konduktion reduziert und eine
gleichméflige Wiarmeverteilung auf der Liegefliche ist gewéhrleistet. Das Kind kann unbeklei-
det bleiben und ist jederzeit frei zugéinglich. Da die Warmezufuhr durch Strahlung schnell von
statten geht und somit die Gefahr der Uberhitzung besteht, sind offene Pflegeeinheiten mit Tem-
peraturiiberwachungssensoren und Regel- und Alarmsystemen ausgestattet.

Eine Einfiihrung in die Entwicklung und Technik von Inkubatoren und offenen Pflegeeinheiten
sowie in die Grundlagen der Thermoregulation von Friithgeborenen findet man in [24] und [17].

Modelle der Thermoregulation von Frithgeborenen mit einem entsprechenden Simulationstool
dienen dazu, zu einem tieferen Verstdndnis ihres Wirmehaushalts in Interaktion mit dem sie um-
gebenden Mikroklima zu gelangen. Sie ermdglichen Einblick in die beteiligten Prozesse und deren
Zusammenwirken. Weiterhin bieten sie sich als ein systematisches Hilfsmittel bei der Planung und
Verbesserung von Wirmetherapien und Warmetherapiegeréiten an. Sie erlauben die Simulation
von klinischen Situationen und die Vorhersage der Wirkung von Mafinahmen, ohne dafl reale
Patienten zu Versuchen herangezogen werden brauchen.

Eine Moglichkeit, die Thermoregulation zu simulieren, besteht in der Konstruktion von Hardware-
Simulatoren (Manikins, Dummies). In der Arbeit [25] wurde auf der Grundlage von CT-Daten
eines Friihgeborenen ein Kunststoffmodell gefrist. Basierend hierauf wurden Tonhiillen fiir die
einzelnen Korperkompartimente gefertigt, die durch elektrische Heizwendeln im Inneren erwérmt
werden konnten. Die Wasserverluste wurden nachgebildet durch die Diffusion von Wasserdampf
aus Gore-Tex-Beuteln, die unter der Tonschicht angebracht wurden. An diesem Modell gemessene
Oberflichentemperaturverteilungen wurden dann mit Thermographiedaten (Warmebildkamera)
aus einer klinischen Studie verglichen. Die Nachteile dieses Modells liegen auf der Hand. Zum einen
ist die Realisierung extrem aufwendig. Zum andern ist man mit einer Realisierung festgelegt auf
genau eine Darstellung genau eines Kindes. Es besteht keine Flexibilitdt, um andere Kérpergrofien,
Gewichte oder thermoregulatorische Reifegrade zu simulieren.

Als Alternative zur Hardware-Simulation bietet sich die mathematische Modellierung und rech-
nergestiitzte Simulation an. Die Abbildung 1 auf S. 9 veranschaulicht dieses Vorgehen. Sie ist
unterteilt in die reale, nicht-mathematische Ebene (unten) und die mathematische Ebene (oben).
AuBerdem zerféllt sie in die Problemseite (links) und die Losungsseite (rechts). Ausgangspunkt
der mathematischen Modellierung ist das reale Problem der Thermoregulation. Hieraus wird ein
mathematisches Problem entwickelt, welches ein Bild der Wirklichkeit ist. Dies ist hier die aus
der Physik bekannte Warmeleitungsgleichung, welche durch geeignete Modifikationen zur sog. bio-
heat-transfer-equation (BHTE) wird. Diese beschreibt die Temperaturverteilungen im Frithchen.
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Mathematisches Problem:

Mathematische Losung:

Wirmeleitungsgleichung Analyse, numerisches Verfahren,

approximative
Simulation
bzw.
Temperaturverteilung

bio-heat-transfer-equation

Visualisierung,
Modellierung

Interpretation

realer Losungsvorschlag:

Reales Problem / Phiinomen:

Plausibilisierung, Uberpriifung
Beschreibung der

Thermoregulation

Thermoregulation

Abbildung 1: Der Modellierungsprozefl der Thermoregulation

Anschlielend wird das so vorliegende, mathematische Problem analysiert und mit einem nu-
merischen Verfahren simuliert. Letzteres liefert als mathematische Losung eine approximative
Temperaturverteilung fiir das Innere des Friihchens. Diese wird wiederum visualisiert und dann
hinsichtlich ihrer realen Bedeutung interpretiert. Diese Interpretation liefert als realen Losungs-
vorschlag eine Beschreibung der Thermoregulation, welche schliellich auf ihre Giiltigkeit und
Relevanz fiir das reale Problem plausibilisiert und iiberpriift wird.

Die hier vorliegende Arbeit entstand im Rahmen des Forderprojektes ,,Entwicklung eines Verfah-
rens zur virtuellen Simulation von Warmetherapien bei Friih- und Neugeborenen“ der Technolo-
giestiftung Schleswig-Holstein in Zusammenarbeit mit der Drigerwerk AG, Liibeck. Zu ihr gibt
es einige Vorarbeiten, die im folgenden kurz zusammengefafit werden.

In der Arbeit [9] wurde nach einer Synopse des physiologischen Wissens iiber die Temperatur-
regelung beim Menschen und neben der Entwicklung eines Hauttemperaturreglers erstmalig ein
Programm zur Simulation des dynamischen Warmeverhaltens von Friih- und Neugeborenen un-
ter Inkubatorbedingungen entwickelt. Die reale Geometrie des Kindes wurde ersetzt durch ein
Kompartmentmodell. Dies besteht aus 6 rdumlich separierten Kompartimenten: Einer Kugel als
Abbild des Kopfes und 5 Zylindern fiir Rumpf, Arme und Beine. Jedes von ihnen ist in 3 - 4
Materialschichten unterteilt, welche wiederum zur rdumlichen Diskretisierung in Unterschichten
aufgeteilt sind. Der Rumpf beispielsweise besteht aus konzentrischen Zylinderrshren. Das eigent-
liche mathematische Modell ist so parametrisiert, dafl sowohl Kinder mit verschiedenen Grofien,
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Gewichten, Gestationsaltern und thermischen Reifegraden als auch unterschiedliche Inkubatorbe-
dingungen (Lufttemperatur, Feuchte) abgebildet werden kénnen. Modelliert wurden die wesent-
lichen, am Wérmehaushalt beteiligten Prozesse molekulare Warmeleitung, Wirmeproduktion,
Blutflu8, Konvektion, Radiation, transepidermale und respiratorische Wasserverluste sowie die
thermoregulatorischen Mechanismen zitterfreie Thermogenese und Vasomotorik der Haut. Der
Wirmeaustausch zwischen den einzelnen Kompartimenten wurde iiber einen zentralen Blutpool
modelliert. Die Gesamtmodellierung weist allerdings auch Nachteile auf. Die reale Geometrie ei-
nes Kindes ist durch ein Kompartmentmodell nur unzureichend dargestellt. Auflerdem kénnen
nur radialsymmetrische Temperaturabhéngigkeiten berechnet werden, sodafl nur eindimensionale
Wirmeleitungsprozesse in jedem Kompartiment betrachtet werden kénnen. Hinzu kommt, dafl
in jeder Unterschicht nur ein Temperaturmittelwert fiir die ganze Schicht errechnet wird, so-
daf3 sich nur homogene Temperaturprofile ergeben. Aus diesen Nachteilen ergibt sich ferner die
Unméoglichkeit einer visuellen Aufbereitung und plausiblen, dreidimensionalen Darstellung der
Temperaturverteilungen im Korper.

In der Arbeit [49] wurden erste Schritte unternommen, um die genannten Beschréinkungen auf-
zulosen. Es wurden stationédre Temperaturverteilungen in zweidimensionalen Schnitten durch das
Kind errechnet. Die Geometrie wurde wieder durch Kreis- und Rechteckgebiete approximiert, al-
lerdings so, daf} sich ein zusammenhéngendes Rechengebiet ergab. So war es prinzipiell moglich,
beliebig komplexe Real-Geometrien zumindest in 2D-Schnitten abzubilden. Beriicksichtigt wur-
den die grundlegenden Wirmehaushaltsprozesse molekulare Wérmeleitung, Wérmeproduktion
und Blutflufl bei fest vorgegebenen Auflentemperaturen. Zur numerischen Losung der bio-heat-
transfer-equation wurde ein Finite-Volumen-Verfahren entwickelt und implementiert, das durch
Beweis eines diskreten Hopf’schen Maximumprinzips in theoretischer Hinsicht abgesichert wurde.
Ein wesentliches Ergebnis der durchgefithrten numerischen Testlaufe war die Bestéitigung, daf
eine selektive Kopfkiihlung zur neuroprotektiven Hypothermie des Gehirns (s. [9]) nicht erfolg-
versprechend ist.

In der Arbeit [18] wurden erste Schritte unternommen in Richtung dreidimensionaler Simulatio-
nen. Die wesentliche Relevanz dieser Arbeit fiir die hier vorliegende besteht in der Gang- und
Nutzbarmachung eines Volumennetzgenerators aus der numerischen Stromungsmechanik zur Er-
zeugung von raumlichen Diskretisierungen vorgegebener Gebiete des R? sowie in der Bereitstel-
lung von Visualisierungstools zur Darstellung réaumlicher Temperaturverteilungen.

Die Arbeit [72] beschéftigt sich etwas allgemeiner mit der numerischen Simulation von instati-
onéren, also zeitabhingigen Warmeleitungsvorgingen in Festkorpern. In ihr wurde auf der ein-
fachen Geometrie eines Wiirfels die reine Wirmeleitungsgleichung, also die denkbar einfachste
bio-heat-transfer-equation approximativ gelost. Das Ziel dabei war, bei Beschrinkung auf sehr
einfache Geometrien und sehr einfache Modellierung die verfahrenstechnischen Grundlagen der
numerischen Zeitintegration zu erarbeiten, um sie spéter fiir die Simulation der Thermoregulation
zur Verfiigung zu haben.

Die hier vorliegende, aus vier Kapiteln und zwei Anhéngen bestehende Arbeit verfolgt das Ziel,
ein numerisches Verfahren / Softwarepaket zur zeitgenauen Berechnung der Temperaturvertei-
lungen im Korper eines Friihchens zu entwickeln. Dabei wird auf eine ganzheitliche Darstellung
Wert gelegt, d. h. es wird detailliert auf die Modellierung der Thermoregulation eingegangen, die
Entwicklung des numerischen Verfahrens wird ausfiihrlich beschrieben und theoretisch begriindet
und es werden ausgiebig numerische Testergebnisse présentiert.

Das hier verwendete Modell der Thermoregulation ist eine Weiterentwicklung des in [9] aufge-
stellten Modells und wird in Kapitel 1 ausfiihrlich diskutiert. Die wesentliche Erweiterung besteht
darin, dafl es nun moglich ist, Simulationen auf realen, dreidimensionalen Friithchen-Geometrien
durchzufiihren, d. h. beliebig komplexe Geometrien kénnen diskretisiert werden. Somit ist die Be-



Einleitung 11

schrinkung auf vereinfachte Geometrien aus Zylinder- und Kugelmodellen aufgehoben. Auflerdem
wird gleichzeitig dafiir gesorgt, dafl instationdre Warmehaushaltsprozesse, also die zeitliche Ent-
wicklung der Temperaturverteilungen in Frithchen abgebildet werden kénnen. Das Modell wird
ferner dahingehend erweitert, daff Simulationen eines Frithchens sowohl unter Inkubatorbedingun-
gen als auch unter den Umgebungsbedingungen einer offenen Pflegeeinheit moglich sind. Fiir die
radiativen Warmeverluste im Inkubatorfall wird zusétzlich eine Modellgleichung verwendet, mit
der die Wandtemperaturen des Inkubators berechnet und damit die entsprechenden Strahlungs-
temperaturen simuliert werden kénnen. Im Fall der offenen Pflege wird stattdessen die Wirm-
energie einer Strahlungslampe modelliert. Als weitere Modell-Modifikation ist im Hinblick auf die
konvektiven Warmeverluste die Beriicksichtigung der Luftstromungsgeschwindigkeiten zu nennen,
die im Inkubator oder im Raum der Pflegeeinheit vorliegen. Ferner wird eine neue Randbedingung
in das Modell eingefiihrt, um konduktive Wiarmeverluste simulieren zu kénnen. Hierbei sind die
Simulation sowohl von Isolier- als auch von Heizmatratzen moglich. Im {ibrigen wird zusétzlich die
Kern- und damit die Solltemperatur des Frithchens als Funktion des Gestationsalters modelliert.
Die gesamte Modellierung wird am Ende des ersten Kapitels in einem Anfangsrandwertproblem
(ARWP) formuliert, welches aus der bio-heat-transfer-equation und zugehorigen Anfangs- und
Randbedingungen besteht. Die bio-heat-transfer-equation beschreibt dabei die zeitlichen Ent-
wicklungen der molekularen Wirmeleitung, der Warmeproduktion, des Blutflules und der Respi-
ratorik innerhalb des Friihchens. Zur numerischen Losung dieses Anfangsrandwertproblems wird
(nach einem vorbereitenden zweiten Kapitel) in Kapitel 3 ein Finite-Volumen-Verfahren (FVV)
entwickelt. Die Klasse der Finite-Volumen-Verfahren wurde aus zwei Griinden ausgewéahlt. Zum
einen kommen sie der bio-heat-transfer-equation in natiirlicher Weise entgegen, da sie auf einer
diskreten Formulierung der Integralform dieser Gleichung beruhen. Damit zum anderen das nume-
rische Verfahren auf realen Geometrien arbeiten kann, ist die Verwendung von koérperangepafiten
und nicht strukturierten Netzen geboten. Finite-Volumen-Verfahren stellen keine Forderungen an
die Gestalt der einzelnen Netzzellen, sodafl hier eine hohe Flexibilitéit gewihrleistet ist. Kapitel
3 beschreibt zunichst als ersten wesentlichen Schritt die rdumliche Diskretisierung im Rahmen
eines Finite-Volumen-Verfahrens. Hierbei wird das Rechengebiet der Frithchen-Geometrie in zahl-
reiche, kleine Teilgebiete zerlegt. Auf jedem Teilgebiet wird dann eine lokale Energiebilanz auf-
gestellt, welche durch die sogenannte Evolutionsgleichung der Zellmittelwerte quantitativ gefafit
wird. Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in der Zeit (ODE), sodafl also das gegebe-
ne Anfangsrandwertproblem in ein grofies System gewohnlicher Differentialgleichungen iiberfiihrt
wird. Anschliefend nimmt die Approximation der durch dieses System beschriebenen inneren
Wirmefliisse, Randwérmefliisse und Warmeproduktions- bzw. Verteilungsprozesse einen breiten
Platz innerhalb des dritten Kapitels ein. Die wesentliche, sich daran anschliefende Schwierigkeit
ist, die gefundenen Approximationsfunktionen zusammenfassend und kompakt zu formulieren.
Es ist gelungen, fiir fast alle von ihnen kurze lineare oder affin-lineare Darstellungen herzuleiten,
sodafl die anschlieflende zeitliche Diskretisierung des Evolutionssystems iiberhaupt formuliert wer-
den konnte. Da ODE-Systeme, die aus Diffusionsprozessen wie hier dem Wirmeleitungsproblem
stammen, bekanntermaflen numerisch schwer zu integrieren sind (,,steife“ Systeme), kam der ge-
zielten Auswahl eines Zeitintegrationsverfahrens als zweitem wesentlichen Schritt im Rahmen des
zu entwickelnden Finite-Volumen-Verfahrens besondere Bedeutung zu. Deswegen wird in einem
vorbereitenden zweiten Kapitel die Theorie der stabilen Mehrschrittverfahren erarbeitet. Um hier
zu einem tiefen und grundlegenden Verstdndnis zu gelangen, ist es notig, sich mit der Stabi-
litdtstheorie gewohnlicher Differentialgleichungen und der Stabilitdt von Mehrschrittverfahren im
Zusammenhang zu beschéftigen. In der Literatur werden diese beiden Gebiete meist getrennt
voneinander und ohne weiteren Bezug zueinander dargestellt. Deshalb wird in Kapitel 2 zunéchst
ein Einblick in das erstgenannte der beiden Gebiete gegeben, speziell der Begriff der asymptoti-
schen Stabilitdt von linear-autonomen Systemen wird studiert. Bei der Darstellung wird auf grofie
Ausfiihrlichkeit, detaillierte, vereinfachte Beweise und vollstéindig durchgerechnete Beispiele Wert
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gelegt, sodafl der Abschnitt 2.1 als mustergiiltige Einfithrung in dieses Teilgebiet der Theorie der
gewoOhnlichen Differentialgleichungen bezeichnet werden kann. Anschliefend wird ein klarer Bezug
vom Begriff der asymptotischen Stabilitdt zum Begriff der absoluten Stabilitéit von Mehrschritt-
verfahren hergestellt. Die Vererbung der asymptotischen Stabilitédt an Mehrschrittverfahren spielt
dabei eine entscheidende Rolle, denn durch sie werden Mehrschrittverfahren ausgezeichnet, die
besondere Stabilitidtseigenschaften aufweisen und deswegen geeignet sind, um das Evolutionssy-
stem numerisch zu l6sen. Dieser Vererbungsprozef von ODE-Systemen an Mehrschrittverfahren
scheint in der numerischen Literatur selten klar herausgearbeitet und selten auf elementare Weise
dargestellt zu werden. Um diesen Mifistand zu beheben, wird jener in Abschnitt 2.3 vollsténdig er-
arbeitet. Wesentlicher Verstindnisgewinn dabei ist, dal die impliziten BDF-Verfahren (backward-
differentiation-formula) aufgrund ihrer grofien Stabilitdtsbereiche zur Zeitintegration verwendet
werden sollten. Da durch das erhaltene Evolutionssystem allerdings nicht nur Diffusionsprozesse,
sondern auch global von allen Koérpertemperaturen abhéngige Produktions- und Verteilungspro-
zesse beschrieben werden, wiirde eine direkte Anwendung eines impliziten BDF-Verfahrens zu
schweren Speicherplatzproblemen fithren. Daher sind noch Weiterentwicklungen von Mehrschritt-
verfahren n6tig, um zu direkt anwendbaren Zeitintegrationsverfahren zu gelangen. Daher werden
in Abschnitt 2.4 noch exemplarisch die semi-impliziten Mehrschrittverfahren (IMEX-Verfahren),
speziell auch das semi-implizite BDF(3)-Verfahren eingefiihrt. Nachdem dann mit Kapitel 2 und
3 die vollstdndige Entwicklung eines Finite-Volumen-Verfahrens fiir das Anfangsrandwertpro-
blem der Thermoregulation abgeschlossen ist, wird in Kapitel 4 zunéchst erlautert, wie die 3D-
Geometrie eines realen Frithchens computergerecht umgesetzt werden kann. Anschlieffend werden
numerische Tests préisentiert, die an einem Warmeleitungsproblem gemacht wurden, dessen ex-
akte Losung bekannt ist. Diese verliefen sehr zufriedenstellend, sodafl die Herleitung und auch
die Implementierung des Finite-Volumen-Verfahrens in einem C++-Code als validiert angesehen
werden konnten und somit das Verfahren / der Code auf das eigentliche Problem der Thermoregu-
lation angewendet werden konnte. Die so erzeugten und in Abschnitt 4.3.2 farblich visualisierten
numerischen Testergebnisse entsprechen stets den physikalischen Erwartungen aus der Realitét
und spiegeln klar die Mechanismen des Thermoregulationsmodells wider, wobei die benétigten
Rechenzeiten fiir die gewéhlte hohe raumliche Auflosung akzeptabel sind. Das implementierte
Verfahren ist somit ein geeignetes Werkzeug, um systematische Untersuchungen zur Thermore-
gulation von Frithgeborenen zu machen. Abschlielend enthélt diese Arbeit noch zwei Anhénge.
Der Anhang A beschreibt kurz die fiir Kapitel 4 nétigen technischen Vorbereitungen. Um die rea-
le Geometrie eines Frithchens abbilden zu kénnen, wurden MRT-Aufnahmen von einem solchen
gemacht. Mit Hilfe von Techniken aus der medizinischen Bildverarbeitung konnte aus diesen die
Oberflache des Frithchens extrahiert und mit einer Triangulierung versehen werden. Hieraus wie-
derum wurde mit einem Netzgenerator aus der numerischen Strémungsmechanik ein Volumennetz
des Sauglings fiir die rdumliche Diskretisierung des Finite-Volumen-Verfahrens erzeugt (Kapitel
3 und 4). Im Anhang B wird ein erstes analytisches Hintergrundwissen zur Wirmeleitungsglei-
chung bereitgestellt, insbesondere wird die Bedeutung ihrer Fundamentallésung studiert, da diese
in Kapitel 4 fiir Testzwecke verwendet wurde.
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1 Modell der Thermoregulation

In diesem Kapitel wird zunéchst eine Beschreibung des Modells der Thermoregulation eines
Frithgeborenen vorgenommen, um eine Vorstellung von den beteiligten Prozessen zu ermoglichen
und einen Uberblick iiber das ganze Modell zu geben. Anschliefend wird es durch Aufstellung der
Modellgleichungen detailliert festgelegt.

1.1 Modellbeschreibung

Homoiothermie ist die Fahigkeit eines Lebewesens, seine Korpertemperatur auf hohem Niveau,
d. h. weit {iber der mittleren Temperatur seines Lebensraumes, konstant zu halten. Sie garan-
tiert einen gleichméfBig aktiven Stoffwechsel, erfordert aber auch eine entsprechende Nahrungs-
zufuhr. Thr Gegenteil ist die Poikilothermie, bei der die Korpertemperatur von der Umgebungs-
temperatur abhéngt. Der Mensch ist ein homoiothermes Wesen mit einem Temperaturniveau
von 36.5°C' — 37°C unter normalen Bedingungen. Er verfiigt {iber einen hohen Ruheenergieum-
satz (Wiarmeproduktion) sowie iiber einen Energieverteilungsmechanismus (Blutfluf}). Diesen ge-
geniiber stehen die Warmeverluste iiber die Hautoberfliche und iiber die Atmung. Auflerdem ist
er in der Lage, diese Mechanismen in gewissen Grenzen zu regeln (autonome Thermoregulation).
Das Gesagte gilt insbesondere auch fiir Frithgeborene, allerdings mit quantitativen Unterschieden.
Die hier vorgenommene Modellierung bezieht sich auf die reale 3D-Geometrie eines frithgebore-
nen Sduglings bestehend aus den 4 Materialschichten Haut, Fett, Schidelknochen und Kern. Der
Séugling liegt in einem Inkubator oder in einer offenen Pflegeeinheit mit Strahlungslampe. Im fol-
genden werden die insgesamt sieben modellierten Warmeaustauschprozesse kurz erldutert. Fast
alle gehen als Quelle oder als Randbedingung ein. Dabei ist unter einer Quelle eine Stelle im
Korper zu verstehen, an der Warmeenergie ,,entsteht* oder ,,vernichtet* wird, d.h. aus anderen
oder in andere Energieformen umgewandelt wird. Randbedingungen beschreiben die ,, Kommuni-
kation“, d. h. die Wechselwirkung des Sduglings mit seiner Umgebung.

Wairmeleitung, -produktion und -verteilung

1. Die molekulare Wirmeleitung geht weder als Quelle noch als Randbedingung in das Mo-
dell ein, sondern als Diffusionsvorgang. Sie beschreibt die Wiarmeausbreitung auf kurzen
Wegen durch das vor Ort vorliegende Gewebe und ist somit von dessen Wirmeleitfihigkeit
abhéngig. In den Randschichten des Kindes, z.B. den Knochen, wo weder Blut flieit noch
Wirme produziert wird, ist sie dominierend, im Koérperkern spielt sie eine geringere Rolle.

2. Die Warmeproduktion durch Stoffwechseltéitigkeit geht als Quelle in das Modell ein, d.h. die
Wiérmeproduktion des Gewebes wird in jedem Punkt des Korpers angegeben. In den Zellen
wird beim Abbau der Nahrstoffe stdndig Wérme frei. Die groffiten Warmemengen entstehen
in dem metabolisch aktivsten Organ Gehirn (mindestens 60 % ), ferner auch in der Leber,
im Herz und in den Nieren (vgl. [25]). Das Vermogen des Séuglings zur Produktion von
Waérme ist von seinem Lebensalter und seinem Koérpergewicht abhéingig.

3. Der Blutflufl geht ebenfalls als Quelle in das Modell ein, d.h. die Durchblutung des Gewebes
und damit der Wirmeumsatz in jedem Punkt des Korpers wird angegeben. Der Blutflufl
ist die wichtigste Warmeiibertragungsmoglichkeit innerhalb des Korpers, durch Blutfluf3-
steuerung kann der Wiarmetransport geregelt werden. Hier wird also die Verteilung von
Wirmemengen modelliert, die grof sind oder iiber relativ weite Distanzen im Korper trans-
portiert werden miissen. Im Koérperkern ist die Durchblutung der entscheidende Tréger fiir
den Warmetransport, in den Randbereichen Fett oder Knochen ist sie vernachlédssigbar
klein, wéhrend sie in der Haut fiir die Vasomotorik verantwortlich ist (s. u.).
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Wairmeverluste

Die Wirmeverluste werden durch die fiinf Prozesse respiratorische Wasserverluste (RW), extra-
glandulére transepidermale Wasserverluste (TW), Radiation, Konvektion und Konduktion mo-
delliert (vgl. Abbildung 2).

Wirmeverluste

A

Wirmeverluste iiber die Atmung ‘ | Wirmeverluste iiber die Haut |

|

‘TEW| |Radiation‘ |Konvektion| |Konduktion|

‘extraglandul"dr (TW) ‘ ‘ glanduldr (SW) ‘

Abbildung 2: Unterschiedliche Moglichkeiten des Wirmeverlusts

1. Die respiratorischen Wasserverluste (RW) und die transepidermalen Wasserverluste (TEW)
werden zusammen auch als Evaporation bezeichnet (Verdunstung von Wasser).

(a) Bei den transepidermalen Wasserverlusten (TEW) unterscheidet man die extraglan-
duléren und die glanduléren transepidermalen Wasserverluste (vgl. [24]).

i.

ii.

Die extraglanduldren transepidermalen Wasserverluste (TW) beruhen auf der Dif-
fusion von Wasser durch die Haut und werden auch als passive Wirmeverluste
bezeichnet. Da die Haut beim Friithchen noch sehr diinn ist (,,Pfirsichhaut), geht
die Diffusion leicht von statten. Die Warmeverluste hieriiber miissen daher auf
jeden Fall beriicksichtigt werden. Die extraglanduldren transepidermalen Wasser-
verluste sind u. a. abhéingig vom Gestationsalter (Schwangerschaftsdauer) und vom
Lebensalter und damit von der Reife der Haut. Sie gehen als Randbedingung in
das Modell ein.

Die glanduldren transepidermalen Wasserverluste (SW) bestehen in der Absonde-
rung von Wasser durch die Schweifidriisen (Schwitzen) und werden auch als aktive
Wirmeverluste bezeichnet. Durch die Verdunstung des Wassers auf der Hautober-
fliche wird dem Korper Warmeenergie entzogen. Die glanduléren transepidermalen
Wasserverluste treten erst dann ein, wenn die sonstigen Wéarmeverluste nicht mehr
zur Kiihlung ausreichen. Sie werden in diesem Modell nicht weiter betrachtet, da
Frithgeborene aufgrund noch unterentwickelter Schweifidriisen nicht oder nur in
sehr geringem Umfang in der Lage sind, zu schwitzen.

(b) Unter respiratorischen Wasserverlusten (RW) versteht man die Verdunstung iiber den
Atem. Die eingeatmete Luft wird in den Atemwegen und der Lunge befeuchtet (und
erwdrmt). Die Feuchtigkeit wird dann beim Ausatmen an die Umgebung abgegeben.
Die respiratorischen Wasserverluste hingen von der Lufttemperatur und der Luftfeuch-
tigkeit ab und gehen als Quelle in das Modell ein.

2. Durch die Radiation, d.h. die Warmeiibertragung durch Temperaturstrahlung, wird die
elektromag-netische Wirkung der Umgebung auf den Korper beschrieben. Mit der von der
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Haut ausgehenden, langwelligen Infrarotstrahlung ist ein Verlust von Warmeenergie ver-
bunden. Umgekehrt kann natiirlich auch eine Wiarmeaufnahme durch Strahlung erfolgen,
die z. B. von umgebenden Inkubator- oder Raumwénden oder von einer Strahlungslampe
ausgesandt wird. Die Radiation geht als Randbedingung in das Modell ein.

3. Durch die Konvektion wird die Wéarmeiibertragung zwischen dem Koérper und der ihn um-
stromenden Luft beschrieben. Sie wird nicht als Diffusionsvorgang modelliert. Stattdessen
fithren empirische Gleichungen aus Stromumgsversuchen zu einer sachgerechteren Modellie-
rung. Die Wirmeiibertragung durch Konvektion hingt u. a. von der Lufttemperatur und
der Luftgeschwindigkeit ab und geht als Randbedingung in das Modell ein.

4. Durch die Konduktion wird der Wéarmestrom zwischen dem Korper und der Matratze,
auf der er liegt, beschrieben. Dabei kommen sowohl unbeheizte Matratzen in Frage, die
lediglich als Isolierung wirken, als auch beheizte Matratzen zur Erwédrmung des Patienten.
Die Konduktion héngt u. a. von der Matratzen-Temperatur ab und geht als Randbedingung
in das Modell ein.

Regelungsmechanismen

Dem Friihchen ist dann thermisch behaglich, wenn sich seine Warmeproduktion und seine Wéarme-
verluste ausgleichen, d. h. wenn eine minimale Warmeproduktion ausreicht, um die Verluste auf-
zuwiegen. Hierfiir hat der Korper die Thermoregulation entwickelt, mit der die beiden Prozesse
Wirmeproduktion und Blutflufl geregelt werden kénnen. Dies ist ein Steuermechanismus, der das
bisher als passiv beschriebene System zu einem aktiven macht, d. h. die Reaktionen des Séuglings
auf Abkiihlung oder Erwéirmung werden modelliert (vgl. [58]). Die Regelgrofie dieses Systems ist
die Korpertemperatur. Es wird davon ausgegangen, dafl sowohl im Korperinneren als auch in der
Haut Temperatursensoren vorhanden sind, die ihre Messungen dem Hypothalamus als zentralem
Regler zufithren (vgl. Abbildung 3). Dieser integriert diese afferenten Temperatursignale zu einem
Gesamtsignal, welches die mittlere Kérpertemperatur darstellt und als afferente Temperatur be-
zeichnet wird (afferent - zufithrend, zuleitend; lat. affere - herbeitragen). Dabei werden die Signale
aus dem Korperinnern viel stérker gewichtet als die Hauttemperatursignale. Weicht die afferen-
te Temperatur von einem gegebenen Sollwert ab (Regelabweichung), so kann das Friithchen zwei
thermoregulatorische Effektormafinahmen ergreifen: Verédnderung der Hautdurchblutung (Vaso-
motorik der Haut) und Steigerung der Wérmeproduktion.

1. Einer geringen Regelabweichung wird zunéchst nur durch die Vasomotorik entgegengewirkt.
Dies kann in zwei Richtungen geschehen:

(a) Bei Abkiihlung fithrt eine Reduzierung der Hautdurchblutung (Vasokonstriktion) zu
einer geringeren Hauttemperatur und damit zu geringeren Warmeverlusten. Hiermit
wird einer Hypothermie, d. h. einer zu starken Kéltebelastung vorgebeugt.

(b) Bei Erwdrmung fiihrt eine Verstarkung der Hautdurchblutung (Vasodilatation) zu einer
hoheren Hauttemperatur und damit zu hoheren Warmeverlusten. Hiermit wird einer
Hyperthermie, d. h. einer zu starken Warmebelastung vorgebeugt.

Der Bereich der Umgebungstemperatur, in dem allein die Vasomotorik ausreicht, um eine
ausgeglichene Wirmebilanz wiederherzustellen, wird als thermische Neutralzone bezeichnet
(vgl. [58]).

2. Bei einer stérkeren (negativen) Regelabweichung im Abkiihlungsfall wird nicht nur die Vaso-
motorik in Gang gesetzt, sondern auch eine Steigerung der Warmeproduktion im Rumptkern
vorgenommen. Hierbei erzeugt das braune Fettgewebe, welches hauptsichlich im Rumpfkern
vorhanden ist, durch die sogenannte zitterfreie Thermogenese Stoffwechselwdrme. Damit
wird einer Hypothermie vorgebeugt. Der Prozef3 des Kéltezitterns wird hier nicht betrach-
tet, da die Fahigkeit dazu Frithgeborenen noch nicht gegeben ist.
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Sollwert Haut
Korperinneres
Effektormafinahmen:
Steuersignale
& Vasomotorik
Wéirmeproduktion
Zentraler Regler

(Kéltezittern)

(Schwitzen)
Temperatursensoren

Afferente Temperatursignale

Abbildung 3: Einfaches Regelschema der Thermoregulation

Diese beiden Effektormafinahmen hiangen von der thermoregulatorischen Reife des Frithchens ab.
Es hat sich gezeigt, dafl mit ihnen die Thermoregulation gut beschrieben werden kann (siehe [9]).

1.2 Modellgleichungen

In diesem Abschnitt soll die mathematische Formulierung des Modells vorgenommen werden.
Dazu werde mit D C R3 der Koérper des Siuglings bezeichnet, wobei D ein beschrinkter, einfach
zusammenhingender C'!'— Polyeder des R? sei. Hierzu sei angemerkt, dafl man eine offene Menge
G C R? als C'— Polyeder bezeichnet, falls ihr singulirer Rand 9,G C 0G eine 2-Nullmenge ist
(vgl. [41]). Der Sdugling teilt sich in die Segmente Kopf, Rumpf und Peripherie (Arme und Beine)
auf. Der Kopf setzt sich aus den Schichten Haut, Fett, Knochen und Kern zusammen, der Rumpf
und die Peripherie nur aus den Schichten Haut, Fett und Kern. Eine einzelne Segmentschicht
wird mit Dgegment,Schicht bezeichnet. Die Vereinigung aller Segmentschichten derselben Schichtart
erhélt den Namen Dgepicht (2. B. Drgut ). Der regulére Rand 0,D C 0D wird disjunkt in zwei
Teile 0,.D,, und 0,D; zerlegt, welche Kontaktflichen des Sduglings zur Matratze sind, auf der
er liegt, bzw. zur Inkubator- oder Raumluft, die ihn umgibt:

oD = 0,D,, U0,.D;, 0,.D,,NO.D; = 0.

n: 0,D — R3? sei das duBere Einheitsnormalenfeld auf diesem reguliren Rand. Grundlegende
Modellparameter sind

e das Gestationsalter (Schwangerschaftsdauer) ga € Ry, [ga] = Woche,
e das Lebensalter (postnatales Alter) tag € Ry, [tag] = Tag,

e das Korpergewicht g € Ry, [g] = kg .
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Mit T(x,t) > 0 wird stets die Temperatur am Ort z € R3 zum Zeitpunkt ¢ > 0 bezeichnet
([T(z,t)] = K,[x] = m3,[t] = sec.; da in Kelvin gerechnet wird, ist die Voraussetzung der
Positivitdt von T aufgrund der zu erwartenden Modelltemperaturen vollig plausibel).

1. Molekulare Wirmeleitung

(a)

Zunichst wird vorausgesetzt, dafl drei nur ortsabhéngige, positive Funktionen
ANep:RP =R
z = AMz), c(x), p(x)
gegeben sind, welche die Wirmeleitfihigkeit, die spezifische Wirmekapazitit bzw. die
Dichte der beteiligten Gewebe beschreiben. Es wird hier davon ausgegangen, daf3 die
auftretenden Temperaturdnderungen so moderat sind, dafy die Temperaturabhéngigkeit

dieser Materialeigenschaften nicht beriicksichtigt werden braucht. Das Produkt der
beiden Funktionen fiir spezifische Warmekapazitdt und Dichte wird bezeichnet mit

k:R3 =R
K(x) = c(2)p(),
(M2)] = 2%, [e(@)] = 72 [p(2)] = 24, [5(2)] = 45) -

Nach dem Fourierschen Grundgesetz des molekularen Wirmetransports ist der Wéarme-
fluB gegeben durch

J:D xR} — R3 (1.2.1)

Die molekulare Wérmeleitung wird dann durch die rdumliche Divergenz des Feldes —J
gegeben (vgl. z. B. [26], [10]). (Die hier und im folgenden verwendeten Differentialope-
ratoren V und div beziehen sich, wenn nichts anderes ausdriicklich gesagt wird, nur
auf die Differentiation nach x .)

2. Warmeproduktion

(a)

Ruheumsatz
Der Ruheumsatz Mges eines Neugeborenen errechnet sich aus Korpergewicht und
Lebensalter nach dem folgenden, statistisch gefundenen Gesetz:

(1.7+0.1 - tag) - g, tag < 10,
M R
Ges [2.7+0.01 - (tag — 9)] - g, tag > 10,

(s. [9]; [Mges| =W).

(b) Leistungsdichte

Der Ruheumsatz verteilt sich im Verhéltnis 60:34:6 auf die Kernschichten von Kopf,
Rumpf und Peripherie, dort jeweils homogen auf das jeweilige Volumen; in den Schich-
ten Haut, Fett und Knochen ist die Warmeproduktion vernachlissigbar klein (vgl. [9]).
Man erhélt somit zunéchst eine nur ortsabhéngige Funktion

QMet :D— R
060 Moo oL D
Ges ‘DKOPf,Ke'Pn’ ’ KOpf,KET’na
~ 034 Moo 1 e D
QMet (‘T) = Ges ‘DRu’"le,Ke'rn’ ’ R“mpf,Kerm
1
0.06 . MG@S * X e DPGTithT?:e,Ke'rn,

| DPeripherie,Kern | ’
0, sonst.
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Die Terme |Dgegment,Schicht| > 0 stehen dabei jeweils fiir das Volumen der Segment-
schichten. ([QM¢(z)] = %) Diese ungeregelte Leistungsdichte gibt noch nicht den
tatséchlichen Energieumsatz an, denn dieser hingt auflerdem noch von den Reaktionen
des Neugeborenen auf seine afferente Temperatur ab.

(c¢) Leistungsdichte nach Thermoregulation

i. Zur Beschreibung der thermoregulatorischen Effektormafinahmen wird zunéchst
die afferente Temperatur zum Zeitpunkt ¢ definiert:

w(x)T (x,t) dx
S

Dabei dienen die Werte der nur ortsabhéngigen Funktion w als Gewichtungsfak-
toren fiir die lokalen Temperaturen (w(x) > 0Vx € D, [T,5¢(t)] = K ).

ii. Ausserdem wird ein Sollwert Tg,; € R fiir die afferente Temperatur benotigt.
Dieser ist durch die Kerntemperatur in Abhéingigkeit des Gestationsalters wie folgt
gegeben:

(1.2.2)

310.25, 0 < ga < 26,
310.05, 26 < ga < 32,

Tern =N 300.65. 32 < ga < 36,
308.95, 36 < ga.
TSoll = TKerny

([46]; [Trern] = K, [Tsou] = K ).
iii. Die Abweichung der afferenten Temperatur von diesem Sollwert ist entsprechend
definiert als
A'Z;ff(t) = 'Z;ff(t) —Tso, t > 0. (1.2.3)

Sie ist die einzige (direkte) SteuergroBe der Thermoregulation, wobei A7,¢¢(t) < 0
einer Abkiihlung (im Extremfall einer Hypothermie) und AT7,s¢(t) > 0 einer
Erwérmung (im Extremfall einer Hyperthermie) entspricht (s. [58]); ([AZqrf(t)] =
iv. Weiterhin wird eine sogenannte ,,cold-response® fiir x € D,t > 0 wie folgt defi-

niert:
07 X ¢ DRumpf,KCrn
mazxmet, 2 € DrumptKem; Aasf(t) < Almazmet,
AM (‘Ta t) = mazmet-AT, ¢ ¢ (t) D AT, AT,
T ATmazmet T € URumpf,Kern; mazmet < aff (t) <0,
07 T € DRumpf,KCI‘na A%ff(t) 2 0.

(1.2.4)
Dabei seien AT azmer € RY und maxmet € R. Modellparameter, die der ther-
moregulatorischen Reife des Sduglings entsprechend gewéhlt sein miissen (vgl. S.
19, Abb. 4; [AT hazmet] = K).
Schliellich kann nun der der Warmeproduktion entsprechende Quellterm definiert
werden:

oMet: D x R* — R
QMet (g ¢) := 20-1-ATass (D) L [1 4 AM(x, t)] - OMet(2), (1.2.5)

t):
(s [9); [@Y(x,1)] = 75 ).
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3. Blutflufl

maxmet + B

ATmazmet 0 A%ff

Abbildung 4: ,,cold-response“ der Wiarmeproduktion

Erlduterung:

Die Warmeproduktion kann also nur im Rumpfkern geindert werden. Dort tritt
im Fall einer Abkiihlung zunéchst ein linearer Regler in Kraft, der die Warmepro-
duktion hochféhrt; fallt die Abweichung A7Z,¢r(t) unter ATqzmet , so wird die
maximal mogliche Steigerung maxmet erreicht. Im Fall einer Erwarmung wird
die Warmeproduktion durch AM(z,t) nicht gedndert.

Ferner wird durch den Faktor 20-1A7arr() der kalorische Effekt der Tempera-
tur nach der van’t Hoff-Regel beriicksichtigt. Damit ist gemeint, dal alle chemi-
schen Reaktionen im Korper und damit auch alle Stoffwechselvorgéinge tempe-
raturabhéngig sind. Dies duflert sich darin, dafl bei zunehmender Temperatur der
Energieumsatz ansteigt. Die Thermoregulation und dieser Effekt sind hier einander
iiberlagert, wobei allerdings erstere die Hauptrolle spielt.

(a) Durchblutungsfunktion

Zunichst wird vorausgesetzt, dafl eine nur ortsabhéingige Funktion

BF:D—R
xHB.VF(:E)

bekannt ist, welche die neutrale, unggeregelte Durchblutung des Gewebes in jedem Punkt
des Kérpers angibt ([BF(x)] = -5; , Kubikmeter Blut pro Sekunde bei einem Kubik-
meter Gewebe).

(b) Durchblutung nach Thermoregulation

Als einzige SteuergroBe geht auch hier die schon eingefithrte Abweichung A7, ¢(t) ein.
Mit deren Hilfe wird zur Modellierung der Vasomotorik eine weitere ,,cold-response®
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" ABFY

- maxBF +

AT‘minBF 0 A717naacBF A,]:sz

minBEF + B

Abbildung 5: ,,cold-response“ der Vasomotorik

fir x € D,t > 0 wie folgt definiert:

07 x ¢ DHaut
minBF, x € Dyaut, Alapf(t) < ATlminBr,
ABF(x,t) == { minBF 2 ¢ € Dy, ATinpr < ATopp(t) <0, (1.2.6)
mal‘BFAA;;:LigCS;, T € Dyaut, 0 < A'Z;ff(t) < AT azBF,
maxBF, * € Dhaut; ATmazBr < A%ff(t)

Dabei seien ATyinr € R*, AT aepr € R, minBF € [-1,0], maxBF € R, Mo-
dellparameter, die wieder entsprechend der thermoregulatorischen Reife des Sduglings
gew#hlt sein miissen (vgl. Abbildung 5; [ATinBr] = [ATmezr] = K ). Nun kann die
geregelte Blutflulifunktion definiert werden:

BF :DxR%, —R
BF(z,t) := [1 + ABF(z,t)] - BF (), (1.2.7)
m3

(s [90); (BF(z,t)] = 755) -
Erlauterung;:
Im Fall einer Abkiihlung wird also durch ABJF(z,t) die Vasokonstriktion beschrie-
ben. Zunéchst fihrt ein linearer Regler die Hautdurchblutung runter; fallt die Abwei-
chung A7,¢¢(t) unter ATyinBF , so wird die minimal mégliche Hautdurchblutung er-
reicht. Im Fall einer Erwidrmung wird durch ABF(x,t) die Vasodilatation beschrieben.

Zunéchst fahrt ein linearer Regler die Hautdurchblutung rauf; steigt die Abweichung
ATgr5(t) tiber ATyaaBF , 50 wird die maximal mogliche Hautdurchblutung erreicht.
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()

K-Faktoren
Weiterhin wird die nur ortsabhéngige Funktion
K:D—R
[ 0.9, x€ Dyaut,
K(z) = { 1.0, sonst,

benotigt, die als ,,Gegenstromfaktor® dienen wird. Hierzu sei erldutert, dafl hinflieflen-
des, arterielles Blut vor Eintritt in eine bestimmte Geweberegion durch in benachbarten
GefiBen riickflieBendes, vendses Blut gekiihlt wird (, Gegenstromwérmetauscher®). Um
die Wirkung des Blutflusses in der Haut nicht zu iiberschéitzen, wird dieser mit Hilfe
des Gegenstromfaktors K dort zu einem effektiven Blutflu} gemindert werden (vgl.
[9], [63)).

Mittlere Bluttemperatur

Die zeitabhéngige, iiber den ganzen Kérper gemittelte Bluttemperatur ist definiert als

I K B}" (x, )T (z,t)dx -
fD r)BF (z,t)dx ’

Tpiut(t) := (1.2.8)

([TBut()] = K ).

Resultierende Leistungsdichte

Mit der Dichte ppp,: und der spezifischen Wérmekapazitéit cpp,: des Blutes kann nun
schliellich der dem Blutflufl entsprechende Quellterm definiert werden:

QBlt . D x Ry — R (1.2.9)
QP (2,t) = ppiut ¢t K (2)BF (2, 4) (T (t) — T, 1)),
([pBrut] = ,IZ%, [cBlut] = kgK, [Pl (z,1)] = 3.
Die Leistungsdichte, welche sich aus dem Warmeaustausch iiber den Blutfluf§ ergibt, ist
also proportional zur effektiv in eine Geweberegion einstrémenden Blutmenge sowie zur

Differenz zwischen deren (arterieller) Temperatur und der lokalen Gewebetemperatur
(, Ficksches Prinzip“, vgl. [52], [9], [63]).

4. Evaporation

(a)

Extraglandulére transepidermale Wasserverluste (T'W)
i. Sattigungsdampfdriicke
Der Séttigungsdruck des Wasserdampfes errechnet sich nach der Magnus-Formel
fir x € R3¢t >0 zu

7.5-(T (x,t)—273.15) 7.5-(T (x,t)—273.15)

p*(x,t) = 0.6107 - 10T+ @ 02315 = (0,6107- 10 Teo-3615  (1.2.10)

(vgl. z. B. [4]; [p*(z,t)] = kPa).

Die Lufttemperatur 17, € R geht als konstanter Modellparameter ein ([T, =

K) . Daher ergibt sich fiir einen Punkt 2 € R3 | der in der Luft liegt, ein konstanter

Sattigungsdruck des Wasserdampfes, welcher mit p} bezeichnet wird:
7.5:(Tp,q, 1 —273.15)

pti=0.6107-10 TLust 5000

(Ipa] = kPa).

Ausserdem sei die relative Luftfeuchtigkeit rH € [0,100] auch als konstanter Mo-
dellparameter gegeben. Es sei vorausgesetzt, dal 17,5 und rH so gewihlt sind,
dafl gilt 10133 —rH -p} # 0 (dies wird spéter bei den respiratorischen Wasserver-
lusten benétigt).
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Abbildung 6: Diffusivititsniveau k¢ in Abhéngigkeit des Gestations- und Lebensalters

ii.

iii.

Diffusivitét

Die transepidermalen Wasserverluste in Abhingigkeit des Gestations- und Le-
bensalters werden durch die Sedinschen Kurven beschrieben (vgl. [31], [56]). Hier-
auf aufbauend kann die Diffusivitdt k& der duflersten Teilschicht der Hautschicht
wie folgt modelliert werden (vgl. [67]):

2 o 1.3, ga > 35,
0L ™ ) 24000 - 0-2819a  gq < 35,
2-kor—3
ko = 15- {14 — | >0
0 ( T + tag > ’
9.119— ;2899
k(z,t) = ko-e 7 T@D xe€d.D,t>0, (1.2.11)

([k(z, )] = mdipa )

Man erkennt das Ansteigen des Diffusivitéitsniveaus kg bei geringeren Gestations-
und Lebensaltern, d. h. bei unreiferen und jiingeren Kindern, bei denen der Reife-
prozeB} der Haut noch nicht soweit fortgeschritten ist (vgl. Abb. 6).
Transepidermale Wasserverluste

Die transepidermalen Wasserverluste in Abhéngigkeit der Hautreife, der Haut-
temperatur, der Luftfeuchtigkeit und der Lufttemperatur werden nach folgender
Formel berechnet:

H
TW (z,t) == k(z,t) - <p*(a:,t) - IOTO p2> ,x € 0Dy, t > 0. (1.2.12)

Sie sind somit proportional zur Differenz aus dem Séttigungsdruck des Wasser-
dampfes in der Haut und dem Partialdruck in der dariiberliegenden Luft. Diese
Druck-Differenz stellt quasi den Antrieb der Wasserverluste dar, wihrend die Dif-
fusivitdt k(x,t) als Proportionalititsfaktor fungiert (vgl. [67]; [TW (x,t)] = —57 ).
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iv. Leistungsflufl
Mit der spezifischen Verdampfungswirme ey qsser berechnet sich der Leistungsfluf3
dann zu

MT™V . 9,D x R%. — R

ew -TW(z,t), x € 0.Dy,t>0,
MTW (3,1) = { e (@1) § . (1.2.13)

0, x € 0Dy, t >0,

(eWasser = 0.63? ,vel. [42); [MTW (z,1)] = 1),
(b) Respiratorische Wasserverluste (RW)
i. Masse der respiratorischen Wasserverluste
Der Verlust an Wasser iiber die Atemluft ist das Produkt aus dem Atem-Minuten-
Volumen und der Differenz der absoluten Feuchtigkeiten von ausgeatmeter und
eingeatmeter Luft. Er errechnet sich nach [67] mit der folgenden, empirisch gefun-
denen Formel:

A-rH-pt
RW:—(0.411—1—0.000968-(TLuft—273.15)— 74 rH p, > ,

10133 —rH - p};

([RW] =)
Hierfiir isthes also nur notwendig, vorweg die Lufttemperatur und Luftfeuchtigkeit
zu messen und den Sdttigungsdruck des Wasserdampfes aus der Lufttemperatur
zu bestimmen.

ii. Resultierende Leistungsdichte
Die Wasserverluste sollen zu einer Leistungsdichte im Rumpfkern verarbeitet wer-
den (vgl. [20]). Der die Warmeverluste tiber die Atmung beschreibende, nur orts-
abhingige Quellterm wird daher wie folgt definiert:

ofW . D - R

e -RW
{ Wasser WS DRumpf,Kern }
)

’DRumpf,Ke'rn’ ’

QRW(:E) =

0, sonst

([Q™(2)] = ).
5. Radiation

(a) Um den Wirmeaustausch mit der Umgebung durch Temperaturstrahlung zu beschrei-
ben, wird zunéchst vorausgesetzt, dafl eine Funktion

h":0,D; — R
x+— h"(x)

gegeben ist, deren Werte die Warmeiibergangskoeffizienten fiir die Radiation im Rand
0rDy sind ( [h"(x)] = % ).

(b) Als weiterer konstanter Parameter soll die Umgebungstemperatur Ty, € R in das
Modell eingehen. Dies ist die Temperatur des Raumes, in dem der Inkubator bzw. die
offene Pflegeeinheit steht. Im Inkubatorfall berechnet sich aus dieser und der Lufttem-
peratur des Inkubators seine Innenwandtemperatur 7;. € R nach der folgenden, von

[46] bereitgestellten, empirisch gefundenen Formel:
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Tie = Trufe - [1 —0.00234 - (Trupe — Tumg)] s

([Tumg] = K, [Tie] = K).

Die Strahlungstemperatur Th;rr € R des Inkubators wird als identisch mit der In-
nenwandtemperatur angenommen. Im Fall der offenen Pflege werden Strahlungstem-
peratur, Lufttemperatur und Umgebungstemperatur als identisch angenommen, also
insgesamt

Tie, Inkubatorfall }

Thrr = { Trupt = Tumg, offene Pflege

([Trrr] = K).
Als weiterer Modellparameter geht die Strahlungsleistungsdichte Spy;rr € R ein. Sie
ist im Inkubatorfall Null und im Fall der offenen Pflege durch die Leistung der Strah-
lungslampe gegeben ( [Syrrr] = % )-

(c¢) SchlieBlich wird der Leistungsflufl durch folgende Funktion beschrieben:

M":8,D x R%. — R

hr(l’) . [T(a:,t) — TMRT] — SMRT; T e 87»Dl,t >0
(1.2.14)
0 x € 0pDpy,t >0

6. Konvektion

(a) Um den Wirmeaustausch des Koérpers mit der ihn umstrémenden Luft zu beschreiben,
wird als weiterer konstanter Modellparameter die Stromungsgeschwindigkeit FL € R
der Luft verwendet. ( [FL] = <2 ).

sec
(b) Der Leistungsflufl wird dann mit dem empirisch gefundenen Wert

cpr :=1.901 - (14 0.0461143 - F'L)
durch folgende Funktion beschrieben ([46]):
M :0,D xR} — R

crrp - | T(x,t) — Trurt], =€ 0.Dit>0
[T (x,1) uft] . 1.2.15)

M (z,t) :=
0, 2 € 0p Dyt >0

(lere] = 53g s [M®(2,0)] = 317).

7. Konduktion

(a) Um den Wirmeaustausch des Korpers mit der unter ihm liegenden Matratze zu be-
schreiben, wird zunéchst vorausgesetzt, dafl ein konstanter Warmeiibergangskoeffizient
kmat € R gegeben ist. Geringe Werte von kg (z. B. 0.05) entsprechen einer isolier-
ten Matratze (Schaumstoff), grole Werte (z. B. 14) dagegen einer Matratzenheizung
(Gelmatratze) ( [kpmat] = RVQV? ).

(b) Als weiterer konstanter Parameter soll die Matratzentemperatur Ty, € R in das
Modell eingehen. Dabei entsprechen 308.15K erfahrungsgeméf einer leichten Kiihlung

des Patienten, 312.15K dagegen einer leichten Erwarmung ( [Ti,.] = K ).
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(¢) Der Leistungsflufl wird dann durch folgende Funktion beschrieben:

M :9,D xR} — R

0, x € 0.D;,t>0
MCd(x,t) — , (1.2.16)
Emat - [T(z,t) — Tinat], @ € 0p Dyt >0

( [MCd(x,t)] = % ).

Damit sind alle Komponenten der Modellierung im einzelnen beschrieben und kénnen zum Ge-
samtmodell integriert werden. Die Temperaturverteilung

T:R®xR; —R
(x,t) — T(x,t)

geniigt im offenen Raum-Zeit-Halbzylinder D x R der Wirmeleitungsgleichung oder bio-heat-
transfer-equation (BHTE)

or

57 (@) = div(=J)(@,1) + QMet(x,t) + QP (x,t) + QW (), (x,t) € D x RY, (1.2.17)

K(x)

(vgl. [52], [34]) unter den Anfangs- und Randbedingungen
T(x,0) =Ty(x), x € D, (1.2.18)

< J(z,t),n(x) >= M™W(2,t) + M"(x,t) + M (2,t) + M (z,t), (z,t) € ,D x R%, (1.2.19)

wobei Ty : D — R eine Starttemperaturverteilung in D beschreibe. Die Gleichung (1.2.17)
kann nur in sehr wenigen Spezialfillen exakt gelost werden, sodafl eine numerische Integration
notwendig ist. Fiir theoretisches (z. T. aber auch numerisches) Hintergrundwissen zur Wérmelei-
tungsgleichung kann man auf [38], [54] und [66] zuriickgreifen, eine kurze Einfiihrung findet sich
im Anhang B dieser Arbeit.
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2 Stabile Mehrschrittverfahren zur Zeitintegration

Mit der bio-heat-transfer-equation (1.2.17) und ihren zugehérigen Anfangs- und Randbedingun-
gen (1.2.18) und (1.2.19) ist ein Anfangsrandwertproblem (ARWP) gegeben, welches numerisch
gelost werden mufl. Hierzu wird in Kapitel 3 ein Finite-Volumen-Verfahren entwickelt werden.
Da die bio-heat-transfer-equation (1.2.17) sowohl orts- als auch zeitabhiingig ist, wird die Ent-
wicklung des Verfahrens grob gesprochen aus zwei Schritten bestehen, ndmlich einer rdumlichen
und einer zeitlichen Diskretisierung. Erstere wird auf ein System y/(t) = f(¢,y(t)) gewdhnlicher
Differentialgleichungen (ODE) fiihren, die nur noch von der Zeit abhéingen. Jede einzelne Glei-
chung entspricht dabei einem Teilgebiet des Gebietes D und beschreibt die zeitliche Entwicklung
des Temperaturmittelwertes in diesem Teilgebiet. An dieser Stelle wird sich dann also die Aufga-
be stellen, das erhaltene System mit einem geeigneten Verfahren einer zeitlichen Diskretisierung
zu unterwerfen. Die begriindete Auswahl eines Verfahrens bzw. einer Verfahrensklasse soll vorab
in diesem Kapitel geschehen. Prinzipiell bieten sich zwei Klassen von numerischen Verfahren zur
Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung v/(t) = f(¢,y(t)) an: Die Runge-Kutta-Verfahren
(RKV) sowie die linearen Mehrschrittverfahren (MSV) (s. z. B. [29], [15], [36], [14]).

Runge-Kutta-Verfahren sind Einschrittverfahren, d. h. sie verwenden zur Berechnung des Nahe-
rungswertes an einem zukiinftigen Punkt ¢,41 der diskretisierten Zeitachse nur die aktuelle In-
formation iiber die rechte Seite f am Punkt ¢, . Informationen zu fritheren Zeitpunkten werden
vergessen, Runge-Kutta-Verfahren haben in diesem Sinne kein ,, Gedéchtnis“. Ein weiterer Nach-
teil ist, dafl bei ihnen in jedem Schritt Zwischeninformationen bereitgestellt werden miissen, und
zwar umso mehr, je hoher die Forderung an die Ordnung des Verfahrens ist. Daher miissen in
jedem Schritt mehrere Auswertungen der rechten Seite vorgenommen werden (explizite Runge-
Kutta-Verfahren) bzw. mehrere gekoppelte, gegebenenfalls hochdimensionale, (nicht-)lineare Glei-
chungssysteme gelost werden (implizite Runge-Kutta-Verfahren).

Die grundlegende Idee der Mehrschrittverfahren, auch k& -Schrittverfahren, k € N*, besteht dar-
in, Verfahren mit ,,Gedéchtnis“ zu konstruieren, d. h. es werden auch die evtl. unter erheblichem
Aufwand berechneten Informationen zu fritheren Zeitpunkten als ¢, mitverwendet, um zu einer
besseren Approximation der exakten Losung zu gelangen. Aulerdem benétigen explizite Mehr-
schrittverfahren nur eine f-Auswertung pro Zeitschritt, wihrend implizite Mehrschrittverfahren
nur die Losung eines einzigen Gleichungssystems pro Zeitschritt erfordern. Ein weiterer Vorteil der
Mehrschrittverfahren liegt in ihrer leichten Implementierbarkeit, was bei der hier getroffenen Ent-
scheidung zu ihren Gunsten umso schwerer gewogen hat, als dafl natiirlich vorweg die rdumliche
Diskretisierung der partiellen Differentialgleichung (1.2.17) bereits einen betrichtlichen Entwick-
lungsaufwand erfordert. Ein nicht unbedingt schwerwiegender Nachteil von Mehrschrittverfahren
besteht darin, dafl sie Anlaufroutinen zur Berechnung von Startwerten bendtigen. Damit Mehr-
schrittverfahren fiir den praktischen Einsatz iiberhaupt brauchbar sind, miissen sie konsistent und
nullstabil sein. Dabei bedeutet Konsistenz des Verfahrens, dafl seine Fehlerordnung mindestens
eins ist, wihrend die Nullstabilitdt garantiert, dafl die Fortpflanzung der lokalen Fehler beschrankt
bleibt. Diese beiden Bedingungen zusammen sind dquivalent dazu, dafl das Mehrschrittverfahren
auf jedem kompakten Zeitintervall bei Verfeinerung der Diskretisierung gegen die exakte Losung
konvergiert. Diese Aquivalenz ist der Inhalt des sogenannten ,, Fundamentalsatzes der numerischen
Analysis“ speziell fiir Mehrschrittverfahren und taucht auch in den Kontexten ,, Numerik partieller
Differentialgleichungen“ (Lax-Equivalence-Theorem) und ,,Numerik linearer Gleichungssysteme*
auf (vgl. [29], [33], [55], [65], [59]). Die Standard-Mehrschrittverfahren nach Adams-Bashforth und
Adams-Moulton sowie die BDF-Methoden nach Gear (backward-differentiation-formula) der Ord-
nung k < 6 erfiillen sdmtlich diese beiden Grundvoraussetzungen. Ferner ist anzumerken, dafl
die Ordnung von nullstabilen Mehrschrittverfahren nicht beliebig hoch getrieben werden kann,
sondern eine obere Schranke in Abhéngigkeit von k besitzt (,First Dahlquist barrier, s. [29]).



28 2 STABILE MEHRSCHRITTVERFAHREN ZUR ZEITINTEGRATION

Bei der weiteren Verfahrensauswahl aus der Klasse der Mehrschrittverfahren ist zu beachten, dafl
Diffusionsprozesse wie der die molekulare Warmeleitung beschreibende Divergenzterm in der bio-
heat-transfer-equation (1.2.17) bei der rdumlichen Diskretisierung erfahrungsgeméif auf Systeme
y'(t) = f(t,y(t)) fiihren, die in einem gewissen Sinne numerisch schwer zu integrieren sind (,stei-
fe“ Systeme, vegl. [30], [14], [36], [35]). Damit ist gemeint, dafl bei der sich anschliefenden zeitlichen
Diskretisierung starke Zeitschrittweitenrestriktionen bestehen und somit ein evtl. viel zu hoher
Rechenaufwand entsteht, es sei denn man wahlt ein Mehrschrittverfahren mit gewissen Stabilitéits-
eigenschaften, speziell der absoluten und der sog. A-Stabilitdt aus. Dies sind Verfahren, die fiir
die numerische Integration von Diffusionsprozessen, aber auch von z.B. ,steifen“ chemischen Re-
aktionsgleichungssystemen, besonders geeignet sind. In den Abschnitten 2.1 bis 2.3 wird der theo-
retische Hintergrund hierfiir ausfiihrlich dargestellt. Hierzu wird in Abschnitt 2.1 eine Einfiihrung
in die Stabilititstheorie gewohnlicher Differentialgleichungen y'(t) = f(t,y(t)) gegeben. Speziell
wird das Langzeitverhalten von linear-autonomen Systemen studiert. Der Abschnitt 2.2 ist rein
technischer Natur und stellt die spéter benttigten Tatsachen iiber Differenzengleichungen bereit.
Der Abschnitt 2.3 beschiftigt sich mit der absoluten Stabilitdt von Mehrschrittverfahren. Hier
wird es darum gehen, wie man qualitative Eigenschaften einer gew6hnlichen Differentialgleichung,
speziell die asymptotische Stabilitéit eines linear-autonomen Systems an ein Mehrschrittverfahren
vererbt und ob dabei obere Schranken h < A4 bei der Wahl der Zeitschrittweite zu beach-
ten sind. Zur Erlduterung: Der Begriff der absoluten Stabilitéit in der Numerik ist das diskrete
Analogon des Begriffes der asymptotischen Stabilitit bei stetigen Problemen. Gelingt dieser Ver-
erbungsprozefl moglichst vollstdndig, so erhélt man Mehrschrittverfahren, welche die gewiinschten
Stabilitédtseigenschaften besitzen. Dabei handelt es sich um die bereits erwéhnten BDF-Verfahren,
welche zur numerischen Integration ,steifer Systeme empfehlenswert sind. Damit ist dann ge-
kldrt, wie man die aus dem Divergenzterm der bio-heat-transfer-equation (1.2.17) resultierenden
Systeme numerisch stabil integrieren konnte, wenn auf der rechten Seite nicht noch zusétzlich
drei Quellterme vorhanden wiren. Da diese leider und natiirlich auch numerisch integriert werden
miissen, ist eine direkte Anwendung eines BDF-Verfahrens zur zeitlichen Diskretisierung auf-
grund von Speicherplatzproblemen nicht méglich, wie sich spéter (Kapitel 3) noch zeigen wird.
Eine géingige Vorgehensweise zur Behandlung von Gleichungen, deren rechte Seite in ,,steife
und ,,nicht-steife* Anteile zerfillt, ist die Anwendung von gemischt implizit-expliziten Verfahren
(IMEX-Verfahren), speziell den semi-impliziten BDF-Verfahren (SBDF-Verfahren). Diese Verfah-
ren bauen auf moglichst stabilen Mehrschrittverfahren als Basisverfahren auf, sind also Modifi-
kationen derselben. Sie werden in Abschnitt 2.4 kurz eingefiithrt. Damit werden dann sdmtliche,
die numerische Zeitintegration betreffenden Voriiberlegungen fiir Kapitel 3 abgeschlossen und die
entsprechenden Verfahren bereitgestellt sein.

2.1 Einfiihrung in die Stabilitidtstheorie gewohnlicher Differentialgleichungen

Bei der Untersuchung gewohnlicher Differentialgleichungen ist neben Kriterien fiir Existenz, Ein-
deutigkeit und stetiger Abhingigkeit der Losungen (s. z. B. [69], [53]) auch das Langzeitverhalten
letzterer von Interesse. Damit ist gemeint, dafl die gewohnliche Differentialgleichung auf einem
nach rechts unbeschrinkten Intervall [¢y,00[ betrachtet und dann der Frage nachgegangen wird,
wie ihre Losungen langfristig auf Stérungen der Anfangswerte reagieren, d. h. ob diese fiir ,,grofie“
Zeiten t ,explodieren® oder prinzipiell berechenbar sind, also beschréinkt bleiben oder sogar kon-
vergent sind. Dies fiihrt auf die Begriffe der Stabilitéit und der asymptotischen Stabilitét, welche in
diesem Abschnitt eingefiihrt werden. Nach ihrer Definition fiir gewthnliche Differentialgleichungen
vy’ = f mit beliebiger, rechter Seite f wird die Darstellung auf den linear-autonomen Fall spe-
zialisiert, fiir welchen leicht eine vollstéindige Charakterisierung der Stabilitdt angegeben werden
kann. Eine erste Erweiterung auf schwach-nichtlineare Probleme findet man in [69], wéhrend [11]
und [28] allgemeinere und breitere Darstellungen beinhalten. Die hier gegebene Darstellung der
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ersten Schritte in die Stabilitdtstheorie gewohnlicher Differentialgleichungen ist eine ausfiihrliche
Ausarbeitung des in [69] gegebenen sehr diinnen roten Fadens zu diesem Thema. Sie ist formal
sauber, es wurden ein Lemma und einige Bemerkungen hinzugefiigt und Beispiele vollstindig
durchgerechnet und z.T. mit Abbildungen versehen. Auflerdem wurden die Beweise detailliert
erarbeitet, vereinfacht und damit leicht versténdlich gemacht.

Definition 2.1
Gegeben seien ein Startzeitpunkt tg € R sowie eine Abbildung f : [to, o0 x C? — C?. Mit

L:= { y € ABB ([to, 00|, (Cd> 2y ist differenzierbar in [to, 00[, ' (t) = f(t,y(t)) Vt € [to, oo[}

sei die Losungsmenge der gewdhnlichen Differentialgleichung y' = f bezeichnet.

1. FEine Abbildung y € I heifit stabil im Sinne von Lyapunov, kurz: stabil, falls gilt:

Ye>0d6 > 0: |: < HZ(t) - y(t)”2 <eVte [to,OO[) VzelL: Hz(to) — y(t())”g < (5:| . (2.1.1)

2. Fine Abbildung y € I heif$t instabil, falls sie nicht stabil ist.

3. Fine Abbildung y € 1L heifst asymptotisch stabil, falls sie stabil ist und ein & > 0 existiert
mit
tll)lglo |z(t) —y(t)]l2 =0 Yz € L: ||z(to) — y(to)|2 < o. (2.1.2)

Zur Erlduterung:

e Stabilitdt einer Losung y bedeutet also, dafl jede Losung z, die zum Zeitpunkt ty hin-
reichend dicht bei gy startet, auch zu allen spéiteren Zeitpunkten dicht bei y bleibt. Mit
anderen Worten: Jede Losung z mit hinreichend kleiner Anfangsstérung |[|z(to) — y(o)||2
gegeniiber y verldflt eine e-Umgebung von gy nicht.

e Asymptotische Stabilitéit einer Losung y bedeutet zusétzlich zur Stabilitit, daB jede Losung
z, die zum Zeitpunkt ¢y hinreichend dicht bei y startet, fiir ¢t — oo y wieder beliebig
nahe kommt. Mit anderen Worten: Hinreichend kleine Anfangsstérungen ||z(tg) — y(to)||2
werden mit ¢ — oo herausgeddmpft.

Ferner sei angemerkt, dafl bei beiden Stabilitatsbegriffen aufgrund der Norméquivalenz in endlich-
dimensionalen K-Vektorrdumen (s. z. B. [41]) die Bedingungen auch mit anderen Normen iiber-
priift werden koénnen.

Beispiel 2.2
Es sei d =1 und f =1 die konstante 1-Funktion auf [tg, 00 x C. Die Losungsmenge L hat
dann die Darstellung

L= { y € ABB ([to, o[, C) : y(t) =t + y(to) — to V¢ € [to, 00| }

und besteht somit nur aus affin-linearen Funktionen. Jede beliebig gewihlte Losung y € IL ist
stabil, wie sich durch die Wahl § := € in (2.1.1) zeigt (vgl. Abbildung 7).

Lemma 2.3
Gegeben seien ein Startzeitpunkt to € R sowie eine stetige Abbildung A : [tg,o0o[— M(d x d,C) .
Mit

Ly = { y € ABB ([to, o0, (Cd) 2y ist differenzierbar in [to, 00[, ¥/ (t) = A(t) y(t) Vt € [to, oo[}
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to 0 t

<5:e{

Abbildung 7: Stabilitéit einer beliebigen reellen Losung y € L

sei der d -dimensionale C -Vektorraum aller Losungen der linear-homogenen (i. allg. nicht-auto-
nomen) Differentialgleichung y'(t) = A(t)y(t) bezeichnet. Dann ist die Nulllésung 0 € Ly genau
dann stabil / instabil / asymptotisch stabil / nicht asymptotisch stabil, wenn alle Lésungen stabil
/ instabil / asymptotisch stabil / nicht asymptotisch stabil sind.

Beweis:
Der Beweis ergibt sich direkt aus der Definition 2.1 unter Ausnutzung der Vektorraumstruktur
von Ly .

O

Bemerkung:

Man nennt ein linear-homogenes System y'(t) = A(t) y(¢) stabil, falls alle seine Losungen stabil
sind. Es heifit instabil, falls es nicht stabil ist. Instabilitét ist natiirlich dquivalent dazu, daf alle
Losungen instabil sind. Schliefllich nennt man ein linear-homogenes System y'(t) = A(t) y(t)
asymptotisch stabil, falls alle seine Losungen asymptotisch stabil sind.

Beispiel 2.4
Es seien d = 2, t) = 0 und die stetige Abbildung

AR, — M(2x2,C)
A( cos?(3t) — 5sin?(3t) —6cos(3t)sin(3t) + 3
t) =
—6cos(3t)sin(3t) — 3 sin?(3t) — 5cos?(3t)

gegeben. Die Losungsmenge der linear-nicht-autonomen Differentialgleichung /() = A(t) y(t) ist
dann der 2-dimensionale C-Vektorraum

Ly := { y € ABB (R4, C?) .y ist differenzierbar in Ry, y/(t) = A(t) y(t) vt € Ry }
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Um die Instabilitdt der Nulllssung 0 € Ly zu erkennen, sei € := 1 gewihlt (z. B.). Zu jedem
6 > 0 ist dann durch
cos(3t)

z(t) :== %5 exp(t) < ~ sin(31) > , teRy,

eine Losung z € Ly gegeben, fiir deren Anfangsstérung und asymptotisches Verhalten gilt
12(0)[l2 < & baw. lim [lz()]2 = oo

Die Stabilitatsbedingung (2.1.1) ist also fiir € = 1 nicht erfiillbar und die Nulllésung somit instabil
(vgl. Abbildung 8).

1=(®)l2

Il2(®)ll2 = 3 0 exp(t)

[

Abbildung 8: Instabilitit der Nulllosung 0 € Ly

Bemerkung;:
Die Beispiele 2.2 und 2.4 zeigen, dal Beschrianktheit weder notwendig noch hinreichend fiir Sta-
bilitét ist.

Im folgenden sei stets der linear-autonome Fall angenommen, d. h.:

e FEs sei ein Startzeitpunkt ¢ty € R gegeben.
e Es sei eine (konstante) Matrix A € M(d x d,C) gegeben.
e Es sei der d-dimensionale C-Vektorraum

Ly := {y € ABB <[t0, oo, (Cd) .y ist differenzierbar in [tg, 0o[, ¥/(t) = Ay(t) Vt € [to,oo[}

zugrundegelegt.
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Diese Einschrankung ist nicht wesentlich, da genau der linear-autonome Fall geeignet ist, um
die Stabilitdtstheorie vorab soweit zu beleuchten, dafi spéter der Gedanke der Vererbung der
Stabilitdt an ein Mehrschrittverfahren durchsichtig werden kann. Wie bereits in der Einleitung
zu diesem Kapitel erwéihnt, ist es angemessen, Mehrschrittverfahren mit geerbter Stabilitdt zur
numerischen Integration von steifen ODE-Systemen, wie sie aus den Diffusionsprozessen innerhalb
der bio-heat-transfer-equation (1.2.17) resultieren, zu verwenden.

Die folgenden Beispiele sind sehr instruktiv fiir das tiefere Verstdndnis der Stabilitdtsbegriffe im
linear-autonomen Fall.

Beispiel 2.5
Essei d=1 und A= (\) € M(1 x1,C) mit einem A € C. Dann hat Ly die Darstellung

Ly = { y € ABB ([to, [, C) : y(t) = y(to) exp(A(t — t)) ¥t € [to, 00| }

Es sei y € Ly eine beliebige, dann aber fest gewéhlte Losung. Um sie auf Stabilitdt zu untersu-
chen, werden folgende Abstandsfunktionen betrachtet:

d,(t) :=|z(t) —y(t)], t € [to, 0],z € Lg.
Durch einfache Umformungen erhélt man die Darstellung
d.(t) = |z(to) — y(to)|exp (Re(N\)(t — to)) , t € [to,0[,2z € L.
1. Im Fall Re(\) <0 gelten
exp (Re(A\)(t —to)) < 1Vt € [tg, 00[ und tll)lglo d,(t)=0VzeLp.

Mit ersterem ergibt sich die Stabilitit von y - man kann 0 := € in (2.1.1) wihlen - und
mit letzterem dann auch die asymptotische Stabilitidt (vgl. Abbildung 9).

2. Im Fall Re(\) =0 sind die Funktionen d, Konstanten:
d-(t) = |z(to) — y(to)| Vt € [to, o0 Vz € L.

Hiermit folgt, dal y zwar stabil, aber nicht mehr asymptotisch stabil ist.

3. Im Fall Re(\) >0 gilt
tlim d.(t) =00 Vz € Ly \ {y},

womit folgt, dafl y instabil ist.

Offensichtlich hingt das asymptotische Verhalten der Losung y im Intervall [tg, oo[ nach Stérung
ihres Anfangswertes vom Realteil des Parameters (Eigenwertes) A ab. Sein Vorzeichen entscheidet
iiber die Ausbreitung der Anfangsstérung.

+=(00)

die Nullmatrix. Aus dem zu l6senden System 7’ = 0 erhilt man die Konstanz

Beispiel 2.6
Essei d =2 und

z(t) = z(tg) Vt € [to,00] Vz € Ly,

also auch
”Z(t)”g = ”Z(t())”g VYt € [tQ,OO[ Vz € ]LH.

Hieraus ergibt sich die Stabilitdt der Nulllosung 0 € LLg, denn eine hinreichend kleine An-
fangsstorung bleibt konstant, man kann in (2.1.1) einfach § := € wihlen.
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1.8 B

141 B

1.2 B
z(t) = 2exp(—t)

Abbildung 9: Asymptotische Stabilitit von y, y(t) = exp(At) = exp(—t),tp = 0,A = —1

(1)

Da A aus einem einzelnen Jordan-Block besteht, ist die Familie (y',y?) mit

Beispiel 2.7
Essei d =2 und

yt i [to, 00— C% 32 : [tg, oo[— C?
y'(1) = (L0 ()= (t, )7

ein Hauptsystem von Lg. Um die Instabilitdt der Nulllosung 0 € Ly zu erkennen, sei € := 1
gewéhlt. Zu jedem ¢ > 0 ist dann durch

0

ViE+1

eine Losung mit Anfangsstérung ||z(¢o)||2 < 6 und asymptotischem Verhalten tlim |z(t)]|2 = o0
— 00

z = y ey

N | —

gegeben. Somit ist also fiir € = 1 die Stabilitdtsbedingung (2.1.1) nicht erfiillbar, was also die
Instabilitdt der Nulllosung bedeutet.

Um Aussagen iiber das asymptotische Verhalten von Losungen zu gewinnen, wird das Lemma 2.8
zunéchst das asymptotische Verhalten eines Hauptsystems von Ly in Abhéngigkeit der Eigen-
werte von A kldren. Dieses Lemma, die nachfolgenden Sétze 2.9 und 2.10 sowie die zugehorigen
Beweise orientieren sich an den in [69] gegebenen Sitzen und Beweisen. Da jene jedoch implizit
den nicht mehr trivialen Begriff der Potenzreihen in Banach-Algebren verwenden, wurden sie hier
vereinfacht neuformuliert, ohne sie dadurch im geringsten zu verldngern.
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Lemma 2.8
Es seien || || : M(d x d,C) — R eine belicbige Norm auf dem C -Vektorraum M (d x d,C) und
a € R eine strikte, obere Schranke fiir die Realteile der Eigenwerte von A, d.h.

Re(\) < a YA € o(A).

Auferdem sei (y',...,y%) ein Hauptsystem von Ly mit den zugehdrigen Fundamentalmatrizen

V() = (4(8),...,y(1)) € M(d x d,C), ¢ € [to,00].
Dann existiert ein ¢ € Ry mit

1Y ()| < ¢ exp(at) Vt € [to, o0].

Beweis:
Es seien A1,..., A\, € C die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A, o(A4) = {\1,..., A},
r € {1,...,d}. Aus einer Jordan-Normalform von A erhilt man ein Hauptsystem (w?,..., w?)

von Lpg, dessen einzelne Abbildungen folgende Gestalt haben:
w’ : [tg, oo — C¢

w! (t) = exp(Ar(j)t) P (1)

Dabei sind fiir ein j € {1,...,d} Ay € 0(A) mit k(j) € {1,...,r} ein Eigenwert von A und

P’ C — C?
pi(t)
P(t) = :
Py(t)
eine Abbildung, deren einzelne Komponenten pf;, ve{l,...,d}, Polynome vom Hochstgrad d—1

sind. Es seien
W(t) := (wl(t), . ,wd(t)> € M(d x d,C), t € [to, oo,

die entsprechenden Fundamentalmatrizen und als Abkiirzung
€j = a—Re(Ay;) €RY, je{l,...,d}.
Fir j,v € {1,...,d} kann c,; € R} so gewihlt werden, daf gilt
Pl ()] < cyjexple;t) Vit € [to, 00

Die Existenz einer solchen Konstanten ist aufgrund des stdrkeren Wachstumsverhaltens der Ex-
ponentialfunktion fiir ¢ — oo im Vergleich zu Potenzfunktionen gesichert (s. z. B. [40]). Damit
erhalt man

|w] ()] | exp(i)t)| [P (1)] < [exprggyt) vy exple;t)
= exp [(Re(Ag(j) + €5) t] cvj = exp(at) ¢y, t € [to, o0l.

Daraus erhilt man mit
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in der Frobenius-Norm (s. z. B. [8])

d d
Wt le = | 323 Wi(t)? < C explat), ¢ € [to, o]

v=1 j=1

Mit der Transformationsmatrix S € GL(d,C) des Basiswechsels (y!,...,y%) — (w!,...,w?%) gilt

Y(£) = W(t) S Vi € [to, ].
Mit C := C||S||r € R% ergibt sich unter Ausnutzung der Submultiplikativitit der Frobeniusnorm
Y ®lr < IWOIF ISlr < C explat) [|S|F = C exp(at), t € [ty, o0l.

Mit Hilfe der Norméquivalenz in endlich-dimensionalen K -Vektorrdumen folgt dann die Korrekt-
heit des Lemmas. O

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den Eigenwerten der Matrix A und dem
asymptotischen Verhalten sdmtlicher Losungen her.

Satz 2.9
Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

1. tlim y(t) =0 Vy € Ly.
2. Re()) <0 VA € o(A).

Beweis:
Es sei zunédchst die Korrektheit der zweiten Aussage vorausgesetzt. Mit der Spektralabzisse

v :=max{Re(\) : A € 0(A4)} € RX

und « := %7 e R* gilt
Re(\) < a VA € o(A).

(y',...,y?) sei ein Hauptsystem von Ly mit den zugehdérigen Fundamentalmatrizen

V()= (), ..y'(t)) € M(d x d,C), ¢ € [to,00].
Nach Lemma 2.8 sei ¢ € Ri mit
Y (t)]l2 < ¢ exp(at) V¥t € [to, oo

gewihlt. Ist nun y € Ly eine beliebige Losung, so kann sie mit einem € C% dargestellt werden
durch
y(t) =Y (t) B Vt € [to, 0.

Nun gilt
ly@ll2 = 1Y'(2) Bll2 < [[Y (*)ll2 [|Bll2 < ¢ exp(at) [|Bll2, t € [to,o0].

Wegen a < 0 folgt hieraus tlim y(t) =0, also die erste Aussage des Satzes.
—00

Nun sei die erste Aussage des Satzes als korrekt vorausgesetzt. Um einen Widerspruch zu erzeugen,
sei angenommen, daf ein Eigenwert A € o(A) existiert mit Re(\) > 0. Mit einem zugehdrigen
Eigenvektor v € C?\ {0} ist dann

y : [to, 00[ — C*
y(t) = exp(At) v
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eine Losung, d. h. y € Ly . Sei v € {1,...,d} mit v, #0. Aus

vy (t)] = |exp(At)] [vu| = exp (Re(A)t) |vy|, t € [to, 0]
~—~—
>0
folgt dann der Widerspruch, daB y nicht gegen 0 € C? konvergiert fiir t — 0o . O

Der Inhalt des folgenden Satzes stellt die eingangs erwéhnte Charakterisierung der Stabilitdt dar.
Dabei reicht es nach Lemma 2.3 aus, sich auf eine Stabilitdtsuntersuchung der Nulllésung zu
beschrianken.

Satz 2.10 (Stabilitétssatz fiir linear-autonome Systeme)
Es seien 7 := max{Re(\) : A € o(A)} die Spektralabzisse der Matriz A und 0 € Ly die
Nulllésung.

1. Falls v <0 gilt, so ist 0 asymptotisch stabil.

2. Falls v =0 gilt, so ist O nicht asymptotisch stabil.
3. Falls v >0 gilt, so ist O instabil.

Beweis:
1. Essei v<0.

a) Zunichst wird die Stabilitéit der Nulllssung nachgewiesen. Mit o := 2~ < 0 gilt wieder
2
Re(A) < a VA € a(A).
Die Fundamentalmatrizen

Y(t) = (yl(t),...,yd(t)) € M(dxd,C), te[ty,o0]

eines Hauptsystems (y',...,y%) von Ly konnen nach Lemma 2.8 mit einer Konstan-
ten ¢ € R} wieder abgeschitzt werden zu

IV ()]l < ¢ explat) Vi € [to, ool
Es seien die Abkiirzungen
&:=c|(Y(to)) Y2 € R% und s :=sup { exp(at) : t € [to,o0] } = exp(aty) € RY

eingefiihrt. Seien nun

e >0, 5::~i>0.
¢s

Es sei z € Ly eine beliebige Losung, fiir deren Anfangswert ||z(¢o)|| < ¢ gilt. Sie hat
die Darstellung
2(t) = Y (t) (Y (to)) ™" 2(to) Vt € [to, o0l.

Man erhilt

12(#)]l2 Y @)ll2 1Y (20)) 12 ll2(to)ll2 < ¢ exp(at) [I(Y (t0)) " [l2 [|=(to) 2

¢sllz(to)ll2 < ésd =e¢, tE€ [to,al,

IN

IN

was die Stabilitdt der Nulllssung impliziert.
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(b) Die asymptotische Stabilitét ergibt sich wie folgt: Aus
Re(A\) <0 YA € o(A)
ersieht man mit Hilfe von Satz 2.9

lim z(t) =0 Vz € Ly.

t—o0

Mit z. B. 0 := 1 ist dann die Bedingung (2.1.2) erfiillt.

2. Es sei v =0. Zu einem Eigenwert A\ mit Re(\) = 0 und einem zugehoérigem Eigenvektor
v e C\ {0} ist
2 : [tg, 00] — C?
z(t) := exp(At) v
eine Losung, d. h. z € Ly . Fiir jedes p € RY ist 2/ := pz € Ly ebenfalls eine Losung,
fiir welche gilt

Jim ([l = pllv]l2 # 0.
— 00
Sei nun § > 0 gewéhlt. Dann ist speziell mit

19
[

= -——— € R}
2ol ="

eine Losung z* € Ly gegeben, fiir deren Anfangswert gilt ||2#(¢g)||2 < 0 und fiir die der
Grenzwert tlim |2#(t)||2 existiert und von Null verschieden ist. Somit ist die Bedingung
—00

(2.1.2) der asymptotischen Stabilitat fiir kein 6 > 0 erfiillbar.

3. Es sei v > 0. Zu einem Eigenwert A\ mit Re(A) > 0 und zugehorigem Eigenvektor v €
C4\ {0} ist wie eben
z : [to, oo[ — C¢

z(t) == exp(At) v
eine Losung, d. h. z € Ly . Fiir jedes p € RY ist 2# := puz € Ly ebenfalls eine Losung,
fiir welche nun aber gilt

Jim [ (0)]l2 = Jim i exp(Re(A)1) [[v] = oc.

Sei nun €:=1 gewéihlt. Fiir jedes § > 0 ist dann speziell mit

1 J € R
i 2 exp(Re(N)to) ||v]]2 "

eine Lt')sung 2 e ILH gegeben, fiir die gilt
HZ‘ (t())HQ <6 und tlim HZ‘ (t)HQ = Q.
—00

Somit ist die Bedingung (2.1.1) fiir € = 1 nicht erfiillbar, was die Instabilitdt der Nulllosung
bedeutet.

O

Bemerkung;:
Im zweiten Fall v =0 des Satzes 2.10 kann sowohl Stabilitéit als auch Instabilitéit vorliegen, wie
die beiden Beispiele 2.6 und 2.7 zeigen.
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Bemerkung:
Aus den Sitzen 2.9 und 2.10 folgt direkt, dafl die Nulllésung genau dann asymptotisch stabil ist,
wenn
tlim y(t) =0 Vy € Ly
gilt.
Als direkte Folgerung des bisherigen ergibt sich nachstehendes Corollar.

Corollar 2.11
Ein linear-autonomes System vy’ = Ay ist genau dann asymptotisch stabil, falls gilt

tlim y(t) =0 Yy e Lpy.

Bemerkung:

Eine entsprechende Aussage des Satzes 2.10 im linear-nicht-autonomen Fall gilt nicht mehr, denn
man kann bei zeitabhéngiger Matrix nicht mehr aus einer negativen Spektralabzisse auf Stabilitét
schlielen, wie das Beispiel 2.4 zeigt. Fiir die dort gegebene Abbildung A : Ry — M(2x2,C) gilt
zZwar

o(A(t)) = {-2} Vt € Ry,

aber trotzdem hatte sich die Nulllésung als instabil herausgestellt.

2.2  Vorbemerkungen iiber Differenzengleichungen

Bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen wird man in natiirlicher Weise zu Differen-
zengleichungen gefiihrt. Insbesondere bei der Untersuchung von Mehrschrittverfahren tauchen
lineare, homogene Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten auf. Die dafiir ben6tigten
Grundbegriffe werden in diesem vorbereitenden Abschnitt kurz eingefiihrt. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung der Theorie der Differenzengleichungen kann [43] empfohlen werden.

Definition 2.12
Mit Sy, := CN = ABB(N,C) wird der C-Vektorraum aller komplexen Zahlenfolgen bezeichnet.

Zu einer natiirlichen Zahl & € N und gegebenen Koeffizienten a; € C,j = 0,...,k,a;, # 0,
werden die Gleichungen

k
Zajyn+j =0, neN, (2.2.1)
j=0
betrachtet. Es handelt sich bei (2.2.1) um eine lineare, homogene Differenzengleichung & -ter

Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Ihre Losungsmenge wird mit

k

Ly := < (Yn)neN € Seo : Z ajyntj =0Vn € N (2.2.2)
j=0

bezeichnet. Ly ist als Untervektorraum von S., selber ein C-Vektorraum. Ferner ist (2.2.1)
stets ein charakteristisches Polynom

¢:C—C (2.2.3)
k
(z) = Zajzj
j=0

zugeordnet.
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Lemma 2.13
Es sei k € N*. Dann ezistiert zu gegebenen Startwerten yo,...,yr—1 € C genau eine Lisungs-
folge, deren Startabschnitt mit den Startwerten tibereinstimmt, d. h.

¥ (Yo, 9k-1) € C¥ 31 (za)nen € L 20 = yn Vn € {0,... .k —1}.

Insbesondere ist also eine Lisungsfolge durch ihre Startwerte eindeutig bestimmd.

Beweis:

Die Korrektheit der Aussage ergibt sich schlichtweg aus der Voraussetzung, dafl der Hochstkoef-
fizient a; von Null verschieden ist, denn dies sichert die eindeutige Berechenbarkeit der weiteren
Folgenglieder fiir n > k. O

Das Lemma 2.14 wird die ,,Groe* des Raumes Ly klédren. Die Idee, den zugehorigen Beweis kurz
und elegant iiber einen dimensionserhaltenden Isomorphismus zu fithren, stammt aus der Theorie
der gewohnlichen Differentialgleichungen (s. [69]) und kann hier fiir den diskreten Fall adaptiert
werden.

Lemma 2.14
Fir ke N gilt DIMc(Lyg) =k .

Beweis:
Fir £ = 0 besteht Ly nur aus der konstanten Nullfolge, die Aussage ist in diesem Fall also
korrekt. Es sei also nun k& > 1. Der nach Lemma 2.13 wohldefinierte ,, Anfangswertehomomor-
phismus“

F:CF— Ly
F(yo, -, yk—1) == (2n)nen
mit z, =y, Vn € {0,...,k — 1}

entpuppt sich unter Zuhilfenahme desselben Lemmas sogar als ein C -Isomorphismus, sodafl Ly
zunichst endlichdimensional und dann aber auch von gleicher C-Dimension wie der C* ist. O

Der Satz 2.15 wird zeigen, daf§ &hnlich wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen iiber die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms (2.2.3) eine Basis des Losungsraumes Ly gegeben
ist. Einen ausfiihrlichen Beweis dieser Tatsache findet man in [43], Abschnitt 2.3.

Satz 2.15
Die Folgen-Familie ((zn(u,q))neN)(y qer mit der Indexmenge

Ii={(u,q) s u€ N(@),q € {0,... . p(u) - 1}}

und mit
zn(u,q) :=nlu", neN,

bildet eine Basis von Ly . Dabei bezeichnen N(¢) C C die Nullstellenmenge des charakteristi-
schen Polynoms ¢ und pe(u) € N* die algebraische Vielfachheit einer Nullstelle v € N(¢).

Auf einen Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet, da er wortwortlich an der angegebenen Litera-
turstelle nachgelesen werden kann. Um aber die rein formale Anwendung des Satzes in Abschnitt
2.3 vorzubereiten, werden jetzt zwei konkrete Beispiele durchgerechnet. Das Beispiel 2.16 ist
zunéchst ein simples Beispiel, da nur einfache Nullstellen auftauchen, wihrend in Beispiel 2.17
die Behandlung mehrfacher Nullstellen illustriert wird.
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Beispiel 2.16
Fiir £ = 2 sei eine Basis von

Ly = {(yn)neN € Soo : 6Yy, — OYn+1 + Ynt2 = 0Vn € N}
gesucht. Es ist DIMc¢(Ly) =k = 2 und das charakteristische Polynom ist gegeben durch
¢p:C—-C
¢(2) =22 —52+6

und zerfallt zu
#(z) =(2—3)(z—2) VzeC.

Mit den nach Satz 2.15 gefundenen Basis-Folgen
(2n(3,0))nen,  2n(3,0) = 3", n €N,

und
(20(2,0))nen,  2n(2,0) =2", n €N,

ist die allgemeine Losung gegeben durch
(yn)nEN = a(3n)n€N + 5(2n)n€N7 Q, B e C.

Beispiel 2.17
Fir k = 3 sei eine Basis von

Ly = {(yn)nEN € S« : 4y, — 3yn+2 + Yn+3 = 0Vn € N}
gesucht. Es ist DIMc¢(Ly) =k =3 und das charakteristische Polynom ist gegeben durch
p:C—=C
d(z) =2 —322 +4

und zerfallt zu
¢(z) = (z+1)(z —2)* Vz € C.
Mit den nach Satz 2.15 gefundenen Basis-Folgen
(2n(=1,0))nen, 2n(—1,0) = (=1)", n € N,
(2n(2,0))nen, 2n(2,0) =2" n €N,
(2n(2,1))nen, 2n(2,1) =n2" n €N,

ist die allgemeine Losung gegeben durch

(yn)neN = a((_l)n)neN + ﬁ(Zn)neN + 7(n2n)n€Ny Oé,ﬁ,’)/ e C.

2.3 Der Begriff der absoluten Stabilitit bei Mehrschrittverfahren

In diesem Abschnitt wird der Prozefl der Vererbung der asymptotischen Stabilitéit an Mehrschritt-
verfahren dargestellt. Das Ziel dabei ist, zu verstehen, warum Mehrschrittverfahren mit grofien
Stabilitéitsbereichen, insbesondere die impliziten BDF-Verfahren, geeignet sind, um steife Syste-
me, wie sie bei der rdumlichen Diskretisierung der bio-heat-transfer-equation (1.2.17) auftreten,
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numerisch zu integrieren. Zun#chst wird ein kurzer Abriff der Grundbegriffe der Mehrschrittver-
fahren gegeben und anschlieend der Vererbungsprozefl in aller Ausfiihrlichkeit besprochen.

Mehrschrittverfahren dienen zur numerischen Losung eines gegebenen Anfangswertproblems

y'(t) = f(t.y(t) Vt € [to, o0, (2.3.1)
y(to) =y . (2.3.2)

Dabei seien f : [tg, 00[ x C? — C? eine gegebene Abbildung und y© e C? ein Startvektor, wel-
cher gegebene Anfangswerte zu einem Startzeitpunkt ¢ty € R enthélt. Es sei vorausgesetzt, daf3
(2.3.1) / (2.3.2) eine eindeutige Losung v : [tg, co[— C¢ besitzt. Da hier die absolute Stabilitéit
von Mehrschrittverfahren, also ihr Langzeitverhalten, erortert werden soll, wird (2.3.1) / (2.3.2)
von vornherein auf einem nach rechts unbeschréinkten Zeitintervall [tg, oo[ betrachtet. Dieses wird
mit einer Zeitschrittweite h = At € R} geméf ¢, = to+nh, n € N, diskretisiert. Durch geeigne-
te Anlaufroutinen (Einschrittverfahren) miissen fiir die Anwendung eines Mehrschrittverfahrens
Startvektoren y(©, ..., y*~1 e C? k € N*, vorweg bereitgestellt werden. Ein Mehrschrittverfah-
ren, praziser k-Schritt-Verfahren, ist dann festgelegt durch einen Satz von Koeffizienten

Oé],ﬁJGR]:O,,kT, a(2)+ﬁg7é07ak7é0 (233)

mit einer zugehorigen Rekursionsvorschrift

k

k
Syt =1y i f (tn ™), neN, (2.3.4)
j=0

j=0

wobei y(™ € C¢ stets eine Approximation an y(t,) € C? ist. Fiir 3, = 0 handelt es sich um
ein explizites Verfahren, sonst um ein implizites. Die Bedingungen an die Koeffizienten sorgen
dafiir, daBl tatsdchlich ein Verfahren mit k£ Schritten vorliegt. Das Verfahren heifit wohldefiniert,
falls ein neu zu iterierender Vektor y(™*%) e C? eindeutig aus seinen k Vorgingern y("+7) j =
0,...,k—1, berechnet werden kann. Dies ist bei expliziten Verfahren per se gegeben und kann im
impliziten Fall wegen «j # 0 durch Wahl hinreichend kleiner Zeitschrittweiten garantiert werden
(s. [15]). Das Mehrschrittverfahren wird genauer auch als lineares Mehrschrittverfahren bezeichnet
aufgrund der Linearitéit bzgl. der rechten Seite f. Auflerdem werden Einschrittverfahren ebenfalls
unter Mehrschrittverfahren subsummiert (k£ = 1), sofern es sich nicht um Runge-Kutta-Verfahren
handelt. Die Polynome

k
p(z) = Zajzj, z € C,
5=0

k
o(z) = Zﬂjzj, z € C,

J=0

werden 1. und 2. charakteristisches Polynom des Mehrschrittverfahrens genannt. Die beiden
Hauptklassen von Mehrschrittverfahren sind die Adams-Verfahren und die BDF-Verfahren (auch
Gear’sche Verfahren). Erstere kénnen sehr einsichtig iiber numerische Integration, letztere iiber
numerische Differentiation hergeleitet werden (vgl. [29], [59]). Im folgenden werden beispielhaft
einige Mehrschrittverfahren konkret angegeben.

1. ©— Verfahren:

g =y =1 [1-0) f (tary™) +6 f (tarry™V)]  meN,
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wobei © € [0,1] ein Steuerungsparameter ist. Fiir © = 0 erhélt man das explizite Euler-
Verfahren (1. Ordnung), fir © > 0 implizite Verfahren, speziell fiir © = % die Trapez-
Methode (auch Crank-Nicolson-Verfahren im Kontext PDE; 2. Ordnung), und speziell fiir

© =1 das implizite Euler-Verfahren (1. Ordnung).
2. Adams-Bashforth-Verfahren (2.0rdnung):

1 3
(n+2) _  (n+1) _ (n) 2 (n+1)
3. Adams-Moulton-Verfahren (5.0rdnung):

yrr —y 8 = [—71790 f (tmy(”)> + % f (tn+1,y("+1)> — % f (tn+2,y("+2))

646

720

(o™ + 2 1 (safoo0)]. me

4. Implizites BDF(2)-Verfahren (2.0rdnung):

3 1

5. Implizites BDF(3)-Verfahren (3.0rdnung):

€y< 8) _ gy (nt2) 4 5?/( +1) _ §y< ) (t%g’y( +3>), n e N.

Samtliche angegebenen Verfahren sind konsistent und nullstabil und somit konvergent auf jedem
Zeitkompaktum [to,tx] .

Das Beispiel 2.18 wird zeigen, dafl die unbedarfte Anwendung eines beliebig herausgegriffenen
Mehrschrittverfahrens auf ein asymptotisch stabiles, linear-autonomes System nicht unbedingt zu
verniinftigen Ergebnissen fithren muf.

Beispiel 2.18
Mit tg € R, der Matrix

A1 0
A= e M(2x2,C)
0 Ao

und einem Startvektor
wird das Anfangswertproblem

mit der exakten Losung

0) ex —
OIS B R BPP

) exp (g (t — to))
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ni(t) y"” (1), 15"

10 1 101

-10¢ *

-15 L L L L L L I I I _15
[ 0

Abbildung 10: Stabile Integration, Ay = —1  Abbildung 11: Instabile Integration, Ao = —5.2

betrachtet. Die Anwendung des Adams-Bashforth-Verfahrens 2. Ordnung ergibt
) ) (_% Ay 4 g Ay(n-l-l)) nen.

In Komponentenschreibweise lautet dies

y§n+2) _ %h)\l <3y§n+1) _ ygn)) i y§n+1)7 neN,

n+2 n+1 n n+1
s +)=%M2(3y§ R )>+y§ ) neN.
Mit den konkreten Werten
tO = 07 A1 — _17 >\2 == _527 yg()) = _107 yéO) =-10

und der Schrittweite h = 0.2 ergeben sich die in den Abbildungen 10 und 11 dargestellten
Funktionsverldufe und Néherungswerte. Da Ay sich stark von Ay unterscheidet, erreicht die
erste Losungsfunktion y; den stationdren Zustand viel langsamer als yo . Das Adams-Bashforth-
Verfahren ist also mit der Schwierigkeit konfrontiert, simultan eine sich langsam #ndernde und
eine sich schnell éndernde Losungskomponente zu integrieren. Wahrend es fiir y; eine stabile
Integration gewéhrleistet, versagt es bei yo vollig.

Ankniipfend an Abschnitt 2.1 wird das ODE-System (2.3.1) zu einem linear-autonomen System
spezialisiert, d. h. f(t,y) = Ay mit A € M(d x d,C). Um allerdings den Begriff der absolu-
ten Stabilitdt transparent, d. h. durch Reduktion auf das Wesentliche darstellen zu koénnen, ist
eine weitere Spezialisierung auf den Fall d = 1 nétig. Fiir diesen wird die eingefiihrte Notation
fiir Folgen (y(”))neN beibehalten, also mit Index rechts oben, auch wenn dies von der iiblichen
Notation von Zahlenfolgen abweicht.

Bezeichnung 2.19
Die skalar-komplexe ODE
y'(t) = Ay(t)) vt € [to, o0, (2.3.5)

mitA € C, tg € R wird als Dahlquist’sche Testgleichung bezeichnet. Ihr Lésungsraum ist gegeben
durch

Ly = { y € ABB ([tg,[,C) : y(t) = y(O) exp(A(t — tg)) Vt € [to, o0, y(o) cC }
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Ein Mehrschrittverfahren nimmt bei Anwendung auf (2.3.5) die Gestalt

k
Z — hAB;) y" ) =0, neN, (2.3.6)
=0

an und ist genau dann Wohldeﬁniert, falls ap — hABy # 0 gilt. Betrachtet wird jetzt eine Dahl-
quist’sche Testgleichung, die als asymptotisch stabil vorausgesetzt sei. Dies ist nach Corollar 2.11
dquivalent dazu, daf} gilt

tlg& y(t) =0 Vy e Ly (2.3.7)

und auBerdem auch dazu, daf8 gilt Re(\) < 0. Um die asymptotische Stabilitit an ein Mehr-
schrittverfahren zu vererben, ist es also eine natiirliche Forderung an selbiges, daf jede von der
Rekursionsformel (2.3.6) generierte Folge (y™),ey in C die Eigenschaft

lim 4™ =0 (2.3.8)

n—oo

besitzt. Das folgende Beispiel wird zeigen, dafl diese Vererbung keineswegs selbstverstindlich ist,
sondern von der Wahl der Zeitschrittweite h > 0 entscheidend abhéngt.

Beispiel 2.20
Gegeben sei eine asymptotisch stabile Dahlquist’sche Testgleichung

y'(t) = Ay(t) Vt € [to, ool

mit A € R* . Zu einem beliebigen Startwert y®) € C und einer gegebenen Zeitschrittweite
h € R lautet das explizite Euler-Verfahren

Yy = 1+ h ) y"™ VneN,

also
y™ = (14+hN"y® vneN.

Unter der Voraussetzung y(© # 0 erhilt man fiir die numerische Asymptotik folgende Aquiva-
lenzen

2

lim g™ =0« [1+h) <1< h<-=.

n—oo A

Fiir die Vererbung der asymptotischen Stabilitdt an das explizite Euler-Verfahren ist also eine
Zeitschrittweiten-Restriktion durch die obere Schranke

~ 2 N
h::—XGR_,_

zu beachten:

1. Wahlt man h < iz, S0 besitzt jede vom expliziten Euler-Verfahren gelieferte Folge (y(”))neN
die Eigenschaft
lim y™ =0,

n—oo
(auch die konstante Nullfolge, die sowieso). Der Vererbungsproze ist in diesem Fall also
erfolgreich.

2. Verletzt man diese Restriktion durch h :=h (z. B.), so gilt fiir jede vom expliziten Euler-
Verfahren gelieferte Folge (3™ ),en
y™ = (=1)"y© vneN.

Alle Folgen mit Startwert 3(©) # 0 sind also alternierende, nicht null-konvergente Folgen und
man kann in diesem Fall keineswegs von einem Vererbungsprozef sprechen (vgl. Abbildung
12).
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Abbildung 12: Exakte und alternierende Losung fiir tg =0, A = —%, h=h= 20, y©@ =1

Die Restriktion durch
o2
)

ist umso einschneidender, je grofer |A| bzw. je ,negativer® X ist. Letzteres impliziert ndmlich
ein stiarkeres Abfallverhalten der exakten Losungen

y : [to,00[ — C
y(t) =y exp(A(t — to)).

Diesem muf} insbesondere in der Anfangsphase - der sogenannten transienten Phase mit groflen
Anderungen der Funktionswerte - durch kleinere Zeitschrittweiten bei der Diskretisierung Geniige
getan werden. Die Zeitschrittweiten miissen also gar nicht so sehr aus Genauigkeitsgriinden, son-
dern schon aus Stabilitétsgriinden verringert werden.

Um auf (2.3.6) spéter die Theorie der Differenzengleichungen anwenden zu konnen, ist die Defi-
nition eines weiteren charakteristischen Polynoms notwendig (s. [70], [2]).

Definition 2.21
Gegeben sei ein Mehrschrittverfahren. Zu einer beliebigen Zahl H € C heif$t

¢y :C—C
k

=D (oj = HP;) 2

Jj=0

das charakteristische Polynom des Mehrschrittverfahrens bzgl. H oder auch Stabilitdtspolynom
bzgl. H .

Bemerkung;:
Mit dem 1. und 2. charakteristischen Polynom des Mehrschrittverfahrens besteht der Zusammen-
hang

ou(z) =p(z) — Ho(z) V2 € CVH € C.
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Definition 2.22
Ein Mehrschrittverfahren heif$t absolut stabil in einem Punkt H € C, falls alle Nullstellen seines
charakteristischen Polynoms ¢ bzgl. H in der offenen Einheitskreisscheibe der komplezen Ebene
liegen:

lu| <1 Vue N(pn).

Der folgende Satz wird die Bedeutung des Stabilitdtspolynoms und des Stabilitdtsbegriffes im
Hinblick auf die gewiinschte Vererbung kléren.

Satz 2.23
Gegeben sei eine asymptotisch stabile Dahlquist’sche Testgleichung

y'(t) = Ay(t)) Vt € [to, o0l (2.3.9)

o
(A €C- ) und ein Mehrschrittverfahren, welches auf sie angewendet werde. Es sei h € RY  eine
Zeitschrittweite, sodafl das Mehrschrittverfahren wohldefiniert ist. Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

1. Das Mehrschrittverfahren ist absolut stabil im Punkt hA € C.
2. Fiir jede vom Mehrschrittverfahren generierte Folge (y"™)nen in C gilt lim y™ =0.

Beweis:
Es seien

;B €ER:G=0,....k o +B2#0, ar #0

die Koeffizienten des Mehrschrittverfahrens. Es gilt ai — hASr # 0 aufgrund seiner Wohldefi-
niertheit. Mit

k
L= (Y™ )nen € Soo: Y (aj — hAG)) ¥ =0V €N (2.3.10)
7=0

werde der k-dimensionale C-Vektorraum der vom Mehrschrittverfahren generierten Folgen in C
bezeichnet. Weiter sei

opr: C— C

M?r

dna(z) == —hA\B;) =

J=0

das charakteristische Polynom des Mehrschrittverfahrens bzgl. hA. Die Folgen-Familie

(=) @)nen)

(u,q) €l

mit der Indexmenge

I:={(u,q) :u € N(dnr),q €{0,..., pg,, (u) —1}}

und mit
z(")(u, q) :=nu", neN,

ist nach Satz 2.15 eine Basis von L.
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1. Es sei nun die erste Aussage des Satzes als korrekt vorausgesetzt. Dann gilt nach der Stabi-
litdtsdefinition
|u| <1Vue N(gbh)\). (2.3.11)

Es sei nun (y("))neN € L eine vom Mehrschrittverfahren erzeugte Folge in C. Sie hat eine

Darstellung
Fop (u)-1

(y(n))nEN = Z Z Cu,q (Z(n) (u’ Q))neN

u€N(dprn)  ¢=0

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ¢, 4 € C. Aus der Definition der Basisfolgen folgt
mit (2.3.11)
lim y™ =0,

n—oo

was zu zeigen war.

2. Es sei nun die zweite Aussage des Satzes als korrekt vorausgesetzt. Unter der Annahme, dafl

(S201]
U € N((ﬁh)\) mit ’ﬁ’ >1

existierte, wiire die spezielle Basisfolge (2(™ (i, 0))nen € L wegen
2™ (4,0) = 4" Vn e N
nicht null-konvergent, was ein Widerspruch wire. Somit ist das Mehrschrittverfahren absolut
stabil in hA.
O

Dieser Satz gebietet also, die Zeitschrittweite h > 0 so zu wéhlen, dafl im Punkt hA absolute
Stabilitéit vorliegt. Dies ist notwendig und hinreichend fiir den beabsichtigten VererbungsprozeS.
Die néichste Aufgabe besteht also darin, fiir ein Mehrschrittverfahren alle Stabilitdtspunkte zu
kollektieren. Dies ist aufgrund der hier gewéhlten Definition der absoluten Stabilitdt problemlos
moglich, da jene nicht explizit von h oder A abhéingt, und fiihrt zu folgender Definition.

Definition 2.24
Der Bereich der absoluten Stabilitit eines Mehrschrittverfahrens ist die Menge aller Punkte in
C, in denen es absolut stabil ist:

S := {H € C: Das Mehrschrittverfahren ist absolut stabil in H}
= {HeC:|ul<1VYue N(¢g)} CC.

Beispiel 2.25
Betrachtet man das explizite Euler-Verfahren

y" ) — gy = h f(t,,y™), n €N,
so ist sein Stabilitdtspolynom bzgl. H € C gegeben durch
og:C—C
op(z)=2z—(1+ H)

mit der Nullstellenmenge

N(om)={1+H}.
Der Bereich der absoluten Stabilitit ist dann der offene Kreis in C mit Mittelpunkt —1 und
Radius 1 (s. Abbildung 13):

S={HeC:|1+H|<1}=DB(-1,1).
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Abbildung 13: Bereich der absoluten Stabilitét des expliziten Euler-Verfahrens

Bemerkung:
Das explizite Euler-Verfahren hat mit B(—1,1) einen beschrinkten und im Vergleich zur ganzen,
komplexen Ebene sehr kleinen Stabilitdtsbereich. Ist nun eine asymptotisch stabile Dahlquist’sche
Testgleichung

y/(8) = Ay(t) ¥t € [to, o

gegeben (A G([Oj_ ), so muf} die Zeitschrittweite h > 0 so gewéhlt werden, dal h\ € B(—1,1)
sichergestellt ist. Insbesondere wenn A betragsméfig sehr grofl ist, mufl A sehr klein gewéhlt
werden, vgl. auch Beispiel 2.20. Das explizite Euler-Verfahren unterliegt in einem solchen Fall also
einer starken Zeitschrittweiten-Restriktion, um stabil arbeiten zu kénnen. Diese fithrt aber durch
die dann notwendige, grofle Anzahl von Zeitschritten zu einem hohen Gesamtrechenaufwand.
Wiinschenswert sind also eher Mehrschrittverfahren mit groflen Stabilitédtsbereichen.

Definition 2.26
Ein Mehrschrittverfahren heif$t A-stabil (unbeschrinkt absolut stabil), falls sein Bereich S der
absoluten Stabilitit die offene, linke, komplexe Halbebene umfafSt:

c-c S

Bemerkung:
Sind eine asymptotisch stabile Dahlquist’sche Testgleichung

y'(t) = Ay(t)) Vt € [to, o0

o

(A €C- ) und ein A-stabiles Mehrschrittverfahren gegeben, so gilt also

hA € S Vh € RY.
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Die Zeitschrittweite h unterliegt also keiner Einschrinkung. In diesem Sinne liegt unbeschriankte
absolute Stabilitéit vor.

Bemerkung;:
Das explizite Euler-Verfahren ist also weit davon entfernt, A-stabil zu sein.

Beispiel 2.27
Die © -Verfahren sind fiir © € [%, 1] A-stabil, wie dieses Beispiel zeigen wird. Aus der Rekursi-
onsformel

y(n+1) - y(n) =h |:(1 - @) f (tn7y(n)) + 0O f (tn+17y(n+l)):| S Nv
erhélt man das Stabilitédtspolynom bzgl. H € C

(ZﬁH(C—>(C
¢r(2) =(1-HO)z—[1+H(1-0)

mit der Nullstellenmenge

F#§%2} HO #1,

0, HO =1

N(¢u) =

Um (fj_ C S nachzuweisen, sei H € (fj_ beliebig, dann aber fest gewé#hlt. Aus Re(H) < 0 folgt
zunéichst HO # 1, also
_[1+H(1-06)

Durch einfaches Rechnen in C ersieht man

1+ H(1-0)
‘ 1_HO ‘<L

also He §.Da H € (fj_ beliebig war, gilt also (fj_ C S und es liegt A-Stabilitdt vor.

Bemerkung;:

Samtliche Adams-Bashforth-Verfahren und die Adams-Moulton-Verfahren mit & > 2 sind nicht
A-stabil. Die impliziten BDF( k )-Verfahren sind fiir £ = 1,2 A-stabil, fiir £ > 3 nicht mehr. Die
konkrete Vorgehensweise zur Absteckung von Stabilitédtsbereichen und entsprechende Graphiken
von selbigen findet man in [30], Kap. V und [36], Kap. II.

Bemerkung;:

Die Forderung der A-Stabilitdt an ein Mehrschrittverfahren ist sehr stark, denn A-stabile Mehr-
schrittverfahren besitzen hochstens die Konsistenzordnung 2 (s. z. B. [30], [15], ,,The second
Dahlquist barrier®). Es ist also nicht moglich, A-stabile Mehrschrittverfahren héherer Ordnung
zu konstruieren. Auflerdem haben explizite Mehrschrittverfahren stets einen beschrankten Stabi-
litdtsbereich und kénnen somit nicht A-stabil sein (s. [64]). Ein A-stabiles Mehrschrittverfahren
ist also stets implizit. Die Definition 2.28 wird eine Abschwéichung der A-Stabilitdt einfithren. Fiir
sie werden vorher noch zwei Bezeichnungen festgelegt:

1. Fiir z € C* sei arg(z) :== w der Winkel aus der eindeutigen Polardarstellung

z=rexp(iw), r € R,w € [0,2n].
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Abbildung 14: Sektor mit Offnungswinkel 2a

2. Fir ae]O,%[ sei

Sa={zeC:m—a<arg(z) <m+a}={z€C":|arg(—2)| < a} C o

der offene Sektor mit Offnungswinkel 2¢ in der offenen, linken, komplexen Halbebene (vel.
Abbildung 14).

Definition 2.28
Ein Mehrschrittverfahren heifst A« )-stabil fir ein o € ]0, o [, wenn sein Bereich S der abso-
luten Stabilitit den Sektor S, umfaft:

Sa CS.

Bemerkung:
Gegeben sei wieder eine asymptotisch stabile Dahlquist’sche Testgleichung

y'(t) = Ay(t)) Vt € [to, o0

(Ae (fj_ ) und ein A( a)-stabiles Mehrschrittverfahren. Der halbe Offnungswinkel « € ]0,
so grof} bzw. der Eigenwert A liege so weit von der imaginédren Achse entfernt, dafl gilt A

Dann folgt
hA € So Yh e RY,

also auch
hA € S Vh € RY.

Die Zeitschrittweite h unterliegt also in diesem Fall keiner Einschrdnkung. Bei vielen prakti-
schen Problemen, insbesondere bei den gewthnlichen Differentialgleichungen, die bei der Semi-
Diskretisierung von parabolischen Differentialgleichungen (Wirmeleitungsprobleme) auftreten, ist
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die Bedingung A € S, wegen achsenferner Eigenwerte erfiillt, sodafl man nicht unbedingt auf A-
Stabilitét bestehen muf}, sondern sich mit A(« )-Stabilitdt zufrieden geben kann, natiirlich in
der Hoffnung, dafl « fiir das jeweilige Problem ausreichend grof} ist. Die impliziten BDF( k )-
Verfahren sind fiir k£ € {3,...,6} A(«)-stabil und von héherer Ordnung als 2, ndmlich jeweils &
(s. [64]). Mit ihnen ist es also moglich, die zweite Dahlquist-Schranke zu durchbrechen bei Verzicht
auf volle A-Stabilitéit. Insbesondere mit dem impliziten BDF(3)-Verfahren hat man noch ein fast
A-stabiles Mehrschrittverfahren (vgl. Tabelle 1 und Abbildung 15). Das BDF(6)-Verfahren ist
zwar immer noch null-stabil und eben von 6. Ordnung, wird aber aufgrund seines eher kleinen,
halben Offnungswinkels in der Praxis selten genutzt.

k| 3 4 5 6
86° | 73° | 51° | 17°

Tabelle 1: Halbe Offnungswinkel der impliziten BDF( k )-Verfahren

61

4i

2

—2i

—4i

—61

Abbildung 15: BDF(3)-Verfahren: Bereich der absoluten Stabilitit (schraffiert) und A(86°)-
Stabilitét

Im folgenden sollen die bisher fiir den skalar-komplexen Fall gewonnenen Ergebnisse soweit wie
moglich auf den d-dimensionalen Fall verallgemeinert werden. Dazu wird das linear-autonome
ODE-System

y'(t) = Ay(t) ¥t € [to, oo (2.3.12)

mit A € M(d x d,C) und tg € R betrachtet. Der zugehérige Losungsraum wird wieder mit

Ly := { y € ABB ([to, ool (Cd) .y ist differenzierbar in [tg, 0o, y'(t) = Ay(t) Vt € [to, oo[}
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bezeichnet. Ein Mehrschrittverfahren nimmt bei Anwendung auf (2.3.12) die Gestalt

k
(a;E — hB;A) y™) =0, neN, (2.3.13)
=0

J

an und ist genau dann wohldefiniert, falls
arE — hfrA € GL(d,C)

gilt (E = d x d-Einheitsmatrix). Das System (2.3.12) sei als asymptotisch stabil vorausgesetzt.
Dies ist nach Corollar 2.11 dquivalent dazu, daf gilt

tlim y(t) =0 Vy € Ly
und auflerdem auch dazu, dafl mit der Spektralabzisse
v =max{Re(A) : A € 0(A)}

gilt v < 0. Wiinschenwert ist also wieder, daf} jede von (2.3.13) gelieferte Folge (Z/(n))neN im C?
die Eigenschaft
lim 4™ =0

n—oo

besitzt. Der folgende Satz stellt die d-dimensionale Verallgemeinerung des Satzes 2.23 fiir diago-
nalisierbare Matrizen dar.

Satz 2.29
Gegeben sei ein asymptotisch stabiles ODE-System

y'(t) = Ay(t) Vt € [to, oo

mit einer diagonalisierbaren Matriz A € M(d x d,C) wund ein Mehrschrittverfahren, welches
darauf angewendet werde. Es sei h € RY eine Zeitschrittweite, sodaf$ das Mehrschrittverfahren
wohldefiniert ist. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. Das Mehrschrittverfahren ist absolut stabil in allen Punkten hA € C, A € o(A), d. h.

hA € S VA€ o(A).
2. Fiir jede vom Mehrschrittverfahren generierte Folge (y™)n,en im C? gilt lim y™ =0.

Beweis:

Aufgrund der Diagonalisierbarkeit von A ist das gegebene ODE-System &quivalent zu einem
entkoppelten System von d simultanen, asymptotisch stabilen Dahlquist’schen Testgleichungen.
Genauso ist (2.3.13) dquivalent zu d simultan durchgefiihrten, skalaren, wohldefinierten Mehr-
schrittverfahren. Der Beweis ergibt sich daher schlichtweg aus der d-fachen Anwendung von Satz
2.23 auf die hier vorliegenden d Komponenten. O

Bemerkung:

Eine Formulierung des Satzes 2.29 fiir den Fall beliebiger, nicht unbedingt diagonalisierbarer
Matrizen scheint es in der Literatur nicht zu geben. Insbesondere reicht ein Riickgriff auf die
Jordan-Normal-Form von A fiir einen allgemeinen Beweis nicht aus (vgl. auch [15], Abschnitt
7.2).

Bemerkung:
Im Satz 2.29 sei jetzt zuséitzlich vorausgesetzt, dafl sich die Eigenwerte der Matrix A betragsméfig
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stark unterscheiden. Wird jetzt ein Mehrschrittverfahren mit beschrinktem Stabilitéitsbereich S
verwendet, so werden betragsméflig groie Eigenwerte zu einer starken Zeitschrittweiten-Restriktion
fiihren, wihrend betragsméfig kleine Eigenwerte groflere Zeitschrittweiten zulassen. Der betrags-
miBig grofite Eigenwert widerspricht also am stérksten einer effizienten Zeitintegration. Systeme
mit stark unterschiedlichen Eigenwerten werden daher als ,steif* bezeichnet (s. z. B. [14], [30]).
Explizite Mehrschrittverfahren, die also einen beschrinkten Stabilitdtsbereich haben, scheiden
daher von vornherein zur Zeitintegration aus. Stattdessen sollten implizite Verfahren, die A( « )-
stabil oder sogar A-stabil sind, speziell also die impliziten BDF( k)-Verfahren (k£ < 5) zum
Finsatz kommen. Das Beispiel 2.30 wird zeigen, dafl insbesondere die Semi-Diskretisierung von
Diffusionsprozessen, speziell Wérmeleitungsproblemen, auf steife Systeme fithren kann, was im
Hinblick auf das zu entwickelnde Finite-Volumen-Verfahren fiir das Thermoregulationsproblem
(Kapitel 3) natiirlich von Interesse ist. Weitere Beispiele zu dem nur intuitiv eingefithrten Begriff
der ,Steifheit* findet man in [30], [14] und [36], eine umfassende Ubersicht iiber steife Probleme
und entsprechende Methoden in [1].

Beispiel 2.30
Betrachtet wird das rdumlich-eindimensionale, instationire Warmeleitungsproblem

Qu(x,t) = T4(x,t), = €]0,1], t € RY,
u(z,0) = g(z), = €]0,1],
u(0,t) = u(l,t) =0, t € R}
fiir eine (unbekannte) Funktion
u:[0,1] x Ry — R,
die in [0,1] x R4 stetig und in ]0, 1[xR% zweimal stetig differenzierbar sei. Die Funktion
g:]0,1[— R

sel eine vorgegebene Startverteilung fiir den Zeitpunkt ¢ = 0. Das standardméfiige Vorgehen
bei einem Finite-Differenzen-Verfahren (FDV) sieht zunéchst eine Diskretisierung des rdumlichen
Bereiches [0,1] vor:

1 * *
zi:=1Ax, i=0,...,d+ 1.

Die zweite rdumliche Ableitung von u wird durch einen Differenzenquotienten wie folgt approxi-
miert:

0%u w(wi—1,t) — 2u(x;, t) + u(xiy,t)

ga2 ) = Az

+0(A2?,t), te R, i€ {l,...,d}.
Unter Verwendung der Differentialgleichung und der Randbedingungen ergibt sich

ou —2u(z1,t) + u(we, t)

E(mlvt) = A2

+0(Az?,t), teRY, (2.3.14)

Ou
ot

Ti—1, t) — 2u(xi, t) + u(xi+1, t)
Ax?

(x;,t) = u( +0(A2%,t), teR:, i€ {2,...,d—1}, (2.3.15)
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ou ~u(wg-1,t) — 2u(zg,t) 9 .
Fr (xg,t) = N + O(Az*,t), t e RY. (2.3.16)
Fir jedes ¢ € {1,...,d} wird mit
u; : Ry — R
t— uz(t)

eine C'-Approximation fiir Ry >t + u(x;,t) bezeichnet, d. h. u;(t) ~ u(z;,t), t € Ry . Mit

u;(0) :== u(x;,0) = g(z;), i € {1,...,d},

u1(t)
y(t) == | eR?Y, teRy,
ug(t)
2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
1 -2 1 0
A= ¢ D | e M(d % d,R)
: S
0 i e il 01 =2

wird man von (2.3.14), (2.3.15) und (2.3.16) auf das AWP
y'(t) = Ay(t) Vt € Ry, (2.3.17)
y(0) = (g(a1).. -, g(za))"
gefiihrt. Die Eigenwerte der Matrix A sind gegeben durch

o 4 2. ™ 2 .. of. 1 = .
Ai = A2 Sin <1Aaz§)— 4(d+1)° sin <Zd—|—1 2), ie{l,...,d},

wobei gilt
A << A <0.
Aus
lim A\ = —72 und  lim \g = —00
d—oo d—oo

ersieht man, dal die Eigenwerte sich betragsmifiig stark unterscheiden, soda§ mit (2.3.17) ein

steifes ODE-System vorliegt, welches umso steifer ist, je feiner die Ortsauflésung, d. h. je grofer
d ist.
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2.4 Semi-implizite Mehrschrittverfahren

Die bio-heat-transfer-equation (1.2.17) enthélt auf ihrer rechten Seite einen Divergenz-Term so-
wie drei Quellterme. Ersterer alleine wiirde bei der raumlichen Diskretisierung (vgl. Kapitel 3)
bereits auf ein steifes ODE-System 1’ = f fiihren. In Abschnitt 2.3 wurde die klassische Theorie
der absoluten Stabilitdt von Mehrschrittverfahren dargestellt mit der essentiellen Aussage, daf3
implizite BDF-Verfahren fiir solche Systeme verwendet werden sollten. Eine direkte Anwendung
eines impliziten BDF-Verfahrens oder allgemeiner eines impliziten Mehrschrittverfahrens auf das
System 3y’ = f wiirde jedoch aufgrund der speziellen Struktur der Quellterme zu erheblichen
Speicherplatzproblemen fiihren, wie in Kapitel 3 noch deutlich werden wird. Ein Ausweg ist die
Verwendung von gemischt implizit-expliziten Mehrschrittverfahren (IMEX-Verfahren), die in die-
sem Abschnitt exemplarisch vorgestellt werden. Dazu wird allgemein das ODE-System

y'(t) = 1t y(0) + f2(t,y(t) Vi € [to, oo (2.4.1)

mit einer Anfangsbedingung
y(to) = y© e c?

betrachtet. Dabei seien f1, f2 : [tg,00[ x C? — C? Abbildungen, die den steifen bzw. nicht-
steifen Anteil der rechten Seite reprisentieren. Die raumlich diskretisierte Version der bio-heat-
transfer-equation (1.2.17) wird sich hier in dieses allgemeine Konzept wie folgt einordnen: Die
Steifheit produzierenden Diffusionsprozesse sind in f! enthalten, wihrend die Quellterme durch
f? beschrieben werden (vgl. Abschnitt 3.4). Bei der Anwendung eines Mehrschrittverfahrens auf
(2.4.1) ist zu beachten, da8 f' auf jeden Fall implizit behandelt wird, um starke Zeitschrittweiten-
Restriktionen zu vermeiden. Dagegen soll f? explizit behandelt werden, um z.B. Speicherproble-
me wegen einer vollbesetzten Jacobi-Matrix zu umgehen oder auch nur um die Implementierung
des Verfahrens zu vereinfachen. Fine einsichtige Methode, um IMEX-Verfahren herzuleiten, kann
wie folgt beschrieben werden: Ausgehend von einem impliziten Mehrschrittverfahren mit guten
Stabilitéitseigenschaften wird der nicht-steife Term f2 an zukiinftigen Zeitpunkten durch Ex-
trapolation auf die bereits berechneten Niherungswerte zuriickgefiihrt. Die folgenden Beispiele
werden diese Idee illustrieren und die in Kapitel 3 zur Zeitintegration verwendeten Verfahren
bereitstellen.

Beispiel 2.31

Das einfachste IMEX-Verfahren ist das sogenannte IMEX( O )-Verfahren, wobei © € [%, 1] ein

Steuerungsparameter ist. Ausgehend vom © -Verfahren (vgl. Abschnitt 2.3) angewandt auf (2.4.1)
erhélt man durch Extrapolation

o = (-0 [ () 7 ()
FO 7 (st /) 4 ()|
. [(1 —0)f! (tn,y(")) +(1-0)f (tn,y("))

T e R )]
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Q
>

(1= 0) 1" (tasy™) + (1= ©) £2 (0 y™) + O (tasr,y" V) + 62 (b, y“‘))]

— nl(1-e)f! (tn,y(")) +f2 (tn,y(”)> +of (tn+1,y("+1))] neN,

und somit dann das IMEX( © )-Verfahren

gt =y = (1= 0) 1 (™) + OF" (brery™V) + 2 (tn,y("))] cneN.

Hier wird also das A-stabile © -Verfahren mit dem expliziten Euler-Verfahren kombiniert. Fiir
0 = % erhdlt man eine Kombination aus dem Crank-Nicolson-Verfahren und dem expliziten
Euler-Verfahren, welche hier als CNEE-Verfahren betitelt wird. Fiir © = 1 ergibt sich eine

Kombination aus dem impliziten und dem expliziten Euler-Verfahren.

Beispiel 2.32
Das implizite BDF(3)-Verfahren (vgl. Abschnitt 2.3) angewandt auf (2.4.1) lautet

%y(n+3) gy 4 gy(n—l—l) B %y(n) o [fl (tn+3,y(n+3)) e (tn+3’y(n+3)>} neN.

Der Index g € {1,...,d} sei beliebig, aber fest gewéhlt und es werde die ¢-te Komponenten-
Funktion fq2 . [to, 00[ x C* — C betrachtet. Um durch eine Extrapolation von den Zeitpunkten

tn,tn+1 und t,4o nach t,y3 einen Ndherungswert fiir fq2 (tn+3,y("+3)) € C zu berechnen, wird
das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom P : C — C vom Hochstgrad 2 zu den Punkten

<tn, fq2 (tmy(n))) s (tn—l—l, fq2 (tn+17y(n+1))> s (tn-l-?’ fq2 (t"+2’y(n+2)>> € (C2

ermittelt. Dies kann mit Hilfe der Lagrange-Polynome L; : C — C, j = 0,1, 2, wie folgt geschehen:

Lo(2) = Z=tnpr 2 —tnpe 12— tny1) (2 —tnyo) LeC
0 tn—tnot tn — tnys 2 h2 ’ ’
z—1 z—1 z2—1tp)(z2—1
Ll(Z) _ n n+2 _ _( n) (2 TL+2)’ = (C,
tn—l—l —tn 7fn—l—l _tn+2 h
z—1 z—t 1(z—t,)(z—1t
LQ(Z) _ n n+1 _ _( n) (2 n"rl)’ = (C,
tn+2 —tn tn+2 _tn-l—l 2 h

P(z) = f} <tmy(")) Lo(2) + f3 <tn+1,y("+l)) Li(2) + f7 (tn+2,y("+2)) Lsy(2), 2 €C.
Mit Hilfe des Funktionswertes
P(tn+3) = fq2 (tnay(n)> - 3fq2 (tn+17y(n+1)> + 3fq2 (tn+2ay(n+2)>

von P am zukiinftigen Zeitpunkt t,,3 erhilt man nach Ubergang wieder zum vektorwertigen
Fall das SBDF(3)-Verfahren
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=y =3y () g Syt 2y = h[fl (tne2.9"9) 432 (tas2 )

—3f? (tn+1,y("+l)> + f2 <tn,y(")> , neN.

Natiirlich sind auch andere Kombinationen denkbar, wie z. B. Crank-Nicolson mit Adams-Bash-
forth. Eine erste Einfiihrung in IMEX-Verfahren findet man in [36], erste Ansétze zur Entwicklung
einer Stabilitdtstheorie in den Arbeiten [3] und [23].
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3 Das Finite-Volumen-Verfahren

Finite-Volumen-Verfahren (FVV) bilden neben den Finite-Differenzen-Verfahren (FDV) und den
Finite-Element-Methoden (FEM) eine weitere Klasse numerischer Verfahren zur Losung partieller
Differentialgleichungen (PDE). Da sie speziell fiir Gleichungen konstruiert sind, die in Divergenz-
Form vorliegen oder Divergenz-Terme enthalten, bieten sie sich fiir die numerische Lésung der bio-
heat-transfer-equation (1.2.17) an. Ihre Grundidee liegt darin, den Gauss’schen Integralsatz zur
Beseitigung der Divergenz anzuwenden und so die Ordnung der Ableitungen um eins zu reduzieren.
Da sie die Diskretisierung komplizierter Geometrien erlauben und unstrukturierte Gitter zulas-
sen, eignen sie sich besonders fiir die Frithchen-Geometrie, welche der bio-heat-transfer-equation
(1.2.17) ja als Rechengebiet D zugrunde liegt.

In diesem Kapitel wird ein Finite-Volumen-Verfahren zur numerischen Losung des Anfangsrand-
wertproblems (ARWP) (1.2.17), (1.2.18), (1.2.19) entwickelt. Nachdem an einem einfachen Bei-
spiel die wesentlichen Ideen eines Finite-Volumen-Verfahrens demonstriert wurden, wird in einem
vorbereitenden Abschnitt zundchst das Ausgangsproblem der Thermoregulation geeignet trans-
formiert und sodann eine Evolutionsgleichung fiir Temperaturmittelwerte auf Teilgebieten des
Rechengebietes D aufgestellt. Als (rdumliche) Semi-Diskretisierung wird die vertikale Linien-
methode (MOL, method of lines) mit einem Primérnetzansatz verwendet, welche als Zwischen-
ergebnis ein hochdimensionales System von gewohnlichen Differentialgleichungen liefert. Nach-
dem dessen rechte Seite approximiert wurde, wird eine Zeitintegration mit einem semi-impliziten
Mehrschrittverfahren (IMEX-Verfahren SBDF) vorgenommen, um zu einer Volldiskretisierung zu
gelangen; hierbei entstehen in jedem Zeitschritt grofle, schwachbesetzte, lineare Gleichungssyste-
me (LGS), welche mit einer prékonditionierten Krylov-Unterraummethode (BICGSTAB / ILU)
gelost werden.

Einfithrende Darstellungen von Finite-Volumen-Verfahren findet man in [39], [19], [36] und [44],
weiterfithrende Darstellungen oder spezielle Aspekte in [62], [5] und [21].

3.1 Ein einfaches Beispiel fiir ein vollstindiges Finite-Volumen-Verfahren

Um die prinzipiellen Schritte der Entwicklung eines Finite-Volumen-Verfahrens zu verdeutlichen,
wird ein solches in diesem Abschnitt beispielhaft anhand der instationdren Wirmeleitungsglei-
chung als einfachstem Spezialfall der bio-heat-transfer-equation (1.2.17) hergeleitet. Dazu sei
Q) :=]0,1[2c R? das offene Einheitsquadrat in der x1,zs-Ebene (vgl. Abbildung 16). Betrachtet
wird das rdumlich zweidimensionale, instationdre Warmeleitungsproblem

%(x,t) = Au(z,t) = divVu(z, t), (x,t) € Q x RY, (3.1.1)
u(z,0) = g(x), © € Q, (3.1.2)
< Vu(z,t),n(x) >=0, (z,t) € 0.2 x R% (3.1.3)

fiir eine (unbekannte) stetige Funktion
u:R?2 xR, — R,
welche in R? x R% zweimal stetig differenzierbar sei. Die Abbildungen
g: @ - R, n:9,0Q—R?

seien eine vorgegebene Startverteilung fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 bzw. das duflere Einheitsnorma-
lenfeld auf dem reguléren Rand von (2. Die beiden wesentlichen Schritte bei der Entwicklung eines
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Abbildung 16: Diskretisierung des Einheitsquadrates

Finite-Volumen-Verfahrens fiir ein zeitabhéingiges Problem wie (3.1.1) - (3.1.3) sind eine rdumliche
und eine zeitliche Diskretisierung. Fiir erstere wird das Rechengebiet 2 in offene Teilquadrate
oj, 1 =1,...,N, N € N*, der Seitenlinge 6 € R’ zerlegt. Das duflere Einheitsnormalenfeld auf
dem regulidren Rand 0,0; C Oo; einer Zelle o; erhélt den Namen

n% : dro; — R?

und dieser wird abgekiirzt mit n’. Der Ficheninhalt von o; wird mit |o;| = 6 bezeichnet. Unter
dem Zellmittelwert der Temperatur u auf o; zum Zeitpunkt ¢ € R% versteht man

wi(t) == ug,(t) == \all\ / u(z, t)dz.

N(i) € {2,3,4} sei die Anzahl der inneren Randkanten, wihrend unter N(i) € {0,1,2} die
Anzahl der dufleren Randkanten auf dem reguldren Rand von € verstanden wird. Die inneren
Randkanten werden mit

fij COoyNQ, j=1,...,N(i),

die aufleren Randkanten mit
fi; COroi N0, j=1,...,N(i)

bezeichnet. Der Schwerpunkt von o; erhilt den Namen z’. Da das duflere Einheitsnormalenfeld
n' stiickweise konstant ist, wird mit n%, j € {1,..., N(i)}, der nach auen zeigende Einheits-
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normalenvektor auf einer inneren Randkante f;; bezeichnet. Die direkten Nachbarn des Schwer-
punktes z' werden mit x¢(9) j =1,..., N(i), bezeichnet, wobei ¢(i,5) € {1,...,N}\ {i} der
jeweils entsprechende Schwerpunkt- bzw. Zellenindex in der Nummernliste {1,..., N} sei.

Die Integration der Wiarmeleitungsgleichung (3.1.1) iiber eine Zelle oy, i € {1,..., N}, ergibt

du; 1 ou

E(t) o/ at( t)dz = |Uz|/ div Vu (z,t)dz, t € R

Hieraus folgt unter Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes die sogenannte Evolutionsgleichung
der Zellmittelwerte

dui . 1

— ()= — < Vu(z,t),n'(z) > dS(z), t € R%. (3.1.4)
dt |UZ| do;

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung, welche die zeitliche Entwicklung des Zellmittelwer-
tes wu; beschreibt. Da fiir jede Zelle o; eine solche Differentialgleichung aufgestellt wird, ist das
gegebene ARWP (3.1.1) - (3.1.3) durch die vorgenommene riumliche Zerlegung also in ein ODE-
System in der Zeit iiberfithrt worden. Die Evolutionsgleichung (3.1.4) 148t sich unter Ausnutzung
der Randbedingung (3.1.3) wie folgt umformen:

du, AL N()

dt(t) = Z/ < Vu(z,t),n'(z) > dS(x +Z/ < Vu(z,t),n'(z) >dS(z)

N()
1 .
= E / < Vu(z,t),n"(x) > dS(z), te R}, ie{l,...,N}.
i

ol =
Die Approximation der Integrale durch die Mittelpunktsregel, die Anwendung von zentralen Dif-

ferenzenquotienten und das Ersetzen der exakten Funktionswerte durch die Zellmittelwerte ergibt
fir teRY, i€ {l,...,N}

N (i) , y , y
du; 1 't + xe(id) i 2+ 2D

J=1

L

5 N(i) ou <xi+x6(i,j) t> 6 N(i)u(wc(i’j),t) —“(x t)

loj| = On%

N)
- [ )] = S - )]

also
N(7)

dui 1 * -
E(t)zm —I—Zuc(” , teRL, ie{l,...,N}. (3.1.5)

Als néchster wesentlicher Schritt der Verfahrensentwicklung steht die zeitliche Diskretisierung
von (3.1.5) an. Dazu sei die Zeitachse R} durch ¢, := nAt,n € N, diskretisiert mit gegebe-
ner Zeitschrittweite h = At € R% . Fiir jede Zelle o;, i € {1,...,N}, sei u} € R stets eine
Approximation an den Zellmittelwert u;(t,) € R, n € N. Als Startwerte werden entsprechend
(3.1.2)

u) = g(z%), ie{l,...,N},

7
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gewihlt. Als einfach anzuwendendes und A-stabiles Zeitintegrationsverfahren lautet das implizite
Euler-Verfahren ( © - Verfahren mit © = 1, vgl. Abschnitt 2.3) angewandt auf (3.1.5)

At N(i)
uy“—uy:‘a’ i) "+1+Zugg; ,neN, ie{l,...,N}.
7
Hieraus erhélt man durch leichte Umformung
At N(z
<1+N()‘U‘> ntl _ ‘U’Z “+1 y=uj, ne€N,ie{l,...,N} (3.1.6)
7

Fiir alle Zellen zusammen betrachtet, stellt (3.1.6) ein lineares Gleichungsystem fiir die N Un-
bekannten u?“, i€ {l,...,N} dar, welches in jedem Zeitschritt des Gesamtverfahrens gelost
werden muf}. Damit sind alle wesentlichen Entwicklungsschritte eines Finite-Volumen-Verfahrens
beschrieben worden. Die Entwicklung eines solchen Verfahrens fiir die bio-heat-transfer-equation
(1.2.17) in den nachfolgenden Abschnitten wird sich prinzipiell genauso abspielen, natiirlich mit
den Unterschieden, dafl die zu losende Differentialgleichung viel komplexer strukturiert ist als
diejenige dieses Beispiels, dafl ein dreidimensionales, komplexes Rechengebiet vorliegt und daf
kompliziertere Randbedingungen zu verarbeiten sind.

3.2 Die Evolutionsgleichung der Zellmittelwerte

Mit den Abkiirzungen

O(z,t) := OMet(x,¢) + QB (z,t) + QFW (), (x,t) € D x R%,

o(z,t) == MW (2,t) + M"(z,t) + M (2, t) + M (x,t), (z,t) € ;D x R*,  (3.2.1)

lautet die bio-heat-transfer-equation (1.2.17) mit ihrer Anfangs- und ihrer Neumann-Randbedingung
/i(a:)%—:tp(x,t) = div(=J)(z,t) + Q(z,t), (z,t) € D x R%,
T(x,0) = To(z), x € D,
< J(z,t),n(x) >= p(z,t), (x,t) € 0,D x R

Um sie einem Finite-Volumen-Verfahren direkt zugénglich zu machen, ist es notwendig, sie in
,reine Divergenzform zu transformieren. Damit ist hier gemeint, daf3 auf ihrer linken Seite nur
eine partielle Zeitableitung und auf ihrer rechten ein Divergenzterm ohne ortsabhingigen Vor-

faktor erscheinen (eine Division durch s(x) ist also nicht ausreichend). Mit der transformierten
Temperatur

u:R¥xRy — R
u(z,t) := k()T (x,t)
und dem transformierten Warmestromfeld
v:R3 xRy — R? (3.2.2)
v(z,t) = %Vu(x,t) )‘(x)"((? )VK}( )

ist sie dquivalent zu

%(m,t) =divv (z,t) + Qx,t), (x,t) € D x RY. (3.2.3)
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Dies ist durch langwierige, aber einfache Rechnungen ersichtlich, welche fiir den zweidimensio-
nalen Fall in [6] und [7] und fiir den dreidimensionalen in [72] durchexerziert wurden. Durch
die Transformation ist also ein neuer Fluffterm hinzugekommen, dessen Divergenz beriicksichtigt
werden mu$.

Mit ug(z) := k(z)To(x),z € D, ergibt die Transformation der Anfangsbedingung
u(z,0) = up(x), z € D. (3.2.4)
Mit (1.2.1) lautet die Neumann-Randbedingung zunéchst
< =Mx)VT(z,t),n(x) >= p(x,t), (x,t) € 0,D x R

Aus T(x,t) = u}fag), (z,t) € R? x Ry, erhiilt man fiir den Gradienten der Temperatur die Dar-
stellung

u(zx,t)

K*(x)

VT(z,t) = LVu(:z:,t) -

@) Vk(z), (z,t) € R3 x Ry,

also
Mx)VT (2,t) = v(z,t), (v,t) € R? x RY,

und somit die transformierte Neumann-Randbedingung
<wv(z,t),n(r) >= —p(x,t), (z,t) € 0,D x RY. (3.2.5)

Mit (3.2.3), (3.2.4) und (3.2.5) liegt jetzt also ein Anfangsrandwertproblem fiir die transformierte
Temperatur u vor. Fiir das Folgende wird der Begriff des Kontrollvolumens bendétigt, um die
Anwendbarkeit des Gauss’schen Satzes zu sichern.

Definition 3.1

Unter einem Kontrollvolumen versteht man einen beschrinkten C'— Polyeder o C R3. Das zu-
gehorige, duflere Einheitsnormalenfeld auf dem requldren Rand 0,0 C 0o wird mit n° : Opo — R3
bezeichnet (vgl. Seite 64, Abb. 17 und 18). Auferdem sei |o| das Volumen des Kontrollvolumens.

In diesem Sinne ist also das ganze Rechengebiet D ebenfalls ein Kontrollvolumen (dessen &duferes
Einheitsnormalenfeld auf seinem reguliren Rand allerdings mit n statt mit n” bezeichnet wird).

Definition 3.2
Fiir ein nichtleeres Kontrollvolumen o C D ist der Zellmittelwert der Temperatur u auf o zum
Zeitpunkt t > 0 definiert durch

1
Uy (t) := o] / u(x, t)dx, t € RY.

Mit anderen Worten: u,(¢) wird mit dem Kontrollvolumen o assoziiert und représentiert dort
zum Zeitpunkt t einen réumlichen Durchschnittswert der Funktion w. Dessen Lokalisierung in-
nerhalb von ¢ ist hier im Moment noch nicht relevant.

Es sei o C D ein nichtleeres Kontrollvolumen. Die zeitliche Anderung des zugehérigen Zellmit-
telwertes wird beschrieben durch
dugy 1 ou
t

W() = o] oa(x,t)da;

= F1| </ div v (x,t)dz + / Q(x,t)dm) ,t € RY.
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n

R
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Abbildung 17: Kontrollvolumen mit &uflerem Ein-
heitsnormalenfeld (2D)

Abbildung 18: Wiirfel als einfachstes Kon-
trollvolumen im R3

Mit Hilfe des Gauss’schen Satzes erhélt man hieraus die Evolutionsgleichung der Zellmittelwerte

dc%(t) = Fiy (/80 <w(z,t),n%(z) > dS(z) + /, Q(x,t)dw) e RE. (3.2.6)

Definition 3.3

Ein Finite- Volumen- Verfahren ist eine Vorschrift zur Diskretisierung der Fvolutionsgleichung der
Zellmittelwerte (3.2.6) iiber einer Zerlequng des Gebietes D in Kontrollvolumina. Handelt es sich
bei der Zerlegung um ein primdres Netz, so wird das entstehende Verfahren als Primdrnetzverfah-
ren bezeichnet. Verwendet man dagegen eine weitere Zerlegung, die aus dem Primdrnetz erzeugt
wurde, so spricht man von einem Sekunddrnetzverfahren oder einer Boxmethode (vgl. [62], [49]).

3.3 Die rdumliche Diskretisierung

In diesem Abschnitt wird zunédchst die konkrete Zerlegung des Rechengebietes D mit einem Vo-
lumennetz beschrieben. Hierfiir sei im folgenden zusétzlich vorausgesetzt, dal D nur durch ebene
Fléchenstiicke berandet wird (der hierbei entstehende Gebietapproximationsfehler im Vergleich
zur realen Berandung wird in Kauf genommen). Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes werden
dann die rdumlichen Diskretisierungen der einzelnen Komponenten der Evolutionsgleichung der
Zellmittelwerte beschrieben.

3.3.1 Struktur des Volumennetzes

Das Volumennetz zur Zerlegung des Gebietes D in Kontrollvolumina ist eine endliche Menge
{01,...,0n} von Polyedern mit folgenden Eigenschaften (vgl. [62], [49]):

e Jedes oy, i € {1,..., N}, ist nichtleer und offen.
e Die 0;, i =1,...,N, bilden eine Zerlegung des Gebietes D, d.h. D = Uf\il ;.

e Je zwei Polyeder iiberlappen sich nicht, d. h. o;No; =0Vi,j e {1,... N}:i#j.
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e Jede begrenzende Fliche f eines Polyeders o; ist entweder Teil des Randes 0D oder
begrenzende Flidche genau eines weiteren Polyeders o; mit j # 1.

AuBlerdem werden folgende Bezeichnungen fiir das Netz verwendet (s. S. 66, Abb. 19):

e N(i), i€ {l,...,N}, sei die Anzahl der begrenzenden Flichen von o;, die ebenfalls be-
grenzende Fliche eines weiteren Polyeders o; mit j # ¢ sind (innere begrenzende Fléchen).

e N(i),i€{l,...,N},sei die Anzahl der begrenzenden Flichen von o;, die Teil des Randes
0D sind (duBere begrenzende Fléchen).

e fit,--, finw COoiND,i€{l,...,N}, seien die inneren begrenzenden Flichen von o; .

o fi,..- ,fm(i) C Opo;NOD, i € {l,...,N}, seien die duBeren begrenzenden Flichen von
ag; .

e |oil,|fijl,|fij| bezeichne das Volumen bzw. die Flicheninhalte der jeweiligen Zelle bzw.

Flachen.

o zU e fi;,ie{l,...,N}, je{l,...,N(i)}, bezeichne den Schwerpunkt der inneren be-
grenzenden Fliche f;; .

o 7 € 72-]-, ie{l,...,N}, je€ {1,...,N(z’)}, bezeichne den Schwerpunkt der dufleren
begrenzenden Fléche fl-j .

e 2'co;,i€{l,...,N}, bezeichne den Schwerpunkt der Zelle o; .

e 1Y sei der Einheitsnormalenvektor der inneren begrenzenden Fliche fij - Die Orientierung
sei so gewdhlt, dafl er dulerer Normalenvektor auf dem Rand der Zelle o; ist.

e 7" sei der Einheitsnormalenvektor der #uBeren begrenzenden Fliche Ti]— . Die Orientierung
sei so gewdhlt, dafl er dulerer Normalenvektor auf dem Rand der Zelle o; ist.

e Fir i € {1,...,N},j € {1,...,N(9)} wird mit c(i,j) =1 € {1,...,N} derjenige In-
dex [ # i bezeichnet, fiir welchen gilt: f;; ist begrenzende Fliche von o; und o;, also
Trennfliche der beiden Zellen.

o Ig:={ie{l,...,N}:N(i) > 1} sei die Menge der Indices aller Randzellen.

Ferner sei vorausgesetzt, daf fiir jede Randfldche 72-]- gilt: 72-]- C 0Dy V Tij C 0,D;. Aufgrund
der vorausgesetzten Disjunktheit von 0,D,, und 0,D; folgt hieraus, dafl 72-]- auch nur Teilmenge
genau eines der beiden Randanteile ist.

Die Zellmittelwerte als die Unbekannten des diskreten Problems werden stets abgekiirzt durch
ui(t) == uq,(t), te Ry, ie{l,...,N}.

Es wird angenommen, da8 sie in den Schwerpunkten z¢ der Zellen lokalisiert sind, soda$ sich ein
»cell-centered“ Finite-Volumen-Verfahren ergeben wird (vgl. [5], [39]).
Das duflere Einheitsnormalenfeld auf dem reguldren Rand einer Zelle wird fiir ¢ € {1,...,N}
abgekiirzt durch

nt: 0,0, — R3

n'(z) := n%(x).
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O¢(i,2)

o Oc(i,1)

g;

Abbildung 19: Randzelle mit Bezeichnungen (2D)

Die Bezeichnungen Zelle und Kontrollvolumen werden im folgenden synonym verwendet. Aufler-
dem werden fiir t € R ,i € {1,..., N} folgende Funktionen definiert:

LIFE(¢) Z/ < v(z,t), ) > dS(z Z/ <wv(z,t),n > dS(z), (3.3.1)

N(3)

LEFL( Z/ <wv(z,t),n'(z) > dS(x),

= /m Q(z,t)dx

Dabei beschreiben £IFL und £EFL die Wirmefliisse iiber die inneren Begrenzungsflsichen bzw

die Randfléchen, wihrend sich EZ-Q auf die Quellterme bezieht. Aus (3.2.6) ergibt sich nun fiir ein
Kontrollvolumen o;,7 € {1,..., N}, und fiir ¢t € R

dui 1

dt(t) = o] </aoi<v(x,t), n'(z) > dS(x /thdw)

L/ (i)
= < v(z,t),n'(z) > dS(x) + <wv(z,t),n'(z) > dS(z)
| <; / Z /

)

+ /U Q(:n,t)dx).

Die Evolutionsgleichung der Zellmittelwerte erhilt somit folgende Gestalt

0= (c{FL(t) + LRFL@) 4 c?(t)) JteRLie{l,... N} (3.3.2)

Diese Gleichung gibt sehr schon wieder, dafl die drei Modellierungsaspekte Wérmeleitung, Rand-
bedingungen und Quellterme fiir die lokale Energiebilanz eines Kontrollvolumens und damit fiir
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die zeitliche Entwicklung seines Temperaturmittelwertes verantwortlich sind. Mit (3.3.2) liegt nun
ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen in der Zeit vor, dessen Dimension durch die
Zellenanzahl N gegeben ist.

Fiir die spéatere Formulierung des Finite-Volumen-Verfahrens ist es notwendig, die Funktionen
LEFL ynd EZQ weiter in ihre Bestandteile zu zerlegen. Hierzu werden zunéchst folgende Defini-
tionen fir t € R%, i € {1,..., N} eingefiihrt:

TW N(Z) TW TW
£y = —Z/fi_M (5, 0)5(x) =~ ) /M (2,)dS (@),

_g=1 fij
fijCorD;
N(i)
LI(t) = _Z M (z,t)dS(z) =— > [ M'(x,t)dS(x),
T rin T

N(5)
L) = —Z /f ..Mc”(a;,t)dS(x):— > M (2, t)dS(z),

£ed) = —Z Mz, t)dS(x) =— Y M (z,t)dS(z).
f” j=1 fij

?ij COrDm

Dabei braucht aufgrund der abschnittsweisen Definition der beteiligten Randbedingungen nur
tiber eingeschrinkte Indexmengen summiert werden.

Eﬁwet(t) = / QMet(x¢t)d$v te Rj’_,l € {1’ e ’N}’
LBty = / QB (3, t)dx, t € RY,i € {1,...,N},

LRV /QRW(x)dx,z'e{l,...,N}.

Fiir £FFL erhilt man unter Verwendung von (3.2.5)

N(5) N (%)
LRFL(4) = g/f@u<v(m,t), n'(z) > dS(x Z::/ <wv(z,t),n(z) > dS(x)

N
_ Z/ (2, 8)dS(x), t €RY,i€{L,...,N},

und mit der Definition (3.2.1) von ¢ dann
LEEL(4) = £ITW () + LI(t) + LE0() + L£8%(t), t eR%, i€ {1,...,N}. (3.3.3)
Auflerdem gilt

LO®t) = LMot (t) + LB ) + LFV teR: i€ {1,...,N}. (3.3.4)

)
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3.3.2 Diskretisierung der inneren Fliisse

In diesem Abschnitt wird eine Approximation fiir die Funktion £/ (vgl. (3.3.1)),

N(i)
£IPE() Z/ < olw, 1), > dS(a), € By, i € 1, N),

hergeleitet, d. h. die numerische Integration des Warmestroms v iiber die inneren Begrenzungs-
flichen f;; muf vorgenommen werden. Als erstes wird dazu eine Gradienten-Approximation pro
Kontrollvolumen vorgestellt. Mit deren Hilfe werden in einem zweiten Schritt durch eine Interpo-
lation die lokal beteiligten Zellmittelwerte geeignet neupositioniert (d. h. auf einer Normalen zu
fij ). Diese werden dann in einem letzten Schritt zur numerischen Integration tiber f;; verwendet.

Gradienten-Approximation

Bevor das eben skizzierte Konzept (vgl. [19]) im Detail formuliert werden kann, wird eine Appro-
ximation des Gradienten von w im Zellschwerpunkt 2° wie folgt angegeben:

V(! Z|f +uc (21OMY i¢ I :
Vu(z',t) := \a | & 1 ’ ~ Vu(z',t), t e R}, i {l,...,N}.
1 € Ip
(3.3.5)

Dabei wird fiir ein inneres Kontrollvolumen, d. h. i &€ [r, die Gradienten-Rekonstruktion nach
Gauss-Green verwendet. Deren Idee liegt darin, den Gradienten von u durch seinen ,,Mittelwert*
auf dem Kontrollvolumen o¢; zu approximieren und diesen wiederum mit Hilfe des Gauss’schen
Satzes durch gewisse ,, Temperaturstrome® iiber die Grenzflichen von o; zu berechnen:

Vu(z',t) ~ u(z, t)n' (x)dS(z),

Vu(z,t)dr =
i / (@ 0de =121 ).,

wobei die Integrationen komponentenweise gemeint sind. Kurze Darstellungen dieser Idee findet
man in [19] und [12], eine schéne, ausfiihrliche Herleitung in [72].

Fiir ein Randkontrollvolumen, d. h. i € Ip, wird die Gauss-Green-Rekonstruktion aus praktischen
Griinden nicht verwendet. Denn hierfiir wiaren Temperaturvorgaben am Rand, also Dirichlet-
Randbedingungen nétig, wiahrend die Modellierung nur Wérmestromvorgaben am Rand, also
Neumann-Randbedingungen vorsieht.

Interpolation

Zunéchst wird zu einer gegebenen, inneren Begrenzungsfliche f;;,i € {1,...,N},j € {1,...,N(9)},
eine Gerade g konstruiert, die durch den Punkt 2% € fij verlauft und n“ als Richtungsvektor
hat (s. S. 69, Abb. 20):

g:={2Y 4+ pun : p e R} C R3.

AuBlerdem werden zwei zueinander parallele Ebenen definiert, die die beiden benachbarten Zell-
schwerpunkte als Aufpunkte und n% als Richtungsvektor haben:

Eij = {zeR3: <n¥ z—2'>= 0} Cc R

Ey; = {zeR®: <n¥ z—2¢0) > =0} c R3
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Oc(i,g)

g

2e(isd) hid Ez.j
nij

fij
Zij

o

E;j hii o

Abbildung 20: Interpolation in die Schnittpunkte fiir zentrale Differenz (2D)

Die Schnittpunkte von ¢ mit diesen beiden Ebenen werden mit k% und h' bezeichnet:
J1h € R3: WY € gN Eyj,
30 € R3: bV € g By
Nach diesen geometrischen Vorbereitungen wird jetzt die oben angegebene Gradienten-Approximation

dem Zweck dienen, die in den Zellschwerpunkten lokalisierten Zellmittelwerte in die Schnittpunkte
h* und hY zu interpolieren. Eine Taylor-Entwicklung von w um z’ liefert

w(h, 1)~ u(@,t) + Vu(a',t)T (B9 — )
ui(t) + Vu(az', t)T (R — 2"
~ ui(t) + Vu(z', )T (W7 —2b), t e RY.

Q

Der auf diese Art und Weise in den Schnittpunkt A% verschobene“ Zellmittelwert wird als
Approximation fiir den dortigen Funktionswert verwendet:

wpis (1) == wi(t) + V(@' )T (W7 — 2%) ~ u(h¥ 1), t € RY. (3.3.6)

Analog fiir die Nachbarzelle o ;) :

Ui (1) = e jy (t) + V(@D )T (R — 2¢09)) ~ w(h 1), t € R (3.3.7)

Handelt es sich bei o; speziell um ein Randkontrollvolumen (i € Iy ), so folgt wegen Vu(z?,t) =0
aus (3.3.6) upii(t) = u(t), t € RY . In diesem Fall wird also der Zellmittelwert w;(t) selber als
Approximation fiir wy;(t) verwendet.

Integration

Mit Hilfe der Mittelpunktsregel erhélt man zunéchst

N(3) N (i)
LIFL() = Z/ <v(z,t),n? > dS(x) ~ Z <w(29,t),n"Y > |fyl, t e R, i€ {1,...,N}.
j=177ij

Jj=1
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Mit der Definition (3.2.2) des Feldes v 148t sich ein einzelner Fluf schreiben als

ij ij — 1J S et N s v LY
<wv(zY,t),n"” > < R(Zij)Vu(z ,t) 2027) VE(z7),n" >
O MED S s AEDuEY ) o gy i
= k(z1) Oni (2,%) k2(z)  Oni (7).

Der Temperaturwert bei z% wird mit dem Mittelwert aus den Daten, die den anliegenden Zellen
entsprechen, approximiert:

| 1 . iy 1
u(29,t) =~ 3 (u(;pl,t) + ’LL(g;C(Z,J),t)) ~ 3 (ul(t) + uc(,-J)(t)) .

Um die Richtungsableitung 8‘1% (2%,t) zu approximieren, werden (sprachlich ungenau) eine zen-

trale Differenz sowie die ,,verschobenen“ Zellmittelwerte verwendet:

ou (217 4) ~ w(h ) — u(h't) ~ U (t) — upii (t)
Ot [ — 7|2 [P — 7|2

Fiir die Materialeigenschaften kommt ebenfalls eine zentrale Differenz zur Anwendung;:

—aﬁ.. (zij) ~ —R(ifij) _ H(hij).
o’ i — hii]l
Fiir den Flufl erhilt man somit
1] i — ] _ v
<wv(zY,t),n"” > (7) B (2",1) 2027) oni (z)
M) ugi (t) —upii (t)  A(zY) 1 k(R — r(h¥)
R T E L Rl R TR

Mit der numerischen Fluifunktion

Hj (t) = (A(zij) UFij (t) —upis(t) 1 )\(zij)

1 K(h) — k(h¥)
K(29) ||hid — hid ||, 2 K2(24)

= — iil, (3.3.8
i ) FANCED
t e Rj—?i G {17 e 7N}7j 6 {17 A 7N(Z.)}7

(ui(t) + e 5 (1))

kann schlielich die Approximation fiir die Funktion EZ-I FL bereitgestellt werden:

N()
LIFEt) =Y Hy(t), te Ry ie{l,...,N}. (3.3.9)
j=1

3.3.3 Diskretisierung der Randfliisse

In diesem Abschnitt wird eine Approximation fiir die Funktion £2L (vgl. (3.3.3)),
LR = £V (1) + L7(1) + £5°(8) + L5, t € Ry,i € {1,... N},

bzw. fiir deren einzelne Summanden hergeleitet.
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Transepidermale Wasserverluste

Zur Approximation von
N(z
LIV () = / M™W (2,4)dS(x), t € RY,i € {1,..., N},

miissen zunéchst der Séttigungsdampfdruck (1.2.10), die Diffusivitét (1.2.11), die transepiderma-
len Wasserverluste (1.2.12) und der entsprechende Leistungsfluf} (1.2.13) in z¥ € Jij approximiert
werden. Dies geschieht einfach dadurch, dafl dort jeweils die Temperatur ersetzt wird durch den
mit x~!(2%) gemiB Abschnitt 3.2 riicktransformierten Zellmittelwert:

745-<“i_(t.)7273.15>

w(a?)
u; (1) 5

pi(t) = 0.6107-10 =60 7t e R i€ Ip,
2809k (z?)
ki(t) = ko' TwO teRY i€ g,
ki(t) - (pr(t) =t . p*) . 29 € 9.D . . — .
TWZ](t) ::{ 02() (pz() 100 pa) ZUG@ZD; },tGR_HZGIR,]6{1,...,N(Z)},

TW L EWasser * TWZ] (t), RS 87‘Dl % - . N/
M’l] (t) .—{0’ EUG@TDm ,tGRJ’_,ZGIR,]6{17...7N(Z)}.
Die Approximation von /JZ-TW geschieht durch die Mittelpunktsregel, da der fiir diese Arbeit
verwendete Volumennetzgenerator (vgl. Kapitel 4) fiir die Oberflichendreiecke des Rechengebietes
D nur den Schwerpunkt dieser Dreiecke zur Verfiigung stellt (vgl. Abbildung 21 auf S. 72). Somit
lautet die Approximation fiir £

N(@3) N(@)
LT (1) ZMTW ®)|F i = — Z MIWV@)[fyl teREie{l,...,N}.  (3.3.10)
UGBTDl

Radiation

Zur Approximation von
L) = — Z/ M (2, 8)dS(x), t € R%,i € {1,..., N}

iiber Mittelpunktsregeln mufl nur der LeistungsfluB (1.2.14) in z¥ € 72-]- approximiert werden.
Mit

MI(t) = { h'(z7) [fjgfﬂ?) - TMRT] — SMRTS 5” € 0, D,
0, ZY € 0, Dy,

}, teRL,ielp,je{l,....,N@)}

erhélt man als Approximation fiir L

N(3)
Z ®If il = - Z Oyl teRE,ie{1,...,N}. (3.3.11)

ztJ ear Dy
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Abbildung 21: Leistungflul durch Oberflichendreieck 72-]-

Konvektion

Zur Approximation von

LE0(t Z M®(z,t)dS(z), t € R% i € {1,...,N}
fij

wird vollig analog vorgegangen. Mit

) _p 79 € 9,.D ~
Mff’(t):Z{CFL[ &~ Toup). 2 eaD,  teERL i€ IR e{L,... . N(i)}

0, ZJ € 8,D,,

(vgl. (1.2.15)) erhélt man als Approximation fir £§

N(i) N(i)
L) ==Y MFO[fyl=— > M7FW®Ifyl, teRyie{l,...,N}. (3.3.12)
g=1 Eij]E:&l,«Dl

Konduktion

Zur Approximation von
N (%)
L) ==Y | M“z,t)dS(x), t e Ry i€ {1,...,N}
fij

wird genau wie eben vorgegangen. Mit

Med 0, V€ oDy R* i€ In. i N(i
W (t) o kmat {:(ZJE:?) o Tmat] ) 7V € Or Dy PERLIESRT € {1’ Y (Z)}
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(vegl. (1.2.16)) erhilt man als Approximation fiir £
N(3)

L4 (t) ZMCd Ofyl=— > MI®[f,l teR}ie{l,...,N}. (3.3.13)

=1
z4 €0r Dm

Zum Schluf} dieses Abschnittes kann nun die gesamte Approximation fiir EZRF L angegeben werden:

LEFL () o= LIW (1) + LI (t) + LEO(t) + LS (1), t € R% i € {1,...,N}. (3.3.14)

3.3.4 Diskretisierung der Quellterme

In diesem Abschnitt wird eine Approximation fiir die Funktion EZQ (vgl. 3.3.4),
LE(t) = LM ) + LP () + LFY t e R i e {1,..., N},

bzw. fiir ihre einzelnen Bestandteile angegeben.
Wirmeproduktion

Die Approximation der afferenten Temperatur (1.2.2),

w(x)
) d —=u(r,t) do
%ff(t)—fD ‘,L' ) l‘_fD (z) ER*_;,_,
fD Jpw(z)d
mit Hilfe der Rechteckregel geschieht durch
N ; N
w(z’) w(a?)
= /Q(IEj) uﬁ(t)|O-J| ; I{(ﬂj‘]) U(!E 7t)|UJ|
Taff( ) N ~ N , L€ R+
Zw($])|%| Zw($])|%|
7j=1 7j=1

Das numerische Pendant der Abweichung (1.2.3) vom Sollwert ist die Steuergrofie
AT o5 (t) := Tass(t) — Tsou, t € RY.

Der Wert AM(z%,t) der cold-response (1.2.4) wird fiir t € R%,i € {1,..., N} ersetzt durch

0, 2" ¢ DRumpf,Kern

maxmet7 xi € DRumpf,Kcrna A7aff (t) S ATmaxmety

maxmet-AT o5 (t ; ]
Wm{f()a x' € DRumpf,Kcrna ATmaxmet < ATaff(t) < 07

0, S DRumpt,Kern: A?aff(t) > 0.

Der Wert QM€ (% ¢) des Quellterms (1.2.5) wird approximiert durch
QMet(p) 1= 201 AT ass () . [1 4 AM, ()] - OMeH(2), t e R i € {1,...,N}.

Damit kann nun fiir

LMet(t) = / oMet (g t)dx ~ QM (% t)|oy|, t e R Ji € {1,...,N}
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als Approximationsfunktion
LMet(t) .= QMet(t)|oy|, t e R ,i € {1,...,N} (3.3.15)
angegeben werden.

Blutfluf3
Der Wert ABF(z%,t) der cold-response (1.2.6) wird fiir ¢t € R*,i € {1,..., N} ersetzt durch

07 xi ¢ DHaut:
minBF), xt e Diraut, ATaff(t) < ATminBF,
Asz(t) = mmBF% xi € DHautyATminBF < A?aff(t) < O,

maxrBF ATass (1) = Dirgut,0 < ATaff(t) < ATmawBFa

A’T'ma:L‘BF ’

maxBF, 2t € Dyaut, ATmazBr < A7aff(t)7

wobei wieder die oben definierte, numerische Steuergréfie verwendet wurde. Die diskrete Version
der geregelten Blutflufunktion (1.2.7) in den Zellschwerpunkten z‘ lautet

BFi(t) := [l + ABF(t)] - BF(z'), t € R% ;i € {1,...,N}.

Die Approximation der mittleren Bluttemperatur (1.2.8),

K(z)
To(t) = I K B}" (x,t)T(x,t)dx _ Jp Wy BF(x,t)u(x,t)dr -
ut fD x)BF(x,t)dx [ K(2)BF (x,t)dz T

mit Hilfe der Rechteckregel geschieht durch

N i N ;
> ((Zj)> BF (s (0l >0 ((;g BF (2!, tyulad, 1)|o
T gt (t) := jZIN ~ = ~ , teRL.
> K(@?)BF;(t)]o;] > K(27)BF(a?,t)|o]
j=1 j=1

Der Wert QP™(z7 t) des Quellterms (1.2.9) wird approximiert durch

U; (t)

K(z?)

QP () := pprut ciut K (¢')BF(t) <7Blut(t) - > ,teRyief{l,... N}

Damit kann nun wieder unter Verwendung der Rechteckregel fiir
LBl (g — / QB (2, t)de ~ QP (& t)|o], t € RE,i € {1,..., N}
als Approximationsfunktion
LB (t) .= QP () |oy], t e R% i € {1,..., N} (3.3.16)

angegeben werden.
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Respiratorische Wasserverluste

Zur Approximation von

LW — / o'W (x)dx, i € {1,...,N}
wird unter Verwendung der Rechteckregel
LW .= oW () |oy|, i € {1,...,N} (3.3.17)

gesetzt.

Zum Schlufl dieses Abschnittes kann nun die gesamte Approximation fiir EZ-Q angegeben werden:

L2(t) == LM (1) + LPW () + LFV  t e R ;i e {1,...,N}. (3.3.18)
Mit (3.3.9), (3.3.14) und (3.3.18) erhélt man nun als Gesamtergebnis der rdumlichen Diskretisie-
rung die Evolutionsgleichung (3.3.2) der Zellmittelwerte in folgender Form zuriick:

t) ~
o (1)

(LIFE(@) + LR (@) + L2(1))  t € Ry i € {1, N}, (3.3.19)

ol

3.3.5 Vorbereitungen fiir die zeitliche Diskretisierung

In diesem rein technischen Abschnitt werden die Funktionen LIfL (3.3.9), LT (3.3.11), L&
(3.3.12) und L¢¢ (3.3.13) in Kompaktformulierungen direkt durch die Zellmittelwerte ausge-
driickt, um sie bei der spiter folgenden Zeitintegration komfortabel handhaben zu kénnen und
die dortige Umsetzung in ein lineares Gleichungssystem zu erméglichen. Fiir die Funktionen LTV
(3.3.10) und LZQ (3.3.18) wird keine solche Vorbereitung vorgenommen, da sie direkt in die Zei-
tintegration eingehen.

3.3.5.1 Vorbereitung der inneren Fliisse

Kompaktformulierung der Gradienten-Approximation

Mit der Matrix

. il iNG)Y
Gi= (G, aNOy.— L ), i E I | e NGV R) i€ 1, N,
i 0, i€ In

und den Vektoren
| fi1l
at = : eRVD je{1,...,N},
| fineay!
| | firlueqi 1y (1) |
b (t) := : cRYO teRYie{l,...,N},
| finviy|ueqi, Ny (F)

1.
w' = §Gia’€R3, ie{l,...,N},

) 1 )
q'(t) = 5Gib'(t) € R} teR%,ie{l,...,N},
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erhélt die Gradientenapproximation (3.3.5) folgende Darstellung:

Vu(z't) = —

|oi]

(wi(t)w' +¢' (1)), t e R i e {1,...,N}.
Analog lautet die Darstellung fiir eine Nachbarzelle:

VU(ZEC(ZJ),t) = m (Uc(id)(t)wc(zﬂ) + qc(l7])(t)) 5 t e Rj_,l S {1, e ,N},j S {1, e ,N(Z)}
cly,]

Neuformulierung der interpolierten Zellmittelwerte

Mit den Abkiirzungen

Y9 o= KUz eR3 ie{l,...,N},je{l,...,N(@i)},
<w',y >
Qi = 1+%6R,z‘e{1,...,N},je{l,...,N(i)},
| < GF, . : ,
Viik 'f’f|<2|af|y 2 eRie{l,....N}jkell,...,NG)}

erhélt man aus (3.3.6) zunéchst

upii(t) = wi(t)+ < Vu(z',t),y" >

, teRy,ie{l,...,N},je{l,...,N@)}

und mit der Definition von ¢*(t) dann

N(7)
wpii (t) = ovjui(t —I—Zuuku,k JteRLie{l,...,N},je{l,..., N}

In vollig analoger Weise erhélt man mit den Abkiirzungen

g7 = B9 —zf0) e R3 e {l,...,N},je{l,..., NG},
< welbd) i >
|0c(i7j)|
e
‘fc(i,j)k’ < Gc(i,j)ﬁyw >
2’Uc(i,j)‘

Qi = 1+ eR,ie{l,....N},je{l,...,N(i)},

Vijk = eR,ie{l,...,N},je{l,....N@)},ke{1,...,N(c(3,5))}

aus (3.3.7) die Darstellung

(c(irj
Upis (1) = Qijiei ) Z Vijitie(ei ) i (t) t € R G € {1,... N}, j € {1,...,N(i)}.
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Neuformulierung der numerischen Flu3funktion

Mit den Abkiirzungen

A2 i
5y = A1 fiyl €R,ie{l,....N},je{l,...,N()}
K(2")||h1 — B[y

1 M27) k(R'7) — k(h¥) . . .
o= ) M) RV e e R G {1, NY.je{l,....NG)},
€ij 2/{2(27’]) th B hZ]H2 ’f]’ S (S { } J € { (Z)}

Xij = O t+e; €Rie{l,...,N},je{l,...,N(i)},

Xij = 00y —ej €Rie{l,...,N},je{l,...,N(i)},

&ijk = Oyrir € R ie{l,...,N}jke{l,...,N(i)},

Eijk = Oty €ER, i€ {l,..., N},je{l,....,N(i)}, ke {l,...,N(c(i,5))}

18t sich die numerische Fluifunktion (3.3.8) fir ¢t € R%,i € {1,...,N},j € {1,...,N(i)} wie
folgt umformen:

Hij(t) = 0 (uzis (1) — upis (1) — €5 (wilt) + e ) (t))
N(C(w ) N (i)
= 5ij azy c(i,5) Z Vzgku )(t azyuz Z VijkUe(s, k

—éij (ui(t) + uegi ) (t))

N(c(i,5))
= (8ij@ij — €ij) e ) (1) — Gijevg + e wit) + Y OigPigaticqe(s ) p (1)
k=1
N(7)
- Z 6zszjkuc(7, k) )
Man erhélt also
N(c(3,7)) N(3)
Hij (t) = Xijuc(i,j)(t) - Xijuz Z gmkuc(c(z,] Z gzﬂcuc(z k

teRY,ie{l,...,N},je{l,...,N(9)}.

Kompaktformulierung der Funktion L!f'’
Mit den Abkiirzungen
N(7)
N = ZXUGR ie{l,...,N},
Jj=1
N(7)
v = Y &R i€l N}Lke{l,... N(i)}
7=1

Hij = le_vljesze{]‘)?N})je{lv7N(Z)}
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erhélt man aus (3.3.9)

LiFHt) = > Hy(t)

N(7)

= Z Xzyuc(z,]

N(7)

= ZXZ] c(z,]

N(i) N

k=1 j=1

N(7)

= Z Xzyuc(z,]

N(7)

= Z leuc(z,]

N(i)

= ZXZ] c(z,]

N(i)

= Z (Xij = ig) we(i gy (8) — miui(t) + Z

j=1

N(7)

= Z /Lmuc(z,]

N (i)
) - Z Xijuz + Z Z gz;kuc (c(i,9), ( )
j=1 Jj=1 k=1

3 DAS FINITE-VOLUMEN-VERFAHREN

N(i) N

=2
2

(4) N (i)
EijkUe(i ) (1)

1 1

.
Il
=
Il

N (@) N(c(i,j))

+Z Z Eijtic(e(ig) ) (1)

N(i
e

- Z Z gukuc zk

i) N(c(i,7)) N(i) [N(®)
— niug(t) + Z Z 52]]6“0 (c(i,5), Z Z Sijk Ue(4, k
j=1 k=1 =1 \J=
i) N(c(i,5)) N(7)
— niug(t) + Z Z gz]ku c(c(4,7), ( ) — VikUc(i,k) (t)
j=1 k=1 k=1
i) N(c(i,9)) N(@)

nzuz + Z Z kau ( )
j=1 k=1

N(#) N(e(i,7))
1

VijUe(i,f) (t)
j=1

ik Ue(e(i,j),k) (1)
j=1 k=

) N(c(i,5))

— niug(t +Z Z £Z]kucc7j (), teRl,ie{l,...,N}.
Jj=1 =

Mit den in einem Spaltenvektor zusammengefassten Zellmittelwerten

u(t) =

uy(t)
: eRN teRY
un(t)

und mit einem geeigneten, diinnbesetzen Spaltenvektor D!FLi ¢ RN ist LZ-I FL also darstellbar

durch

Li"(t)

IFL
Li

= DIFLiTyt), t e R i€ {1,...,N}. (3.3.20)

ist somit linear in den Zellmittelwerten.
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3.3.5.2 Vorbereitung der Randfliisse

Radiation

Aus (3.3.11) ergibt sich fiir ¢ € R%,i € {1,..., N} zuéchst

N (i) B N(3) CTu(t) B
GO = - 3 MiOF=- L (K6 |25 T - Suer ) 7]

Eij]ezai- D, ZiJ Jezai D;

Al h(z7) - Al * (=i =+
= - | fijlui(t) + (" (Z9)Tyrr + Surr) | i

j=1 K(:EZ) j=1

ziJ €0y Dy ziJ €8r D,

N (i) s N(3)
h"(ZY) = _; —
= — . i(t h" (Z)T. .
= K/(ZEZ) |fzy| ’LL()—|— ; ( (Z ) MRT+SMRT) |fzy|
zi €8, Dy zl €8y, D,
Mit den Abkiirzungen
T
N (i) vy
) hr(z49) _
D~ .= lo0,...,0, — Z (ZZ. )|fij|, 0,...,0 eRY, ie{1,...,N},
2. @)
zW €8r D
d; = Z (hr(fw)TMRT—i-SMRT) ‘f”‘ eR, ie{l,...,N},
ziJ'JezéviDl

wobei der Vektor nur an der i-ten Position einen von Null verschiedenen Eintrag hat, gilt also

Li(t) = D" u(t) +dl, t e R%,i € {1,...,N}.

Konvektion

Mit den Abkiirzungen

T
' N(4) L
Dt .= |o,...,0, — — = [Fi:l,0,...,0] eRN, ie{1,...,N},
> el ie{l,....N}
z¥ear D)
N(3) B
dfv = Z CFL|fij|TLuft€R7 Z6{177N}
Eijje:BiDl

erhélt man in vollig analoger Weise fiir (3.3.12)

T .
Lfv(t) — Devt ’LL(t) + dfv7 t e R+,Z S {1, - ,N}.

79
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Konduktion
Mit den Abkiirzungen

T

N{(i)

. Emat =

Dedi = .0, — Zmat 10, ... RN ie{l....N

07 707 ; H(Z’Z) ’fz]’a 07 70 e bl 1 E { bl bl }7
EijearDm

N(i) B

> kmatlfijlTmat €R, i€ {l,...,N}

=1
ZU €0r Dim

5

erhélt man wieder genauso fiir (3.3.13)
LA(t) = D4 u(t) 4 ded t e R: i€ {1,... N}

Fiir LW (¢) (3.3.10) kann aufgrund der exponentiellen Abhiingigkeiten von der Temperatur keine
solche affin-lineare Darstellung angegeben werden. Mit

DRE = DM D DY e RN, i€ {1,...,N},
A = & dV 4+ dleR i€ {l,...,N}
kann (3.3.14) also wie folgt dargestellt werden:

LEFL() = LTW (1) + DRFiTy(¢) + dRF ¢t e R* i € {1,...,N}. (3.3.21)

3.4 Die zeitliche Diskretisierung

In diesem Abschnitt wird durch ein spezielles, lineares Mehrschrittverfahren die Zeitintegration
der Finite-Volumen-Diskretisierung (3.3.19)

dui 1
T (t)

~ o (HPH @+ L0 + 120) e R e 1, N)
3

vorgenommen. Unter Verwendung von (3.3.20) und (3.3.21) erhélt man hieraus zunéchst

du; 1 | |
CZj (1) ~ — <DIFL’ZTu(t) + LTW (1) + DRFT y(t) + dfF 4 L?(t)) JteR%ie{l,...,N}.

ol

Mit den Abkiirzungen
Dt .= DIFLiy pREG RN el N},
di = dff eR, ie{l,...,N},

kann man dann iibersichtlicher schreiben

dui 1

o (DiTu(t) +di+ LTV () + L?(t)) JteRie{l,... N} (3.4.1)

Fiir eine stabile Zeitintegration von (3.4.1) ist zu beachten, daf§ durch den Term DiTu(t) +d; u.
a. Diffusionsprozesse beschrieben werden, sodafl man davon ausgehen muf}, mit einem zumindest
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anteilig steifen System konfrontiert zu sein (vgl. Kapitel 2). Ein explizites, lineares Mehrschritt-
verfahren kann also nicht verwendet werden, da es eine starke Beschrinkung der Zeitschrittweite
notig machen wiirde. Jeder einzelne Zeitschritt wéire dann zwar simpel durchfithrbar, aber die
notige Gesamtzahl an Zeitschritten wiirde enorm wachsen, sodafl die Rechenzeit gesteigert und
die Gesamteffizienz des Verfahrens zunichte gemacht werden wiirden (vgl. [49]). Stattdessen emp-
fehlen sich die impliziten BDF-Verfahren. Diese lassen die Wahl von grofleren Zeitschrittweiten
zu, allerdings zu dem Preis, in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem losen zu miissen. Dies
wird aber i. allg. mit drastisch reduzierten Rechenzeiten gebiihrend belohnt. In dieser Arbeit
wird das bereits in Kapitel 2 erwéhnte, implizite BDF(3)-Verfahren als Basisverfahren zur Zeit-
integration von (3.4.1) dienen. Allerdings soll aus erst spéter ersichtlichen Griinden nicht die
gesamte rechte Seite von (3.4.1) implizit behandelt werden. Stattdessen werden die Funktionen
L;TFW und LZ-Q durch Extrapolation explizit behandelt, sodaf also insgesamt das in Abschnitt 2.4
vorgestellte SBDF(3)-Verfahren verwendet wird. Es werden also nur diejenigen Teile der rech-
te Seite von (3.4.1) implizit behandelt, welche Steifheit produzieren. Vorweg werden hierfiir in
den néchsten beiden Abschnitten die zeitdiskreten Bezeichner eingefiihrt und das semi-implizite
Einschrittverfahren CNEE (vgl. ebenfalls Abschnitt 2.4) fiir (3.4.1) zur Berechnung von Start-
werten aufgestellt. AnschlieBend wird in einem weiteren Abschnitt das SBDF(3)-Verfahren auf
(3.4.1) angewendet. In einem letzten Abschnitt wird dann eine Zusammenfassung des gesamten
Finite-Volumen-Verfahrens gegeben.

3.4.1 Zeitdiskrete Bezeichner
Zellmittelwerte
Das Zeitintervall R* wird in gleichlange Teilintervalle der Linge At > 0 zerlegt:
O=to<t1 <ta<...; t,:=nAt,neN.
Die Start- bzw. Naherungswerte fiir die Zellmittelwerte werden wie folgt definiert bzw. deklariert:

ug(x!)
W=\ : |:= : € RY, (3.4.2)

wobei up : D — R die transformierte Anfangsverteilung beschreibt (vgl. (3.2.4)),

uy uy(tn)
u" = : : = u(t,), n € N*.

uly un(tn)

Q

Der diskrete update-Vektor sei bezeichnet mit
n n+1 n
Auf up —uf
Au” = : - : =u"t — ", neN,
n n+1 n
Aul; wy' —uly
sodaf sich also ein neuer Temperaturvektor aus dem alten zu

Wt =u"+ Au", neN

errechnet. Mit diesen Niherungswerten fiir die Zellmittelwerte werden nun die zeitdiskreten Ap-
proximationen fiir die beiden Funktionen LIV und LZ-Q auf der rechten Seite von (3.4.1) definiert.
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Transepidermale Wasserverluste

Fiir die zeitliche Diskretisierung von (3.3.10) wird festgelegt:

*,1
b;
ki
k- (p"
e {
0,
EWasser
TWn  _
e
0,

ult
7.5-| —+——273.15

K (zt)
0.6107-10 0 " neNie g,
9,119 2809x(z")
ko-e “ . neN;ielpR,
rH * =t
T8 Pa) s 27 E Or Dy _
foo *72) 7 ,neNi€lp,je{l,...,N(i)},
zZ% € 0. Dy,
-TW}, 79 €0,D

z4 € 0,D,,

Damit kann nun die Approximation fiir LIV (t,) bereitgestellt werden:

L;TFW’" =

Quellterme

N(i)

> MITMFL neNie 1, N}

=1
zW €8r D

}, neNyielg,je{l,....,N(i)}.

(3.4.3)

Fiir die zeitliche Diskretisierung der Funktion L€ (3.3.15) miissen vorweg die raumdiskre-
ten Versionen der afferenten Temperatur, der Abweichung vom Sollwert, der cold-response der
Wiéirmeproduktion sowie des entsprechenden Quellterms zeitdiskret formuliert werden. Dies ge-
schieht dadurch, dafl sdmtliche Zellmittelwerte durch ihre zeitdiskreten Ndherungswerte ersetzt

werden:
0,
maxrmet,
n .__ —
AM; = mammet-ATfo

ATma;cmet ’

0,

7

QMetyn = 201AT(Lff .

Y w@d)
Z ~uilog]
Taff = N , n € N,
> w(al)|o|
j=1

A?fo = ?fo — TSOll7 nec N,
xi ¢ DRumpf,Kern
xi € DRumpf,Kcrna A7fo < ATmazmet

. ==n
HANS DRumpf,Kerna AT’mammet < ATaff <0

= DRumpf,Kerna A?fo =20

Damit kann nun die Approximation fiir L€ (t,) bereitgestellt werden:

LMet,n

7

= oM neNie{l,...,N}.

7

,neNie{l,...

[1+AM?]- QMet(z)) neNie{l,...,N}.

NV}

(3.4.4)
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Fiir die zeitliche Diskretisierung der Funktion L™ (3.3.16) werden die raumdiskreten Versionen
der cold-response der Vasomotorik, der geregelten Blutfluifunktion, der mittleren Bluttemperatur
und des entsprechenden Quellterms zeitdiskret formuliert:

0, z’ ¢ Draut
minBF, ' € Dyaut, A?fo < ATinBF
ABF? = mmBFATij;‘F, ' € Ditauts ATminpr < ATap; <0 p neNie{l,...,N},
mamBFﬁ 2" € Dpaut,0 < ATfo < AT\ 0xBF
maxBF, 2" € Daaut, A mazBr < ATfo

BF! := [l + ABF?] - BF(z'), neN,ie {1,...,N},

K(x
B}“”u EN
I{ J
j=1

ZK z?) )BF ] |ol
7j=1

Mz

QM = Pt cpue K (z1)BFT <?%lut - %;)) ,neENie{l,...., N}

Damit kann nun die Approximation fiir L5Z"(t,) bereitgestellt werden:

LBlut,n — QZ'Blut,n‘O_i’7 neN,i e {17 .. ,N} (345)

)

Fiir die respiratorischen Wasserverluste (vgl. 3.3.17) braucht aufgrund der Zeitunabhéngigkeit kei-
ne weitere Diskretisierung vorgenommen werden. Mit (3.4.4) und (3.4.5) kann nun die zeitdiskrete
Version von LZ-Q (3.3.18) angegeben werden:

LOm .= pMetn g pBlutn | pRW e Njie {1,...,N}. (3.4.6)

3.4.2 Zeitintegration mit dem Einschrittverfahren CNEE

Angewandt auf (3.4.1) lautet das in Abschnitt 2.4 dargestellte Crank-Nicolson-Explicit-Euler-
Verfahren unter Verwendung von (3.4.3) und (3.4.6) fir n>0,i€{1,...,N} zunichst

o = =t [ (g (P7w v a) + g (DTt ) ) 4 g (81 287) .

Hieraus erhilt man

- At [1 - -
eZTAun — ﬁ 5 <DZTUTL+DZTU”+1 +2d2> _I_L;TW,N_'_LZQWL]

gi| |
At [1 /T il nt1 il n il TWn | 1Qmn

= W§<Du+Du +2d; + D = D) 4 LY 4 L2
a; L
At [1 , ,

= ‘ ’ 5 (2 (DZTUn+di> —I-DZT (un—‘rl_un)) +LZW7H_’_LZQ,7L:|
a; L
At [ . 1.

= o DZTu”—I—di—i—QDZTAu”+L?W’"—|—LZQ’"}, n>0,ie{l,...,N},
gi| |
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also

7 1 At 7 r n At il n TWn Q.n .
¢~ 20D Aut = @) tdy+ LTV 4 L ), n>0,ie{l,...,N}. (3.47)
2 |oi |

Durch (3.4.7) ist ein schwachbesetztes, lineares Gleichungssystem der Grofle N x N gegeben,
dessen Losung im (n + 1) -ten Zeitschritt des Gesamtverfahrens das update Au™ liefern wiirde.
Es wird hier nur fiir die Fille n = 0 und n = 1 angewandt und liefert die updates Au’ und
Au' , womit dann neben u? der zweite und dritte Startvektor u! = u®+ Au® und u? = u' + Awu!
fiir das eigentliche Zeitschrittverfahren vorliegen.

Bemerkung:

Als Verfahren zur Berechnung von Startwerten fiir das SBDF(3)-Verfahren bietet sich zunéchst
das Crank-Nicolson-Verfahren an (vgl. Abschnitt 2.3). Aufgrund der z. T. nichtlinearen Abhéngig-
keiten der Funktionen Liwet’n (3.4.4) und L;Bl“t’n (3.4.5) von sédmtlichen Zellmittelwertapproxi-
mationen wiirde eine ebenfalls implizite Behandlung der Funktion LZQ in (3.4.1) auf ein wohlbe-
stimmtes, nichtlineares Gleichungssytem in «"*! € RV fiihren. Dessen N x N -Jacobi-Matrix fiir
Newton-Iterationen wéire vollbesetzt, was einen entsprechenden Speicherbedarf zeitigen wiirde.
Um diese gesamte Problematik von vornherein zu vermeiden, wird eine explizite Zeitdiskretisie-
rung von LZ-Q vorgenommen. Die ebenfalls nichtlineare Funktion LZTW wird aus Griinden der
Einfachheit und Einheitlichkeit auch nur explizit behandelt. Insgesamt wird hier also das CNEE-
Verfahren aus Abschnitt 2.4 angewandt.

3.4.3 Zeitintegration mit dem Mehrschrittverfahren SBDF(3)

Angewandt auf (3.4.1) lautet das SBDF(3)-Verfahren unter Verwendung von (3.4.3) und (3.4.6)
fir n >0, i€ {l,..., N} zunichst

11 n+3 —3u n+2+ 3un+1

1 +3 3 (;TWn+2 | ;Qnt2
L _lar = U di) (L. 7 L@ )
=t Suitt - gl [ +di) + T2 4 L

o]

<LTWn+1+LQ n+1> 4

Gl

ail ol

Hieraus erhélt man fiir n >0, i€ {1,...,N}

T
<11 i At Di> Wt — 3eiTun+2_§eiTun+1+l il n

—e — e Uu
6 o] 2 3

A

| | [d 13 <LTWn+2+LQ n+2> 3 <LZTW,n+1 +LiQ,n+1>
Z

Mit der Abkiirzung

At
- [d 13 (LTWn—i-Z 1 LQ n+2> 3 (L;TI“W,n—i-l 1 LZQ,n+1> _'_LZTW,n i LZQ,n €R,

" ail
n>0ic{l,...,N},

lautet dies

11, At N\ . 3 1,
<— b — DZ> w3 = 3T 2 _ 2 iyt + ZeiTym +7r', n>0,ie{l,...,N}.

6" oy ) 3
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. NT
Durch Subtraktion von (%eZ — |?—f'DZ) u™2 auf beiden Seiten ergibt sich

1, At N\ 7, At N\ 3,7 1,7
_ D? n+3 _ ,n+2\ _ [ ' 3 D? n+2 2 it n+l — it n n
<6€ o ) (u u"t?) g¢ T o u e U+ get ut

n>0,1€{l,...,N},

also

11, At T At N\T . 1.
<€el =] |D2> Aumt? = (zel + D2> u" T — gelTurH'1 + gelTu" + i, (3.4.8)
0

n>0,ie{l,...,N}

Durch (3.4.8) ist wieder ein schwachbesetztes, lineares Gleichungssystem der Grofile N x N gege-
ben, dessen Losung im (n + 3)-ten Zeitschritt des Gesamtverfahrens das update Au"2, n >0,
liefert.

Bemerkung;:

Um die schon erwiihnten Speicherprobleme zu vermeiden, wird hier statt des BDF(3)-Verfahrens
das in Abschnitt 2.4 hergeleitete SBDF(3)-Verfahren verwendet, bei dem fiir die Funktionen L™
und LZQ eine quadratische Extrapolation von den Zeitpunkten t,,¢,41 und t,12 nach t,43
vorgenommen wurde.

Bemerkung;:

Um bei der rdumlichen Diskretisierung eine ausreichende Auflésung des Rechengebietes D zu
erreichen, wurde die Anzahl N der Zellen in der Gréfenordnung 10* — 10° gewihlt (vgl. Kapi-
tel 4). Die aus der Finite-Volumen-Diskretisierung erhaltenen linearen Gleichungssysteme (3.4.7)
und (3.4.8) sind daher zu grof}, als daf sie mit direkten Verfahren erfolgreich gelost werden kénn-
ten. Die Klasse der Krylov-Unterraum-Methoden bietet sich zur iterativen Losung dieser Systeme
an. Aufgrund der Empfehlungen aus [50] und der Erfahrungen aus [49] wird hier speziell das
BICGSTAB-Verfahren mit einer ILU-Priakonditionierung verwendet. Dabei ist zur praktischen
Umsetzung anzumerken, dal die Systemmatrix von (3.4.8) aufgrund der festen Volumennetz-
struktur ihre Besetzungsstruktur und aufgrund ihrer Unabhéingigkeit von der Zeit bzw. vom Ite-
rationsindex n auch ihre Besetzung mit Werten nicht &ndert. Sie muf} also nur einmal zu Beginn
des Verfahrens alloziert und besetzt werden. Entsprechendes gilt fiir die ILU-Prikonditionierung.
Als Literatur zu iterativen Gleichungslosern, Krylov-Unterraum-Verfahren, speziell BICGSTAB-
Verfahren sowie zu Prékonditionierungstechniken kénnen [50], [57], [68], [27] und [8] empfohlen
werden.
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3.4.4 Das Finite-Volumen-Schema

3 DAS FINITE-VOLUMEN-VERFAHREN

Das gesamte Finite-Volumen-Verfahren kann nun in dem folgenden Schema iibersichtlich zusam-

mengefafit werden:

anschliefendem update:

- 2ol o

anschliefendem update:

2oyl

anschliefendem update:

6 ol

5. Falls das Abbruchkriterium

1. Initialisierung des ersten Startwertevektors u’ gemif (3.4.2):

2. Berechnung des zweiten Startwertevektors u' durch Losung des LGS (3.4.7) mit

1At N\T At /.
<e2 D’) A = <D’Tu0—|—dz-+L?W’O+LZQ’O>, ie{l,...,N},

= u? + Au°.

3. Berechnung des dritten Startwertevektors u? durch Losung des LGS (3.4.7) mit

1At \T A )
<e2 tD’) Aul = t(D’Tul—kd,-—irLZW’l—kLlQ’l), ie{l,...,N},

=l + Aul.

4. Fiir ein n > 0 Durchfithrung eines Zeitschrittes durch Losung des LGS (3.4.8) mit

T
(gei At Dz) A <7

iTn+2 32'T n+1 1iTn n
5 D) " — e u"T et ut 41

un+3 — un+2 + Au"+2.

n 2 Npaz — 3

erfiillt ist, Verfahrensstop, sonst weiter mit 4..

Die konkrete Wahl der Zeitschrittweite At > 0 und des Parameters n,,,, € N fiir das Abbruch-

kriterium wird spéter getroffen.
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4 Simulationsrechnungen

In diesem Kapitel wird das entwickelte Finite-Volumen-Verfahren anhand ausgewéhlter Beispiele
getestet. Bevor es allerdings auf die Thermoregulation angewandt wird, wird es am Beispiel der
reinen Warmeleitungsgleichung mit der Fundamentallosung als bekannter, exakter Losung auf
der einfachen Geometrie eines Wiirfels im R® getestet. Dies auch deswegen, um die korrekte
Implementierung zu iiberpriifen. In einem vorbereitenden Abschnitt wird kurz auf die fiir beide
Testfille relevante Netzgenerierung eingegangen.

4.1 Netzgenerierung

Die rechnergestiitzte Realisierung eines jeden Finite-Volumen-Verfahrens erfordert eine Zerlegung
des zugrundeliegenden Rechengebietes in Teilgebiete einfacher, geometrischer Gestalt, speziell
in Kontrollvolumina (vgl. Abschnitt 3.3.1), d. h. die Erzeugung eines Volumennetzes bzw. 3D-
Gitters. Volumennetze zerfallen in die Klasse der korperangepafiten Netze und die Klasse der
nicht-kérperangepafiten Netze. Erstere enthilt diejenigen Netze, bei denen die Oberflichen- und
Randschichtendiskretisierung ein Teil des Netzes ist. Letztere enthilt dagegen diejenigen Netze,
bei denen die Oberflichen- und Randschichtendiskretisierung ein eigenstéindiges, zweites Netz bil-
det, welches durch Uberdeckung des Rechengebietes mit einem ersten Netz und anschlieBendem
»Abschneiden“ von Zellen, die z. T. im Auflenraum liegen, entsteht (vgl. [13]). Die Klasse der
korperangepafiten Netze besteht wiederum aus den strukturierten, den unstrukturierten sowie
den hybriden Netzen. Strukturierte Netze bestehen meist aus Quadern und haben den Vorteil der
einfachen Programmierbarkeit, da bei ihnen abgesehen vom Rand regelméflige Nachbarschafts-
beziehungen zwischen den Gitterpunkten bestehen. Hinzu kommt eine effiziente Losbarkeit des
entstehenden Gleichungssystems. Unstrukturierte Netze bestehen typischerweise aus Tetraedern
oder Hexaedern. Bei ihnen bestehen keine regelméfiigen Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den
Gitterpunkten, dafiir besitzen sie aber die Vorteile, daf3 unterschiedliche Elementtypen mitein-
ander kombiniert werden konnen, dafl Rechengebiete mit komplizierter Geometrie relativ leicht
diskretisiert werden koénnen und dafl lokale Gitterverfeinerungen vorgenommen werden kénnen,
falls die numerische Losung dies erfordert. Die hybriden Netze bestehen meist aus zwei verschie-
denen Teilnetzen, einem quasi-prismatischen Netz fiir die randnahen Schichten und einem un-
strukturierten oder kartesischen Netz fiir das Innere des Rechengebietes. Schliellich besteht die
Klasse der nicht-korperangepafiten Netze nur aus kartesischen Netzen mit den bereits erwdhnten
Schnittzellen in den Randschichten.

In dieser Arbeit wird fiir die rdumliche Diskretisierung ein hybrid-kartesisches Netz verwendet.
Die Erzeugung eines solchen lduft grob gesprochen in drei Schritten ab:

1. Zunéchst wird die Oberfliche des Rechengebietes mit einer Oberflichentriangulierung ver-
sehen, vgl. Abb. 22 auf S. 89 und Abb. 23 auf S. 89. Im Anhang A ist die technische
Bereitstellung einer solchen beschrieben.

2. Die Oberflichentriangulierung dient als Eingabe fiir das Programmpaket CARTFLOW, wel-
ches in der Arbeit [13] zur Losung von stromungsmechanischen Problemen entwickelt wurde.
Dieses enthélt u.a. einen Volumennetzgenerator, der zunéchst ein quasi-prismatisches Netz
erzeugt, indem er die Oberflachentriangulierung in Normalenrichtung ins Innere des Rechen-

gebietes verschiebt, vgl. Abb. 24 auf S. 90 und Abb. 25 auf S. 90.

3. Als letztes wird fiir den inneren Kern des Rechengebietes ein sich an das quasi-prismatische
Netz anschlielendes, kartesisches Netz erzeugt, vgl. wieder Abb. 24 auf S. 90 und Abb. 25
auf S. 90.



88 4 SIMULATIONSRECHNUNGEN

Alle drei Netze zusammen bilden dann das gesamte Volumennetz, dessen Dimensionen in Tabelle
2 aufgelistet sind. Seine Erzeugung fillt von der Vorgehensweise her in die Klasse der sogenannten
,advancing front methods®, bei denen das Rechengebiet ausgehend von einer Startfront, hier der
Oberflichentriangulierung, sukzessive reduziert wird (vgl. [37], [51]).

Wiirfel | Sdugling
Anzahl der Oberflichendreiecke | 4800 5262
Anzahl der Zellen 7847 101930

Tabelle 2: Netzparameter
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4.1 Netzgenerierung
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Abbildung 22: Oberflichentriangulierung fiir das Rechengebiet Wiirfel
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4.2 Die Fundamentall6sung der Wirmeleitungsgleichung als numerisches Test-
beispiel

Als erster Testfall fiir das entwickelte Finite-Volumen-Verfahren soll die Fundamentallésung der
Wirmeleitungsgleichung auf einem Wiirfel im R? dienen. In dem folgenden Abschnitt wird das
entsprechende Anfangsrandwertproblem formuliert und das Finite-Volumen-Verfahren in einer
kurzen Zusammenfassung an dieses angepaf3t. Im darauf folgenden Abschnitt werden dann nume-
rische Tests durchgefiihrt.

4.2.1 Anfangsrandwertproblem und Finite-Volumen-Verfahren

Zur Aufstellung des Anfangsrandwertproblems seien ein Startzeitpunkt ¢y € R%} und konstante
Funktionen A(z) = ;\,c(aj) = ¢, p(z) = p,x € R3, gegeben, wobei M\ épeR mit A\=ép seien.
AuBerdem sei wieder x(z) := c(x)p(z) fiir z € R®. Mit a € R werde die halbe Kantenlinge des
Wiirfels D =] — a,a[>C R? und mit n : 9,D — R? das #uflere Einheitsnormalenfeld auf seinem
regulidren Rand bezeichnet. Durch

To: D — R
. =13
To(x) == —tge o

werde die exakte Startverteilung und durch

¢ : 0y D X Jtg,00[ — R

ll=li3
olo,t) = 3y T aln(a)

die Neumann-Randwerte beschrieben. Mit der Definition

J: D x Jtg, 00 — R3
J(z,t) = —Az) - VT (z,t)

lautet das numerisch zu lésende Anfangsrandwertproblem

ﬁ(m)%—f(m,t) = div(—=J)(x,t), (z,t) € D X |tg, o0,
T(x,tg) = To(x), z € D,
< J(z,t),n(z) >= ¢(z,t), (z,t) € 0,D X |tg, o0[.
mit der exakten Losung

T:R3 x [tg,00[— R
113
R
T(z,t) := Wl
(vgl. Abb. 26 auf S. 92). Fiir festes ¢ > to besitzt T ein globales Maximum bei z = 0 und
fallt monoton und rotationssymmetrisch zum Rand von D hin ab. Fiir jedes feste z € R® gilt
offensichtlich

lim T'(x,t) =0,
t—o0

T besitzt also das Nullniveau als stationdren Endzustand.
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Abbildung 26: 2D-Schnitt der Fundamentallosung T fiir tg = 10.0s

Vollig analog zu Abschnitt 3.2 lautet mit den Transformationen
u:R3 x [tg,00[— R
u(z,t) == k(x)T(z, 1),

v: R3 x ]tg, 00 — R3

v(x,t) = @Vu(a:,t) - MVE(%),

K(x) K2 (x)
und
up: D — R
uo(x) := k(z)To(z)
das transformierte Anfangsrandwertproblem

0
Silet) = divv (@,), (a,) € D xJto, o0,
u(z, tg) = up(x), z € D,
< 0, 1),0(x) >= —p(w, 1), (,1) € D X Jto, 00|

Die Entwicklung des Finite-Volumen-Verfahrens verlauft ebenfalls vollig analog zu Kapitel 3. Die
einzigen Unterschiede bestehen darin, dafl der Startzeitpunkt jetzt ¢y statt O ist, dal keine Quell-
terme vorhanden sind und daf§ die Anfangs- und Randbedingungsfunktionen 7p und ¢ anders
definiert sind. Daher werden im folgenden nur die wichtigsten Entwicklungsschritte aufgelistet.
Die Evolutionsgleichung (3.2.6) der Zellmittelwerte hat nun folgende, verkiirzte Gestalt:

du 1
A
t ‘U‘ do
Bei Durchfiihrung der rdumlichen Diskretisierung lautet sie mit entsprechend definierten Funk-
tionen

< ov(z,t),n’ (x) > dS(z), t €]ty, ool

N(3) N(3)
LIFL(f) .= Z/ <v(z,t),n'(z) > dS(x) = Z/ <w(x,t),n" > dS(x),
j=1"1ij j=1"74

t €ltg, 00,7 € {1,...,N}
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und

cRFL

”Mz\

/ < v(z,t),n'(z) > dS(z), t €]ty,00],i € {1,...,N}

zunéchst
dui N 1

t) =
dt ( ) ’O’Z‘
(vgl. (3.3.1) und (3.3.2)). Dabei ergibt sich fiir die Funktion £FF unter Verwendung der trans-
formierten Neumann-Randbedingung wieder

(CIFE() + LFFE@) L t €]to, o0),i € {1,..., N},

LEFL(¢) Z/ (z,t)dS(z), t €]to,o0],i € {1,...,N}.

Durch die Diskretisierung der inneren Fiisse geméfi Abschnitt 3.3.2 gelangt man wieder zu

N(7)
LIFL(t) ZHZJ , t €]tg, 00[,i € {1,...,N}, (4.2.1)

mit entsprechenden FluBfunktionen H;; (vgl. (3.3.9)). Mit der jetzt exakt auswertbaren Funktion
N(3)
LZRFL(t) = Z 90(22]7t)|fw|7 13 G]t()v OO[,Z € {17 ce 7N}7
j=1
(vgl. (3.3.14)), erhélt man als Gesamtergebnis der rdumlichen Diskretisierung
t) ~
dt ( ) ‘O'Z’

(vgl. (3.3.19)). Die Vorbereitung der inneren Fliisse fiir die Zeitintegration geméfi Abschnitt 3.3.5.1
fithrt wieder auf die lineare Darstellung

(LIFE(t) + LEFE(1) , t €]to, 000 € {1,..., N},

LIFL(t) = DL Tu(t), ¢ €]ty o0l,i € {1,..., N},
wobei der Spaltenvektor wu(t) die Zellmittelwerte enthalt (vgl. (3.3.20)). Mit der Abkiirzung
Di:= DIFLic RN e {1,... N},

erhilt man als Ausgangspunkt fiir die Zeitintegration wieder

— t ~
o ()

(DiTu(t) + L,RFL(t)) ,t€to, o0l i € {1,..., N}, (4.2.2)

o]

(vgl. (3.4.1)). Die anschlieende Einfiihrung der zeitdiskreten Bezeichner gem#fi Abschnitt 3.4.1
bleibt ungeédndert mit der einzigen Ausnahme

ty :=to +nAt,n € N.

Angewandt auf (4.2.2) lautet das BDF(3)-Verfahren zunéchst

(D’ "+3+LfFL(tn+3)>, n>0ie{l,. .. N},
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(s. [29]). Durch analoge Umformungen wie in Abschnitt 3.4.3 erhélt man fir n > 0,7 € {1,..., N}

11, At N\ 7, At N\ 3T 1,7 At

[ Dt A nt2 _ [ L Dt n+2 2 it nitl it n LRFL ¢

(6 - > u <6€ + o > u e u hget U+ oV (tn+3),)
(4.2.3)

also wieder fiir jeden Zeitschritt ein schwachbesetztes, lineares Gleichungssystem der Grofle N x
N . Die wesentlichen Schritte des konkreten Rechenablaufs sind wieder dem folgenden FVV-
Schema zu entnehmen:

1. Initialisierung der ersten drei Startwertevektoren mit den exakten Startwerten:

k()T (2!, tn)
un — . ,n = 07 ]., 2

k(z™M)T (2N, t,)

2. Fiir ein n > 0 Durchfiihrung eines Zeitschrittes durch Losung des LGS (4.2.3) mit
anschliefendem update:

1, At N\ 7. At N\ 3 .1 1,7
i Dt A n+2 R Dt n+2 2 it n+l it n
<66 B ) U <6e + o] > U 26 U +3e U
At
+|O_‘|LZRFL(tn+3)7 ie{la"'7N}7

un+3 — un+2 + Au"+2.

3. Falls das Abbruchkriterium
n > Nmaz — 3

erfiillt ist, Verfahrensstop, sonst weiter mit 2..

4.2.2 Numerische Resulate

Um numerische Tests durchfiihren zu konnen, wurde das entwickelte Finite-Volumen-Verfahren
bzw. seine modifizierte Version aus Abschnitt 4.2.1 in C++ implementiert. Zur Losung der li-
nearen Gleichungssysteme wurde das BICGSTAB-Verfahren mit ILU-Prékonditionierung aus den
Programm-Bibliotheken [45] und [60] verwendet, wobei fiir das Residuum in jedem Zeitschritt die

einheitliche Schranke ¢ = 10719 vorgegeben wurde. Ein Volumennetz fiir den Wiirfel D =]—a, a[>
wurde mit dem Programmpaket CARTFLOW erzeugt (vgl. Abschnitt 4.1). Zusétzlich zur Start-
zeit ty wurde eine Stopzeit tg > tg gewihlt und dann die Anzahl der Zeitschritte n,,q: = tEA_ttO

zu gegebener Zeitschrittweite At > 0 festgelegt. Die Eingabeparameter sind in Tabelle 3 zusam-
mengefafit.

to te A

1005 | 1505 | 5.00% | 2557 | 2.05"

At Nmax

o>
R}

o
o
w|m

0.0001 s | 50000

Tabelle 3: Eingabeparameter fiir den Testfall der Fundamentallésung
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Zu jedem Zeitpunkt t, = to + nAt gehért zu dem vom Verfahren gelieferten Vektor u” € RN
der riicktransformierte Temperaturvektor

n n AT
u u

" = L ..., X eRY €{0,..., Nmaz }-

</€(JE1)7 7/€($N)> B GRS

Zur qualitativen Bewertung des Verfahrens bzw. seiner Implementierung wurden die Zellen des
Volumennetzes nach ihrer Temperatur 7" gemé&f einer Farb-Temperatur-Skala eingefarbt. Die
Abbildungen 27 bis 32 auf S. 96 zeigen horizontale Schnitte durch die Mitte des Wiirfels D an
aufeinanderfolgenden Zeitpunkten von ty bis g . Wie sowohl aus physikalischer als auch aus ana-
lytischer Hinsicht zu erwarten, wird das Temperaturmaximum in der Mitte des Wiirfels abgebaut,
die Warme fliefit in alle Richtungen gleichméflig aus dem Wiirfel heraus und die ganze Tempe-
raturverteilung beginnt, sich dem stationdren Endzustand 7" = 0 zu n#dhern. Das entwickelte
Finite-Volumen-Verfahren arbeitet daher fiir die Fundamentalldsung zumindest qualitativ kor-
rekt.

Zur quantitativen Bewertung des Verfahrens bzw. seiner Implementierung wurde der numerisch
errechnete Temperaturverlauf an einem festen Punkt 2% mit dem zugehorigen exakten Tempe-
raturverlauf verglichen. Dazu wurde eine Zelle o;, gewihlt, die dem Ursprung des R3, d. h.
dem Mittelpunkt des Wiirfels am nichsten liegt, also [z% ||y < |2tz Vi € {1,..., N}, um die
Entwicklung des Temperaturmaximums zu beobachten. Der zeitliche Verlauf der exakten Losung
am Punkt z% ist gegeben durch

T (1) := T(z, 1), t > to.

Die Abbildung 34 auf S. 97 zeigt den Verlauf von 7T;, an den diskreten Zeitpunkten ¢, im
Vergleich zu den Niherungswerten T7',n € {0,...,%maz}, und die Abbildung 35 auf S. 97 die
zugehorige Kurve des absoluten Fehlers, d. h. den Graphen von

dlo(n) = ‘CTZTOL - ,Tio(tn)’a nc {07 cee 7nmax}-

Das Verfahren liefert also Niherungswerte 77" fiir Tj,(t,) mit einem absoluten Fehler, der gerin-
ger als 1.4-107° ist.

Zur quantitativen Bewertung des Verfahrens bzw. seiner Implementierung wurden auflerdem der
absolute Gesamtfehler

d :=max {|T}! = T(2",t,)], i € {1,...,N},n € {0,..., Nmaa } }

iiber Ort und Zeit sowie der maximale relative Fehler

T — T (2%, t,
ri=mazx {’ ZOT(xi,(tn) )‘, ie{l,...,N}n¢€ {0,...,nma:c}}
iiber Ort und Zeit ermittelt. Thre Werte sind d = 0.000863279 und r = 0.0446352 ~ 4.5%.
Auch sie belegen die hohe Genauigkeit des Verfahrens fiir den gewéhlten Simulationszeitbereich.
Insgesamt kann dieses also als validiert angesehen und auf das Problem der Thermoregulation
angewandt werden.
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Abbildung 28: t = 11.0 s

Abbildung 29: t = 12.0 s Abbildung 30: t = 13.0 s

Abbildung 31: t = 14.0 s Abbildung 32: t = 15.0 s

0.0131788 0.0177578 0.0223367 0.0269157 0.0314946

Abbildung 33: Temperaturskala in [K]
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0.032

0.03 1
: exakte Losung T, (t,)

+-+: Nédherungswerte 77"

0.028

0.026 -

0.024 -

0.022-

0.018 -

0.016 I I I I I I I I I
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Abbildung 34: Exakte und approximierende Werte in der Zelle oy,

1.4

din (”)

x 10*
Zeitpunkt n

Abbildung 35: Verlauf des absoluten Fehlers in der Zelle oy,
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4.3 Die Thermoregulation des Friihgeborenen als numerisches Testbeispiel

In diesem Abschnitt wird nun das entwickelte Finite-Volumen-Verfahren auf die eigentliche Pro-
blemstellung dieser Arbeit angewandt. Dazu werden zunéchst die Eingangsdaten aufgelistet und
dann die Ergebnisse von numerischen Testrechnungen présentiert.

4.3.1 Physikalische und physiologische Eingangsdaten

1. Die Geometrie und der Aufbau des 3-D-Modells eines Friihgeborenen wurden schon in Ab-
schnitt 1.2 beschrieben. Die numerischen Testliufe wurden gemifl dem FVV-Schema aus
Abschnitt 3.4.4 fiir einen Sdugling mit den in Tabelle 4 gegebenen, grundlegenden Modell-
parametern durchgefiihrt. Fiir diesen so spezifizierten Sdugling wurde ein Volumennetz mit
dem Programmpaket CARTFLOW erzeugt (vgl. Abschnitt 4.1).

Gewicht g 1.240
Gestationsalter ga | 32
Lebensalter tag 3

Tabelle 4: Grundlegende Modellparameter in kg, Wochen bzw. Tagen

2. Die Schichtdicken der verschiedenen Gewebe sind in der Tabelle 5 angegeben und wurden mit
statistischen Formeln ermittelt (vgl. [9]). Da diese extrem kleine Werte fiir die Fettschicht
lieferten, wurde deren Dicke aufgrund der gegebenen Feinheit des Volumennetzes auf 0.001
m festgelegt.

Kopf | Rumpf | Peripherie
Haut 0.001 | 0.001 0.001
Fett 0.001 | 0.001 0.001
Knochen | 0.005 - -

Tabelle 5: Schichtdicken in [m)]

webe sind der Tabelle 6 zu entnehmen (vgl. [16], [61]).

A c 1)
Haut 0.35 | 3770.0 | 1030.0
Fett 0.21 | 2500.0 | 1030.0
Knochen | 0.40 | 2170.0 | 1030.0
Kern 0.51 | 3770.0 | 1030.0

Tabelle 6: Materialeigenschaften in [m—v‘;{], [kg—K

J

3. Die Wirmeleitfihigkeiten, spezifischen Warmekapazitdten und Dichten der beteiligten Ge-

. [25]

An den Ubergiingen zwischen verschiedenen Gewebetypen wurden stets Mittelwerte gebil-

det.

4. Die Gewichtungsfaktoren w(x) zur Berechnung der afferenten Temperatur (1.2.2) sind

durch Tabelle 7 auf S. 99 segment- und gewebeabhingig festgelegt (vgl. [71]).

ben die in Tabelle 8 auf S. 99 angegebenen Werte (vgl. [9]).

5. Die Modellparameter zur Festlegung der ,,cold-response® (1.2.4) der Warmeproduktion ha-
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Kopf | Rumpf | Peripherie
Haut 0.02 0.04 0.04
Fett 0.0 0.0 0.0
Knochen | 0.0 0.0 0.0
Kern 0.54 0.36 0.0

Tabelle 7: Gewichtungsfaktoren fiir afferente Temperatur

maxmet 1.0
AT azmet | -1.0 K

Tabelle 8: ,,cold-response” der Wirmeproduktion

6. Die fiir die BlutfluBfunktion (1.2.7) benétigte, ungeregelte Durchblutung der Gewebeschich-
ten in den einzelnen Segmenten ist durch Tabelle 9 gegeben (vgl. [9]).

Kopf Rumpf Peripherie

Haut 1.25-1072 | 1.25-1073 | 1.25-1073
Fett 0.0 0.0 0.0
Knochen 0.0 0.0 0.0

Kern |[3.30-1073 | 7.00-1073 | 1.25-1073

Tabelle 9: Ungeregelter Blutfluf} in [;”—;]

7. Die Modellparameter zur Festlegung der , cold-response“ (1.2.6) der Vasomotorik haben die
Werte aus Tabelle 10 (vgl. [9]).

AT inBr | -0.3 K
AT ezr | 0.3 K
minBF -1.0
marBF 10.0

Tabelle 10: ,,cold-response® der Vasomotorik

8. Die Werte fiir die Dichte und die spezifische Warmekapazitit des Blutes sind

k J
29 e = 3840—— |

= 1060
PBL m3’ k:gK

(s. [16]).
9. Die Wérmeiibergangskoeffizienten fiir die Radiation (1.2.14) sind segmentabhiingig durch
Tabelle 11 gegeben (vgl. [9]).

Kopf | Rumpf | Peripherie
h"(z) | 5.0 4.0 4.0

tid

Tabelle 11: Koeffizienten des radiativen Wérmeiibergangs in |55
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Truft rH Ttrmg TyRT SMRT FL Emat Tnat

RBD1 | 309.25 K | 77.0 | 293.15 K | 297.6 K | 0.0 | 5.0<% | 0.05-1~ | 309.25 K

RBD2a | 293.15 K | 50.0 | 293.15 K | 293.15 K | 160.01; | 30.0<2 | 0.05-1- | 310.15 K

RBD2b | 293.15 K | 50.0 | 293.15 K | 293.15 K | 140.0%; | 30.042 | 14.0-%- | 312.15 K

Tabelle 12: Randbedingungs-Sétze

10. Die numerischen Testlaufe wurden mit den in Tabelle 12 aufgefiihrten Randbedingungsséitzen

durchgefiihrt (vgl. Modellgleichungen (1.2.10) bis (1.2.16) in Abschnitt 1.2).

Der Randbedingungssatz RBD1 stellt den Standardfall dar, d. h. der Inkubator steht in
einem Raum einer gewissen Temperatur T,y und die Geschwindigkeit F'L der in ihn ein-
stromenden Luft (und damit der konvektive Wiarmeiibergangskoeffizient cpy, ) sind vorgege-
ben. Der Sédugling liegt im Inkubator auf einer Isoliermatratze mit gegebenem Wirmeiiber-
gangskoeffizienten ks . Die Lufttemperatur T7,p; und die relative Luftfeuchte rH des
Inkubators wurden dann mit dem Optimierungsprogramm [47] berechnet und dann T),,; =
Trupe gewdhlt. Die Strahlungstemperatur Th/rr des Inkubators wurde durch seine Innen-
wandtemperatur T;. festgelegt und die Strahlungsleistungsdichte Sp;rr auf 0.0 gesetzt, da
der Randbedingungssatz RBD1 nur fiir den Inkubatorfall verwendet wird.

Der Randbedingungssatz RBD2a beschreibt nicht den Inkubatorfall, sondern den Fall der
offenen Pflege, d. h. die Pflegeeinheit steht in einem Raum einer gewissen Temperatur
Tvmg = Trupe und die Geschwindigkeit F'L der durch diesen Raum stromenden Luft (und
damit der konvektive Wérmeiibergangskoeffizient cpy ) sind vorgegeben. Es wurde von ei-
nem klimatisiertem Raum mit einer Luftfeuchtigkeit von 50 % ausgegangen. Die Strahlungs-
temperatur Ty pr ist mit den Wandtemperaturen gegeben, welche identisch sind mit der
Lufttemperatur, also Ty rr = Truft = TUmg - Die Strahlungsleistungsdichte Sy rr wurde
mit dem Simulationsprogramm [48] vorab geschiitzt und dann im numerischen Experiment
angepafit. Der Saugling liegt auf einer Isoliermatratze mit gegebenem Wirmeiibergangsko-
effizienten k,,,; und gegebener Matratzentemperatur T, .

Der Randbedingungssatz RBD2b unterscheidet sich von RBD2a nur durch die Verwendung
einer Heizmatratze statt einer Isoliermatratze. Dementsprechend ist eine geringere Strah-
lungsleistungsdichte Spsrr notwendig.

4.3.2 Numerische Resulate

Insgesamt wurden 6 Testldufe durchgefiihrt. Thre wesentlichen Merkmale sind zur besseren Uber-
sicht in Tabelle 13 auf S. 101 zusammengefasst. Die Fille TEST1a bis TEST1d beziehen sich
auf den S#ugling im Inkubator, wihrend die Fille TEST2a und TEST2b die offene Pflege be-
schreiben. Dabei bedeutet 0 bzw. 1 bei den Quelltermen, dafl der jeweilige Testfall ohne bzw. mit
Quellterm gerechnet wurde. Die Félle TEST1a bis TEST1d unterscheiden sich also nur in der
Beteiligung der drei Quellterme mit dem Ziel, deren Effekte nacheinander besser herausstellen zu
konnen. Der Fall TEST1a beschreibt quasi einen ,,nicht-lebenden® Block aus verschiedenen Mate-
rialien, an dem die Simulation der reinen Wéarmeleitung getestet wurde. Beim Fall TEST1b wurde
der Quellterm der Warmeproduktion, beim Fall TEST1c dann der Quellterm des Blutflules und
schliellich beim Fall TEST1d der Quellterm der respiratorischen Wasserverluste hinzugeschaltet.
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Testfall | RBD-Satz to tg At | Nnaz Wirme- Blut- | Respiratorische
produktion | flul | Wasserverluste
TEST1a RBD1 0.0s | 3600s | 1.0 s | 3600 0 0 0
TEST1b RBD1 0.0s | 3600 s | 0.1 s | 36000 1 0 0
TEST1c RBD1 0.0s | 3600 s | 0.1 s | 36000 1 1 0
TEST1d RBD1 0.0s | 5400 s | 0.1 s | 54000 1 1 1
TEST2a | RBD2a | 0.0s | 2700 s | 0.1 s | 27000 1 1 1
TEST2b | RBD2b | 0.0s | 2700 s | 0.1 s | 27000 1 1 1

Tabelle 13: Testfille fiir Thermoregulation

Bemerkungen iiber den Ablauf der Testrechnungen:

1. Als Startverteilung fiir die Fille TEST1a und TEST1b wurde die konstante Temperaturver-

teilung To(x) = 310.15K = 37°C gewéhlt (vgl. (1.2.18)). Die Félle TEST1c und TEST1d
erhielten jeweils die Temperaturverteilung ihres Vorgidngers nach ¢t = 60 min.. Die Fille
TEST2a und TEST2b wurden jeweils mit der Temperaturverteilung vom Fall TEST1d nach
t = 90 min. gestartet.

. Die fiir jeden Testfall maximal mogliche Zeitschrittweite At > 0 wurde in numerischen Ex-
perimenten vorab ermittelt. Insbesondere fiir die mit aktiven Quelltermen, nur semi-implizit
gerechneten Fille TEST1b bis TEST2b mufite eine Beschrdnkung von At vorgenommen
werden. Zu den riicktransformierten Temperaturvektoren

™ = L — eRY, n>0,
k(! k(@)
wurden die ,,update-vekoren*
T
AT™ =T = Auy Au eRY, n>o,
k(! k(@)

in Kelvin berechnet. Thre zeitlichen Entwicklungen sind fiir jeden Testfall in den Konvergenz-
verldaufen der Abbildungen 43, 51, 63, 68, 76 und 84 dargestellt. Fiir den Fall TEST1a wurde
als Ende der Simulationszeit willkiirlich ¢t =60 min. gew&hlt. Fiir die anderen Testfille
wurde tp so gewihlt, dafl Konvergenz in einen numerisch als stationér anzusehenden Zu-
stand vorlag, d. h. ||[AT"||o < 5-107°K fiir die Fille TEST1b, TEST1c, TEST2a und
TEST2b sowie [|[AT"||o <5-1070K fiir TEST1d. Mit npq, = 2 = £ wurde wieder
die Anzahl der Zeitschritte bezeichnet.

. Fiir das Residuum des iterativen Gleichungslésers BICGSTAB / ILU wurde in jedem Zeit-
schritt die einheitliche Schranke ¢ = 107!0 vorgegeben.

. Alle Simulationen wurden auf einem Rechner mit einem AMD Athlon XP2700+ mit 1 GB
Hauptspeicher durchgefiihrt. In der Tabelle 14 auf S. 102 sind die Rechenzeiten der einzelnen
Testfille bis zum Erreichen der jeweiligen Stopzeit tp aufgelistet.

Instationédre Temperaturverteilungen:

Auf den Seiten 105 bis 119 sind die zeitlichen Entwicklungen der Temperaturverteilungen farbig
dargestellt. Die Serie auf jeder einzelnen Seite zeigt fiir einen Testfall zu verschiedenen Zeitpunk-
ten seine Temperaturverteilungen in einem Sagittalschnitt sowie seinen Konvergenzverlauf. Zu
den Fillen TEST1b und TEST2b sind zusétzlich noch auf der jeweils nachfolgenden Seite Ober-
flichentemperaturverteilungen sowie zwei Simultanschnitte durch das Volumennetz abgebildet.
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Testfall | Rechenzeit in Std. und Min.
TEST1a 23 min

TEST1b 2 h 28 min
TEST1c 2 h 31 min
TEST1d 3 h 46 min
TEST?2a 1 h 56 min
TEST2b 1h 54 min

Tabelle 14: Rechenzeiten fiir Testfille der Thermoregulation

1. Der Fall TEST1a (S. 105) diente dafiir, zu testen, ob das entwickelte Finite-Volumen-

Verfahren in der Lage ist, das reine Wérmeleitungsproblem mit unterschiedlichen Material-
schichten zu simulieren. Ausgehend von einer konstanten Starttemperaturverteilung stromt
die Wérme aus dem Korper iiber diejenigen Randteile ab, die an Luft anliegen, da der Rand-
bedingungssatz RBD1 fiir eine Kiihlung sorgt (vgl. Tabelle 12 auf S. 100). Klar zu erkennen
ist auch die isolierende Wirkung der Matratze: Das Maximum der Temperatur ist stets im
unteren Teil des Randes zu finden. Vergleicht man an der Oberseite Kopf- und Rumpfbe-
reich miteinander, so fillt auf, dafl die Geschwindigkeit der Wérmeverluste im Kopftbereich
grofler ist. Dies liegt zum einen daran, dafl beim vorliegenden Séugling das Oberfléche-
Volumen-Verhéltnis im K%pfberelch mehr als doppelt so grof3 ist wie im Rumpfbereich,

O O u uUIm u
konkret % ‘EbRpf L |f . Zum anderen iiberwiegt hier der Effekt der geringe-
ump f

ren Knochenwarmekapaz1tat im Vergleich zur Kernwirmekapazitit ( ¢xnochen = 58% Crcern )
den entgegengesetzt gerichteten Effekt der geringeren Knochenwirmeleitfdhigkeit im Ver-
gleich zur Kernwérmeleitfahigkeit ( Axpochen = T8% Ak ern ; vgl. auch Testergebnisse in [72]).
Numerische Tests haben auflerdem ergeben, dafl die lange Dauer zum Auskiihlen des gesam-
ten Korpers - auch nach tg = 60 min. ist dieser Zustand noch nicht erreicht, vgl. Abbildung
41 - auf die geringen Wirmeleitfihigkeiten der Gréfenordnung 10~! im Vergleich zu den
hohen Wirmekapazititen und hohen Dichten jeweils der Grofienordnung 103, im Produkt
x also 10°, zuriickzufiihren sind.

. Der Fall TEST1b (S. 107) diente zum Testen der Auswirkungen der Warmeproduktion. Wie-

der ausgehend von einer konstanten Starttemperaturverteilung wurde deren zeitliche Wei-
terentwicklung bei eingeschaltetem Quellterm Q¢ beobachtet. Entsprechend der vorgege-
benen Verteilung der Warmeproduktion (vgl. Abschnitt 1.2) bildet sich das grofite Tempera-
turmaximum im Kopfkern aus. Ein weiteres, lokales, aber geringeres Temperaturmaximum
entsteht im Rumpfkern. Diese beiden Ansammlungen von Wirmenergie werden allerdings
wie zu erwarten wieder von dem kiihlenden Effekt des Luftkontaktes bzw. der isolierenden
Wirkung des Matratzenkontaktes iiberlagert. Diese beiden Effekte sind auch klar an den
Oberflachentemperaturverteilungen nach ¢ = 60 min. der Abbildungen 52 und 53 auf S. 109
zu erkennen: Die niedrigsten Temperaturen sind auf der Oberseite des Sauglings zu finden,
insbesondere auf der Bein-Peripherie, was auler auf den Luftkontakt auch auf den geringen
Anteil der Warmeproduktion in der Peripherie zuriickzufiihren ist. Die Riickenpartie weist
dagegen die hochsten Temperaturen auf. Die Abbildung 54 auf S. 109 zeigt einen Sagittal-
Schnitt (Schnitt in der Nasenebene durch Korper) sowie einen Coronal-Schnitt (vertikaler
Schnitt von Ohr zu Ohr durch den Koérper) mit den zugehorigen Temperaturverteilungen.
Auch hier sticht das starke Maximum der Warmeproduktion im Kopfkern hervor.

Mit dem Fall TEST1c (S. 111) wurde die Wirkung des BlutfluB-Quellterms getestet. Ausge-
hend von der Temperaturverteilung von TEST1b nach ¢ = 60 min. zeigen die Abbildungen
56 bis 61 klar die verteilende Wirkung des Blutflules: Die lokalen Temperatur-Maxima im
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Kopf und Rumpf werden nach und nach ,,abgebaut* und die dort gespeicherte Wérmener-
gie wird gleichméfig iiber den ganzen Korper verteilt. Hierbei werden auch die luftnahen
Randschichten zunéchst miterwérmt (¢ < 12 min.). Allerdings reichen die Wérmeproduk-
tion mit ihrem zugehorigen Regelmechanismus und die anschliefende Verteilung nicht aus,
um diesen Zustand vollstdndig zu erhalten: Die Warmeverluste zur umgebenden Luft sind
zu stark und sorgen fiir ein Abkiihlen der luftnahen Randschichten, soda8 sich im numerisch
stationédren Endzustand bei t = 60 min. dort steile Temperaturgradienten eingestellt haben
(vgl. auch den zugehérigen Konvergenzverlauf in Abbildung 63).

4. Der Fall TEST1d (S.113) diente zum Testen des Quellterms der respiratorischen Wasser-
verluste. Die Abbildungen 64 bis 66 zeigen, dafl seine Auswirkungen iiber die Zeit kaum
bemerkbar sind. Dies ist auf die hohe Lufttemperatur von 309.25 K und die hohe Luft-
feuchte von 77% zuriickzufiihren, welche bewirken, daf3 die Verluste iiber die Atemluft sehr
gering sind, sodafl im Rumpfkern fast kein Absinken der Temperatur zu beobachten ist.
Hierbei sind natiirlich die Effekte der Wiarmeproduktion und der Warmeverteilung durch
den Blutfluf} iiberlagert.

5. Der Fall TEST2a (S. 115) beschreibt den Siugling auf einer Isoliermatratze in einer offenen
Pflegeeinheit unter dem Einflul einer Strahlungslampe. Startend mit der Temperaturver-
teilung von TEST1d nach ¢t = 90 min. findet in den ersten 5 Minuten erwartungsgeméf
zunédchst eine Erwidrmung der luftnahen Randschichten durch die Warmestrahlung statt.
Anschlielend erfolgt eine Durchwéirmung des gesamten Korpers, welche aufgrund des ein-
geschalteten Blutfluf-Quellterms gleichméfig verlduft. Aufgrund der Strahlungslampe als
zusétzlicher Energiequelle kann sich bis zum stationédren Endzustand wieder ein deutliches
Temperaturmaximum durch die Warmeproduktion im Kopfkern ausbilden.

6. Der Fall TEST2b (S. 117) unterscheidet sich von TEST2a nur durch die Verwendung ei-
ner Heizmatratze statt einer Isoliermatratze und durch die entsprechend geringere Leistung
der Strahlungslampe. Wieder startend mit der Temperaturverteilung von TEST1d nach
t = 90 min. findet in den ersten 10 Minuten wie zu erwarten eine Erwidrmung sowohl
der luftnahen als auch der matratzennahen Randschichten statt. Anschlieend erfolgt wie-
der eine gleichméfige Durchwirmung des gesamten Korpers und es bildet sich wieder ein
Temperaturmaximum im Kopfkern aus, welches sich allerdings durch den Hinterkopf zur
Heizmatratze hinstreckt. Die Abbildungen 85 und 86 auf S. 119 zeigen die Oberflichentem-
peraturverteilungen im stationéren Endzustand nach ¢ =45 min. Auf ihnen sind nochmal
deutlich die simultanen Wirkungen der Strahlungslampe und der Heizmatratze zu erkennen.
Die Abbildung 87 auf S. 119 zeigt wieder die entsprechenden Sagittal- und Coronal-Schnitte,
welche neben dem Temperaturmaximum im Kopf die Erwédrmung des gesamten Korpers,
auch der Peripherie, verdeutlichen.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl die Abbildungen 36 bis 87 stets zu erwartende und physi-
kalisch / physiologisch plausible Ergebnisse zeigen. Insbesondere das reine Wirmeleitungsproblem
sowie die Effekte der Quellterme und der Randbedingungen werden durch das numerische Verfah-
ren korrekt abgebildet. Es ist daher zur Losung des gegebenen, instationdren Warmeleitungspro-
blems in Form der bio-heat-transfer-equation geeignet und kann genutzt werden, um die durch sie
modellierten, realen Phéinomene der Thermoregulation von Frithgeborenen zu analysieren, wobei
die benotigten Rechenzeiten als moderat bezeichnet werden kénnen.
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Abbildung 36: TEST1a, t = 0 min. Abbildung 37: TEST1a, t = 12 min.

Abbildung 38: TEST1a, t = 24 min. Abbildung 39: TEST1a, t = 36 min.

Abbildung 40: TEST1a, t = 48 min. Abbildung 41: TEST1a, t = 60 min.

305.72 307.475 309.23 310.985 312.74

Abbildung 42: Temperaturskala in [K]
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Abbildung 43: Konvergenzverlauf TEST1a
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Abbildung 48: TEST1b, t = 48 min.

305.72 307.475 309.23 310.985 312.74

Abbildung 50: Temperaturskala in [K]
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Abbildung 51: Konvergenzverlauf TEST1b
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Abbildung 52: TEST1b, t = 60 min.
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Abbildung 54: TEST1b, t = 60 min., Sagittal- und Coronal-Schnitt

305.72 307.475 309.23 310.985 312.74

Abbildung 55: Temperaturskala in [K]
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Abbildung 56: TEST1c, t = 0 min. Abbildung 57: TEST1c, t = 3 min.

Abbildung 59: TEST1b, t = 9 min.

Abbildung 60: TEST1c, t = 12 min.
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Abbildung 62: Temperaturskala in [K]
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Abbildung 63: Konvergenzverlauf TEST1c
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Abbildung 64: TEST1d, t = 0 min.

Abbildung 65: TEST1d, t = 45 min.

305.72 307.475 309.23 310.985 312.74

Abbildung 67: Temperaturskala in [K]
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Abbildung 68: Konvergenzverlauf TEST1d
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Abbildung 69: TEST?2a, t = 0 min. Abbildung 70: TEST2a, t = 5 min.

Abbildung 71: TEST2a, t = 10 min. Abbildung 72: TEST2a, t = 15 min.

Abbildung 73: TEST2a, t = 30 min.
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Abbildung 75: Temperaturskala in [K]
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Abbildung 76: Konvergenzverlauf TEST2a
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Abbildung 77: TEST2b, t = 0 min. Abbildung 78: TEST2b, t = 5 min.

Abbildung 81: TEST2b, t = 30 min.
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Abbildung 83: Temperaturskala in [K]
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Abbildung 84: Konvergenzverlauf TEST2b
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Abbildung 85: TEST2b, t = 45 min. Abbildung 86: TEST2b, t = 45 min.

Abbildung 87: TEST2b, t = 45 min., Sagittal- und Coronal-Schnitt
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Abbildung 88: Temperaturskala in [K]



120 4 SIMULATIONSRECHNUNGEN



Zusammenfassung und abschliefende Bemerkungen 121

Zusammenfassung und abschlielende Bemerkungen

Die hier vorliegende Arbeit enthélt die Entwicklung eines numerischen Verfahrens zur dreidimen-
sionalen und zeitgenauen Berechnung instationdrer Temperaturverteilungen in Frithgeborenen.

Zunichst wurde ausfiihrlich ein Modell der Thermoregulation des Frithgeborenen unter den Um-
gebungsbedingungen eines Inkubators oder einer offenen Pflegeeinheit beschrieben. Dieses bertick-
sichtigt die molekulare Warmeleitung, die Warmeproduktion durch Stoffwechseltéitigkeit und die
Wirmeverteilung durch den Blutflul. Aulerdem werden die Warmeverluste durch die respira-
torischen Wasserverluste, die extra-glanduléren, transepidermalen Wasserverluste, die Radiation,
die Konvektion und die Konduktion modelliert. Ebenfalls im Modell integriert sind die beiden
Regelungsmechanismen Vasomotorik der Haut und Steigerung der Wéarmeproduktion. Die mathe-
matische Formulierung des Modells miindete in ein Anfangsrandwertproblem, bestehend aus der
bio-heat-transfer-equation und zugehorigen Anfangs- und Neumann-Randbedingungen. Zur nu-
merischen Losung desselben wurde ein Finite-Volumen-Verfahren entwickelt. Vorbereitend fiir die
darin notwendige Zeitintegration wurde in Kapitel 2 erarbeitet, welche Verfahren aus der Numerik
von gewohnlichen Differentialgleichungen dafiir geeignet sind, nédmlich die BDF-Verfahren wegen
ihrer guten Stabilitétseigenschaften. Kapitel 3 enthélt die ausfiihrliche Herleitung des Finite-
Volumen-Verfahrens. Dieses ist so konstruiert, dafl es auf beliebig komplexen Diskretisierungen
der Real-Geometrien von Friithchen arbeiten kann. Dies scheint ein Novum zu sein, da bishe-
rige mathematische Modelle nur stark vereinfachte Korpergeometrien zulieflen. Der Einsatz ei-
nes semi-impliziten BDF-Verfahrens zur zeitlichen Diskretisierung innerhalb des Finite-Volumen-
Verfahrens sichert eine stabile und genaue Zeitintegration. Die daraus resultierenden, grofien,
schwachbesetzten, linearen Gleichungssysteme wurden effizient mit dem BICGSTAB-Verfahren
mit ILU-Priékonditionierung geltst. In Kapitel 4 wurde zur Absicherung der korrekten Herleitung
und Implementierung des entwickelten Finite-Volumen-Verfahrens selbiges an einem Spezialfall
mit bekannter, exakter Losung erfolgreich getestet. Anschlielend wurden numerische Tests fiir das
gestellte Problem der Thermoregulation gemacht. Diese lieferten stets der Realitédt entsprechen-
de Ergebnisse und gaben die Mechanismen des Modells wieder bei - angesichts der Feinheit der
rdumlichen Diskretisierung - vertretbaren Rechenzeiten. Das entwickelte Verfahren ist somit ein
geeignetes Werkzeug zur systematischen Untersuchung des Warmehaushalts von Frithgeborenen.
Es ist leicht moglich, durch Vorgabe weniger Parameter Kinder zu simulieren, die sich anatomisch
(Gewicht, Gestationsalter, Lebensalter) oder in ihrer thermoregulatorischen Reife unterscheiden.
Eine erste Anwendung und Validierungsmoglichkeit konnte ein Vergleich der nun berechenba-
ren Oberflaichentemperaturprofile mit Mefidaten von Warmebildkameras sein. Letztere liefern nur
Aussagen iiber Temperaturverteilungen auf der Hautoberfliche und es ist unklar, inwieweit man
von diesen auf die Verteilung der Kerntemperaturen schlieen kann. Die hier entwickelte Simulati-
onssoftware kann hierfiir sehr detaillierte Angaben machen, da sie eben dreidimensionale Tempe-
raturverteilungen errechnet. Gleichzeitig kann das entwickelte Verfahren auch als Basisverfahren
flir Weiterentwicklungen angesehen werden. Zunéchst koénnte eine Verbesserung der geometri-
schen Eingangsdaten vorgenommen werden. Beim hier verwendeten Friihgeborenen liegen die
Handinnenflachen an den Riickseiten der Oberschenkel an, sodafl hier zwar zu vernachlédssigen-
de, aber nicht verschwindende Wirmestrome von Peripherie zu Peripherie auftreten. Hier wéren
also MRT-Bilder eines Frithgeborenen mit ausgestreckten Armen und Beinen von Vorteil. Dies
konnte in dieser Arbeit leider nicht mehr erledigt werden, da solche Bilder in der Praxis verstand-
licherweise schwer zu bekommen sind. Als néchstes konnte versucht werden, die Modellierung der
Thermoregulation zu verfeinern, z. B. durch ,,Einbau* innerer Organe oder durch lokal detaillier-
tere Auflésung der Wiarmeproduktion oder des Blutflufles. Auch eine Modifikation des Modells
/ Verfahrens zur Beschreibung von Feuerwehrleuten im FEinsatz oder OP-Patienten ist denk-
bar. Weiter konnte versucht werden, daf§ Finite-Volumen-Verfahren durch einen Mehrgitteransatz
zu beschleunigen. Der hier verwendete Netzgenerator stellt dafiir von vornherein die Grundla-
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ge bereit, da er verschiedene Diskretisierungsstufen der Frithchengeometrie mit entsprechenden
Verkniipfungsinformationen liefert. Erste Schritte in Richtung ,, Ergonomie* des entwickelten Soft-
warepaketes sind bereits unternommen worden durch Implementierung einer Benutzeroberfléche.
Deren Kombination mit einem Visualisierungstool zu einem Gesamtpaket ist offensichtlich ein
néchster Schritt.
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Anhang A: Oberflichentriangulierung

Fiir die in Abschnitt 4.1 beschriebene Volumennetzgenerierung ist in einem Vorverarbeitungschritt
die Bereitstellung einer Triangulierung der Oberfliche des Rechengebietes notwendig. Dies soll hier
fiir die Geometrie des Friihchens kurz erldutert werden.

Von einem realen Frithchen wurden MRT-Schichtaufnahmen gemacht, und zwar 160 Sagittal-
schnitte wie in Abbildung 89 auf S. 124 beispielhaft dargestellt. Mit Hilfe einer kommerziellen
Bildverarbeitungssoftware, die u.a Segmentierungsverfahren zur Verfiigung stellt, insbesondere
das sog. Region Growing, wurde aus diesen Schichtaufnahmen ein Volumendatensatz erzeugt (vgl.
Abbildung 90 auf S. 124). Das Region Growing besteht aus einem Initialisierungsschritt und einer
Folge von gleichartigen Ausfithrungsschritten. Im Initialisierungschritt wurden in der sog. Region
of Interest (ROI) seedpoints markiert und so die Startregion - hier der schwarze Hintergrund -
gekennzeichnet (vgl. Abbildung 89 auf S. 124). Dann wurden im Ausfithrungsschritt, ausgehend
von den seedpoints, alle benachbarten Pixel mit einem Distanzmaf} betrachtet. Ein Pixel wurde
dabei zur aktuellen Region hinzugefiigt, wenn die Berechnung des Distanzmafles einen Wert un-
terhalb eines gegebenen Schwellenwertes ergab. Dieser Schritt wurde solange ausgefiihrt, bis keine
Pixel mehr im Raum iibrig blieben, die der jeweils aktuellen Region hinzugefiigt werden konnten.
Das Region Growing filtert somit den Hintergrund und alle eventuell darin enthaltenen Artefak-
te heraus und iibrig bleibt ein reiner Volumendatensatz der eigentlichen Geometrie. Auf diesen
wurde anschliefend der sog. Marching-Cube-Algorithmus angewandt (s. [32]). Dies ist ein Ver-
fahren zur Generierung von Oberflichenmodellen aus medizinischen 3D-Bilddaten. Wesentlicher
Verfahrenschritt ist dabei die Definition einer Isofliche, welche diejenigen Bildpunkte enthélt, die
einen einheitlichen Grauwert besitzen. Diese Fliche trennt das AuBere vom Inneren der Frithchen-
Geometrie und stellt somit die aus dem Volumendatensatz extrahierte Frithchen-Oberfliche dar.
Fiir sie erzeugt das Verfahren auflerdem eine Triangulierung. Eine solche besteht aus einer durch-
numerierten Liste von Punkten des R? (d. h. Koordinatentripeln) und einer weiteren Liste, in
welcher je drei Punkte, identifiziert iiber ihre Nummer aus der ersten Liste, zu einem Oberflachen-
dreieck zusammengefafit sind. Insbesondere wurde hierbei sichergestellt, da3 die Triangulierung
,wasserdicht“ ist und dafl jede Kante eines Dreiecks nur genau zwei adjazente Dreiecke besitzt.
Die Datei mit den beiden Listen wurde dann als Eingabe zur Volumennetzerzeugung verwandt
(vgl. Abschnitt 4.1).



124 Anhang A: Oberflichentriangulierung

Abbildung 89: MRT-Schichtaufnahme mit seedpoints

Abbildung 90: Volumendatensatz
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Anhang B: Die Fundamentall6sung der Warmeleitungsgleichung

In Abschnitt 4.2 wurde die Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung fiir numerische Tests
des Finite-Volumen-Verfahrens verwendet. Dabei blieben ihre Herkunft, Namensgebung und Be-
deutung fiir die Warmeleitungsgleichung im Dunkeln. Deshalb wird in diesem Anhang eine knap-
pe Einfiihrung in die Analysis der instationéiren Wirmeleitungsgleichung gegeben. Dazu wird das
Anfangswertproblem

(3. t) = Au(a,t), (z,t) € R" x RY,

u(z,0) =v(z), x € R,

betrachtet. Mit Hilfe der Fourier-Transformation kann hierfiir eine allgemeine Darstellung der
Losungen gewonnen werden, welche die Fundamentallosung als Wirmeleitungskern enthélt.

Definition B1
Die Funktion

U:R" x Ry —R

llli3
Ux,t) := #e‘ it

wird als Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung oder auch als Gauss-Kern bezeichnet.
Bemerkung;:

Die Fundamentallésung besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. BEsgilt U € C*°(R" x R%) und sie ist selber in der Tat eine Losung der Wérmeleitungsglei-
chung, denn aus

ou C(l=lIE n n oL s
und
VU (z,t) = —%U(f’t)x V(z,t) € R" xR}
folgt
oU

E(z,t) =AU(z,t) V(z,t) € R" xRL.

2. Fiir jedes feste ¢t € R% ist U(-,t) : R” — R eine beschrénkte Funktion, was direkt aus dem
negativen Exponenten der Exponentialfunktion ersichtlich ist.

3. Fiir jedes feste t € RY ist U(-,t) : R” — R iiber R" integrierbar, U(-,t) € Z(R"). Dies
ergibt sich aus der Existenz des Gauss-Integrals

_ 2
/ o lzl3 gy — /o
n

(s. z. B. [41]) unter Zuhilfenahme des Transformationssatzes. Man erhilt als Ergebnis

1 llei3
U(-,t dm:/ ——e @ dr=+/(4m)", teR.
[ vt = (i) d
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4. Fiir jedes feste ¢t € R’ ist die rdumliche Fourier-Transformierte der Fundamentallssung
gegeben durch

U/(_,\t)(x) =V e st g e R

Dies ergibt sich aus der Tatsache, dafl die Funktion

=13
R'sz—e 2 €R

mit ihrer eigenen Fourier-Transformierten identisch ist unter Verwendung der Skalierungs-
eigenschaft und der C-Linearitdt der Fourier-Transformation (s. z. B. [22]).

Der Satz B2 wird zeigen, welche Gestalt eine Losung des gegebenen Anfangswertproblems un-
ter gewissen Voraussetzungen haben muf. Die Idee der Herleitung selbiger stammt aus [44]. Da
dort jedoch die Rechenschritte nur duflerst rudimentér durchgefithrt wurden und auflerdem jed-
wede Voraussetzungen fiir einen formal sauberen Beweis fehlen, wird ein solcher hier ausfiihrlich
erarbeitet.

Satz B2

Gegeben seien eine beschrankte Funktion v : R®™ — R als Startverteilung und eine Funktion
u:R™ x Ry — R mit den folgenden FEigenschaften:

1. u ist stetig in R™ x R, ,

2. u ist zweimal stetig differenzierbar in R"™ x R |

3. u(-t) e AR VteR,,

4. (1) e LR VEeRE,

5. 0%(,t) e AR") VaeN": o <2 VteR:,

6. IF € LR 1 |%(z,t)| < F(z) ¥ (z,t) e R" x RY,
7

—

u(-,t) € Z1(R") Vt e RY .
Auflerdem sei u eine Lisung des Anfangswertproblems
%(m,t) = Au(z,t), (x,t) € R* xR%,
u(z,0) =v(z), v € R™.
Dann hat u in positiven Zeitschichten die Darstellung

||96 ?JHQ

(y)dy VY (x,t) e R" x RY.

u(z,t) = \/W/n

Beweis:

Das Konzept dieses Beweises besteht darin, die gegebene PDE einer Fourier-Transformation zu
unterziehen, sie dann im Frequenzbereich zu 16sen und anschlielend wieder zuriickzutransformie-
ren.

1. Die raumliche Fourier-Transformierte von w ist gegeben durch

Ye I<TE> ez e R t € Ry.

A t) = (D) = \/ﬁ / w(e, 1
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Auflerdem erhilt man

<@(- 7f)>A(:c)= ! R (e t) eI dé—du(:s t), zeR" teR:
ot @r)" Jan 8t ’ dt : .

Dabei war das Vertauschen von Integration und Differentiation aufgrund der 6. Vorausset-
zung iiber u erlaubt.

2. Wegen der C-Linearitéit der Fourier-Transformation gilt
A
n
0%u .
(Au( )" =" <W(-,t)) Vt € RY.
j=1 J

Fiir jedes j € {1,...,n} sei a(j) = (0,...,2,...,0) € N* ein Multi-Index mit genau
einem von Null verschiedenen Eintrag an der j-ten Position. Mit der Regel zum Fourier-
Transformieren von Ableitungen (s. z. B. [41]) ergibt sich dann

n 2
(Au(-,t))/\(x) = Z(gm > Zl ' a(] Zz a: u(z,t)

= —G(x,t)) a7 = —|lzl3U(x,t), xR tER].
j=1

3. Das Anfangswertproblem lautet nun
Wipt) = —||lz|3a(x,t), (a,t) € R* xR%,
u(z,0) =v(z), z € R™
Es hat die eindeutige Losung
u(z,t) =0(x) eIl (x,t) € R" x Ry.
Fiir ¢ > 0 kann diese mit der rdumlichen Fourier-Transformierten

U(x,t) == U(- £)(z) = V27 e PBL (2.4) € R® x RY,

der Fundamentallésung reformuliert werden zu

ie,1) = —= Uz, t)0(x), (2,t) € R" xR,
4. Da fiir jedes t € RY die Funktion U(-,t) : R® — R beschriankt und iiber R™ integrierbar
ist und da auflerdem die Funktion v : R™ — R aufgrund der Anfangsbedingung und der 3.
Voraussetzung iiber u ebenfalls iiber R™ integrierbar ist, ist die Faltung U (-, t)*v : R — R

wohldefiniert und es gilt ohne Ausnahme
U)o () = [ VGO -9 olo)dy Yo e R
(s. z. B. [41]). Nach der Faltungsregel der Fourier-Transformation gilt

1 —

U(Lt)v VteR:.
T (1) t

(U(-) % v)" =
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5. Die reformulierte AWP-Losung kann nun fiir (z,t) € R" x R% wie folgt weiter umgeformt

werden:
~ ~ . 1 — - 1 —
i) = <= U0 0@) = 7= U000 1) = = (U(,t) v> ()
1 A = 1 * U A X
- (0% 0) )(x)— T U600 @)
Somit folgt

Ut +v)" VteR:.

Nach der 7. Voraussetzung iiber u ist eine erneute Fourier-Transformation erlaubt:

— 1

ot = e

(UG, t)x0)™ Vit eRE.

Essei t € R% voriibergehend festgehalten. Da u(-,t) eine stetige und integrierbare Funktion
mit integrierbarer Fourier-Transformierter ist, erhédlt man mit Hilfe des Umkehrsatzes der
Fourier-Transformation

—

u(0)(x) = u(-t)(—z) Vo eR"

Da U(-t) € 4 (R™) gilt und da v beschriankt und stetig ist, gilt nach dem Differentiati-
onssatz der Faltung
U('7t) *U € CO(RH)7

(s. z. B. [41]). Da Faltungen per se integrierbar sind, gilt
U(-,t)xv e A (R").

Da (U(-,t) *v)" sich nur um einen konstanten Faktor von m € Z1(R™) unterscheidet,
gilt also auch

(U(-,t) xv)" € Z(R").

Wieder nach dem Umkehrsatz der Fourier-Transformation ergibt sich also

R (U(-,t) xv)" () = Tk U(,t)xv(—x) VzeR"
Man erhélt also erstmal
1 n
u(-,t)(—z) = ok U(,t)xv(—z) VxeR
daraus dann aber auch
1 n
u(-,t)(x) = L U(,t)xv(z) VaeR™

Damit ergibt sich jetzt wieder fiir beliebiges t € R’

1
(4m)"

u(z,t) = U(-t)xv(x) Y(x,t) € R"xRL.

Durch Einsetzen der Fundamentallosung folgt hieraus die Behauptung des Satzes.  q.e.d.
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Bemerkung;:

Das Vorgehen im Beweis zu Satz B2 weist eine zwar nebenséchliche, aber doch nicht véllig uninter-
essante Analogie zur Entwicklung des Finite-Volumen-Verfahrens in Kapitel 3 auf. In beiden Féllen
wird eine partielle Differentialgleichung durch eine geeignete Transformation in eine gewthnliche
Differentialgleichung verwandelt, beim Finite-Volumen-Verfahren durch Aufstellung der Evolu-
tionsgleichung der Zellmittelwerte auf Kontrollvolumen, hier durch Fourier-Transformation. An-
schlieffend wird jeweils die erhaltene gewthnliche Differentialgleichung in der Zeit gelost.

Satz B2 zeigt also, wie unter gewissen Voraussetzungen eine Losung des Wirmeleitungsproblems
notwendig auszusehen hat. Der folgende Satz wird zeigen, dal durch die gefundene Darstellung
auch tatséichlich eine Losung gegeben ist. Wegen seiner somit grundlegenden Bedeutung als Exi-
stenzsatz wird auch ein Beweis fiir ihn mitaufgefiihrt, welcher eine elaborierte Version des in [44]
gegebenen Beweises ist.

Satz B3

Es sei v:R™ — R eine beschrinkte, integrierbare und stetige Funktion. Auferdem sei die Funk-
tion u:R" x RT — R festgelegt durch

(2.1) 1 / _llz—yl3 () d
u(z,t) i= —— e 4 .
V (@mt)™ Jrn v
Dann gelten
u e CP(R" xRY),
ou

E(az,t) = Au(z,t) VY(z,t) € R" x RY,

lim  wu(z,t) = v(a) VaeR™
(z,t)—(a,0) ( ) ( )
Beweis:

Mit der Fundamentallésung U hat u die Darstellung

u(z,t) = y,t)v(y) dy, (z,t) € R" xR},

1
N Uz —

Da U beliebig oft stetig differenzierbar ist mit gleichméfiig beschréinkten Ableitungen auf je-
der Menge R"™ X [e,00[, € > 0, folgt durch Differenzieren unter dem Integralzeichen die erste
Behauptung des Satzes.

Da die Fundamentallosung selber eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist, folgt

ou 1 oU 1

5 &0 = N 5 (@ -yt uly) dy = N AU(z —y,t) v(y) dy = Au(z,1),

(x,t) € R" xR%,
also die zweite Behauptung des Satzes.
Es sei jetzt a € R™ beliebig, dann aber fest gewihlt. Mit Hilfe des C' -Diffeomorphismus’
¢ :R" — R"
¢(n) = Vit + =,
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fir (z,t) € R" x RY und dem Gauss-Integral

1 2
=lnlz gp = 1
e

o /n Ui

[v <\/4_t77 + :17) - v(a)] e~ lInl3 dn V(z,t) € R" xR%.

erhélt man die Darstellung

1
= 7= L.

u(x,t) —v(a)

Es seien
M := ||v]|oo = sup{|v(x)| : 2z € R"} € R4

und
s(z,t,w) = sup{‘fu (\/@7} +x) - fu(a)‘ in € B(O,w)} eRy, (z,t) € R" xR}, weRL.
Fiir (z,t) € R® x R% und w € R% kann man mit BY(0,w) = R"\ B(0,w) schreiben

w(z,t) —v(a) = — ( /B o [v (\/En +x) - ’U(a)] el g

v

+ /B(o,w) [v (\/ﬂn + x) — v(a)} e~ lllz dn).

Hiervon ausgehend erhélt man

lu(z,t) — v(a)| < \/;_n (/BC(OM (v (\/Enm) —v(a)‘ e=Il3 g

F Lo (i) ot dn>

< % o e~ I3 g + \/;_n /B . ‘U (\/@Hx) _v(a)‘ eI g
< % ol e=I3 g \/;—ns(x,t,w) /B . eIl g

< % o e=I3 gy 4 \/;—ns(x,t,w)x/w_”

= % 0 el gy + s(z,t,w), (z,t) € R"xRY, weR}.

Nach diesen Vorbereitungen sei jetzt zum Beweis der Grenzwertaussage € > 0 gewéhlt.

1. Es sei w > 0 so gewahlt, dafl gilt

2M
V7" JBC(0w)

€
e 118 i < &

(Gauss-Integral).
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2. Aufgrund der Stetigkeit von v in a kann § > 0 so gewahlt werden, daf} gilt

lv(z) —v(a)| < % Vz e R": ||z —all2 < 0.

3. Es sei 2 5l
8= min{z, m} e R}.
4. Fir (z,t) € R* x RY mit ||(z,t) — (a,0)|]2 < 8 erhélt man zunéchst
|z — alla + V4tw < 6.
Hieraus dann fiir jedes n € B(0,w)
[V4tn + 2 — al2 < 4,

also nach Wahl von § auch

€
‘fu (\/4t77 +x) - v(a)‘ <3
Somit gilt
€
s(z,t,w) < 3

[

)

lu(z,t) —v(a)| < e.

Nach obigen Vorbereitungen folgt zusammen mit

Der vorgefiihrte Konstruktionsprozef3 zeigt also
Ye>036>0: <|u(x,t) —v(a) < e V(z,t) € R" x RY : ||(2,£) — (a,0)]l2 < ﬁ).

Dies ist aber gerade die behauptete Grenzwertaussage. q.e.d.
Bemerkung;:

1. Mit Satz B3 ist die Existenz einer Losung des gestellten Anfangswertproblems gesichert,
denn man braucht nur die Funktion u stetig in die Null-Zeitschicht fortzusetzen. Unter der
zusétzlichen Forderung einer exponentiellen Wachstumsbeschrinkung

u(zx,t) < ce? I3 V(z,t) € R" xR}

mit ¢, d € R} kann auch Eindeutigkeit gew#hrleistet werden (s. [38], [44]).

2. Die Integraldarstellung von wu zeigt, dal die Temperatur wu(z,t) am Ort = € R™ zum
Zeitpunkt ¢ > 0 global von sidmtlichen Starttemperaturwerten v(y),y € R™, abhingt,
wobei jeder Startwert einen Gewichtungsfaktor hat. Letzterer sorgt allerdings dafiir, dafl
die Abhingigkeit mit zunehmendem Abstand exponentiell fillt.

3. Essei v>0.Gilt v=0, so folgt v=0. Gilt v # 0, so folgt
u(z,t) >0 V(z,t) € R" x R}.

Dies bedeutet, daff Stérungen der Anfangsbedingung eine unendlich grofle Ausbreitungsge-
schwindigkeit besitzen, denn aus der Existenz eines y € R™ mit v(y) > 0 folgt, dafi zu
einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0 die Temperatur iiberall positiv ist.
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Bezeichnungen
oD, D, B Rand, Abschlufl und offener Kern von D
ABB(X,K) K-Vektorraum aller Abbildungen X — K, X eine Menge, K ein

Se = CN = ABB(N,C)

R* R*
C
(C*

C_={z€C: Re(z) <0}
C_={z€C: Re(z) < 0}

K
[1]2

[[-loo

-l

<, >

grad f
Vf=(grad f)"
Vif=Hf
div v

T = (Tj)j=1,..n

Korper

C-Vektorraum aller Folgen in C

Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D
Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null

Menge der reellen Zahlen

Menge der reellen Zahlen ohne Null

Menge der nicht-negativen bzw. nicht-positiven reellen Zahlen
Menge der positiven bzw. negativen reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen ohne Null

linke, komplexe Halbebene

offene, linke, komplexe Halbebene

Menge der reellen oder komplexen Zahlen

euklidische Norm

Maximum-Norm

Frobenius-Norm

Standard-Skalarprodukt im R"

Gradient bzw. einzeilige Jacobi-Matrix der Funktion f
als Spalte geschriebener Gradient der Funktion f
Hesse-Matrix der Funktion f

Divergenz des Vektorfeldes v

Vektor x mit den Komponenten x;

als Zeile geschriebener Vektor x

Es existiert ein

Es existiert genau ein

Fiir alle

i-ter Standardbasisvektor des R™

m X n-Matrizen mit Eintridgen aus einem Koérper K
Gruppe der invertierbaren Matrizen iiber dem Korper K
(Groupe lineaire)

Spektrum der Matrix A



134

B(a,e)
N(p) ={z € C:p(z) =0}
pp(2) € N

arg(z) € [0,2x[
OH

Sa

0
ACB
Z(RT)

n
la| = Zaj eN
j=1

= cld e C
n
x® =

J
F=
f*g

aj
T eR
1

|af
0°f = &E?‘la—fax%”
BHTE
AWP, IVP
ARWP, IBVP
ODE, PDE
ESV, MSV
RKV
FVV
IMEX-Verfahren
BDF
SBDF
CNEE
MOL
LGS
BICGSTAB
ILU

Bezeichnungen

offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius €
Nullstellenmenge des Polynoms p: C — C

algebraische Vielfachheit der komplexen Zahl z im Polynom
p:C—-C

Polarwinkel der komplexen Zahl z

charakteristisches Polynom eines Mehrschrittverfahrens bzgl.
HecC

Stabilititsbereich mit halbem Offnungswinkel o

leere Menge

A ist Teilmenge von B mit zugelassener Gleichheit

C-Vektorraum der Lebesgue-integrierbaren C-wertigen Funktionen

Betrag eines Multi-Indexes o« € N

Potenz einer komplexen Zahl ¢ € C mit einem Multi-Index o € N"

Potenz eines Vektors x € R™ mit einem Multi-Index o € N™

Fourier-Transformierte der Funktion f € .2 (R")
Faltung der Funktionen f,g € 21 (R")

partielle Ableitung der Funktion f zum Multi-Index o € N”

bio-heat-transfer-equation

Anfangswertproblem, Initial value problem
Anfangsrandwertproblem, Initial boundary value problem
Ordinary differential equation, Partial differential equation
Einschrittverfahren, (lineares) Mehrschrittverfahren
Runge-Kutta-Verfahren

Finite-Volumen-Verfahren

gemischt implizit-explizites Verfahren

backward differentiation formula, Gear’sches Verfahren
Semi-implizites BDF-Verfahren
Crank-Nicolson-Explizit-Euler-Verfahren

vertikale Linienmethode, method of lines

Lineares Gleichungssystem
bi-conjugate-gradient-stabilized-Verfahren

unvollsténdige LR-Zerlegung, incomplete lower-upper

decomposition
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