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Einleitung

Die Urspriinge der Integralrechnung liegen in der Bestimmung von Flachen und Fla-
cheninhalten innerhalb einer gegebenen Kurve, eines der &ltesten Probleme der Wis-
senschaft. Angaben zur Geschichte der Integration finden sich z. B. in [7], [4] und [21].
Spezielle Methoden entwickelte bereits Archimedes im dritten Jahrhundert v. Chr. Eine
Fléche wird durch reguldre Polygone immer weiter ausgefiillt, und der Flacheninhalt er-
gibt sich als Limes einer geeignet gewdhlten Folge von polygonalen Gebieten. Auf diese
Weise berechnete Archimedes den Parabelabschnitt und war es ihm mdglich, eine untere
und obere Grenze fiir die Kreiszahl 7 zu finden. Im 17. Jahrhundert gelang es, weitere
Fille zu 16sen. Der Losungsweg, der zum Grenzwert fithrte, hing dabei von dem zugrun-
deliegenden Problem ab. Den Zusammenhang zwischen Differentiation und Integration
erkannten Newton und Leibniz um 1670. Sie entwickelten die vorhandenen Ansétze zu
einer allgemeinen Methode, dies brachte einen grofsen Fortschritt im Bereich der Inte-
gralberechnung mit sich. Im 19. Jahrhundert préazisierte Cauchy den Integralbegriff fiir
stetige Funktionen, Riemann fiir etwas allgemeinere Funktionen.

In der angewandten Mathematik ist die Integralrechnung von fundamentaler Bedeutung.
Integrale spielen nicht nur eine Rolle bei der Berechnung von Fléachen und Volumina, son-
dern beispielsweise auch bei Integraltransformationen, wie der Fourier-Transformation
oder der sin- und cos-Transformation, bei Anfangswertproblemen gewohnlicher Diffe-

rentialgleichungen, bei linearen Randwertproblemen (fiir eine ausfiihrlichere Darstellung
siehe z. B. [7]).

In vielen Féllen, in denen Integrale berechnet werden sollen, ist der Integrand in ge-
schlossener Form gar nicht bekannt, nur einzelne Werte der Funktion liegen z. B. durch
Messungen vor. Es gibt auch viele Integrale, die analytisch gar nicht berechnet werden
konnen. Oft ist Integration mit aufwendigen Berechnungen verbunden und kann zu ge-
schlossenen Ausdriicken fithren, deren numerischer Wert nur ndherungsweise berechnet
werden kann. Beispiele hierzu werden z. B. in [6] und [7] erldutert. In der Folge ist eine
Theorie von Quadraturformeln zur Approximation eines bestimmten Integrals entwickelt
worden. Eine Quadraturformel ist eine endliche Summe aus Funktionswerten des Inte-
granden an einer Menge von diskreten Punkten (die sogenannten Quadraturknoten) aus
dem Definitionsbereich des Integranden gewichtet mit sogenannten Quadraturgewichten.
Eine Quadraturformel ist also eine ,Linearkombination* (|6]) von Funktionswerten des
Integranden. Die Linearitéat des Integrals bleibt erhalten.

Eine wichtige Strategie, Quadraturformeln zu konstruieren, besteht darin, den Integran-
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den durch Funktionen, die analytisch integrierbar sind, zu approximieren und diese Ap-
proximation stattdessen zu integrieren. Ein bedeutende Rolle spielen dabei Polynome
als Interpolanten des Integranden. Ziel ist es dann, Quadraturformeln zu entwickeln, die
exakt fiir Polynome von gewissem Grad sind. Die Quadraturformel ist konvergent, falls
die Gewichte alle nichtnegativ sind.

Integrationsbereiche sind nicht nur aus R und R¢, sondern kénnen auch Mannigfaltigkei-
ten wie z. B. die Sphiire im R? sein. Die minimale Anzahl an Punkten, die ein Stiick Fliche
im Raum festlegen, ist drei. Mit drei Punkten ist ein Dreieck im Raum gegeben. Fliachen
kénnen aus Dreiecken zusammengesetzt dargestellt werden. Diese Dreiecke sind dann
Elemente einer Menge, die als Triangulierung bezeichnet wird. Triangulierungen von
Flachen finden wir in vielen Anwendungen, woriiber es eine Vielzahl an Literatur (siehe
z.B. [17]) gibt. Schon im antiken Griechenland dienten Triangulierungen in der Kartogra-
phie der Vermessung der Erdoberflache. Sie werden in CAD-Systemen (computer-aided
design) verwendet. Sie helfen, geologische Strukturen oder die Anatomie des menschli-
chen Korpers in medizinischen Anwendungen darzustellen. Triangulierungen sind eines
der Hauptwerkzeuge im Bereich Visualisierung und Computergraphik. Finite-Elemente-
Methoden nutzen Triangulierungen, um partielle Differentialgleichungen numerisch zu
16sen. Dreiecke bilden dabei ein Gitternetz, iiber das die Differentialgleichungen durch
stiickweise polynomielle Funktionen approximiert und numerisch gelést werden. So kon-
nen in Systemen Prozesse simuliert werden.

Unsere besondere Aufmerksamkeit gehort der 2-Sphire S? im R®. Sie kann Modell der
Erdoberflache in der Meteorologie und Geophysik sein und als Oberflache des Herzens,
der Lunge oder Blase in der medizinischen Modellierung dienen. Triangulierungen der
Sphére, beispielsweise mit dem Algorithmus aus [29], kénnen zu ihrer vollstdndigen Par-
titionierung in sphérische Dreiecke fiihren.

Satelliten, Flugzeuge, GPS u. a. liefern Daten iiber die Struktur oder physikalische Phé-
nomene wie Temperatur oder Niederschlag an verschiedenen Punkten der Erdoberfiache.
In der Medizin erhalten wir Daten durch bildgebende Verfahren wie z. B. Ultraschall oder
MRT.

Oft ist es unmoglich, an allen gewiinschten Stellen geniigend viele Daten zu erhalten,
daher geht es in vielen praktischen Anwendungen darum, eine glatte Funktion auf der
Sphére zu finden, die eine gegebene Datenmenge interpoliert oder approximiert (siehe
z. B. [28], 8], [20], [19]).

Es gibt viele Arbeiten zu Quadraturformeln auf der Sphire S?, die exakt fiir Polynome
verschiedenen Grades sind. Einige Arbeiten konstruieren Quadraturgewichte zu Knoten,
die an speziellen Stellen der Sphére liegen (z. B. [32]). Ziel einiger Arbeiten ist es, mit
relativ wenigen Knoten eine Quadraturformel mit positiven Gewichten zu entwickeln,
die fiir Polynome mit moglichst hohem Polynomgrad exakt ist (siehe z. B. [30]).

Wir interessieren uns in dieser Arbeit fiir Anwendungen, bei denen z. B. durch Messun-
gen eine relativ grofse Menge an Daten auf der Sphére gegeben ist, deren Lokalisation
nicht beeinflusst werden kann.
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Fiir beliebige Knotenmengen C' auf der Sphére sind eine Reihe von Verfahren zur Be-
rechnung von Quadraturformeln entwickelt worden (siche z. B. [18], [25], [26], [24], [15]).

In dieser Arbeit geht es um Quadraturformeln {iber sphérische Dreiecke. Mhaskar zeigt in
[23], dass tiber kompakte Untermengen der Sphéire Quadraturformeln mit nichtnegativen
Gewichten existieren, die exakt fiir Polynome vom Hd&chstgrad n sind. Welche Vorteile
konnte es bringen, ein Integrationsgebiet wie die Sphére zu triangulieren und {iber die
einzelnen Dreiecke zu integrieren?

Mit groken Knotenmengen auf der Sphére konnen bei der numerischen Berechnung von
Quadraturgewichten Speicherplatzprobleme auftreten. Daher kann es sinnvoll sein, ei-
ne Triangulierung T der Sphére in sphérische Dreiecke vorzunehmen und entsprechend
die Knotenmenge C' in geeigneter Weise in Untermengen aufzuteilen, so dass fiir jedes
Dreieck A, A C T, die entsprechende Untermenge Ca, Ca C C, Knoten in der Nach-
barschaft von A enthélt. Fiir jedes einzelne Dreieck A der Triangulierung sollen dann
Quadraturgewichte zur Knotenmenge C'a bestimmt werden.

Soll eine Funktion iiber die Sphére integriert werden, die nur in einem kleinen Gebiet auf
der Sphére gut lokalisiert ist, dann ist es fiir die Approximation des Integrals durch ei-
ne Quadraturformel sicherlich von Vorteil, in dem entsprechenden Gebiet moglichst viele
Funktionswerte zu kennen, wahrend wir in den Restgebieten weniger Informationen iiber
die Funktion benétigen. Wir erhoffen uns dann ein giinstiges Konvergenzverhalten der
Quadratur schon bei kleinen Polynomgraden, wenn die Quadraturgewichte speziell fiir
das Gebiet, in dem die Funktion gut lokalisiert ist, berechnet werden.

Wir orientieren uns bei der Konstruktion von Quadraturgewichten iiber sphérische Drei-
ecke zu beliebigen Knoten an der Arbeit von Mhaskar und Le Gia in [24]. Da wir bisher
iiber keine zu den Spherical Harmonics auf der S? vergleichbaren orthogonalen Poly-
nome iiber ein sphérisches Dreieck A verfiigen, miissen wir in der Lage sein, Integrale
Jx Ys(x) d¢(x) mit Spherical Harmonic Y; zu berechnen. Wir wollen die Integrale mog-
lichst genau bestimmen. Der erste Teil der Arbeit widmet sich der Aufgabe, nach einer
Idee von Mhaskar eine Art Gauk-Quadraturformel fiir die Integration iiber sphérische
Dreiecke zu entwickeln.

Bei der Konstruktion dieser Quadraturformel

e fithren wir die Berechnung der Quadraturgewichte und -knoten letztendlich auf
die bekannten Gewichte und Knoten der Gauf-Jacobi-Quadratur fiir algebraische
Polynome zuriick;

e liegen uns die Integralgrenzen und Integranden in polaren Koordinaten vor; nutzen
wir fiir die Losung von mehrdimensionalen Integralen bekannte Quadraturformeln
fiir den eindimensionalen Fall;

e gehen wir sozusagen einen Umweg iliber die Integration iiber sphéarische Kappen,
da die Integrationsgrenzen fiir sphérische Dreiecke nicht leicht zu handhaben sind;
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e gehen wir zundchst von speziellen sphérischen Dreiecken aus, und zwar von gleich-

schenkligen sphérischen Dreiecken, die am Nordpol der Sphére lokalisiert sind; es
ist aber ohne grofse Probleme moglich, die Quadratur fiir beliebige sphérische Drei-
ecke auf diesen Spezialfall zuriickzufiihren und Dreiecke an beliebigen Positionen
der Sphére an den Nordpol zu verschieben.

Die erste Teil der Arbeit ist in folgende Abschnitte gegliedert:

e Da wir uns bei der Konstruktion der Gauf-artigen Quadraturformel haufig auf

die bekannte Gaufs-Jacobi-Quadraturformel fiir algebraische Polynome beziehen,
befassen wir uns im ersten Kapitel zunéchst mit der numerischen Berechnung dieser
Quadraturformeln und nutzen dabei die Resultate von Gautschi in [11]-{14].

Im zweiten Kapitel entwickeln wir dann Schritt fiir Schritt die Gaufs-Quadraturfor-
mel iiber sphérische Dreiecke. Im Kapitel 2.1.1 beschéftigen wir uns zunachst mit
der Integration iiber Kreisbdgen, benutzen die resultierende Quadraturformel im
Kapitel 2.1.2 fiir die Integration iiber sphéarische Kappen und konstruieren schliefs-
lich Kerne fiir spezielle trigonometrische Polynome iiber sphérische Kappen im
Kapitel 2.1.3. Wir beginnen das Kapitel 2.2 damit, sphérische Dreiecke genauer
zu betrachten. Fiir gleichschenklige sphérische Dreiecke, mit einer Ecke am Nord-
pol der Sphére lokalisiert, kdnnen wir die Integrationsgrenzen bestimmmen. Die
reproduzierende Figenschaft der Kerne aus Kapitel 2.1.3 und die Quadratur iiber
Kappen aus Kapitel 2.1.2 fiihren zum ersten Hauptresultat im Satz 2.15. Zur Be-
stimmung der Quadraturgewichte bleibt ein Integral zu berechnen, fiir das wir im
Satz 2.19 die Losung angeben. Kapitel 2.2.2 zeigt, wie wir mit der konstruierten
Quadraturformel auch Gewichte und Knoten fiir beliebige sphérische Dreiecke er-
halten. Kapitel 2.2.3 geht darauf ein, wie sphérische Dreiecke an den Nordpol der
Sphére gedreht werden konnen.

Im Kapitel 2.3 beschreiben wir, wie wir die Berechnung der Quadraturformel nu-
merisch 16sen. Da wir mit Ausloschung zu kdmpfen haben, nutzen wir das Com-
puteralgebrasystem Mathematica, das mit Zahlen hoher Prézision rechnen kann,
und koénnen so mit diesen Instabilitdtsproblemen umgehen. Dies geschieht zwar auf
Kosten der Zeit, dafiir konnen die entwickelten Algorithmen Quadraturformeln mit
hoher Genauigkeit liefern. Im Kapitel 2.3.5 listen wir die einzelnen Berechnungs-
schritte zusammenfassend auf.

Ergebnisse aus Testrechnungen fiir gleichschenklige sphérische Dreiecke dokumen-
tieren wir im Kapitel 2.4, Testergebnisse fiir beliebige sphéarische Dreiecke im Ka-
pitel 2.5. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Darstellung der Berechnungs-
zeiten und der Prézisionsverluste fiir verschiedene Polynomgrade und Dreiecke un-
terschiedlicher Grofe und geometrischer Eigenschaften. Bei beliebigen Dreiecken
interessieren wir uns auferdem fiir die Anzahl und Grofe der negativen Gewichte,
die iiber das Konvergenzverhalten der Quadraturformel entscheiden.

Einzelne Aspekte im Zusammenhang mit der Quadraturformel haben wir lokal fiir
einzelne sphérische Dreiecke betrachtet. Im Kapitel 2.6 fassen wir die nach Trian-
gulierung der Sphaére fiir die einzelnen Dreiecke berechneten Gewichte und Knoten
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in ihrer Gesamtheit als Quadratur iiber die gesamte Sphére fiir Polynomgrad n
auf.

Im Kapitel 3 konstruieren wir zu einer gegebenen beliebigen Knotenmenge C' in einem
sphérischen Dreieck A, deren Knoten ein Fundamentalsystem bilden, Quadraturgewich-
te, so dass die Quadraturformel exakt fiir Spherical Harmonics vom Hochstgrad n ist.
Wir kénnen davon ausgehen, dass Knoten in A ein Fundamentalsystem bilden, falls die
Anzahl der Knoten deutlich grofer als (n + 1)? ist.

Im Kapitel 3.1 geht es zunéchst um eine Orthonormalbasis beziiglich eines zum L?(S?)-
analogen Skalarproduktes fiir ein sphérisches Dreieck A. Wir erhalten in Satz 3.3 eine
Orthonormalbasis beziiglich eines diskreten Skalarproduktes zur Knotenmenge C'. Mit
Hilfe dieser beiden Basen liefert Satz 3.5 Quadraturgewichte zur Knotenmenge C'. Diese
Quadraturgewichte wiederum sind Losung eines Kleinste-Quadrate-Problems, wie wir im
Kapitel 3.2 zeigen.

Kapitel 3.3 fasst die Schritte zur Berechnung der konstruierten Quadraturgewichte zu-
sammen. Wir beschranken uns dabei auf Verfahren, die auf der Cholesky-Zerlegung beru-
hen. Es wird deutlich, dass wir, egal auf welche Weise die Gewichte numerisch bestimmt
werden, die Gaufs-artige Quadratur aus dem ersten Teil der Arbeit bendtigen, um die
Integrale [, Y,(x)d&(x) exakt zu berechnen.

Nach Darstellung der Theorie dokumentieren wir im Kapitel 3.4 Ergebnisse, wie Berech-
nungszeiten, Préazision der Gewichte und Anzahl und Grofse der negativen Gewichte, aus
Testrechnungen fiir einzelne sphérische Dreiecke fiir verschiedene Polynomgrade n und
Knotenmengen C'. Fiir kleine Polynomgrade n und Knotenmengen mit hoher Knotenan-
zahl N, die der Algorithmus aus [1] liefert, erhalten wir Gewichte, die alle nichtnegativ
sind.

Im Kapitel 3.5 berechnen wir fiir die Dreiecke zweier Triangulierungen der Sphére zu
Knotenmengen der Dreiecke die Quadraturgewichte nach dem entwickelten Algorithmus
und erhalten so in der Gesamtheit eine Quadraturformel iiber die gesamte Sphére. Die-
se Quadraturformeln iiber die Sphére sind exakt fiir Spherical Harmonics bis zu einem
gewissen Grad n.

Mit unseren letzten Testrechnungen im Kapitel 3.6 erfiillt sich eine der Hoffnungen, die
wir in die lokale Berechnung von Quadraturgewichten gesetzt haben. Wir wéhlen eine
Sprungfunktion als Testfunktion {iber die Sphére und legen in den Bereich der Sphére, in
dem ihre Funktionswerte gleich Eins sind, sonst sind sie gleich Null, relativ viele Knoten,
die sich iiber die Fliche vieler kleiner Dreiecke verteilen. Aufserhalb dieses Bereiches sind
die Dreiecke teilweise deutlich grofser und enthalten weniger Knoten. Globale Verfah-
ren wie die CGNR-Methode, die Gréf, Kunis und Potts in [15] beschreiben, erzielen fiir
gut verteilte Knoten und hohe Polynomgrade sehr gute Ergebnisse. Fiir den Fall einer
Clusterung der Knoten wie hier beschrieben kann es aber von Vorteil sein, die Quadra-
turgewichte lokal zu bestimmen, was sich an einem kleineren relativen Quadraturfehler
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fiir die Testfunktion zeigt, den wir mit unserer Quadraturformel iiber sphérische Dreiecke
bei kleinem Polynomgrad n = 3 im Vergleich erhalten.

An dieser Stelle mdchte ich mich bei meinem Doktorvater Prof. J. Prestin ganz herzlich
fiir die ausgezeichnete Betreuung und seine Hilfsbereitschaft bedanken. Mein herzlicher
Dank gilt Prof. H. N. Mhaskar fiir viele Anregungen und Prof. D. Potts und Dipl.-
Math. M. Gréf fiir die Bereitschaft, mit ihrem Algorithmus Quadraturgewichte zu unse-
ren Daten zu berechnen, und fiir viele wertvolle Hinweise. Dank sagen méchte ich auch
den Mitgliedern des Mathematik-Institutes der Universitat zu Liibeck, insbesondere der
Arbeitsgruppe Analysis. Grofser Dank gebiihrt auch meinen Eltern.



Kapitel 1

Vorbereitendes

In diesem ersten Kapitel befassen wir uns mit einigen Grundlagen und Werkzeugen,
die uns bei der Konstruktion und Berechnung von Quadraturformeln iiber sphérische
Dreiecke helfen werden. In einem Abschnitt geht es um einige allgemeine Grundlagen
zur Sphére, zu sphérischen Kappen und sphérischen Dreiecken. In weiteren Abschnitten
beschéftigen wir uns mit der Gaufs-Jacobi-Quadratur iiber die reelle Achse und ihrer nu-
merischen Berechnung, da sie Grundlage fiir die Gauf-artige Quadratur iiber sphérische
Dreiecke, die wir dann im néchsten Kapitel beschreiben, ist.

1.1 Einleitendes zur Sphare
und zur spharischen Geometrie

Die mathematischen Grundlagen, die wir hier kurz beschreiben, werden beispielsweise in
[3] und [10] behandelt.

Es sei §? die Einheitssphire im R3. Sie wird auch als 2-Sphiire oder einfach als Sphire
bezeichnet. Jeder Punkt x = (21, 2o, 3) " auf der Sphiire kann auch in Polarkoordinaten
(9, 0) mit dem longitudinalen Winkel ¥ € [0, 7] und dem &quatorialen Winkel p € [0, 27)
angegeben werden. Dabei beschreibt ¥ = 0 den Nordpol und ¥ = 7 den Siidpol der
Sphére. Es gilt

x = (sin® cos o, sin ¥ sin g, cos ).

Mit L?(S?) wird der Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

([ @2y = (x)g(x) dé(x)

/ / f(¥,0)g 19 0)sinv dd dp

fiir Funktionen f, g € L*(S?) bezeichnet.

Es sei V,, der Raum der Spherical Harmonics vom Hd&chstgrad n. Die Dimension die-
ses Raumes ist dim(V,,) = (n + 1)2.
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Fiir ein beliebiges n € Ny bilden die Spherical Harmonics Y, ,,, ¢ = 0,1,...,n, m =
—q,—q+1,...,q — 1,q, eine Orthonormalbasis des Raumes V,, beziiglich des L?(S?)-
Skalarproduktes. Die Funktionen sind definiert als

2 1 -
Yym(9,0) = 1/ %quml(cos 9)eme (1.1)

mit den assoziierten Legendre-Funktionen Pq|m|. Fiir die assoziierten Legendre-Funktionen
PP [=1,1] - Rmit m € Ngund ¢ =m,m+1,... gilt

PM(t) = <M> 1/2(1 _ t2>m/2d_mpq(t),

1 (g+m)! dtm
Die Legendre-Polynome P, : [—1,1] — R, ¢ € Ny, lassen sich u. a. durch die Darstellung

Py(t) = 2%},;’7 (2 — 1)9)

charakterisieren.

Einer vereinfachten Schreibweise wegen kénnen wir bei der Notation der Spherical Har-
monics Yy, ¢ =0,1,...,n, m = —q,...,q, mit der Abbildung | =Il(q,m) :=q(¢+ 1)+
m+1 von einer Doppelindizierung auf eine Einfachindizierung tibergehen, d. h. Y, ,, =Y},
[=1,2,...,(n+1)% In den niichsten Kapiteln sind beide Schreibweisen zu finden.

Interessante Teilbereiche der Sphére sind sphérische Kappen.

Definition 1.1 Unter einer sphirischen Kappe mit Zentrum X, € S* und Radius p,
0 < p < /2, wollen wir die Menge S7.(Xo) = {x € $* : (x, Xo)2 > cospu} verstehen,
dabei sei (o, 0)y das kanonische Skalarprodukt im R3.

Eine Hemisphére sei eine sphérische Kappe mit Radius p = /2.

Wir beginnen mit einer genaueren Betrachtung eines sphérischen Dreiecks auf der Spha-
re S2. Dabei nehmen wir die Darstellungen in [29, S.418-419] und in [35, S. 769-773] zu
Hilfe.

Den Geraden in der Ebene entsprechen die Grofkreise auf der Sphére. Man erhélt den
GroRkreis durch zwei Punkte P, € S? und P, € S?, wenn man die Ebene durch die
Punkte P;, P, und den Ursprung mit der Sphére schneidet. Das kiirzeste Verbindungs-
stiick zwischen den Punkten P, und P, auf dem Grofkreis sei G(P;, P»). Es hat die
Lange d(Py, Py) := arccos(Py, Ps)s € [0,7]. Das Grofkreisstiick G(Py, P,) ist eindeutig
bestimmt, solange d(P;, P») # 7 ist. Sprechen wir von der Distanz zwischen zwei Punk-
ten P, und P, auf der Sphére, dann ist diese gleich d(Py, P).

Eine Untermenge H € S? heift konvex, falls fiir alle P, P, € H die Verbindungsstiicke
G(Py, P,) in H enthalten sind. Die konvexe Hiille H einer endlichen Menge S an Punkten
auf der S? ist die kleinste konvexe Menge in S?, die alle Punkte aus S enthilt.

Falls es eine Hemisphére gibt, in der alle Elemente der Menge S liegen, dann kann man
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zwischen der kleineren, inneren Region und der grofteren, dufseren Region der konvexen
Hiille H unterscheiden, die durch Groftkreisverbindungen der Elemente von S voneinan-
der abgetrennt sind. Falls es keine Hemisphére gibt, in der alle Elemente von S' lokalisiert
sind, dann ist die Sphire S? die konvexe Hiille der Menge S.

Definition 1.2 FEin sphdrisches Dreieck A(Py, Py, P3) ist die konvexe Hiille dreier paar-
weise verschiedener Punkte Py, Py, Py € S?, in einer Hemisphire gelegen, mit diesen

Punkten als Ecken. Die Ecken Py, Py, Py seien dabei gegen den Uhrzeigersinn angeord-
net, d. h. <P1 X P27P3>2 > 0.

Unter dem Kreuzprodukt zweier Vektoren x und y verstehen wir den Vektor x x y =
(T2y3— T3Ya, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2y1) |- Die Vektoren x, y und x x y bilden ein Rechtssys-
tem, falls x # 0 und y # 0 gilt. Die Ecken P;, P, P3 liegen genau dann in einer Ebene,
also auf einem gemeinsamen Grofskreis, falls (P} x Py, P3)o = 0 ist.

Die drei Ecken liegen auf dem Umkreis U(P;, P, P3) des Dreiecks, dessen Mittelpunkt

(PQ—Pl)X(Pg—Pl)
(P2 — P1) x (P3 — P1)ll2’

C<P17P27P3):

dabei ist || o ||2 die euklidische Vektornorm, ist (siehe [29, S.418]), d. h.
U<P17 PQ; P3) = {p € S2 : d<C<P17 P27 P3)7p) = d(C(P17 P27 P3>7 Pk)}’ k = 17 27 3
Der Radius des Umbkreises ist r( Py, Py, P3) = d(c(Py, P2, Ps), P;), j € {1,2,3}, mit

<P1 ><P27P3>2
[(Py = Py) x (P3s— Py)l|2

<C(P17 P27 P3)7 Pj>2 =

Da die Ecken gegen den Uhrzeigersinn angeordnet sind, also (P; X Ps, P3)s > 0 ist,
gilt (c(Py, P2, P5), Pj)s > 0. Auferdem ist c(Py, P, P;) # P;, so dass folglich 0 <
r(Py, Py, Py) < m/2 (siehe |29, S.419]). Der Umkreis U(Py, P, Ps) stellt die Grenze einer
sphirischen Kappe S?l(c(Pl,Pg,Pg),Pk)<c<P1’ Py, P3)) dar.

Der Winkel zwischen zwei Grofkreisen, die sich in einem Punkt schneiden, ist gleich
dem Winkel zwischen den Tangenten an die Grofkreise in diesem Punkt.
Die Winkel an den Ecken P;, P, und P; des Dreiecks A(P, Py, P3) seien «, § und . Der

Flacheninhalt des sphéarischen Dreiecks ist

F(A(Pl,PQ,Pg)):Oé—Fﬁ‘i"Y—’YT.

1.2 Gaufi-Quadratur

Wir moéchten Integrale der Form

b
1(f) = / f(@)w(z) de,
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wobei w(z) eine nichtnegative Gewichtsfunktion auf dem Intervall [a, b] und f eine reelle,
im Intervall [a,b] stetige Funktion sei, ndherungsweise mit einer Quadraturformel, die
exakt fiir algebraische Polynome sei, berechnen.

Definition 1.3 (aus [31, S. 396])
Fine Quadraturformel besitzt den Genauigkeitsgrad m € N, falls sie alle Polynome bis
zum Grad m exakt integriert und m die gréfstmdgliche Zahl mit dieser Figenschaft ist.

Wir definieren die Polynomraume II,, und H,,.

Definition 1.4 Fir m > 0 sei H,, der Raum der univariaten trigonometrischen Po-
lynome vom Hoéchstgrad m und 11, der Raum der univariaten algebraischen Polynome
vom Hochstgrad m.

Im folgenden Satz geht es um die Existenz von Orthogonalpolynomen (siehe [5, S.234
u. S.236], 34, S.25-26]).

Lemma 1.5 FEs seiw eine nichtnegative und (Riemann-) integrierbare Gewichtsfunktion
auf dem Intervall [a,b], a < b. Wir nehmen an, dass

/abw(x)dx >0

ist und die Integrale
b
/ w(z)x® da, k=0,1,...,

existieren. Dann gibt es ein eindeutiges System reeller Polynome p,(gw;a’b)(x) vom Grad k
und positiven Leitkoeffizienten mit der Eigenschaft

b
(w;a,b) (w;a,b) i 1, falls k= l,
/a e (@ ()() do = { 0, sonst,

Fiir k1 =0,1,. ...

Die p,(cw;a’b) heiffen orthonormale Polynome beziiglich der Gewichtsfunktion w. Ihre Null-

stellen sind reell, einfach und liegen im Intervall (a,b).

Der Genauigkeitsgrad einer Quadraturformel mit n Knoten ist hochstens (2n — 1) (|31,
S.403]). Wir kénnen Gewichte wy, und Knoten xy, k = 1,2,...,n, so wihlen, dass die
Quadraturformel

[(f):/ f(x)w(x)dx%Zwkf(xk)

exakt fiir algebraische Polynome P € Il,, ; ist. Diese Quadraturformel ist von Gaufs
entdeckt und von Jacobi verallgemeinert worden ([5, S.343]).
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Satz 1.6 (Gauf-Jacobi) Es seien péw;a’b)(x),pgwﬂ’b) (2),...,p (z) orthonormale Po-
lynome beziiglich der Gewichtsfunktion w. Die Nullstellen von p,(f;a’b) seien r1 < Ty <

e < Ty, g € (a,h), k=1,2,... n.

Dann gibt es positive Gewichte wy,ws, ..., w,, so dass fir alle Polynome P € Iy, 4
qilt

b n
/ P(x)w(z)dr = Zka(a:k).
a k=1
Die Gewichte wy sind eindeutig durch

b
wy = /w(x)fﬁ(m)dx

mit den Lagrange-Polynomen

U(x) = H | k=1,...,n,

)
T — T;
j=Ljk R

gegeben.

Den Integrationsfehler bei Berechnung des Integrals I(f) mit der Gauk-Quadraturformel
geben wir, wie in [5, S. 344] beschrieben, an.

Satz 1.7 (Markoff) Fs seien die Gauf-Gewichte wy, und -Knoten xy, k = 1,2,...,n,
und die Gewichtsfunktion w aus Satz 1.6 gegeben. Ferner sei f € C*"[a,b]. Der Quadra-
turfehler

b n
BAf)i= [ f@()de = Y uf@)

betrdgt

(w;a,b)

wobei ky, der Leitkoeffizient des orthonormalen Polynoms py” """ (x) ist und a < n < b
gilt.

1.3 Numerik fir Gaufi-Quadraturformeln

Allgemein berechnet man Gewichte und Knoten einer Gaufs-Jacobi-Quadraturformel bei
einer gegebenen, auf einem Intervall [a, b] erklérten, nichtnegativen Gewichtsfunktion w
mit Hilfe der Koeffizienten der Dreiterm-Rekursion, die die orthonormalen Polynome
{p "} erfiillen (siche z. B. [11, S.290], [12, S.10], [13]).

Auf die Dreiterm-Rekursion und die Berechnung einer Gauf-Jacobi-Quadraturformel
gehen wir im néchsten Abschnitt genauer ein und folgen hierbei der Darstellung in |9,
S.23-31].
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1.3.1 Dreiterm-Rekursion

Die Polynome {g} seien orthogonal beziiglich eines Skalarproduktes (o, o). Das Polynom
gr. habe Polynomgrad k. Daher kann jedes Polynom ¢g;_; eindeutig als die Summe

J
tgi =Y arg(t), j>1,
k=0

mit den Koeflizienten
tg,_
ap = W@
<Qk, Qk>

dargestellt werden. Die Koeffizienten a;, mit k < j7 — 2 sind gleich Null. Dies ergibt sich
aus der Orthogonalitatseigenschaft der Polynome, denn

_ (tqj—1, qx) _ (gj—1,tqr) _ (qul,Ef:J biqr) _ Zfiol bi{gi—1, @)
<Qk7 Qk> (%; Qk> <Qk7 Qk> <Qk, Qk>
und damit ist ax = 0, falls j — 1 > k + 1 gilt. Also ergibt sich die Gleichung
tqi—1(t) = aj_2q;o(t) + a;_1q;-1(t) + a;q;(1),

die zur Dreiterm-Beziehung

(t —aj-1)g—1(t) — aj2q;-2(t) = a;4;(t)
fithrt, gewohnlich dargestellt in der Form

V345 (t) = (t — a;)qj-1(t) — Bgi—2(t) (1.2)
mit den Dreiterm-Rekursions-Koeffizienten
Vo= e = {tgj-1,4;)
(95, 95)
8 = . — (tgj1,q52)  _ j71<qj_1,qj_1>7
(gj-2,q5-2) (¢j-2,qj-2)
Qa; = aj % (1.3)

Die Rekursion startet mit den Polynomen ¢ ; := 0 und ¢o(t) := go. Der Wert (3; kann
beliebig gewahlt werden.
Auf eine Rekursionsgleichung fiir normierte orthogonale Polynome fiihrt v; = 1.

Lemma 1.8 Normierte orthogonale Polynome {qy} erfiillen die Dreiterm-Gleichung
Gi(t) = (t = &;)4j-1(t) — Bidi—a(t), J =1

mit den Startpolynomen §_1(t) := 0, ¢o(t) := 1 und den Koeffizienten

= 4i-1,q51 .

ﬂj = <Aj Aj >7 J > 17
<Qj727ij2>
tq;_1,q;_

a; = M j>1.

(Gj-1,G5-1)
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Wir wéhlen fiir Bl hier den Wert Bl := (o, o). Fiir die zugehorigen orthonormalen
Polynome p; = §;/(g;,4;)*/? gilt die Rekursionsgleichung

(@5, 450" Ppi(t) = (t — 6;){Gj—1, G—1)"*pj-1(8) — Bi{djm2, Gj—2)*pj—2(t),  j > 1.

Diese ist aquivalent zu der Gleichung

< Ala 6_?1 1/2 o ~
Wpl(t) = (t — a1)po(t)
fiir j =1 und
(4, 4;)""* _ - (Gj-1,G5-1)"*
(Cij—h@j—ﬁlﬂpj(t) = (= G5)pia ) - (@j—27@j—2>1/2pj_2(t)

fiir j > 1. Damit kommen wir zum néchsten Resultat.

Lemma 1.9 Mit der Rekursionsgleichung
Biapi(t) = (t = a))pja(t) =/ Bpj(t), G >1,

die mit den Polynomen p_y = 0, Go := 1 und py = 1/(Go,do)"/*> = 1/1/ B startet,
erhalten wir die orthonormalen Polynome p; = §;/(d;, q;)"/*.

Nun wollen wir die orthonormalen Polynome {p;} direkt berechnen. Sie gentigen der
Dreiterm-Rekursion aus (1.2)

P (t) = (t — a;)pj-1(t) — Bjpj-2(t)
mit den Koeffizienten aus (1.3)

(tpj—1,p5)

v, = = = (tpi1,p)),
’ {pj,p;) o

<pj—1,pj—1>
ﬁ' = tp‘717p'72 == 7'71— = 7'*17
J < J J > J <pj—2,pj—2> J
aj = (tpj-1,pj-1)

und den Startpolynomen p_;(t) = 0, po(t) := 1, po(t) := 1/{po, Po)*/?. Also gilt die
Gleichung

Bip;(t) = (¢ = a)pj1(t) = Bpj—(t).
Mit ﬁj = ﬁj+1pj fOlgt aus 1 = <pj>pj> = ﬁ@j’ﬁj% dass 6j+1 = <ﬁj7ﬁj>1/2 ist. Der

néchste Satz zeigt zusammenfassend, wie mit diesem Stieltjes-Algorithmus orthonormale
Polynome berechnet werden konnen (siehe |9, S. 26]).
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Satz 1.10 (Stieltjes-Algorithmus) Die beziiglich des inneren Produktes (o,0) ortho-

normalen Polynome {p;}7_, erfiillen die Dreiterm-Rekursion

pk(if) = (m—ak)pk—l(ﬂf) —@cpk—z(iﬂ),
pk(ﬁ) = ﬁk(ff)/ﬁkﬂ

mit
p-i(z) = 0,
po(z) = 1,
B = {(po, Do)
po(z) = 1/B1,
o = <$pk—1, pk—1> )

Br = <ﬁk717ﬁk71>1/2, k=1,2,...,n.

Es seien {pg»w;a’b)}?zo orthonormale Polynome beziiglich einer nichtnegativen Gewichts-

funktion w, die auf dem Intervall [a, b] definiert sei, d. h.

b
/ p,(:);a’b) (x)pg‘m’b) (r)w(x)dz = 0 ;.

Diese Polynome gentigen der Dreiterm-Rekursion aus Satz 1.10. Die Dreiterm-Koeffizienten

seien &; und 3;, j = 1,...,n. Die Tridiagonal-Matrix
o 32 0 e 0
P2 @ B3 -0 0
Jp=1| + R (1.4)
0o - Bn—l OA[TAL—I Bn
0O --- 0 By b

heifst Jacobi-Matrix (|9, S.27]). Mit ihr kénnen die Nullstellen des Polynoms plied)
berechnet werden, denn es gilt der folgende Satz (|9, S. 30]).

Satz 1.11 Jede Nullstelle x; des Polynoms p,(f;a’b) st ein Eigenwert der Matriz J,, mit

. w;a,b w;a,b w;a,b
Bigenvektor a1 (2;) := (0" (), 1" (7). 070" ()T

Nun haben wir das Werkzeug zur Hand, um Gauf-Jacobi-Quadraturknoten und -gewichte
effizient berechnen zu kénnen. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix sind die Knoten der
Quadraturformel. Zur Bestimmung der Gewichte brauchen wir u.a. den jeweils ersten

Eintrag der normalisierten Eigenvektoren der Jacobi-Matrix geméft dem folgenden Satz
([9, S.30-31)).

Satz 1.12 Fiir jedes Polynom P € 11y, 1 gilt

b n
/ P(t)w(t)dt = ijp(xj)
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mit den Knoten x;, j = 1,...,n, den Nullstellen des Polynoms p#;“’b), und den Gewich-

ten w; = (BleTsj)Q, wobei die Vektoren s;, 7 =1,...,n, die normalisierten Eigenvekto-
ren der Jacobi-Matriz J,, sind.

Die Berechnung der Quadraturgewichte und -knoten beginnt also mit Bestimmung der
Dreiterm- Koefﬁz1enten z. B mit dem Stieltjes-Algorithmus. Kennt man die Werte der

Momente p“* f 2"w(x) dr und die Koeffizienten der Polynome p(w ) ynd p (w ab)

dann kann man daraus 1e1cht die Koeffizienten &; und BJ und dann die Koefﬁmen—
ten des Polynoms pﬁf ? herechnen. Leider ist bei dieser Vorgehensweise der Stieltjes-
Algorithmus unbrauchbar, da sich Rundungsfehler stark fortpflanzen (|11, S.293], [12,
S. 52]) Méglicherweise sind wir auch gar nicht in der Lage, die Momente p{*? =

f 2"w(z) dz exakt und effektiv zu berechnen. Wir folgen daher den Uberlegungen Gaut-
schis in [11, S.293-298|, [12, S.90-98|, der einen diskretisierten Stieltjes-Algorithmus
beschreibt, der im Allgemeinen stabiler ist.

1.3.2 Gautschi-Algorithmus

Es sei w eine nichtnegative Gewichtsfunktion definiert auf dem Intervall (—1,1) mit
den endlichen Momenten u —LD) f  T'w(z)dzr, r = 0,1,...,2n — 1. Das Integral

f P(z)w(z)dz mit dem Polynom P € Iy, soll durch eine geeignete Quadraturformel
1 N
/ P(z)w(z)dx = Z Wy P(2 ) w(2p,) + Ry (Pw), N > n,
-1 m=1

mit den Knoten z,, = 2\ € (—1,1) und Gewichten w,, = w0 approximiert

werden. Die Feinheit der Diskretisierung wird durch den Diskretisierungsparameter N
charakterisiert. Diese Quadraturregel soll fiir N — oo konvergieren. Es seien py n, k =
0,1,...,n, diskrete orthonormale Polynome, d.h. Zgzl Win Do N (T ) DN (T ) (X)) =
Ok, und oy, N, Bk~ ihre Dreiterm-Rekursions-Koeffizienten. Falls

N 1

Zme(xm)w(:Um) — / P(z)w(z)dz fir N — oo fiir alle P € Iy,

m=1 -1

gilt, dann kann man zeigen (siehe [12, S.91-92|)

N N
Ok N = Ok, @c,N . B

und weiter

pev(a) "= P @)
fiir jedes feste k, 0 < k < n.
Wie wir noch sehen werden, sind fiir uns Gewichtsfunktionen von der Gestalt w(z) =
wi(z)(1 —2)?(1+2)%, p> —1, 0 > —1, wobei die Funktion w; glatt im Intervall [—1, 1]
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sei, von Interesse. Nach Gautschi in [11, S.294] ist es dann am effektivsten, eine Gauf-

Jacobi-Quadraturformel zu wihlen. Liegt nicht das Intervall [—1, 1], sondern ein Intervall

[a, 1] mit einer reellen Zahl a, —1 < a < 1, vor, dann benutzen wir die lineare Funktion
t+1

Goi[-L1 = [0,1],  te o(1-a)+a, (15)

die das Intervall [ 1,1] auf das Intervall [a, 1] abbildet. Wir betrachten die Integrale
(wia1) f ' (z)(1 —2)?(1 4+ 2)°dx, r =0,1,...,2n — 1, und substituieren = durch
¢a( ), dann ist

tluﬂﬁ@x1—xyu+xydx
Jeten(®) (11

<1+———a+n+-)aa
- 1_“/<ﬂ Jen(oae) (45

_ ( cv p[ﬁﬁ@wﬂ%@ﬁﬂ+@ﬁ®“1—®%t (1.6)

Fiir die Approximation des Integrals bestimmen wir zur Gewichtsfunktion (1 — ¢)* die
Gauk-Jacobi-Quadraturgewichte und -knoten

(t+1) )p

Uy (1 + 1>>)p (1+ 6u(t))" dt

wgp),...,w](\’,’), xgp),...,x%), (1.7)
die im Inneren des Intervalls (—1, 1) liegen. Die Berechnung kann iiber die entsprechenden
Dreiterm-Rekursions-Koeffizienten erfolgen, die wir direkt aus dem folgenden Lemma
ablesen konnen.

Lemma 1.13 Fir normierte Jacobi-Polynome, die orthogonal auf dem Intervall [—1,1]

beziiglich der Gewichtsfunktion (1—x)?(14+x)°, p > —1 und 0 > —1, sind, lassen sich die

(o)

ersten n Dreiterm-Rekursions-Koeffizienten & und ﬁ](-p’a) folgendermagen generieren:

&(pva) [p— 0- B p
! p+o+2
oo . 27T Tp+ o +1)
! I'(p+o+2) ’
2 2
~(P,U) . g _p y
Q- = ; . 9 > 17
I 2-eG-1+2)
o) . Alpt1)(o+1)
? (p+o+232(p+0+3)
B = 4G—1+p)(j—14+0)j—1+p+o)(j—1)
J T

U -D+p+0)22-1)+1+p+0)2(—-1)—1+p+0)
j o> 2
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Dieses Lemma haben wir aus [14] iibernommen.
Sind die Koeffizienten 075»’0’0) = &j(p) und ﬁ](-p’o) = ﬁ](.p), j =1,2,..., N, berechnet, dann
(

konnen wir die Jacobi-Matrix
a8y 0

P) 0 .
/ ~ép) &gp) /Bép) o 0

0 AL Al Y

aus (1.4) aufstellen. Deren Eigenwerte sind nach Satz 1.11 unsere Gauk-Jacobi-Knoten

a;gp ), s ,:UE\’,’). Als Gaufk-Jacobi-Gewichte erhalten wir aus Satz 1.12 die Werte wj(-p ) =
B%p )(eIsgp ))2 mit den normalisierten Eigenvektoren sg-p ), j=1,..., N, der Jacobi-Matrix.

Die Knoten :cgp ), e ,xg\’;) sind die Nullstellen des orthogonalen Jacobi-Polynoms

o= ST ) () 0

=0

bzw. des orthonormalen Jacobi-Polynoms

, ON +p+1\"* ..
K00 = (B e (19)

(siehe z. B. [5, S. 249 u. S. 251]). Es kann sinnvoll sein, die Nullstellen direkt zu ermitteln.
Die Gewichte w](.p ) kénnen dann mit Hilfe der Darstellung

-1 0 2 0 2 ,0 2
(w](-p)) = <p(()p )(xj)> + (pgp )($j)> + ...+ <p§\¢—)1(93j)> ) (1.10)
j = 1,2,....N,

aus 34, S. 48] gewonnen werden.

Mit der Funktion ¢, bilden wir die x,(f ) auf das Intervall (a,1) ab. Dies fithrt zu den
Knoten

1—
s1p = da(a?) = Ta(x,(f) +1)+a, k=1,... N (1.11)

Die zugehorigen Gewichte seien

1 _ g\t
(2‘”> w?  k=1,...,N. (1.12)

Wir fassen Ausdriicke zusammen und definieren

1—a I+e (p)
Sop 1= ( 5 ) (14 s1.1) wr (s1.0)w”, k=1,...,N. (1.13)



12 1 Vorbereitendes

Also koénnen wir die Momente Mr ) durch die Gauk- Quadraturformel

- (39 [ et +suora-ora

1—a\'" N
( 5 ) Zwk s wi(s10)(1 4 518)7 Zst‘Slk

Q

anndhern.
Der Quadraturfehler

EN,p(fa,o,r)

/1 Pu(t) wi(da()) (1 + ¢a(t))7(1 — )" dt — Zwk sT g wr (k) (14 516)7

lautet fiir die Funktionen

Jaor(t) = @L(t)wi(pa(t)) (14 Pu(t)), r=0,1,...,2n—1,

nach Satz 1.7

EN,p(fa,o,r)

22N+p+1r2(N+p+ 1)(N|)2

= 2N)
_ r(2N+p+1)r(2N+p+2)(2N)!f“’£“(n>’ (1.14)

wobei —1 <7 <1 und

F2N+p+1)I'2N +p+2)
22N+pHIT2(N + p + 1)(N!)2

B =

der Leitkoeffizient des Jacobi-Polynoms pg\’;’o) zum Quadrat ist (siehe [5, S. 249 u. S. 251]).
Wir definieren nun mit den Knoten und Gewichten ein diskretes Skalarprodukt.

Die normierten Polynome ¢;n, 7 = 0,1,...,n, seien orthogonal in dem Sinne, dass
Z]kvz1 S2%6G5.n(S1.6)qk N (s1%) = 0 ist, falls & # j gilt, und lequl So.kQ; n(S1.6) > 0 ist. Wir
wollen nacheinander diese orthogonalen Polynome ¢;n, 7 = 0,1,...,n, an den Stellen
sik, k=1,2,..., N, berechnen. Bezogen auf dieses diskrete Skalarprodukt konnen wir
nach Lemma 1.8 und Lemma 1.9 das folgende Korollar verifizieren.

Korollar 1.14 (Diskretisierter Stieltjes-Algorithmus) Die normierten Polynome
gi~, 7=0,1,...,n, gentigen der Dreiterm-Beziehung

G (s10) = (516 — a5 n)G-1n (518) — BindGj—an (S18)s Jj=12,...,n,
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mit den Koeffizienten

. 25:1 52,kq]2‘_1,N(31,k)31,k
;N = N 9 )
Zk:1 32,kq]'_1,N(31,k)

N
51,N = E S92,k
k=1

N R

B o D k=1 S2,kq]2‘—1,N<Sl,k‘> i1

,N - N R ) )
D k=1 52,kqj2'72,N(51,k>

und den Polynomen _1 n := 0 und go n := 1. Die Dreiterm-Koeffizienten & n und ﬁAj,N
der orthonormalen Polynome p; N = §;n/ Z]kvz1 so.kq; n(51%) sind dann

QN = Q4N

Bj,N = \/ Bj,N? j:172a"'7n'

Mit diesem diskretisierten Stieltjes-Algorithmus haben wir nun die Moglichkeit, die
Dreiterm-Koeffizienten &; x und 6] ~ als Néherungen der Koeffizienten &; und ﬂj aus Satz
1.10 zu berechnen. Eine alternative Art der Berechnung stellt der Lanczos-Algorithmus
(sieche [12, S.97-98|) dar. Eine stabile Variante ist von Gragg und Harrod entwickelt
worden. Der in [16] aufgefithrte RKPW-Algorithmus (Rutishauser-Kahan-Pal-Walker-
Algorithmus) wurde von Gautschi in [13| entsprechend angepasst.

und

Algorithmus 1.15 (Modifizierter Lanczos-Algorithmus aus [13])

Eingabe: Anzahl der zu berechnenden Dreiterm-Koeffizienten n, Gewichte sy, Kno-
ten sip, k=1,2,...,N.

Initialisierung: 0~61’N = 51,1, ﬁLN = 521,
if n <0 odern >N
error(’n out of range’);
end if
for j=1,2,... ., N—-1
Yo=1, Bjy1Nn =00 =70 =0, Qjp1,N = S1j41, Po = S2,j+1;

for k=1,2,...,5+1

O = Bk,N + Di—1;
B = Vk—1Pk;
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if p, <0
Yk = 17'
O = 0,‘
else
Ve = @c,N/Pk;
O = pkq/ﬂk;
end if

Tk = 0k (Qp N — S1j41) — VeTh—1;
g N — apn — (Th — Th—1);

if o, <0
Pr = Uk—lﬁk:,N;
else
Pr = le/ak;
end if
Bk,N = Bk;
end for
end for
return &, y, Bj,N: =12 ...,n.

Kurz erwéhnen wollen wir an dieser Stellen noch eine dritte Methode fiir die Berechnung
der Dreiterm-Koeffizienten, den modifizierte Chebyshev-Algorithmus, den Gautschi in
[11, S.295-297] und [12, S.76-78| beschreibt. Wir gehen nicht néher auf ihn ein, da er
bei unseren Berechnungen von allen drei Algorithmen der instabilste gewesen ist.

Wir fassen am Ende dieses Abschnitts die einzelnen Schritte zur Berechnung der Ko-
effizienten zusammen.

Algorithmus 1.16 (Gautschi-Algorithmus)

Eingabe: Anzahl der zu berechnenden Dreiterm-Koeffizienten n, Intervallgrenze a, die
Parameter p und o, einen Hochstwert fir N, den wir mit Ny.. bezeichnen, einen Wert
€ fir das Abbruchkriterium, Angabe der Abbildungsvorschrift fir die Funktion w.

Initialisierung: k = -1, N =2n -1, b; =1, Bj,N =0, a;ny =0,
1=12,...,n;

while 3j € {1,2,...,n}: |35 — bj| > €| 5]

bj:Bj,Nyj:]wa"an;
k—k+1;
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ifk>1

N « N 4 25y,
else

N «— N +1;
end if

if N > Npax
return ij, ajn, 7= 1,2,...,n, mit einer entsprechenden
Nachricht;

end if

berechne fir die Gewichtsfunktion (1—t)? im Intervall (—1,1) die

Gewichte w'”, w{, ... ,w](\’,’) und die Knoten z\”,2{, ... ,ZBE\?) aus

(1.7);

berechne die Knoten s, , = gzﬁa(ng))) aus (1.11) und die Ausdricke

Sgp = (FT“)prl(sl’r)(l + 517T)”w§p), r=1,2,...,N, aus (1.13);

berechne die Dreiterm-Rekursions-Koeffizienten &;n und B;n,

Jj =12 ....n, mit dem diskretisierten Stieltjes-Algorithmus oder
dem Lanczos-Algorithmus;

end while

return 8y, &;n, j =1,2,...,n.






Kapitel 2

Gauls-Quadratur
uber ein spharisches Dreieck

In diesem Kapitel konstruieren wir eine Gaufs-artige Quadraturformel iiber sphérische
Dreiecke. Fiir gleichschenklige sphéarische Dreiecke, die am Nordpol lokalisiert sind, liefert
Satz 2.15 entsprechende Quadraturgewichte und -knoten. Zur Bestimmung der Quadra-
turgewichte bleibt ein Integral zu berechnen, die Losung finden wir im Satz 2.19. Um zu
diesen Resultaten zu gelangen, entwickeln wir zunéchst eine Quadraturformel {iber Kreis-
bogen. Mit dieser Quadratur konnen wir dann numerisch iiber sphéarische Kappen mit
dem Nordpol als Zentrum integrieren. Die Quadratur iiber sphérische Kappen und die
reproduzierende Eigenschaft von Kernen fiir spezielle trigonometrische Polynome iiber
sphérische Kappen verhelfen uns schliefslich zum Resultat aus Satz 2.15.

In weiteren Unterkapiteln zeigen wir, wie wir mit der entwickelten Quadratur iiber gleich-
schenklige sphéarische Dreiecke am Nordpol auch iiber allgemeine sphérische Dreiecke, die
beliebig auf der Sphére positioniert sind, numerisch integrieren kénnen.

In den letzten Abschnitten dieses Kapitels gehen wir darauf ein, wie wir die Berechnung
der Gewichte und Knoten numerisch realisiert haben, und dokumentieren anschliefend
einige Resultate aus Testrechnungen. Besonders interessant sind die Ergebnisse im letz-

ten Unterkapitel, die wir aus Testrechnungen an einer triangulierten Sphére gewonnen
haben.

2.1 Gaufi-Quadraturformel iiber einen Kreisbogen und
eine spharische Kappe

2.1.1 Quadraturformel iiber einen Kreisbogen
Die Gewichtsfunktion
9() = f@)(1 = a?) 2 >0 (2.1)

sei auf dem Intervall (cos (Cge) , 1), 0 < ¢ —e < 27, definiert und integrierbar. Die
Polynome

pgg;COS((C—f)/Q)vl) p(g;COS((C—d/?),l)

g ey [mgl-‘
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(g;cos((€—€)/2),1) habe

seien orthonormal beziiglich der Gewichtsfunktion g. Das Polynom Ppmety
2

die [™+1] Nullstellen 2%,

o (C;e) <ol <L <alid <. (2.2)
2

Nach Satz 1.6 ist die Gaul-Jacobi-Quadraturformel mit den Knoten x§g;e’<) und den
Gewichten

y 1 . m+1
A§g, < _ / C(a)g(zr)de,  j=1,..., {—W (2.3)

exakt fiir Polynome ¢ vom Ho6chstgrad m, d. h.

[

1
/ (C_E) r)dr = Z A (o) o (g “, q € 11,,. (2.4)

Satz 2.1 Es sei die Gewichtsfunktion g aus (2.1) gegeben. Fiir alle trigonometrischen
Polynome T € H,, gilt

[254

¢ 2
/ T(t)f (cos (t - %C)) dt= > Aedr (t§r‘”€’<) + #)

=—[234],j#0

mit den Gewichten )\g’E’C = )\(geC) jo=1,2,...,[2H], aus (2.3) und den Knoten

2
tgg o) 4 << wobei t§964) = t(_gj6 o = arccos acg.g 0 mit den Nullstellen xgg;e,C) aus (2.2)

sei.
Beweis. Ersetzen wir auf der rechten Seite der Gleichung (2.4) x durch cost, dann
konnen wir wegen des geraden Integranden schreiben

C—e

1 2)f(x)(1 —2?) dr = i cos cos
/cos(c e)q( )f(z)(1 = 27)"d /0 q(cost) f(cost)dt

= /0 q(cost)f(cost)dt.

C—e
2

= arccos x§g 9 und t(_gf’o = _tgg;s,g) ist, erhalten wir fiir ein

gerades trigonometrisches Polynom ¢q € II,, die Quadraturformel

Da /\gg;aC) _ /\(_9;'6707 t§g;e,C)

(= [

| alcostip(ostydt = > AP Ogleost )

C—e 1
2 J==["371.570

Fiir das ungerade trigonometrische Polynom sint ¢(cost), ¢ € I1,,_1, gilt
3 =]

_ TS _ (9:6:0) iy $(956€) 5 (g:6:€)
0= /_C sint g(cost)f(cost)dt = E AT sint Y g(cos ),

2 j=—["11,5#0
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wie man durch die folgenden Umformungen
[
Z >\§g;e,é) sin t;g;e’ocj(cos t(Q;@C))

j
j==["511,5#0

[ -1

_ Z )\gg;ﬁﬁ) sintgg;e’o(j(cos tgg;af)) + Z )\gg;e,ﬁ) Sint§g;€’<)cj(cos t§9;6,4)>
7=l j=—[ma]
(23] (234

— Z A§g’€’<) Sintég’e’ocj(costg-g’ﬁ’o)+ Z )\(_gf’o sint(_gj’-ﬁ’ocj(cost(_gj’»e’o)
j=1 j=1
e ey

_ /\gg;sﬁ) sin t§g;€’o(j(cos tgg;aC)) _ /\gg;evC) sin t§-g;5’o@(cos tgg;s,C))
j=1 Jj=1

erkennen kann.

Fiir ein beliebiges trigonometrisches Polynom T'(t + v) = ¢(cost) + sint G(cost) vom
e+C

Hochstgrad m mit v = <> ergibt sich also die Gleichung

C—e [mT-H1

2 . .
/ T(t+~)f(cost)dt = Z A;g’e’g)T(t§g’€’<) + 7).

{—e¢

2 J=—["F1],55#0

Substitution von t + v in ¢ fithrt auf das Ergebnis. [ |

Liegt die Gewichtsfunktion

1—2%)71/2, falls z € (cos (C;) 1),

w(e, ¢ o) = { ( 0. sonst, (2.5)

vor, dann lasst sich die Quadraturformel aus Satz 2.1 wie folgt darstellen.

Korollar 2.2 Fiir alle trigonometrischen Polynome T € H,, gilt die Quadraturformel

[

¢
/ Ttydt= Y APIT (t§‘”;€’<>+%> (2.6)

j=—Tm4L7,5#0

mit den Gewichten A§w;e,C) = AW =12 [, aus (2.8) und den Knoten

tgw;e,C) + % Dabei ist tEw;e,C = —t(_“;fe’o = arccos x§~W;6’O mit den Nullstellen xgw;e,C) aus
2.1.2 Quadraturformel iiber eine spharische Kappe

Im letzten Abschnitt haben wir eine Quadraturformel iiber einen Kreisbogen kennenge-
lernt. Diese hilft uns nun bei der Integration iiber eine sphérische Kappe aus Definition
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1.1. Ein beliebiges Spherical Harmonic P € V,, kann als Linearkombination der Basis-

funktionen Y;; aus (1.1),
- /2541 :
Z ajk ‘7 i P]!kl(cos 9)e'*e

J=0 k=—j

mit den Koeffizienten a;, € C, j =0,...,n, k= —j,..., j, dargestellt werden.
Nun betrachten wir das Integral iiber die sphérische Kappe Si(Xo) mit Radius g und
Zentrum X = (0,0,1)T und vertauschen Summation und Integration, so dass

/82()(0) Plx) dé(x) = /_Z /u P(9, o) sind d do
i i \/W/ ( ij(cosz?)sinﬁdﬁ) do.

Falls k gerade ist, ist die assoziierte Legendre-Funktion Pf (cos?), 7 =0,...,n, ein gera-
des trigonometrisches Polynom in 9. Falls k ungerade ist, ist sie ein ungerades trigonome-
trisches Polynom in ¢. Wenden wir Korollar 2.2 an, so ergeben sich die Quadraturformeln

J

"k
/ P (cos ) sin 9 dv)
0
(2421

= Z A 0“)PJ| | (cos (t(“’ Q) 4 g)) sin (tﬁ‘“o’“) + g)
T:—f%"z-\,rio

und

[244

" iko (w;—m,m) iktlwimm)
e"do = g AT gl .

- S:_{TLTHLS#O
Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 2.3 Fiir alle Spherical Harmonics P € V,, qilt die Quadraturformel

/Sg(XO) P(x) d¢(x) :/—n/o P(¥,0)sinvdidp

[2£2] [

_ A\ (@i0.) § (wi=m,7) p (t(“’?o’”) H t“”_mr)>
> S (b
r=— ["T“] ;r#£0 s=— f"T_HW ,870

iber die sphirische Kappe S (Xo) mit Radius pn und Zentrum X, = (0,0, Hr.
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2.1.3 Kernfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit trigonometrischen Polynomen mit bestimmten
reproduzierenden Eigenschaften beschéftigen. Wie wir noch sehen werden, werden diese
uns bei der Integration iiber ein sphérisches Dreieck von Nutzen sein. Wir bestimmen
als Erstes Kerne fiir beliebige trigonometrische Polynome iiber einen Kreisbogen.

Definition 2.4 Die Gewichtsfunktion w(e, (;0) aus (2.5) mit 0 < (—e < 27 sei gegeben.
Es seien

p[()w;COS((C*G)/Q):l)’ pgw;COS((C*G)/Q):l)’ o ’pgw;COS((C*G)/Q)J)

die ersten n + 1 orthonormalen Polynome beziglich w(e, (;0) und

@A/ @reos((G=/DY) ) @icos((¢=2)/2)1)

., Dy N e
die ersten n orthonormalen Polynome beziiglich der Gewichtsfunktion

B(e, G o) == (1 = 0%)w(e, G 0). (2.7)
Dann definieren wir die Kerne K,(w(e, ();0,0) und K,_1(©(€,();0,0) als

n

Ko(w(e,Q)itou) =D p ™ cos )pp P cos w) (28)
k=0
und
n—1
K1 (@(6,Qstyu) =y p 92 cos )pi =2 (cos ). (2.9)
k=0

Wir wollen nun zeigen, dass der Kern K, (w(e, ¢); o, o) reproduzierende Eigenschaften fiir
gerade trigonometrische Polynome besitzt.

Lemma 2.5 Mit dem Kern K, (w(e,();0,0) aus (2.8) gilt fir ein beliebiges gerades tri-
gonometrisches Polynom Q(cost), Q € I1,,, dass

(—e

Q(cost):/o ’ Q(cosu) K, (w(e, €); t,u) du.

Beweis. Die Polynome p(()w;cos(((—e)/2),1)7pgw;cos(((j—e)/Q),l) .., pleeestC9/20) Bitden ein Or-

thonormalsystem beziiglich der Gewichtsfunktion w(e, (;0) aus (2.5).
Das Polynom Q(cost) kann somit als Linearkombination

Q(cost) = Z ajpgw;cos((gfe)m’l) (cost) (2.10)
§=0
mit gewissen Koeffizienten a; € C, j = 0,...,n, geschrieben werden. Nun betrachten wir

das Integral

C—e

/0 ’ Q(cosu) K, (w(e, €); t,u) du.
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Da fiir die Gewichtsfunktion w(e, ;o) aus (2.5) die Gleichheit w(e, ¢;cosu) = (sinu) ™,
u € (0, %), gilt, konnen wir schreiben

C—
/2
0
C—
/2
0

Danach ersetzen wir K,,(w; o, 0) durch die Summe aus (2.8) und @ durch die Summe aus
(2.10) und vertauschen Integration und Summation, so dass

Q(cosu) K, (w(e, €);t,u) du

Q(cosu) K, (w(e, €);t,u) w(e, ¢; cos u) sinu du.

C7
/2
0

= 30 O gos

j=0 k=0
{—e€

2 i —€ w;Cos —€ :
X / p;w,cos((g 2D (cos u)p,(C €oslC=2D (o5 u) w(e, ¢; cos u) sin u du.
0

Q(cosu) K, (w(e, ();t,u)du

Im néchsten Schritt substituieren wir cosu durch x, und wegen der Orthonormalitétsei-
genschaft gilt

/o i Q(cosu) K, (w(e, €);t,u) du

_ Z ajpl(CW;COS((C—d/?)J)(COS £)
j=0 k=0

1

% - pg.W;COS((C_E)/z)’I)(x)p,iw;cos((g_e)/z)’l)(a:)(l _ x2)71/2 de
COS( 26)
_ ajpl(gw;COS((C*G)/Q):l)(COS £) 6
=0 k=0
= (cost)

Fiir ungerade trigonometrische Polynome gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.6 Mit Hilfe der Kernfunktion K, 1(@(€,();0,0) aus (2.9) kénnen wir ein
beliebiges ungerades trigonometrisches Polynom sint R(cost), R € I1,,_1, als

C—e€
2

sint R(cost) = / sinu R(cosu)sint sinu K,,_1(0(€, C); t,u) du
0

darstellen.
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Beweis. Die Polynome p(()w COS((C_E)/Q)’U, pg@;cos((g—e)/2)71)7 e ,pq(fﬁios((c_dm’l) bilden ein Or-

thonormalsystem beziiglich der Gewichtsfunktion @(e, (;0) aus (2.7). Daher kann das
Polynom R(cost) als Linearkombination

-1

R(cost) Z (@ieos((C=O/2D) (cos 1) (2.11)
=0
mit gewissen Koeffizienten b; € C, j = 0,...,n — 1, geschrieben werden. Wir ersetzen

R durch die Summe aus (2.11) und den Kern K, _1(@(e, (); 0,0) durch die Summe aus

(2.9), vertauschen Summation und Integration und erhalten

/2 sinu R(cosu)sint sinu K,,_1(&(¢, ();t,u) du
0

n—1 n—1

= ZZZ) (@icos((C=/2D) (o 1) sin t

3 - ~.
X / pgw,cos((g—e)/2),1) (cos u)p,gw’cos((c_e)/m’l) (cos u) sin®u du.
0

Nun substituieren wir cosu durch z, und wegen der Orthonormalitétseigenschaft gilt

C—e

/2 sinu R(cosu)sint sinu K,,_1(&(¢, ();t,u) du
0

= Z b;p\ (=2 (o t) sin t
7=0 k=0
% ~ p§~w seos((C— 6)/2)»1)(x)pgb;COS((C*f)/?),l)(x)ﬂ _ x2)(1 _ $2)—1/2 de
COS( 3 )
n—1 n—1
= ZZb (Gscos((C=)/2), 1)(cost) sint d;
Jj= =0
= smtR(cost).

|
Wir definieren ein aus den Kernen K, (w(e, ();0,0) und K,,_1(@(e, (); 0, 0) zusammenge-
setztes trigonometrisches Polynom.

Definition 2.7 Es seien die Winkel € und (, 0 < ( — e < 2m, gegeben. Unter dem
Kern K (e,(;0,0) verstehe man das aus den Kernen K,(w(e, ();0,0) aus (2.8) und
K, 1(@(€,C);0,0) aus (2.9) zusammengesetzte Polynom

Kl Gitou) = %(f@(w(e, Q)st — 7y — ) + sin(t — ) sin(u — 7)
}Eoa(le it -qu-), 1= @
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Seine reproduzierende Figenschaft iiberpriifen wir in dem sich anschliefsenden Lemma.

Lemma 2.8 Jedes trigonometrische Polynom T € H, ldsst sich mit dem Kern aus
(2.12) als

¢
7(t) = [ T (e Gitu) du
darstellen.

Beweis. Nach der Substitution v = v 4 7, wobei v = 6+< ist, gilt
C—e

¢ 2
/T(u)K;(e,g;t,u)du:/_ T(v+~)K (e, t,v+7)do.

2

Fiir ein beliebiges trigonometrisches Polynom 7' € H,, existieren Polynome () € II,, und
R e 11,_1, so dass

T(t+~) = Q(cost) + sint R(cost).

Also ist

Tv—l—’y (e, ¢ tyu+y)dv

\

m

C

J\,
m

/c (cosv) 4 sinwv R(cosv))

m

><

N | —
"

K,(w;t —v,v) +sin(t — ) sinv K,,_1(0; t — 7, v)> dv.

Der Kern K, (w;t—7y,v) ist gerade in v, wahrend sin(t—+) sinv K,,_1(0; t—, v) ungerade
in v ist. Ausmultiplizieren ergibt also

(—e

/C: (Q(cosv) + sinv R(cosv))

2

xl(Ka = 90) o sine = )i a3 - .0) ) o

- /“ Qlcos v) K (wit — 7, v) do

(—e€
2

+5 / sinv R(cosv) sin(t — ) sinv K,,_1(@;t — 7, v) dv

’ Q(cosv) K, (w;t —v,v)dv

[l
Nﬁ

o~

—€

—l—/ sinv R(cosv) sin(t — ) sinv K, (@;t — 7, v) dv.
0
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Nach Lemma 2.5 und Lemma 2.6 ist diese Integral gleich

Q (cos(t — 7)) + sin(t — )R (cos(t — 7)) = T(2).

Wir konstruieren ein weiteres trigonometrisches Polynom.

Definition 2.9 Es sei eine spharische Kappe S,(Xo) mit Radius o und Zentrum Xo =
(0,0,1)T gegeben. Das trigonometrische Polynom K} (1; (0, 0), (0,0)) sei definiert als das
Produkt aus den Polynomen

KZ+1(07U;O7O) und K:;(—ﬂ',ﬂ';o,o)
aus (2.12), d. h.
Wir definieren den Raum spezieller trigonometrischer Polynome tiber eine Kappe S,,(Xp).

Definition 2.10 Es sei W, der Raum der trigonometrischen Polynome P(4, p) sin,
wobei P €V, ist.

Das trigonometrische Polynom K (u;(o,0),(0,0)) zeigt eine reproduzierende Eigen-
schaft fiir diese trigonometrischen Polynome tiber die Kappe S, (X)).

Lemma 2.11 Fir alle P(9, o) sinv € W, ist

P(9, 0)sin9 = / / P(o, ) (15 (9, ), (6,)) sin § d d.

Beweis. Ein Spherical Harmonic P € V,, kann in der Form
n 7 .
2741 |k| ik
P(Y,0) = x| ———P ¥)e're
(¥, 0) ;kzj Ak i (cos)e

mit Koeffizienten a;, € C, 5 =0,...,n, k= —7,...,J, dargestellt werden.

Die assoziierten Legendre-Funktionen P]‘.k‘(cos ¥) multipliziert mit sin sind trigonome-

trische Polynome vom Héchstgrad n +1 in 9 und die Monome e*¢ sind trigonometrische
Polynome vom Ho6chstgrad n in o. Nach Lemma 2.8 ist demnach

I
/ij(cosqb)sin¢KZ+1(0,u;19,gb)d¢ = lekl(cosf})sini&l
0

und

/ MK (—m mo, ) dy = et

—T
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Also ergibt sich die Behauptung mit

P(¥,0)sinv

noj
2741
= Z Z ajiA / ‘7 + P'kl cos 1) sin ¢ e'*@

Jj=0 k=—j

n J ]+
= ZZCLJ']M/ .

J=0 k=—j

<[ PPcos ) sin €I (0,50, ) (i 0,0 do b
-7 JO

- [ [ Pewrin0.0. 6.0 s dodw.

0

2.2 Integration iiber ein spharisches Dreieck

In diesem Kapitel wollen wir eine Gauf-artige Quadraturformel iiber ein sphérisches
Dreieck herleiten. Einige allgemeine Aspekte zu sphérischen Dreiecken haben wir im Ka-
pitel 1.1 vermerkt. Wir wollen im Folgenden zunéchst ganz spezielle Dreiecke betrachten
und fiir diese Quadraturgewichte und -knoten bestimmen. Spéater werden wir sehen, dass
sich Quadraturformeln iiber allgemeinere Dreiecke mit Hilfe dieser Spezialfélle entwickeln
lassen. Diese speziellen Dreiecke sollen in einer sphérischen Kappe Si(Xo) mit Radius p
am Nordpol der S? liegen, und eine der Ecken soll der Nordpol X, selber sein. Die beiden
ibrigen Ecken P[] und P, seien so gewéhlt, dass sie auf der Grenze der Kappe lokalisiert
sind. Es sind also gleichschenklige Dreiecke, und die gleich langen Seiten G(Xj, Pj) und
G(Xo, Py) sind von der Linge p = d(Xo, P)) = d(Xo, Pj).

Die zu den Ecken P| und Pj gehorenden dquatorialen Winkel wollen wir mit o und /3
bezeichnen. In kartesischen Koordinaten ist dann

Xo = (0,0,1)T,
P] = (sinpcosa,sin psina, cospu)T,

Py = (sinpcosf3,sin psin 3, cos u)".

Es sei f — a < 27 und a < . Diese Annahme ist sinnvoll, da die Ecken entgegen dem
Uhrzeigersinn angeordnet sind und im Rechtssystem Drehungen mit positivem Drehwin-
kel Drehungen entgegen dem Uhrzeigersinn darstellen. D. h. durch eine Drehung entgegen
dem Uhrzeigersinn um die z-Achse um den Winkel + =  — « > 0, beschrieben durch die
Matrix

cost —sine 0
sint cost 0 |,
0 0 1
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wird der Punkt P; auf Punkt P; abbildet, da

cost —sine 0 sin 1 cos a sin p cos(a + ¢) sin i cos 3
sine  cost 0 sinpsina | = | sinpsin(a+¢) | = | sinpsing
0 0 1 COS [4 COS [4 COS [4

Weil es sich um dquatoriale Winkel von Dreiecksecken handelt, gilt die weitere Einschran-
kung 8 — a < 7.

Ist p=m/2, also

Xo = (0,0,1)7,
P| := (cosa,sina,0)T,
Py = (cosf,sin3,0)7, (2.14)

dann ist die Grenze der sphérischen Kappe Si(X o) der Grofkreis in der z-y-Ebene und die
Dreiecksseite zwischen P| und Pj ein Teilstiick G(P], Pjy) dieses GroRkreises. In Analogie
zu der Quadraturformel aus Satz 2.3 konnen wir das folgende Lemma formulieren.

Lemma 2.12 Fiir alle Spherical Harmonics P € V,, qilt die Quadraturformel

B8 rmw/2
/ P(x) dé(x) = / / P9, o) sin 9 dd dp
A(P{,PQ/,XQ) « 0

Jea R
= Z Z /\ﬁw;o,w/Q)/\gw;aﬂ)P (tgw;()mﬂ) 4 %,tgma’ﬁ) N Q _;_ B)
r=—[ 1427 r£0 s=— [ 217 50

tiber das sphdrische Dreieck A(P], Py, Xo) mit den Ecken aus (2.14).

Schwieriger wird es, wenn 0 < g < 7/2 oder /2 < p < 7 ist. Fiir 8 — a = 7 liegen
die Punkte Xy, P/ und Pj auf ein und demselben Grofkreis. Das Problem ldsst sich
dann auf die Integration iiber einen Kreisbogen zuriickfiihren. Es sei im weiteren Verlauf
0 < 8 — a < «. Fiir die Dreiecke stimmen in diesem Fall das Stiick auf der Grenze der
Kappe S (Xo) zwischen P/ und P; und das Grofkreisstiick G( P}, P;), das eine der Kanten
des sphérischen Dreiecks bildet, nicht iiberein, wenn p # /2 ist. Wir wollen die Punkte
auf der Dreiecksseite G(Py, Py) beschreiben. Die polaren Winkel der Punkte auf dem
Grofkreisstiick G(P;, Py) lassen sich in Abhéngigkeit von den zugehérigen dquatorialen
Winkeln darstellen.

Lemma 2.13 FEs sei das sphdirische Dreieck A(P{, Py, Xo) mit den Ecken
Xo = (07 0, 1)T7
P] = (sinpcosa,sin psina, cos )T,
Py = (sinpcosf3,sin pusin 3, cos p)"

mit Radius p, p # 7/2, und den Winkeln o und 3, 0 < 3 — a < 7, gegeben. Der Anteil
des Groflkreises G(P{, Py), der P mit Py verbindet, besteht aus allen Punkten (6(¢), ¢),
fur die

a<¢p<p
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und
o arctan (TA PJ,P}.Xp)/ COS < )) , falls 0 < p<m/2,
0(¢) = arctan (TA(P/ Py xo)/ €O8 (({5 )) T, falls w/2 < p<m,
mit
TA(p;,Py,x,) = tan jicos (ﬁ—Toz) (2.15)
15t.

Beweis. Die Vektoren P| und P, spannen eine Ebene mit der Koordinatendarstellung

E: (n,x);=0
auf, dabei ist
sin p cos o sin p cos 3 —25sin p cos p cos (a—;ﬁ) sin (%ﬂ)
n=| singusina | x | sinpsinB | = | —2sinucospsin (%) sin (%)
COS 11 COS 11 sin®usin(8 — «)

der Normalenvektor der Ebene. Die Punkte P, die auf dem Groftkreis in der Ebene E
liegen, haben die Vektorldnge Eins und erfiillen diese Koordinatengleichung. Die polaren
Winkel  und die dquatorialen Winkel ¢ der Punkte P geniigen also der Gleichung

Sine:cosg%
<n, sin @ sin ¢ >2 =0.
cos 0

Weitere Umformungen fiithren auf die Gleichung

sin?pusin(8 — o) cos § = 2sin yu cos pusin (WTO&) (QNS _ar ﬁ) sin 6.
Uns interessiert das kiirzeste Verbindungsstiick zwischen den Punkten P/ und P, auf
dem Grofkreis. Mit a < ¢ < fund 0 < f—a < mist =% < ¢ — a;ﬂ 2, und da

2 bR
p# /2, gilt
5 sin®usin(f — «) tan z cos (52)
tanf = . — ~ 2 /.
2sm,ucosus1n(ﬂ a)cos (gb—aTJrﬁ) cos ((b—%)

Ist 0 < p < 7/2, dann ist
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6 = arctan (tan,ucos <ﬁ%a> / cos (QZ; _ e ;— 6)) > 0.

Ist /2 < p < m, dann ist

f = arctan (tanucos (ﬁ_Ta) / cos (QE - #)) + 7 > 0.

und

Bemerkung 2.14 FEin sphdrisches Dreieck A(Py, Ps, Xo) mit den Ecken

Xo = (0,0,1)7,
Py = (sin 4 cos «, sin yi sin «, cos ul)T,
Py, := (sin pycos 3,sin pgsin 3, cos us) ',

wobei 0 < py < /2,0 < pp < /2 und 0 < f—a < 7 gilt, das also nicht unbedingt
gleichschenklig ist, stellt die Menge aller Punkte

I':a< ¢ <p,

0< 6 <arctan ( sin p1g sin e sin(f — ) )

COS i1 Sin g sin(3 — o) + cos pug sin g sin(p — «)

dar.

2.2.1 Konstruktion einer Gauft-Quadraturformel fiir
gleichschenklige spharische Dreiecke

Das sphérische Dreieck A(P], Py, X() mit den Ecken
XO = (07 07 ]-)T7

P = (sin,ucosa,sinpsin&,cosu)T,

Py = (sinpcos3,sin usin 3, cos )T, (2.16)

mit dem Radius p, 0 < g < 7/2, und den Winkeln o und 3, 0 < f — o < m, ist also
nach Lemma 2.13 die Menge aller Punkte, deren Polarkoordinaten (6, ¢) zu der Menge

' a<¢<p und 0 <0 < arctan (TA(pré,XO)/cos <¢— a—;—ﬁ))

gehoren, und damit ist

/ P(x) d¢(x)
A(P{,PQ',XO)

8 arctan(TA(pré’XO)/COS(‘#‘#))
_ / / P(6, ¢)sin 6 df do. (2.17)
a 0
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Dreiecke mit Winkel p, 7/2 < p < m, wollen wir nicht weiter betrachten. Durch Auftei-
lung in Unterdreiecke konnten wir sie auf bekannte Falle zuriickfiihren.

Im weiteren Verlauf konstruieren wir eine Quadraturformel fiir das Integral aus (2.17),
die exakt fiir alle Spherical Harmonics P € V,, ist. Dabei kommen das trigonometrische
Polynom aus (2.13) wie auch die folgenden Quadraturformeln ins Spiel.

Es sei die Gewichtsfunktion w aus (2.5) gegeben, und zwar zum einen als

(0, i) = { (=272, falls € (cos(5),1),

0, sonst,

zum anderen als

1—a22)712,  falls ze€(-1,1),
wi—m mz) = { ( 0) sonst(. )

Nach Korollar 2.2 gilt fiir alle trigonometrischen Polynome T" € Hy,, o die Quadraturfor-
mel
[252]

n
/0 Tyde= > AkOOT (tg.‘”;o’“)—i—g) (2.18)

J=—[2%E2],5#0

. . w;0, w;0, . n
mit den Gewichten )\5- W= )\(,j W= fc%(u/g EQ( Jw(0, p;x)dz, j = 1,2,...,[2 ;317

aus (2. 3) und den Knoten t;w;o’“) + £, t§wou) = —t“% = arccos :1:5-“;0’“) mit den Null-

—J
(wicos(1/2),1)

stellen m wO01) des Polynoms ]D[%H1 aus (2.2). Analog dazu erhalten wir fiir alle

trlgonometrlschen Polynome T' € H,,, die Quadraturformel

2n+1
i r2ngl]

/T(t)dt: PP il A (i) (2.19)

—Tr . .
J=—[3%H1,5#0

mit den Gewichten )\(w ) =z f (—m,ma)de, j = 1,2,..., [25H],
aus (2.3) und den Knoten t;w 7”) = —t(_wj 7”) = arccos :cg-wkﬂ’”) mit den Nullstellen
(w;—m,m)

; des Polynoms p?‘@’]l) aus (2.2).
2

Im néchsten Satz findet sich unser erstes Hauptresultat fiir Gewichte und Knoten ei-
ner Quadratur iiber ein sphérisches Dreieck.

Satz 2.15 FEs sei das sphdrische Dreieck A(P], Py, Xo) mit den Ecken aus (2.16) gege-
ben, sowie die Knoten und Gewichte der Quadraturformeln aus (2.18) und (2.19) und
der Kern K (u; (0,0), (0,0)) aus (2.13). Fir alle Spherical Harmonics P € V,, kann das
Integral aus (2.17) exakt mit der Quadraturformel

/ P(9, 0) sinvdd do
A(P!,P},X0)
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Jé] arctan(TA<P{yPé7X0>/COS(Q*QQLB))
_ / / P(9, o) sinvdd do
o 0

sy g

D DD TR

r=- [%1 J‘;éo §=— ’72’”27#»1—' 7S7é0

mit den Knoten

(1) ()Y (tw;om g t(w;—m)) 92.90
OG g™) ro gt ’ (2.20)
2 2
- —[ ”+31,...,—1,1,...,( ”+3],
2 2
2
s = —{ ”HW,...,—LL...,{27”1],
2 2
und den Gewichten
wﬁ’é’“’a’ﬁ) =
A0 N@=mm) i () (2.21)

8 arctan(TA(p{’péﬂxo)/COS(L’_QTW))
<[] K (s 0, 08), (0, 0)) 49 do
« 0

bestimmt werden.

Beweis. Mit Hilfe des Kerns K (u; (o,0),(0,0)) aus (2.13) erhalten wir nach Lemma
2.11 die Darstellung

I3 arctan(TA(p{7pé,XO)/COS<Q_aT+B))
/ / P(9, 0) sin9 dv do
« 0

/ﬁ /arctan<TA(P{7pé7XO)/ COS(97#))
B a JO

</: /Ou P(¢, %) K (15 (6, 0), (9, 0)) sin ¢ dgp dw) dd do.

Wir stellen das Spherical Harmonic P € V,, als Linearkombination

P(¢,¢) = i > i/ %ij(cos p)e*v

=0 k=—j

der Basisfunktionen Y dar.
Leicht konnen wir verifizieren, dass P]!k| (cos @) sin ¢ K, (0, 115 ¢, 1) ein trigonometrisches
Polynom in ¢ vom Grad hochstens 2n + 2 und e*¥ K*(—m, 71, ) ein trigonometrisches

Polynom in ¢ vom Hochstgrad 2n ist. Daraus folgt, dass mit den Gewichten und Knoten
der Quadraturformeln aus (2.18) und (2.19) die Gleichungen

/ " PH(cos ) sin ¢ 1310, ; 6, 9) sin 6 dg
0
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( 2n2+3 ‘I

IS A om0 ) K (10 < )
r=- ’—M1 ;70

X sin <t(°’0“) + g)

und

/ e K (—m, w50, 0) dip
_ [25560

— Z /\(w;—w,w)eiktgw;—ww) K:;(—ﬂ', ™ tgw;—w,w)’ Q)

S
s=— 21520

gelten. Damit ist

/ﬁ /arctan(TA(P{’Péyxo)/ COS(Q*#))
a JO

< / / P(6, ) K, (115 (¢,0), (9, 0)) sin ¢ dp dw) 49 do

/ /arctan TA(P/ Py xg)/ c0s(o—242 (Z Z \/7

J=0 k=—j

sy

X Z Z A0 ) (s ””)Pj'k‘ (cos <t(“’0”) + g))

r=-= I—Lﬁ-‘ 77‘7£0 S§=— [%" 157£0

. o (wy—m,
X sin (tff‘”o’“) + g) elhts K:.‘LH (O pu; t0H) 4 g, 19)

X K* (—m, m; t@=mm )>d19dg

[#582] M55

_ /ﬁ /arctan(TA(P{’Pé,XO)/COS(.Qa;ﬁ)) ( i i )\1(}.2;0,#)
a JO

r=—[25E2 ] r£0 s=—[ 2554 570

s

B (s (100 4 570 (0,0)) ) v

w \wi=mm) p (t(W;Ow) + H ¢ au—mﬂ))
S r 2 Y

Vertauschen von Summation und Integration liefert das Ergebnis. [ |

Bemerkung 2.16 Wir maochten zur Veremfachung eine Umindizierung der Gewichte
wi ) qus (2.21) und Knoten (x\™*, ™) aus (2.20),

r = —[(2n+3)/2],....,—1,1,...,[(2n + 3)/2],
s = —[2n+1)/2],...,—1,1,...,[(2n+1)/2],
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vornehmen. Vereinfachend kénnen wir [(2n + 3)/2] = n + 2 und [(2n + 1)/2] =
(nuaﬁ) — B o

n + 1 schreiben. Wzr fuhren die Indizes 7 und 5 ein, wobei wy g

(XTnM)>¢S ) = (Xf« a¢§ ) mat

L +(n+2)+1, falls r=—-(n+2),...,—1,
s + (n+2), falls r=1,....,n+2,
L (n+ 1)+ falls s=—(n+1),...,—1,
5T + (n+1), falls s=1,....,.n+1,

sei. Also durchlauft v die Zahlen 1,2,...,2(n + 2) und § die Zahlen 1,2,...,2(n + 1).
Als Nichstes wollen wir die Doppelindizierung in eine Einfachindizierung umwandeln.
Dabei set

(n7/"1/7a7/6) _ (n7u7a7lg)
Wy = W; 5

und
(x(™1),, .= (sin XEA,"”‘) oS @Z)( s1nX smw , COS qun’“))T
mat
k=2n+1)F—1)+ &
Der Index k nimmt die Werte 1,2,...,4(n+2)(n+1) an

Zu berechnen bleibt das Integral

Intrirg ) (X, 50) (2.22)
arctan TA(P’ )X )/cos( ))
- [ K (s () 00), (9, 0)) 0 do

aus (2.21). Dabei hilft das néchste Korollar. Die Quadraturformeln iiber einen Kreisbogen
fiir verschiedene Gewichtsfunktionen erhalten wir direkt aus Satz 2.1.

Korollar 2.17 Es sei das sphdrische Dreieck A(P], Py, Xo) mit den Ecken P, Py und
Xo aus (2.16) und die Konstante Ta(p; py x,) aus (2.15) gegeben. Der Winkel 0 sei de-

finiert als ¢ := ﬁfTa mit dem dquatorialen Winkel o der Ecke P| und dem dquatorialen

Winkel 5 der Ecke Py (siehe (2.16)).

Bei gegebener Gewichtsfunktion
Wo(6; )
(TR (b1 py gy + 22) 7LD = 2)71 2 falls @ € (cosd,1),
0, sonst,
gilt fir alle T € Ha,yq die Quadraturformel

n +1
L5 ] <

5 _
2 Wo;—0,0 Wo;—90,0
/5T(77) <T§(P1/7P57X0) + 005217> dn = Z )\5- 0 )T(tg- 000y (2.23)
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mit den Gewichten A;WO;—d,é) = )\(71/;/0;_575) = fl C(x)Wo(d;z)dx, 7 = 1,2,....,n+ 1,

cosé J
aus (2.3) und den Knoten t§-W°;_§’6) = —t(_vyo;_é’é) = arccos $§WO;—5,6)7 wobei $§WO;—5,6) die
Nullstellen des Polynoms p'\y**" aus (2.2) sind.
Bei gegebener Gewichtsfunktion
Wi(6; z)
TRy pyxy T 2O )2 falls @ € (cosd, 1),
' 0, sonst,
qgilt fiir alle T € Hy,11 die Quadraturformel
’ 5 o \ Lt — (Wi3=8:6) a4 (Wr5—6,0)
T(n) (TA(P{,PZZXO) + cos 77) dn = Z A T(t; ) (2.24)
-0 j=—(n+1),j#0
mit den Gewichten /\EW“*&’(S) = )\(_V;»/“fé’é) = fcloséﬁjg(x)wl(é;x) der, 7 = 1,2,...,n+ 1,
aus (2.3) und den Knoten t§W1;75,5) = —t(mf;*‘s"s) = arccos :L‘;Wl;76’6), wobei :L‘;Wl;iéﬁ) die

Nullstellen des Polynoms pffff"os‘“) aus (2.2) sind.

Bei gegebener Gewichtsfunktion

arctan(Tapr prxoy/x)(1 — 22) 712, alls x € (cosd, 1),
Wh(0: ) -:{ Tarprw/)t =) falls @ € (cosd 1)

gilt fiir alle T € H,, die Quadraturformel

5 o1
/ T(T]) arCtan(TA(P{,Pé,Xo)/ cos 77) d77 = Z A§W2§—5,5)T<t§W2;—6,§)> (225)

-5 . n .
J=— {%1—' 7]750

mit den Gewichten )\E»WZ;*(S";) = )\(_V;-/z;f(s’é) = fl Gx)Wy(d;x)dz, j = 1,2,..., [HTHL

cosd J
aus (2.3) und den Knoten t§W2;_5’5) W2i=8.0) (W2;=6,9) ;WQ;_(;"S) die

= —t(ﬂ = arccos , wobei x
Nullstellen des Polynoms p" 2" qus (2.2) sind.

234

Es sei die Gewichtsfunktion

_2\-1/2
w(—=0,0; ) := { (1—2%)7"2, falls € (cosd, 1),
0, sonst,

gegeben. Fiir alle trigonometrischen Polynome T € H,, gilt die Quadraturformel
5 [2441
w;—08,0 w;—08,0
/ T)dp= Y AF2IE09) (2.26)

-6 . n .
J=—["521,5#0
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. . w;—6,0 w;—0,0 1 . n
mit den Gewichten )\g- ) = )\(7]. ) — [ G (x)w(=6,6;x)de, j = 1,2,..., [%117

cosd I

aus (2.3) und den Knoten t;w;_é’é) = —t(_wj;_é’é) = arccos:z:?;_é’&) mit den Nullstellen
xg-wﬂs’é) des Polynoms p([ﬁ?‘;’l) aus (2.2).
2

Desweiteren erfolgt die Definition zweier trigonometrischer Polynome zur Berechnung
des Integrals Ia(p py x,) aus (2.22).

Definition 2.18 FEs sei A(Py, P}, Xo) das sphdrische Dreieck mit den Ecken Pj, Py und
Xo, und p sei der polare Winkel der Ecken P| und Py (siehe (2.16)). Es seien die
Konstante Ta(p py x,) aus (2.15) und das trigonometrische Polynom K (0, j1;0,0) aus
(2.12) gegeben. Die Funktionen Qo und @y seien definiert als

L(n+1)/2] . . ”
i (cosn + iTa(p! Pl x0))
Qo(e,m) = — Z 02z(¢)ﬂ <(T2 n CE)SIZT;)Z—OL(n—H)/QJ
I=—[(n+1)/2],1#0 A(Pf,Py,X0)
_(Ti(Pl’,PQ’,Xo) + COSZ”) L(Tl+1)/2J> ) (227)

[(n+2)/2] i
Q1(¢7 77) = Z CQZ—I((b) (2l _ 1)

I=—[(n+2)/2] +1

(cosm + iTA(P1/7P2/7XO)>

201

(T2 oy sy T cOSP) L2/ (2.28)
mit den Koeffizienten
2n+2
1 2k )
= K* 0. u: —il27k/(2n+3) 9929
() 2n+3k2:0 n+1(7ﬂ7¢72n+3>e , ( )
I = —(n+1),....,n+1

Auflerdem sei

[(n+2)/2] i
Clo)=— >, 02171((?)@' (2.30)

I=—|(n+2)/2]+1

(TX(PI',PQ/,Xo) + cos?n) = (cosn + iTA(P{’P2/7XO))(COS77 - iTA(prQ/’XO)),
gelten die Gleichungen

(cosm + iTA(Pll7P2/7XO))2l
+ cos?n)l=Ln+1)/2]

(TX(P{,PQ’,XO)
= (cosn +iTagpypyx0) T (cosn — T py.py.x0)
I = —[(n+1)/2),.. =11, [(n+1)/2],

L(n-+1)/2) 1
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bzw.

(cosm + iTA(pLPQ/,XO))%_l
(Ti(P{ Ppxo) T cos?n)!~Ln2)/2]

= (cosn + iTa(pp,pg,x) LD (cos = ITa g g ) 02,
I = —[(n+2)/2]+1,....[(n+2)/2].

Diese Umformungen verdeutlichen, dass die Funktion )y ein trigonometrisches Polynom
in 7 vom Hochstgrad 2| (n + 1)/2] und @ ein trigonometrisches Polynom in 1 vom
Hochstgrad 2| (n+2)/2] —1 ist. Wie wir das Integral aus (2.22) berechnen konnen, zeigt
uns der folgende Hauptsatz fiir die Darstellung der Gewichte aus (2.21).

Satz 2.19 FEs sei das sphdrische Dreieck A(P], Py, Xo) mit den Ecken P{, Py und Xy aus
(2.16) und der Konstanten Tacpr pyx,) aus (2.15) gegeben. Es sei § der Winkel § = ﬁfTa
mit dem dquatorialen Winkel o der Ecke P| und dem dquatorialen Winkel 5 der Ecke
Py (siehe (2.16)). Ferner sei K} (y;(0,0),(0,0)) = K; 1(0,u;0,0)K’(—m,m;0,0) das
trigonometrische Polynom aus (2.13) und Qo und Q1 trigonometrische Polynome aus
(2.27) und (2.28). Es seien auflerdem die Werte ¢; aus (2.29) und C' aus (2.50) gegeben.

Fiir das folgende Integral iber A(P], Py, Xo) gilt dann

/ K2 (5%, (6, 6)) dé(x)
A(P!, P}, X0)

8 arctan(TA(P{YPéTX())/COS(Q_QTW» "
_ / / K 10, 5.6, 9) K (=, w590, 0) 0 do
«a 0

n+1

_ 3 AWoi=8)0y (y f(Woi=b9)y < o, {0 08) oz—zkﬁ)
k=—(n+1),k£0
n+1 —f—ﬁ
4 Z )\]gwl —48,0) Q1(¢ t(Wl 55)>K ( T, t(Wl 55)+Oé >
k=—(n+1),k£0 2

[244]

Wa;—0,8) 1+ _ss) a+p
+co(o) Z )\,(g ? )Kn( T, T, w,tk = 5 )
k=—[2417,k£0

(31

o) Y AR (om0 500,

+1 2
k=—[ 2417, k£0

Die Gewichte A", NI NP0 und N und Knoten 1,770, 1770
t]iWQ;—5,§) und t](:j;_&a)

Y

sind diejenigen aus Korollar 2.17.

Beweis. Zuerst ersetzen wir im Integral

-[ P/ P/ ,X0) ¢ w
arctan A(P/ P} XO)/cos( )) . .
/ / Kn—&-l(onu; ¢,19)Kn(—71',71';1/},@) dﬂdg
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o durch 7+ O‘Tw und erhalten das Integral
Inpy Xo (9. %)

arctan( TA(P’ PyX )/COST)
/ / i K10, 150,9) K, (—mm/),f +2 —g ﬁ) dv dr.

Fiir feste Winkel ¢ und 1 seien die trigonometrischen Polynome @) € H,,; und P € H,,
definiert als

und

P(r) =K (—ﬂ,ﬂ;¢,7+ a—;—ﬁ) )

Daher konnen wir verkiirzt schreiben

a arctan(TA<P{7Pé7X0)/cos T)
/ Q(V)P(7)dvdr. (2.32)

ﬁ_

2

In(py.Pyx0) _/@a
B

Wir driicken das trigonometrische Polynom @) als Fourier-Summe

n+1
QW) = Z ce?
I=—(n+1)
[(n+1)/2] _ [(n+2)/2] _
— CO + Z C2le2ll7.9 + Z cgl_le(Ql—l)l’ﬂ (233)
I=—|(n+1)/2],1£0 I=—|(n+2)/2]+1
mit den Fourier-Koeflizienten
2n+2 ok
— —il27k/(2n+3) ] = — 1), ... 1
C Cl 2n+32Q(2n+3> > (n_'_ )7 ;4 1,
aus (2.29) aus.
Da
[(n+1)/2] _ [(n+2)/2] _
QW +7m) = co+ Z 2l 4 Z Cop_ 1 2L Di0+m)
I=—|(n+1)/2],1£0 I=—|(n+2)/2]+1
[(n+1)/2] ' [(n+2)/2] .
= o+ Z C2Ze2zl19 . Z C2l_le(2l—1)n9
I=—|(n+1)/2],10 I=—|(n+2)/2|+1
ist, gelten die Beziehungen
QW) + QI +7) — 2 _ “”*Z”/”
5 = Co1€

I=—|(n+1)/2],1#0
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und

[(n+2)/2]
Q) — Q(J + ) Z o a2I=DiY
5 201 -
I=—|(n+2)/2]+1
Mit den Umformungen
Ta(p.pyxo)/ COST
1
VI T/ €097

(siehe [35, S.71]) kénnen wir, da —(f —«)/2 <7< (f—a)/2und 0 < f — a < 7 ist
und daraus cos T > 0 folgt, die Gleichheit

sin(arctan(Ta(p;, py,x,)/ COST)) =

cos(arctan(Ta(p;, g x,)/ COST)) =

ei arCtan(TA(P{,Pé,XO)/COS T) . COST + |TA(P1’,P2'7X0)

(TX(P{,PQ’,XO) + cos?7)!/?

(2.34)

zeigen. Diese benutzen wir, um das innere Integral aus (2.32) fiir den zweiten Summanden
der Fourier-Summe aus (2.33) zu berechnen. Wir erhalten als Ergebnis

arctan(T'  pr pt cos T [(n+1)/2]
/ tan( A(Pl,PQ,XO)/ ) 02162”19 49
0 I=—| (n+1)/2) 10
n+1)/2
. )2 1 2ilarctan(Tx (pr pr x )/COST)
= D, cugle P - 1)
I=—[(n+1)/2],l540

L(nt1)/2] [ ((COST + iTA(Pl’,PZ’,Xo))Ql _ 1)

G5y 2 2\l
I=—|(n+1)/2],l#0 2 (TA(P{,P&XO)JFCOS 7)

Aus dieser Summe ziehen wir den Faktor 1/ (Ti( PP o) T cos?7)L"+1/2] heraus, so dass

arctan(Ta  pr pr CoSs T [(n+1)/2]
/ tan( A(PI,PQ,XO)/ ) CQZGQiW 49
0 I=—[(n+1)/2,1£0
1

+ cos?7)L(n+1)/2]

2
(TR Py, Py x0)

[(n+1)/2] i (cosT + iTA(P{,PQ’,Xo)>2l
<DL gl

A 27)l=1(n+1)/2]
I=—[(n+1)/2],l#0 Tx(p1,py,x0) T+ €OS T)

Qo(7)

+ cos?7)L(n+1)/2]

7 (2.35)

(P1,P3,Xo0)
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mit dem trigonometrischen Polynom Qo(7) = Qo(¢,7) € Hy|(nt1)/2) aus (2.27) ist. Im
nédchsten Schritt berechnen wir das innere Integral aus (2.32) fiir den dritten Summanden
der Fourier-Summe aus (2.33) und erhalten unter Verwendung der Identitéat (2.34) die
Gleichung

arctan(T's p/ p! / cosT) [(n+2)/2]
/ AlPy. Py, Xo) CQZ_Ie(zl—nm do

0 I=—|(n+2)/2]+1

L(n+2)/2]

. 201
1 COST + ITA(P{7P2/,X0)
l=—[(n+2)/2]+1 A(Py, Py, X0)

n . 20-1

[(n+2)/2] . i ( COST + ITA(P{,PQ’,XO) )

= - E 2-1757 5 13
I=—|(n+2)/2]+1 (2l 1) (TA(P{7P2/7X0) + cos 7')

[(n+2)/2]
+ Z Co1—1
I=—|(n+2)/2]+1

20— 1)

Nachdem wir den Faktor 1/(T% py pr x,)+cos’®) L(n+2)/2]=1/2 aus dem ersten Summanden

herausgezogen haben, zeigt sich, dass
arctan(T'x p/ p! / cosT) [(n+2)/2]
/ AP Xo) CQZ_le(zz—nm do

0 I=—(n+2)/2)+1

1
- (Ti(Pl’,p2/7X0) + COSQT)L(nJrQ)/QJ,l/Q
n+2)/2 . . )
X L( i/J . [ (cosT +iTa(prppxe) 2
2—1 (20 —1) (Ti ¥ cosr )L +/2]

I=—|(n+2)/2]+1 (P{,P3,X0)

L(n+2)/2]

+ Z Co1-1 2= 1)

I=—|(n+2)/2]+1

Q1 (7)
- -C (2.36)
(T2 b1 py xy) T COSPT) D212

mit dem trigonometrischen Polynom Q1(7) = Q1(¢,7) € Ha|(nt2)/2)-1 aus (2.28) und
der Konstanten C' := C(7) aus (2.30) ist.

Das innere Integral aus (2.32) fiir den ersten Summanden der Fourier-Summe aus (2.33)
muss nun noch berechnet werden. Fiir dieses Integral ergibt sich

/arctan(TA(P{ P, X) / cosT)

o d7 = coarctan(Ta(py,py,xq)/ COST).

0
Als Néchstes erfolgt die Bestimmung der duferen Integrale aus (2.32) fiir die einzelnen
Summanden der Fourier-Summe aus (2.33), und zwar der Integrale

/ P(r)Q(7) .

B*Ta (Ti -+ (30527') [(n+1)/2] ’

(P1/7PQI=XO)
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@

—a B—a

= p oe
/Bga (Ti(P{’PQI:XO) ‘(I'TZOQS;S'T))L(””)/?J*/? dr — C/ﬁ;a P(r)dr
und
B—Ta
co/ﬁa P(r)arctan(Ta(pr,py,x,)/ cOs T) d.
T2

Im ersten Integral finden wir im Integranden das trigonometrische Polynom P@Q, €
Hyt2((nt1)/2)- Somit erhalten wir mit der Quadraturformel (2.23) die Gleichung
B—«
2 P
/ (7)Qo(7) dr

s—a (T? + cos2T) Ln+1)/2]
2

A(P],P},X0)
n+1
Wo;—6,0 Wo;—6,0 Wo;—0,0
_ Z >‘l(<: 0 )P(tl(f 0 ))Qo(t/(c o ))7
k=—(n-+1),k#£0

wobei [(n+2|(n+1)/2] +1)/2] = [n/2] + [(n+1)/2] +1 = [n/2] + |n/2] +1 =
n + 1 ist. In der Summe haben wir im ersten Integral das trigonometrische Polynom
PQy € Hypo|(n+2)/2/-1 als Integranden und wenden die Quadraturformel (2.24) an. Mit
der Formel (2.26) fiir trigonometrische Polynome aus H,,, angewandt auf das zweite
Integral, gilt dann

B—a B—a

= P(T)Q T
/_ 7) 1(7—)(n+2)/2j—1/2 dT—C/_B_a P(r)dr

f-a (Ti(p{,Pé,Xo) + cos?7)L -

n+1
Wy;—9,0 Wi;—48,0 Wi;—9,0
_ Z /\](~C 1 )P(tgC 1 ))Ql(t; 1 ))
k=—(n+1),k#0
[244]

w;—0,0 w;—08,0
o A
k=—[217,k£0

wobei [(n+2|(n+2)/2] —1+1)/2] = [(n+2[n/2] +2)/2] = [n/2] + [n/2] +1=n+1
gilt.
Die Quadraturformel (2.25) liefert schlieflich den Zusammenhang

B—a

5
co/  P(r)arctan(Ta(py,py,x0)/ cOST) dT

2
[254]

=co Yy AP,
k=—[217 k£0
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2.2.2 Quadraturformel iiber ein beliebiges sphéarisches Dreieck

Ein beliebiges Spherical Harmonic P € V,, soll iiber ein beliebiges sphérisches Dreieck
A(Py, Py, P3) exakt integriert werden. Wir haben mit den Sétzen 2.15 und 2.19 eine Qua-
draturformel iiber gleichschenklige sphérische Dreiecke mit den Ecken aus (2.16) kennen-
gelernt und wollen diese fiir den allgemeinen Fall nutzen. Dazu verschieben wir das Drei-
eck A(Py, P, P3) so an den Nordpol, dass der Mittelpunkt des Umkreises ¢( Py, Ps, P3)
auf den Nordpol X, abgebildet wird. Die Drehung beschreiben wir mit der Drehma-
trix M. Das verschobene Dreieck A(Pl, = pg) liegt in der sphéarischen Kappe Si(XO),
w = d(c(Py, Py, P3), Py), k = 1,2,3. Der Umkreis U(ﬁ,ﬁg,ﬁg) des Dreiecks entspricht
der Grenze der sphéarischen Kappe. Liegen alle Ecken des Dreiecks auf demselben Grofs-
kreis, dann fallen dieser Groftkreis und der Dreiecksumkreis zusammen, und er liegt nach
dem Verschieben des Dreiecks in der z-y-Ebene, d.h. die Kappe Si(Xo) hat den Radi-
us g = m/2 und entspricht der nordlichen Hemisphére. Im Folgenden betrachten wir
Dreiecke, deren Ecken nicht auf einem gemeinsamen Grofkreis liegen. Der Radius der
entsprechenden sphérischen Kappen Sz(XO) ist kleiner als /2. Fiir die Ecken des an den

Nordpol verschobenen Dreiecks A(Pb P, ]53) gelte

P, = (sinpcosa/,sinpsina,cosp)’ = M'P,
Py, = (sinpcosf,sinpsin@, cosp)’ = M'P,,
Py = (sinpgcost/,sinusint/,cosp)’ = M'P;,

O<p<m/2, —m<d <m —7m<[F <7, —m <V <. Falls es erforderlich ist, nehmen
wir eine Umbenennung der Ecken in der Art vor, dass

P, = (sinpcos@,sin psind, cospu)T,
P, = (sinpcosf3,sinpsin 3, cos p)T,
Py = (sinpcos?,sinpsinp,cos )’

mit den Winkeln & = min(a/, #',7'), ¥ = max(a/, #,7/) ist. Es gilt dann also —7 < & <
G < v < m. Natiirlich ist

P, = (sinpcos(d@ + 2m), sin psin(a 4 27), cos )7,
P, = (sinpcos(f + 2n),sin psin(f + 27), cos p) T,
Py = (sinpcos(d 4 2m),sin psin(D + 2), cos p) T

und—W§@<B<ﬁ<ﬁ§&+27r<ﬁ+27r<19+27T<37T.

Der Nordpol Xj liegt dann innerhalb des Dreiecks A(]f’l, ]52, ]53), falls
v>a+m, B<6¢+7r und ﬁ—ﬁ<7r.

Aus U > a+m folgt &+ 27— < m. Die Linge aller Grofkreisstiicke zwischen den Ecken
ist kleiner . In diesem Fall kénnen wir das Dreieck A(Py, %, P3) in drei gleichschenklige
Teildreiecke A(Py, P, Xg), A(Ps, P3, Xo) und A(Ps, P1, X,) aufteilen und schreiben

/ P
A(Pl,PQ,Pg)
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_ / A P(X)df(x)—l—/ N P(x)dg(x)+/ P ).
A(Py,P2,X0) A(P2,P3,X0) A(P3,P1,X0)

Fiir diese drei Dreiecke erhalten wir mit den Sétzen 2.15 und 2.19 die Quadraturgewichte

wo?), w0, w{HPerEm) k=1,2,...,4(n+2)(n+1),
und die Quadraturknoten
(x™) k=1,2,...,4(n+2)(n+1),

die nur von dem Polynomgrad n und dem Radius p abhéngen und daher fiir alle drei

Dreiecke gleich sind. Sie stellen die Knoten unserer gesuchten Quadraturformel dar. Die

zugehérigen Gewichte sind w(™®7) 4 07 g (mih62m) 1 q gy

[ e
A(P1,P2,Ps3)

4(n+2)(n+1) . .
n, 7657 n,H, 7ﬁ n, 719764-"-271' n,
= (™ 4w TS P((x ) ),

und damit gilt

/ P(Mx) d¢(x)
A(P1,P2,P3)

4(n+2)(n+1) » - o
_ (w](gn,u,oc,ﬁ) + w]({n,,u,ﬁ,l/) + w](gn,,u,u,a-}—%r))P((Mx(n,u))k)‘
k=1

Ist 7 < &+ 7 und folglich B <v<da+mund v — ﬂA < m, dann liegt X, aufserhalb der
Grenzen des Dreiecks A(P;, Py, P3), und wir nehmen die Aufteilung

/  Px)de(x)
A(Pl,Pg,Pg)

= [ Peodd s [ Pede - [ Ped
A(P1,Ps,Xo) A(Pa,P3,X0) A(P1,Ps,X0)
vor. Die Sitze 2.15 und 2.19 liefern die Quadraturgewichte

w,(gn’“’&ﬁ), w,g”’“ﬁ’ﬁ), w,in’”’&’ﬁ)7 E=1,2,...,4n+2)(n+ 1),
und die Quadraturknoten
(x™Y k=1,2,...,4(n+2)(n+1).

Dann gilt mit diesen Knoten und den Gewichten w{™*®% o 57 _ gy, mm®?) gio

Gleichheit
e
A(Py,P>,Ps3)

4(n+2)(n+1) . - o
= >0 (M D ) P, ),
k=1
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und fiir das Integral tiber das sphérische Dreieck A(Py, Py, P3) ist

/ P(Mx) dé(x)
A(Pl,Pg,Pg)
4(n+2)(n+1) » - o
= Y () P ) P(Mx ) ).
k=1

Der Nordpol Xy liegt auch dann auferhalb des Dreiecks A(Pl, PQ, P3) falls 5 >a+T
und folglich 7 > ﬁ > &+ mund ¥ — § < 7 ist. Dies impliziert & + 27 — ﬂ < m und
a+ 21 — v < w. Wir kénnen zur Darstellung

t/h  P(x)dé()

A(Py,Ps,Ps3)

- /  P(de(x) + /  P(de(x) - / P )
A(P2,P3,X0) A(Ps3,P1,X0) A(P2,P1,X0)

gelangen. Mit den Sétzen 2.15 und 2.19 erhalten wir fiir diese Teilintegrale die Quadra-
turgewichte

w,&"”ﬁ 7, T T k=1,2,....,4n+2)(n+1),

und die Quadraturknoten

x™), k=12, 4n+2)(n+1).
Mit diesen Quadraturknoten und den Quadraturgewichten w,&"’“ B2 4 w,(gn’“ 6t 2m)
w](cn,u,ﬁ,o?—&—%r) gllt

T
A(Py, Py, Ps)
A(n+2)(n+1) -
- (959 D) BE) D () )
k=1
und folglich ist
[ o)
A(Py,Py,Ps)
4(n+2)(n+1) - o L
— (wlg:nvuvﬁvy) + wlg:nvuvyvo‘+27r) _ w’gnvuvﬁva+2ﬁ))P((Mx(n,/—"))k)'
k=1

Gesetzt den Fall, dass IQ—B >, B < a4+mund ¥ > & + 7 ist, alsoB+27T—19 <,
f—a<mund &+ 27 — v <, dann befindet sich der Nordpol ebenfalls aufserhalb des
Dreiecks A(Py, P, P3), und mit

/ P )

A(Pl,Pg,Pg)

= [ peoseds [ Pagdi - [ Peod
A(P3,P1,X0) A(P1,P2,X0) A(P3,P2,X0)



44 2 Gauf-Quadratur iiber ein sphéarisches Dreieck

erhalten wir drei Integrale, fiir die die Satze 2.15 und 2.19 die Quadraturgewichte
w,(cn’“’ﬁ’dﬁﬂ), w,(gn’“’d’é), wlin’”’l;’ﬁﬁﬂ), k=1,2,...,4n+2)(n+1),
und die Quadraturknoten

K k=12 2

liefern. Mit diesen Knoten und den Gewichten w,(fn’“ 0,6+ 2m) + w,(cn’“ &) _ w,(cn’“ BT ot
[ P
A(Py, Py, Ps)
4(n+2)(n+1)

_ (wl(gn,u,ﬁ,d-i-?ﬂ) + wlimmd,ﬁ) _ wl(Cn,u,D,B—i-Qﬂ))P((X(n,u))k)’

k=1

und &dquivalent dazu gilt

/ P(Mx) dé (x)
A(Pl,Pg,Pg)

4(n+2)(n+1) o
( (n,,0,64+27) +w (n & ﬁ) ’(Cn,u,u,ﬁ—&-%r))P((Mx(nyﬂ))k)'

k=1

Der Nordpol liegt auf der Dreiecksseite zwischen den Ecken Py und P, falls 0 = & + .
Folglich gilt B<i=a+nund - < 7. Das Integral lasst sich in zwei Teilintegrale
aufteilen,

/  P)d(x) = / P + / P ).
A(Pl,Pg,Pg) A(Pl,Pz,Xo) A(Pz,Pg,Xo)

Mit den Knoten (x(™*)); und den Gewichten w,in’“’&’ﬁ) + w,g"“ﬁ”), k=12 ...,4(n+
2)(n + 1), erhalten wir die Quadraturformel

4(n+2)(n+1) A A
n, 7d7ﬂ n, 7/8’1/) n,
[ Pegde = 3w ) P
APy, Py, Ps) P}
und gelangen so zur Quadratur
4(n+2)(n+1) - .
/ P(Mx) dé (x) = (w4 P P((Mx ), ).

A(P1,P,P3) 1

Auf der Dreiecksseite, die die Ecken Py und P2 aufspannen, liegt der Nordpol, falls
6 = & + m. Damit ist 7 > ﬁ =a-+mund U — 6 < m. Das Integral lasst sich in zwei
Teilintegrale aufteilen,

/  P)d(x) = / P + / P ().
A(P1,P»,P3) A(P2,P5,X0) A(Ps,P1,X0)
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Die Knoten (x(™#), und Gewichte w(nuﬁ ) fw (n’“’awﬂ yk=1,2,...,4n+2)(n+1),
gehoren zur Quadraturformel

4(n+2)(n+1) - o
/ PR = Y (M AR p((x ) ),
A(Py,Py,P3) —1

und wir erhalten die Quadratur

4(n+2)(n+1) - o
/ P(MX) df(X) _ Z (wlgnwﬁ»l/) + wlgn7u7V,a+27f)>P<<MX(n7M))k)_
A(Py,Py,P3) P

Ist v = ﬁ + 7, dann liegt der Nordpol X, auf der Dreiecksseite zwischen den Ecken P,
und P;. In diesem Fall gilt f<é&+mund 0> &+ 7, und wir nehmen die Aufteilung

[ = [ pedo+ [ P
A(Py,P2,Ps3) A(Ps3,P1,X0) A(P1,P2,X0)

vor. Die Quadraturformel lautet dann

4(n+2)(n+1) o .
[ Pe9dEg = 3 @ ) P,
A(Py, Py, P3) pt
mit den Knoten (x(™#), und den Gewichten w,(c"’“’f"&mw) + w,ﬁ”’“’dﬁ), k=1,2,...,4(n+
2)(n + 1), und damit gilt
4(n+2)(n+1) o .
/ P(Mx) dé(x) = (wy PO g p((Mx M),
A(P1,P»,P3) k=1

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn A(P;, P, P3) ein gleichschenkliges Dreieck ist. Ist
d(Py, Py) = d(Py, Ps), dann koénnen wir das Dreieck auch so verschieben, dass P, auf
den Nordpol X, abgebildet wird. Das verschobene Dreieck A(]-:’l, P, ]53) liegt in einer
sphérischen Kappe S (Xy) mit Radius p = d(Py, P») = d(Py, Ps). Fiir die Dreiecksecken
gelte

Pl = (07071)T7

(sin p cos A, sin pusin 3, cos )’

Py = (sinpcos?,sinpsinp,cos p)’

.
I

mit den Winkeln B, - < B <m,und v, -7 < U < 7.

Ist 0 < v -— B < 7, dann erhalten wir mit den Knoten (x(™#), und den Gewichten
wlinuﬁ Yok=1,2,...,4(n+2)(n+ 1), die Quadraturformel

4(n+2)(n+1)

/ P = Y wM TPy,
A(Py,Pa,P3)

k=1
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und folglich ist

4(n+2)(n+1) L
/ P(Mx)dé(x) = Y w7 P((Mx"),).
A(Py1,Ps,Ps)

k=1

Ist 0 < B <7, —nm<0v<0und 27+ 70 — B < m, dann bestimmen wir die Gewichte
w,ﬁ"’“ﬁ’””“), k=1,2,...,4(n+2)(n+ 1), und es gilt die Gleichheit

4(n+2)(n+1) -
[ pedo = Y IR,
A(Py,Py,P3) 1
Somit ist
4(n+2)(n+1) -
/ PMx)dé(x) = Y w70 p((Mx ™)),
A(P1,P2,P3) —1

2.2.3 Drehung eines spharischen Dreiecks

Die Drehung eines beliebigen sphérischen Dreiecks A(P;, P, P3) an den Nordpol X, der
Sphére, so dass der Mittelpunkt c(P;, P, P3) des Dreiecksumkreises auf den Nordpol
abgebildet wird und somit die Ecken des verschobenen Dreiecks A(Py, Py, P;) auf dem
Rand der Kappe S?(Xo) liegen, sei durch die Drehmatrix M beschrieben. Die Sitze 2.15
und 2.19 liefern eine Quadraturformel iiber gleichschenklige sphérische Dreiecke mit den
Ecken aus (2.16). Wir haben gezeigt, wie wir diesen Spezialfall auf beliebige sphérische
Dreiecke A(Py, Py, P}) erweitern kénnen. Wir wollen im Folgenden die Berechnung der
Eintrage der Drehmatrix

miy1 Mi2 Mi3

T
M = Mo Moz Ma3
m3z1 M32 133

beschreiben. Die berechneten Quadraturknoten x(™# fiir Polynomgrad n in der sphéri-
schen Kappe S (Xo) lassen sich mit der Drehmatrix M zuriickverschieben, d.h. unsere
gesuchten Knoten sind Mx™#) . Fiir die Matrix M gelten die Gleichungen

M'P, = P| = (sinpcosd,sinpusiné,cosp)’,
M'P, = P = (sin,ucosﬁ,sinusinﬁ,cos,u)-r,

M'P; = P, = (sinpcos?,sinpusing,cospu)’.

Die Zeilen der Matrix erfiillen also die Gleichungen

pPr my sin f cos &
Py mio = sinpcos3 |,

Pl my3 sin p cos v
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Pl Mo sin p sin &

P2T ma 2 = sin p sin B ,
Py mag3 sin p sin v

Pl ms, COS fu

Py m3 .2 = COS [

PST ms3.3 COS [4

Durch das Losen dieser drei linearen Gleichungssysteme erhalten wir die Eintrége der
Matrix M. Damit wir auf diese Weise M berechnen kénnen, miissen aber die Winkel
Q, B und 7 bekannt sein. Wir haben festgelegt, dass die Ecken Py, P, P3 gegen den
Uhrzeigersinn angeordnet sind. Der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ist

B (PQ—Pl)X(P3_P1)
o(Pr, Py, Ps) = |(Po — P) x (P3s— Py)||2

(vergleiche Kapitel 1.1). Die Kante G(Py, P,) beispielsweise liegt auf einem Grofskreis,
und die Ecken P, und P, bilden mit dem Ursprung eine Ebene, die die Sphéare in zwei
Hemisphéren unterteilt. Angenommen wir schauen von der Ecke P; aus in Richtung P,
dann befindet sich der Kreismittelpunkt ¢(P;, Py, P3) in der linken Hemisphére, in der
rechten oder auf der Grenze in der Ebene, genauer auf dem Grofkreis. Liegt ¢( Py, Ps, P3)
in der linken Hemisphére oder auf der Grenze, dann sei [(P;, P,) = 1, liegt ¢(P, Py, Ps)
in der rechten Hemisphire, dann sei [(P;, P;) = 0. Aquivalent dazu ist

Z(P P)_ 1, falls <C(P1,P2,P3)7P1XPQ>QZO7
L2200, falls (¢(Py, Py, P3), Py x Py)y < 0.

Der Abstand zwischen den Ecken und dem Umkreismittelpunkt ist

m = al"CCOS<C(P1, PQ, Pg), P1>2 = aI'CCOS<C(.P17 P27 .Pg)7 P2>2
= arccos(c(Py, P, P3), P3)s.

Wir beschranken uns auf sphérische Dreiecke mit 0 < p < 7/2. Die Lénge des Stiickes
des Grofskreises G(Py, P,), also der Kante zwischen P, und P,, betrigt d(P, P,) =
arccos(Py, Py)o, d(P, Py) € [0,7] (vergleiche Kapitel 1.1). Die zwei iibrigen Kanten
G(Py, P3) und G(Ps, P;) haben die Lénge d(P,, P;) = arccos(Ps, P3)y € [0,7] bzw.
d(Py, P;) = arccos(Py, P3)s € [0, 7).

Der Winkel 5" gegentiber G(Py, Py) zwischen G(c(Py, P, P3), Py) und G(c(Py, Ps, Ps), P)
geniigt dem Halbwinkelsatz (siehe z. B. [35, S.772])

n <ﬁ_”) _ sin (%d(Pth))’

2 ) sin p

d.h.

[" = 2arcsin <Sin Gd(Pl’ P2>)> .

sin
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Wie wir nun die dquatorialen Winkel &, B und 7 berechnen, hingt von der Lage des Mit-
telpunktes c(P1, Py, P3) relativ zum Dreieck ab. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
arbeiten wir mit einem festen Winkel &. Es sei @ = —7 und & < 8 < U < & + 2.

Erster Fall: Der Mittelpunkt liegt in dem eben definierten Sinne links zur Kante G( Py, P»),
links zur Kante G(Ps, P3), rechts zur Kante G(Ps, P;) auferhalb des Dreiecks, d.h.
I(P,Py) = 1, (P2, P3) = 1 und I(P3, P;) = 0. In diesem Fall erhalten wir die Win-
kel

B=p"—n
und
D=3+

wobel

in (£d(P,, P
V" = 2arcsin (sm(2 (P, 3)))

sin pt
der Winkel gegentiber der Kante G(P,, P3) zwischen G(c(Py, Py, P3), V) und G(c(Py, P,
P3), V3) ist, bestimmbar mit Hilfe des Halbwinkelsatzes.

Zweiter Fall: Der Mittelpunkt liegt rechts zur Kante G(P;, P,), links zur Kante G( P, P3),
links zur Kante G(Ps, Py) aukerhalb des Dreiecks, d.h. [(Py, P2) = 0, I(P,, P5) = 1 und
[(Ps, P) = 1. In diesem Fall gilt fiir die Winkel

~

ﬂ:ﬂ-_ﬁ//
und
19:5+V",

wobei

sin

in (Ld(P, P
V" = 2arcsin (sm(2 (P, 3)))

der Winkel gegeniiber der Kante G (P, P3) zwischen G(c(Py, Py, Ps), Py) und G(c(Py, Ps,
Pg), Pg) ist.

Dritter Fall: Der Mittelpunkt liegt links zur Kante G(Py, P,), rechts zur Kante G( P, Ps),
links zur Kante G(Ps, P;) auferhalb des Dreiecks, d.h. I(P, P,) = 1, [(P», P3) = 0 und
[(Ps, P) = 1. Wir bestimmen die Winkel

f=p"—m

und
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wobei

in (1d(Ps, P,
V" = 2arcsin (sm(2 (Ps, 1>)>

sin p

der Winkel gegentiber der Kante G(Ps, P) zwischen G(c¢(Py, Py, Ps), P3) und G(c(Py, P,
Pg), Pl) lSt

Vierter Fall: Der Mittelpunkt ist Element des Dreiecks, d. h. [(P1, Po) = 1, [(P, P5) = 1
und [(P;, P) = 1. Fiir die Winkel 8 und 7 gilt

f=p"—m

und

wobel

in (3d(Ps, P
V" = 2 arcsin (sm(2 (Ps, 1>)>

sin

der Winkel gegeniiber der Kante G(Ps, P;) zwischen G(c(Py, Py, Ps), P3) und G(c(Py, Py,
Pg), P1> ist.

Liegt mit dem Dreieck A(P;, P, P3) ein gleichschenkliges sphérisches Dreieck vor, z. B.
mit d(Py, P3) = d(Pa, P3), dann wird das Dreieck so verschoben, dass die Ecke P; auf
den Nordpol abgebildet wird. Wir 16sen die linearen Gleichungssysteme

pPr miq sin p cos &

Py mi s = sinpcos 3 |,
P?:I' mi3 0

pPr Mo 1 sin p sin &

Py M2 2 = sin p sin B ;
= mag3 0

pPr ms 1 COS [t

Py m3 .2 = COS Ji

Pi;r m3,3 1

Dabei wihlen wir mit & = —7 diesen Winkel fest, und mit u = d(Pe, P5) = d(Py, Ps)
konnen wir den Winkel

3 = & + 2arcsin (sin (%d(Pl’ P2>>)

sin p

bestimmen.
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2.3 Numerische Realisierung der Berechnung der
Quadraturformel iiber ein spharisches Dreieck

Wir haben in den letzten Kapiteln eine Art Gaufs-Quadraturformel iiber gleichschenklige
sphérische Dreiecke mit den Ecken A(P], P, Xy) aus (2.16) konstruiert. Wie wir gesehen
haben, konnen wir diese nutzen, um auch Quadraturgewichte und -knoten iiber allge-
meine sphérische Dreiecke A(Py, P, P3), die beliebig auf der Sphére lokalisiert sind, zu
erhalten. In diesem Kapitel wollen wir zeigen, wie wir die Berechnung dieser Quadratur
tiber ein gleichschenkliges sphérisches Dreieck A(Py, Py, X) numerisch realisiert haben.

Als Eingabe unseres Algorithmus erwarten wir neben Polynomgrad n u.a. den pola-
ren Winkel p und die dquatorialen Winkel a und § der Ecken P| und Pj. Zu jedem
Dreieck gehort eine Konstante

g —a
Ta(Py,Pyxo) = tan pcos ( 5

aus (2.15). Im Folgenden sei 6 = (5 —«)/2 (vergleiche Korollar 2.17). Die Sétze 2.15 und
2.19 liefern uns fiir diese speziellen Dreiecke die Quadraturknoten

(Xgn,u)’ ¢£n)> — (tSfU;O’M) + %7 tSW;_Tr’W)> , (237)
ro= —(n4+2),...,~1,1,...,n+2
S e —(n—l—l),...,—l,l,...,ﬂ-Fl,

(siehe (2.20) und die Quadraturgewichte
wT(g,u,aﬂ) —

)\7{“;0’“))\2“’;_”“) Sin(X("’“))

T

n+1

2
k=—(n+1),k£0
n+1 a‘i‘ﬁ
O AR ) (—”’ﬂszbﬁ”%t,iw““m_z )
k=—(n+1),k£0

[244]
Feo(™) 3 NPTK; (—m g, 100 4 S0 )
k=—[2417 k50
=] a+ 3
_C(X£H7M)> Z /\;(CW;_(S’J)K; (—73773 wgn),tl(:’;—&‘;) + _) ) (2.38)

2
k=—[24H7 k#0

(siehe (2.21)). Bei gegebenem Polynomgrad n ist die Knoten- und Gewichtsanzahl z(n) :=
4(n 4+ 1)(n + 2). Fiir einige Polynomgrade geben wir sie hier an:

n 1] 2 4 6 8 10 | 12 | 14 20 30
z(n) | 24 | 48 | 120 | 224 | 360 | 528 | 728 | 960 | 1848 | 3968 |
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2.3.1 Bestimmung der Quadraturformeln iiber Kreisbogen

Bei der Konstruktion der Quadratur bestimmen wir einige Quadraturformeln iiber Kreis-
bogen beziiglich verschiedener Gewichtsfunktionen, im Einzelnen sind das

die Quadraturformel aus (2.18) mit den Gewichten A'***) und Knoten ¢*** + &,
r=-—(m+2),...,—1,1,...,n+ 2, beziiglich der Gewichtsfunktion

(0, i) = { (1- xOQ)_l/Q, falls z € (cos (4),1),

sonst,
die Quadraturformel aus (2.19) mit den Gewichten A% ™™™ und Knoten ™™
s=—(m+1),...,—1,1,...,n+ 1, bezliglich der Gewichtsfunktion
oy a=an falls z € (—1,1),
w(=m,m ) = { 0, sonst,
die Quadraturformel aus (2.23) mit den Gewichten /\,(CW(”_(S"S) und Knoten t,gwo;_é’g),
k=—(n+1),...,—1,1,... ,n+ 1, beztiglich der Gewichtsfunktion
Wo(0; x)
_ (TR(prppx0) T g2) "l HD2I(1 — 22)=12 falls 2 € (cosd, 1),
0, sonst,
die Quadraturformel aus (2.24) mit den Gewichten A""** und Knoten "%
k=—-(n+1),...,—1,1,...,n+ 1, beziiglich der Gewichtsfunktion
Wi (0; z)
(TR(pr,pyx0) T p?)TLAD2H2() )72 falls @ € (cosd, 1),
0, sonst,
die Quadraturformel aus (2.25) mit den Gewichten A,(CWQ;%’(S) und Knoten t,(CWQ;fa"S),
k=-[(n+1)/2],...,—-1,1,...,—[(n+1)/2], beziiglich der Gewichtsfunktion
Wa(: 2) = arCtan(TA(Plf’p2/7X0)/$>(1 — 22712, falls z € (cosd, 1),
’ 0, sonst,

die Quadraturformel aus (2.26) mit den Gewichten A"~ und Knoten ">
k=—-[(n+1)/2],...,—-1,1,...,—[(n+1)/2], beziiglich der Gewichtsfunktion

_2)—1/2
w(=4,8;x) := { (1—a2%)~, falls = € (coso, 1),
0, sonst.
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Mit der Quadraturformel aus (2.19) liegt ein besonders einfacher Fall vor. Die Knoten

t(w;fﬂ,ﬂ) (w;—m,m) (w;— (w,—1,1)

sind gleich arccos T , wobei T ™) die Nullstellen des Polynoms p(z)n+11

) 2n+1
sind. Die Polynome {p,(:}’_l’l) ,2:8 ! sind orthonormal beziiglich der Gewichtsfunktion

w(—m,m; ), d.h. es sind normalisierte Chebychev-Polynome erster Art. Fiir alle Polyno-
me q € Il,, gilt nach Satz 1.6 die Quadraturformel

gl

1
/ q(x)(l _ x?)—1/2 dr — Z A§w;_ﬂ7ﬁ)q($EW;_W7w)).

(w;—m,m)

Hier liegen die Chebyshev-Gewichte )\5-““_”7” = (zwl] und Chebyshev-Knoten 2" =
cos <(2j_1)7r> vor (siehe z. B. [35, S.1133]).

2[27124»1“

Wie man erkennen kann, sind die Knoten der iibrigen Quadraturformeln alle von der
Bauart

2

t@;a’b) + = arccosx 5

J 2 2

a+b (wab)+a+b = [m+1w 11 {m+1w

wobei mit &(o) = wi(0)(1 — 0?)~'/2 eine nichtnegative Gewichtsfunktion mit der glatten

Funktion w; auf dem Intervall (cosk, 1), k = bT“ mit 0 < xk < 7, auf eben diesem Inter-

vall gegeben sei. Die Werte ZU(w “ b), j=1,. [m—“} sind die Nullstellen des Polynoms

(w;cos k,1)
[

2
tion @w. Mit den Gewichten

R 1
A / () wn(@) (1 — )V da

OS K

(w;cos K, 1)} ]
k=

. Die Polynome {p;, sind orthonormal beziiglich der Gewichtsfunk-

gilt fiir alle Polynome ¢ € II,,, die Gleichheit
(75

1 via @sa

OS K ]:1

(&;a,b) (@;a,b)

nach Satz 1.6. Effektiv lassen sich die Gauls-Gewichte A; und -Knoten z; iiber die
Dreiterm-Rekursions-Koeffizienten bestimmen. Diese hefert beispielsweise der Stieltjes-
Algorithmus, falls die Momente

1
ufﬂw‘m“) / z"wi(x)(1 — 23" dx, r=0,1,...,m,
bekannt sind. In einem ersten Ansatz haben wir mit dem Computeralgebra-System Ma-
thematica diese Integrale bis zum Polynomgrad n = 5 als symbolische Ausdriicke darge-
stellt und Beispiele berechnet. Dieses Verfahren ist aber sehr instabil.

Daher gehen wir einen anderen Weg und diskretisieren die Momente, wie es Gautschi
in [11, S.293-298], [12, S.90-98] beschreibt. Im Kapitel 1.3.2 haben wir in allgemeiner
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Form die einzelnen Schritte dargestellt.

Wir fithren die Substitution & = @cos(t) mit der linearen Funktion ¢ees, aus (1.5) durch
(siehe (1.6)), approximieren das Integral mit der Gauf-Jacobi-Quadraturformel beziiglich
der Gewichtsfunktion (1 — ¢)~%/2 auf dem Intervall (—1,1) und erhalten

1
/ z"wy(z)(1 — 2?2 dx

OS K

/1 _
B = / ¢Cosn Wl (bcosn( ))(1 + chosn(t))_lﬂ(l - t>_1/2 dt
1 N (@sa,b.e)
[1 —COSK _
Z wk 2 cos,‘i(xl(c 1/2))

X w1 (Peosn (T 1/z>))(1 + Geosn (T 1/2>)>—1/2

mit den Gewichten w,(g_l/2 und den Knoten xk Jk=1,2,... N@ab9 aus (1.7).

Der Gautschi-Algorithmus (vergleiche Algorlthmus 1. 16) berechnet auf Grundlage dieser

Q

b, b, - .
diskretisierten Momente die Dreiterm-Koeffizienten a(ﬁva(w e und ﬁ(“jv‘fu {f)be) Uber die

Wahl von € kénnen wir die Grofe des Diskretisierungsparameters N (@5a0.0) und damit
den Approximationsfehler unseres Verfahrens beeinflussen. Wir nehmen an dieser Stelle
namlich in unserer Berechnung die Quadraturfehler

EN(Q;a,b76)771/2<fcos H,—1/2,7‘)
22N(a;a’b’€>+1/2r2(N(cb;a,b,e) + 1/2)(]\[(&;;0,,6,5)!)2
[(2N@abe) 1 1/2)(2N@ebe)  3/2)(2N@iaba))!

QN(&);a,b,e)
Xf(fosn,—l/zr) (77)’ ne (_]-7 1)7 (239)

mit den Funktionen

fCOS"“v—l/QvT(t) = gbzosn(t) w1(¢cosn(t))(1 + ¢cosn(t>)_1/27 r= 0, 1, e,y

in Kauf (siehe (1.14)), dabei ist, hier noch einmal zur Erinnerung,

’ w \ a \b\ N (@abie) \ m \ wy(0) = &(0)(1 — 02)1/2 ‘ p ‘
w 0 |u N (@i0,p€) 2 + 3 1 12
Wo | =0 | & | NOOT [ 201 | (T iy + )T | 0
Wi | 0|6 | NO=099 [on 41 | (T3 gy py g +00) 5102 | 6
We | =6 |6 | NO"29 | = arctan(T3 p; py xy)/©) )
w | =6 ]3| Nwi=35e) n 1 5

Mit den Koeffizienten a(wNif j)b . und ﬁ(i\;éwb f)b ., stellen wir die Jacobi-Matrix aus (1.4)

auf und bestimmen mit den Satzen 1. 11 und 1.12 Gauflt-Jacobi-Gewichte und -Knoten

)\(wNa(f)abe) und m(wNa(f)abe) als Naherungen der gesuchten Gewichte A§wab) und Knoten

xg'wab).
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2.3.2 Auswerten von Polynomen

Zur Berechnung der Gewichte aus (2.38) miissen wir u. a. die trigonometrischen Polyno-
me (Qo(o,0) aus (2.27), Q1(o, o) aus (2.28), damit verbunden die Kerne K7 (0, i;0,0)
aus (2.12), und K (—m,m;0,0) aus (2.13) auswerten. Damit beschéftigen wir uns in die-
sem Abschnitt.

Wir erinnern an die Darstellung der Kernfunktion K7 (0, u; 0,0) aus (2.12),

K:;—l—l(()? 15 ¢7 19)

1/ .
= (S oo ) om0 5))

J=0

+ sin (gb — g) sin <19 — g)
& (@;cos(u/Q),l) ( < N H)) (@;COS(N/Q):D ( (19 _ H))
X ;pj cos | ¢ 5 p; coS 5 .

Dabei sind die Polynome {pjw icos(/2)1) "+1 orthonormal beziiglich der Gewichtsfunktion

— )12 b
w(0, p; ) = { ! % ) 7 e ioglcsis (g) | 1) 7

und die Polynome {p @icosu/2:n_ - sind orthonormal beziiglich der Gewichtsfunktion

00, ;) = (1 — 2w (O ;). Dlese Polynome sollen nun an verschiedenen Knoten aus-
gewertet werden. Dies soll rekursiv geschehen, die entsprechenden Dreiterm-Rekursions-
Koeffizienten

A (w30,p,€) A(w;0,1,€) .
a ; : =1,2,....n+1 2.40
j,Nl(w’O’“’e)’ /3]"N1(w707l/4a6)’ J y &y ,n+ 1, ( )
bzw.
~ (@;0,p,€) 2(@§07f175) )
Oéj7N2(LD;O,H76), ﬁj7N2(w;O,,u,e)7 ] = ]_7 2’ ce,n, (241)

berechnen wir mit dem Gautschi-Algorithmus (vergleiche Algorithmus 1.16). Sie sind
mit einem Verfahrensfehler behaftet, dadurch dass die Momente

1
/ r . —1/2 dr
cos(u/2)
[1— cos H B
- —2 / ¢CO§(M/2) 1+ ¢COS /2)( )) 1/2(1 ) 1/2 dt?

r = .. 2n+1

bzw.

1
/ 2" (1 — 22?2 dx

0s(11/2)
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1 — cos H
= (TQ> / ¢cos (1/2) )(1 + ¢C05(M/2 ( ))1/2(1 - t)l/Q dt’
ro= 0,1,...,2n—1,
mit der linearen Funktion e u /2) aus (1.5), durch eine Gauf-Quadratur mit den Ge-
wichten w,g_l/z und Knoten xk ~1/2) k=12, Nl(w;o’“’e), bzw. den Gewichten w,(gl/z)

und Knoten :1/;1,(€ Pk =1,2... ,NQ(W 049 aus (1.7) approximiert werden (siehe (1.6)).
Nach (1.14) und (2.39) sind es die Fehler

Enwono 12 feosup,—120),  T=0,1,...,2n+1, (2.42)
mit den Funktionen
Feos(ur2)—1722(1) = (Poos(uy2) (1)) (1 + Geos(u/z) ()~
bzw.
En@onoo(feosuazr),  r=0,1,...,2n—1, (2.43)
mit den Funktionen
Foostuw2,1/20 ) = (Peos(uy2)(£))" (1 + Peos(uya) (1) /2.

Mit dem Stieltjes-Algorithmus aus Satz 1.10 gilt

A(w;0,u,e w;cos(w/2),1 2
6( M(g;O,Myf)p(» N(W;E)lit/,e)) ) (COS <¢ - _>>
Js 1

J+17N1 2
J— M A("‘};07 76) (wv ( /2)71) M
= (eos(o ) —alenn, ) pinian (s (0~ 5))
w; O, J€ w;cos(pu/2 2
e e (oo (4 1)), 2.1
j = 1,2,...,n+1
gestartet mit den Polynomen p(w C;S((w“ ﬁ)e)) = 0 und p((]w]\;ff (0“ ﬁ) M =1 / ﬁlw]\;)(ff ’OEL o, und
2 (@30,10.€) @;cos %
B]-‘rl N{Zi0# 5>p( N E)#um)) Y <COS (¢ - 5))
o . ﬁ . 2(‘:’§07_ﬂv€) (@;cos(p/2),1) ( ( . H))
= <cos (qb 2) ij’Nz(w;O,M,e)> pj—1,N2<°'”?°""€> cos | ¢ 5
2, (@50,41.€) @;cos(p/2),1 H
_ﬁj,Nz(D;O'”’ap;—72,J\/(2(lj"/?°’)“”2> <cos (gb - 5)) , (2.45)
7 = 1,2,...,n,
2 (@30,p.€)

@eos(w/2.1) g g p@eosi/D) _

gestartet mit den Polynomen P N0 N(wOLLE) = 1/ﬁ17N2(d):,0,u,e). Aus

(2.12) ist uns die Kernfunktion

K (—m,m;, 0) (Z (L1 cos¢) 1D (cos o)

+ sinysinp Z pjw (cos @/)) b (COS 9))

7j=1
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bekannt. Die Polynome {pjw )} _o sind orthonormal beziiglich der Gewichtsfunktion

1—22)" Y2 falls x e (—1,1),
w(=, T 3) = { ( 0) sonst( )

und die Polynome {pga;_l’l) ?:_01 orthonormal beziiglich der Gewichtsfunktion w(—m, 7; x)

= (1—2*)w(—m,m; x). Wir wollen die Kernfunktion an beliebigen Knoten auswerten, da-
her miissen wir die Werte der Polynome pg.wﬁl’l)(cos 0),7=0,1,...,n,und pgg;*l’l) (coso),
j=0,1,...,n — 1, an diesen Knoten bestimmen. Die beziiglich der Gewichtsfunktion
w(—m,m;0) orthogonalen Polynome sind Chebyshev-Polynome erster Art Tj(coso) =
cos(jo). Die Chebyshev-Polynome zweiter Art U;(coso) = sin((j + 1)o)/sin(o) sind or-
thogonal beziiglich der Gewichtsfunktion @(—m,7;0). Fiir die normalisierten Polynome
gilt

1 1 =1 (cos o), falls 7 =0,
pl b (coso) = ,
J \/7T (coso) falls j >0,

und

(&;—1,1) _ EU
D; (coso) \/; i(coso).

Also ist (siche [5, S.294])

K (—m,m;1, Q)
= ; < + = ZCOS j1) cos(jg) + sintpsin p = Zsm QJW Sln((s,i;gl>g)>
— % + - Zcos(j@b) cos(jo) + % Z;sin(j@D) sin(jp)
= LIS (it — o)
27 J ¢

1sin((n+3) (¥ — o))
T 281n(1(1p— Q)) '

2.3.3 Mathematica und Prazision

Wir verwenden fiir unsere Berechnungen die mathematische Software Mathematica, da
wir die Moglichkeit der symbolischen Berechnung und der Berechnung mit reellen Zahlen
beliebiger Prézision, d.h. mit beliebig langer Mantisse, nutzen wollen (siehe [22]).

Mathematica ist so eingerichtet, dass, falls eine reelle Zahl x eine gewisse Unsicher-
heit § in ihrem Wert hat, ihr wahrer Wert irgendwo im Intervall [z — /2, z + /2] liegt.
Hat ihr Wert Prézision p, dann liegt die Unsicherheit bei § = |z|107P. Thre Prézision p
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ist folglich als p = —logy, % definiert. Die Prézision ist also ein Mafs fiir den relativen
Fehler einer Zahl. Mathematica gibt uns die Moglichkeit, reelle Zahlen mit verschieden
grofsen Prézisionen zu generieren und die Prézision einer Zahl zu bestimmen. Die Prézisi-
on einer Matrix ist dabei gleich dem kleinsten Prézisionswert unter den Matrixeintragen.
Die Prézision von Null ist unendlich, wie auch die Prézision einer symbolischen Zahl. Im
Allgemeinen wird angenommen, dass die Zahl  mit beliebiger Préazision p Ziffern hat, die
genau bekannt sind, gefolgt von Ziffern, die unbekannt sind. Wird eine Berechnung ausge-
fithrt, dann verfolgt Mathematica, welche Ziffern des Ergebnisses von den unbekannten
Ziffern der Eingabe beeinflusst sein konnten. Es legt die Prézision des Ergebnisses so
fest, dass die betroffenen Ziffern nicht verwendet werden. So wird sichergestellt, dass
die Ziffern des Ergebnisses korrekt sind. Bei vielen Berechnungen wird die Prézision der
erhaltenen Ergebnisse durch Rundungsfehler zunehmend geringer. Verlust an Prazision
bedeutet Verlust an Information iiber das Ergebnis. Der Verlust an Prézison an einer
Stelle der Berechnung kann im Grunde nicht wiedergewonnen werden. Die Prézision hilft
uns bei der Analyse der Stabilitdt von Algorithmen.

2.3.4 Vorberechnungen

Wir starten im Laufe der Berechnung insgesamt siebenmal den Gautschi-Algorithmus
und benotigen sechsmal dabei im Diskretisierungsschritt Gewichte w ™ und Knoten
x,(gl/Q) und einmal die Gewichte w,(glm und Knoten a:él/?), k=1,2,...,N, aus (1.7)
fiir verschiedene N. Diese Quadraturformeln kénnen iiber Dreiterm-Koeffizienten aus
Lemma 1.13, die symbolisch bestimmt und dann in Zahlen beliebiger Préazision p > 16
umgewandelt werden, anschliefsend iiber die Eigenwerte und Eigenvektoren der Jacobi-
Matrix berechnet werden. Die Berechnungszeit wachst schnell mit NV, die Berechnung der
Eigenwerte und Eigenvektoren mit der Mathematica-Funktion Eigensystem ist dabei der
weitaus teuerste Schritt. Die Berechnungszeit verringert sich, etwa um Faktor 10, wenn
die Knoten x,i_l/ ? baw. 1:,(;/ 2), die ja die Nullstellen der orthogonalen Polynome P](\f ’0),
p = —1/2 bzw. p = 1/2, aus (1.8) sind, mit den Mathematica-Funktionen Solve und
N als Zahlen mit vorgegebener Prazision p > 16 bestimmt werden. Mit der Dreiterm-

Rekursion aus Satz 1.10 konnen dann Jacobi-Polynome pg.p ’O), j=20,1,...,N — 1, aus

(1.9) an den Knoten x,(f), p=—1/2,1/2, ausgewertet und mit (1.10) die Gewichte w,(f),
k=1,2,..., N, ermittelt werden. Die Dreiterm-Rekursion bringt aber Prazisionsverluste
mit sich. Die Prézision der Gewichte nimmt linear mit zunehmendem N ab. Wird dieser
Verlust berticksichtigt, indem die Préazision der Nullstellen a:,(f ) und die der Dreiterm-
Koeffizienten aus Lemma 1.13 dementsprechend erhéht wird, so kann der Prézisionsver-
lust ausgeglichen werden, ohne dass die dadurch bedingte zusétzliche Berechnungszeit
zu sehr ins Gewicht fallt.

Da wir einige Male die Nullstellen x,gp), p=—1/2,1/2, k=1,2...,N, bendtigen, ist es
sinnvoll, sie fir N = 1,2, ..., Nyax vorzuberechnen und abzuspeichern.
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2.3.5 Gesamtdarstellung der Berechnungsschritte

Eingabedaten sind neben den Winkeln 4, oo und 3 des sphérischen Dreiecks A(P], Py, Xj)
aus (2.16) der Polynomgrad n. Falls uns beispielsweise die Winkel als Gleitpunktzahlen
mit doppelter Genauigkeit aus 64 Bits vorliegen, das ergibt in der Regel 16 Dezimal-
stellen in der Mantisse, dann konnen wir sie mit dem Mathematica-Befehl Rationalize
mit Genauigkeit 10716 in rationale Zahlen umwandeln. Einige wenige Rechenoperationen
konnen relativ schnell symbolisch erfolgen, die Ergebnisse werden schlieflich in Zahlen
beliebiger Genauigkeit p umgewandelt. Unser Berechnungsziel sind dann Gewichte und
Knoten mit Prézision > 16 und 16 korrekten Dezimalstellen in der Mantisse. Fiir die Pra-
zision p wahlen wir einen geniigend grofsen Wert p > 16. Fiir den Gautschi-Algorithmus
geben wir einen geniigend kleinen Vergleichswert e, 10716 > ¢ > 107P, fiir das Abbruch-
kriterium an.

Wir berechnen die Gewichte und Knoten in folgenden Schritten:

1. Berechnung der Quadraturformeln

Wir bestimmen den von den Winkeln und dem Radius abhéngigen Wert Tx(p; p; x,)
= tan pcos((8 — a)/2) aus (2.15). Mit Hilfe des Gautschi-Algorithmus berechnen
wir die Gewichte und Knoten

(@W;a,b) (@;a,b) a-+b . m+ 1 m-+1
/\j7N(®;a,b,e)7 tj7N(‘7J%a»va) + 9 , J=— ’VT—‘ sy —1, 1, ce ’VT-‘ , (246)
mit
’ w ‘ a ‘ b ‘ N (@iab.e) ‘ m ‘ wi(0) = &(o)(1 — 02>1/2 ‘
w 0 | | N@WOrI | 243 1
Wo | =6 | 6 | NWoim009) | op 41 | (tanp cos2d + 02)~L"2 ]
Wi | =6 | 0 | N5=009 195 1| (tan®ucos®d + o?) L5 112
Wy | =6 | & | N0 n arctan(tan pcosd/o)
w 516 N(w;—&,é,e) n 1

Diese Gewichte und Knoten approximieren die entsprechenden Gewichte und Kno-
ten

(@;a,b)
>‘j

w;a b . 1 1
y t§Y7b)+a_2'_ ) ]:_[ﬁ—‘a"'y_lala"'a’r&—‘v

2 2

der Quadraturformeln aus (2.18) und (2.23) bis (2.26). Den Quadraturfehlern liegen
die Quadraturfehler aus (2.39) zugrunde. Wir bestimmen symbolisch die Quadra-

turformel aus (2.19) und wandeln die Gewichte A%™™ und Knoten ¢ = ¢{*~™™
in Dezimalzahlen der Prézision p um.
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2. Auswerten der Kerne bzw. der Polynome und Aufstellen der Matrizen

0, 0, o .
Die Dreiterm-Koeffizienten 4’ (foeu ., und 5 w (w“(f# ., aus (2.40) sowie die Dreiterm-
4N

:0,1, (w 0,44,€)
Koeffizienten a( N(ff ole) und ﬂj, N(EOm) AUS (2.41) werden berechnet. Der Verfah-

rensfehler der Koefﬁmenten liegt in den Quadraturfehlern aus (2.42) bzw. aus (2.43)
begriindet. Rekursiv, wie in (2.44) und (2.45) beschrieben, berechnen wir die Ein-
trage der Matrizen

(wicos(1s/2),1,N{ )

(w cos(11/2), 1) (n,p) 1%
(30,2, N (@30,:)) N(wouue COS <XZNHWoue) 5)))

( w; cos(,u/Z) 1) COS t(w O,Af) )> ’ (247)
0

N(W 0,p1,€) Z’N(w,O,p,,e)
j = 0,1,....,n+1, l=—(n+2),...,—1,1 n -+ 2
w;cos(p/2 1N(“JO”6 (w;cos(p/2),1) 21k M
P (wicos(u/2), ( N(wo’la (COS(2n+3 M),
Jj = 01...,n+1, k=0,1,...,2n+2,

und

(@icos(p1/2),1, N5 )
(w30, N (@i011,€))

@;cos(u/2),1 (n,p) w
( (w Ou,u, €) COS <XZ7N/zlw;O,M,e) - 5) ))
@;cos(u/2) w;0,
= ( N(w OM;{e) COS tl( N(w!f()),,u,,e) )) ) (248)
0,1 l=—(n+2),...,—1,1,....,n+2,
0,1

wc s( /2) 1) 27k )
i (55 4)

Jj =

P(Q?COS(H/Q),I,NQ(@?O%Q)

j = k=0,1,...,2n+ 2.

Aufserdem bestimmen wir die Diagonalmatrizen
. . n, M
D(W;O’M’N(w;o,u,e)) = diag (sm (Xl(,N’LéZ)%Uv#aG) 2)) = diag (sm tl( N 3 » e))
I = —(n+2),....,—1,1,...,n+2,
D = diag (sin b _ A k=0,1,...,2n+2
= diag [ sin - = = e 2n 4 2.
g 2n _|_ 3 2 7 Y Y 7
Die Eintrage des Matrizenproduktes
1 w;icos(p/2),1 ,N(w 10:41,€) . (w0, p,€)

: T
(@;cos(p1/2),1,NSZ0H9)y (@1c08(41/2),1, N @50H:0))
D (w500, N 10.00) (P(w;o,u,N(w;O,u,e)) p ? D

sind damit Naherungen der Werte des Kerns

« (n“) 21k
K 0,
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1 (wreos(iu/2),1) () H\Y | (wicos(u/2),1) 2k
= (XA (cos (x™ = §) ) v} 0| 303

Jj=0

. n . 21k
+ sin <Xl( ) _ g) sin (2n+3 — g)

N (@ieos(/2).1) () Y, (@5cos(ia/2),1) 2k
<30 (cos (3 = £)) (cos (2255 -
= 2 2n+ 3

-4))
2))

I = —(n+2),...,—1,1,...,n+2, k=0,...,2n+2.
Symbolisch werden die Eintrdge der Matrizen
E, - (e7i27r2mk/(2n+3)) 7 (2.50)
1 1
ko= 0,1,....2n+2, m:—{”; J—11 {”; J
B, = (e7i27r(2m71)k/(2n+3)) ’ (2.51)
2 1
ko= 0,1,....2n+2, m:—V“r J Y1, VH J
2 2
i
Rypp = (") | 2.52
®s = (=), 252
Ln + 2J 1 Vz + QJ
m = -
2 7 ) 2 Y
1 1
ko= —FH ]—11 FH ]
2 2
und
1
(E)is =1, k=1,....2n+3,  I= 12[”; ] (2.53)
berechnet. Desweiteren werden die Matrizen
R(WO;_(S’&N(WO?*&‘S@))
0 m
' < i ( (cos t(vz[;(wo )665) + 'TA(P{,PQ’,XO))Q
=\ 9, Woi—0,0 il (n
2N (T3 py x) T COSPE i )L /2)
_(TX(P{,PQI,X()) - COSQt](CJ\(f)(Wo;—)é,é,e))L( +1)/2J>) 9
1 1
m = —Vﬁ J—11 VH J
2 2
k= —(n+1),....,—1,1,...,n+1,
und
R(W1;—6,6,N(W1;_6’5’E))
. +(W15-6,0) iT 2m—1
B | (COS kN(Wl —38,8,€) +1 A(Pf, P2/7X0)>
- o 6,8 ’
(2m —1) (TA(P’ Pyxo) + COSQt](CV]V\;(Wl )Me))m{(nw)m
2 2
m = —VL; J 1, L”; J k= —(n+1),...,~1,1,....n+1,
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aufgestellt. Die Eintrége der Matrix

1
2n+3

KElR(Wo;—(5,5,N(W0;_6’5’6))

sind ndherungsweise die Werte des Polynoms )y aus (2.27) an den Stellen (Xl(n’“ ) ,
=29y " 1. die Werte

n, Wo;—0,86
Qo(x ™™, "oy

Wi/% 2, () ( (costy"" ™" + Tacry,pye) )
27 s . )
T2 (TA (P pyae) T cos2ty 0Oyt /2)

j=—L(n+1)/2,#0

(T 5y coB ) 012 )

2
| = —[ "+3],...,—1,1,...,V”Jr?’w,
2 2

k= —(n+1),....,—-1,1,....n+1,

mit den Fourier-Koeflizienten

2n+2
n 1 % n, 27r 959w /(2m
o) o YK, (%;x; )m) R
r=0

2n+3

aus (2.29), wie man leicht verifizieren kann. Die entsprechenden Quadraturfehler
aus (2.39), (2.42) und (2.43) bedingen eine nur approximativ mogliche Berechnung.
Die Eintrage der Matrix
1
2n+3

E2R‘(W1;—(5,5,N(W1;_5’5’6))

approximieren analog dazu die Werte

s [(n+2)/2] :
Qg™ ) = = Y C2j—1(x§”’“)>m
j=—(n+2)/2)+1 J
;—0,0 . i
(cost/,(gw1 )+|TA(P{7P2/7X0))2] 1

X

W1i—8,0)\i— | (n
(T2 py gy + COSH )il n2/2

mit den Fourier-Koeffizienten

2n+2

n 1 * n, 2mr —i(25—1)2nr/(2n

CZj—l(Xl( 7u)) = m 3 Z K, (OaM;XI( u)72n_+3> e—i(2j—1)27r/(2n+3)
r=0

(siche (2.28) und (2.29)).
Es ist leicht iiberpriifbar, dass die Spalten der Matrix

1
2n+3

KE:R
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von den Werten

o) [(n+2)/2] ) i
cxg™) = - Z Czj_1(in’“)m
j=—[(n+2)/2]+1 J
2 3 2 3
| = —{ nt 1—11[ nt ]
2 2

aus (2.30) gebildet werden. Die Werte

( (n,u)) 1 %2 K* 0 (n,pt) 2k I (n+1) +1
C = ; = —(n R
0 Xl m i 3 e n+1 s 1 Xl ) m n 3 ) ) ) ’

aus (2.29) werden durch die Eintrdge der Spalten der Matrix
1
2n+3

approximiert. Auch hier liegt der Fehler in den Quadraturfehlern aus (2.39), (2.42)
und (2.43) begriindet.

Es

Die Matrizen

(P(w;fl,l)) — NG COS(]@/}Z ), falls ] = O7
(W§_7T,7T) 1 \/%COS(]@DZ(TL))’ fal]s j = 0’
j = 0,1,...,n,
I = —(n+1),....,—1,1,...,.n+1,
; 2
P(W7_171)> = \/i . . 1 n)
(PEEY) = s+ D).
j = 0,1,...,n—1,
I = —(n+1),....,—1,1,....n+1,
o (5080, + 52 252)),
- falls 7 =0
P Nensay) | : ’ (2.54)
falls 5 >0,
j = 0,1,...,n,
m+1 m+ 1
L= B [,
2 2
(P(u:);—l,l) . ) = Esin (j+1)
(;a,b, N (@3a,0,€)) il T
@,a, a+b a+p
X (tl(vj\’ﬂﬁl,bﬁ) + 5 + 5 ) ), (2.55)
g = 0,1,...,n—1,
| = — ’Vm—_‘_l-‘ —1.1 [m + 1—‘
- 92 ) ) y Ly ) 9 s
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@ lalb] NOI | m |
Wo | =6 | 8| NWoi=339) | 9 41
mit Wy | =6 |6 | NWi=809 | 9p 41
Wy | =6 | 0| NV2imdde) |
w | =0 |0 | N9 n

werden berechnet. So erhalten wir die Naherungen

K,
T . T
[ (w;flrl) (w;flvl) (w;flvl) (w;flvl)
= ((P(w;ﬂ',ﬂ')> P(@;a,b,N(@;a,b,e)) + (P(w;fﬂ‘,ﬂ)> P(@;a,@N(&;;a,b,e))) Lk
wia b
~ oK (w4 0 et By
2 2
I = —(n+1),...,—1,1,....n+1,
1 1
ko= —[&W—ll{&]
2 2
Es sind Naherungen, da die Knoten t(i\,‘ff 1 bo + %42 mit Fehlern behaftet sind, die
wiederum auf den Quadraturfehlern aus (2.39) beruhen. Die Diagonalmatrizen
~ o.ab m+1 m+1
D(Q};a,b,N(‘;’?“bf = dlag ()\k;N(‘*’)“b5>>7 k’:—er,—‘,...,—l,l,..., [T—‘,
werden aufgestellt. Die Quadraturfehler aus (2.39) sind fiir die Fehler der Gewichte
A]iw]\? i)a sy verantwortlich.

3. Berechnung des Integrals

Die Eintrage der Matrix
K,

1 R . ]
= (Zn n 3KE1R(W0,—5,5,N(W0;6,6,6))) D(Wo,—5,5,N(W0§*‘5v5aﬁ))§ (KWO)

A

1
+ (2n n 3KEQR(Wl’_5’§’N(W1;—5,6,e))) D(Wl, 5,6,N(W1i=6.6,)) (le)

1 R 1 .
+ (Qn + 3KE3) D(Wz,—6,5,N(W2;—5,6,e))§ (KWQ)

1 . 1 T
- KE R D w;—0,0,€)) Kw
(2n _|_ 3 2 ) (w,—6,5,N( 6,8 )) 2 ( )

sind Approximationen der Integrale

IA(P’ P} Xo Xﬁn“) ¢ )

arctan A(P/ 14 QCO)/C05< ))
// Ko (i (™, 05, (9, 0)) dd do,
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r = —(n+2),....,—1,1,...,n+2,
s = —(n+1),...,—1,1,...,n+1,
aus (2.22). Ausklammern liefert die Ausdriicke
1

= 2.56
2 An + 6 ( )
mit
]’.5 = ElR(WO —55N(W0 —8,0,€) D(W() —55N(W0 —4,6, e)) (KWO)T
+E2R(W1’_5’5’N(W1 —5,5 e))D(W17_5’57N<W1 ~5.8,)) (le)
+E3]j(W2,76’5’N(W2;76,6,e)) (KWQ)T
—EzRf)(w7_5757N(w;76,6,5)) (Kw)T (257)
und
1
K3 = K
dn + 6

T
~ (w;—1,1)
X ((ElR(Wo’5’5,N(W0;6,6,e))D(WO’5,57N(W0;6,6,6)) <P(Wo, 8,6, N(Wo;—=8.8,€))

T
3 (w;=1,1)
+E2R(W1,_5,57N<W1:—5,6,e>)D(W17_575,N(W1;—5,5,6)) (P(Wl, 8,6, N(W15=6,6.0))

T
B (w;—1,1)
+E3D(W27—6757N(W2$—5a575)) <P(W2, 5,6, N(Wo;—6,6 e)

_EZR]j(w,fé,é,N(w%&&e)) (PEW MN(M ~5.6.0)) )P (wi—mm)
) (P

T
- w;—1 1)
+<E1R(W0 —55N(W0 666))D(VV07 (55N(W0 —46,9,e P Wo, (55N(W0 655)))

. T
+E2R(W17 5,6, N(W1; 565))D(W17 5,5, N(W1i=6.5.0)) <PEW1, 6)5N(W1 556))>
1,1) T
+E3D(W2, (55NW2 565) <PW2, (55NW2 555))
@;—1,1) ~1,1
—EQRD( 65]\[(“’ 656) (P 65N(w 656) )Pw 7'(71'))
4. Bestimmung der Gewichte
Mit den Diagonalmatrizen
- w;0, ,
D(w;o,#,N(w;O,u,e)) = diag (Af« N(ulfo ) sin Xq(n ]\%J 0, ‘)>
r = —(n+2),...,—1,1,....,n+2,
f)(w;_mr) = diag ()\gw‘_”’”)), s=—(n+1),...,—1,1,...,n+1,

erhalten wir die Gewichte

W(n,u,ocﬂ,f) — ]:A)(w;()VMVNW;O;w))KQ]f)(w;fﬂJr)' (2.58)
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Es sind Néherungen aufgrund der Quadraturfehler aus (2.39), (2.42) und (2.43)
der Gewichte w(™#%5) aus (2.38).

5. Bestimmung der Knoten

)

Mit den polaren Winkeln Xin];[”(w;o%d und den dquatorialen Winkeln ng”) erhalten

wir die Knoten

(x| (2.59)

(n,p) (n,p) (n,12) )T
( (

R : n,p n : : n
T (SlIl XnN(uJ;O,u,é) Cos wg )781n er w;0,p,€) Sin wg )?COS Xr, w;0,p,€)

als Ndherungen der Knoten aus (2.37). Wegen der entsprechenden Quadraturfehler
aus (2.39) erhalten wir approximierte Werte.

2.4 Tests an gleichschenkligen spharischen Dreiecken

Wir wollen unsere Quadraturformel fiir gleichschenklige Dreiecke A( Py, P}, Xo) aus (2.16),
mit der Nordpol-Ecke Xy = (0,0,1)T, untersuchen. Wir interessieren uns besonders fiir

die Berechnungszeiten im Zusammenhang mit den Polynomgraden und den Winkeln der
Ecken P| und Pj.

Die Testrechnungen haben wir mit Mathematica 7 auf einem Rechner mit AMD Ath-

lon(tm) 64 Prozessor 3000+, 2009.75 MHz Geschwindigkeit, mit 997.5 MB RAM und
SUSE-Linux 11.2 (Kernel 2.6.27.7-9-pae i686) ausgefiihrt.

2.4.1 Testdaten

Fiir unsere Testdreiecke A(P;;, P, ;, Xo) wéihlen wir die Ecken

Pl/,l = (Sin:ul? Oa COS ,ul)T = (:ula O)a
Py = (sinpy cos By, sin py sin fy, cos w) " = (i, Br)

mit den polaren Winkeln y; = 107!, 1 =0, 1,2, 3,4, 5, und den #quatorialen Winkeln

k
By = 10°+——7m,  k=0,1,...,49,

1000
_. 10(k — 50) + 50
= 107° k =50,51,...,140
ﬂk + 1000 T, 3 5 3 3
. (k+810)
= 10794+~ —~ k=141.142,....189.
514: + 1000 T, 5 3 )

Der Winkel g ist also der Radius der sphérischen Kappe, auf deren Rand die Ecken P
und Py liegen. Der Winkel zwischen den Kanten G(Xo, P;;) und G(Xo, ;) ist Gy
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Mit Hilfe der Steigungen my der Geraden gi(x) = mgz mochten wir in Abbildung 2.1
die Winkel 3, graphisch darstellen. Es gilt

8, = arctan my, falls  my > 0,
7\ 7+ arctanmy, falls my < 0.

Wie man erkennen kann, interessieren wir uns besonders fiir kleine Winkel und Winkel
nahe 7.

Abbildung 2.1: Darstellung der Winkel By, k =0,1,...,189, der Testdreiecke anhand der Steigungen
my der Geraden gi(x) = myx.

Wir folgen den Schritten in Kapitel 2.3.5 und berechnen die Gewichte und Knoten

W(nvﬂlvo,ﬁk’ﬁn,l,k)7 X(nuu‘laen,l,k)

(vergleiche (2.58) und (2.59)) fiir die Polynomgrade n = 2,4, 6, 10, 14, 18,22, 26, 30.

2.4.2 Berechnungszeiten

Mit dem Mathematica-Befehl AbsoluteTiming lassen wir Mathematica die bei Ausfiih-
rung der Berechnung an unseren Testdreiecken verstrichene Sekundenzahl in Echtzeit
ausgeben.

Am Beispiel von Polynomgrad n = 14 und den Winkeln po = 1, uz3 = 1072 und
s = 107° stellen wir die Berechnungszeiten der Gewichte w(™#1:086¢n1r) fiir die Winkel
B, k= 0,1,...,189, graphisch dar. Fiir die neun Dreiecke A(P];, Py, Xo), [ = 0,3,5,
k =1,58,119, mit den Winkeln

I 1 1 1
Br | 1075 4+ 7/1000 | 107 + 137/100 | 1075 + 377 /50

3 1073 10-° 10-°
Be | 1075 + 7/1000 | 10~° + 137/100 | 10~° + 377 /50

15 1077 10-° 105
Br | 1075 + /1000 | 10~% + 137/100 | 107 + 377 /50 |




2.4 'Tests an gleichschenkligen sphérischen Dreiecken 67

dabei ist 3; = 107 + 7/1000 ~ 0.0314259, B5s = 107> + 137/100 ~ 0.408417, (119 =
1075 4 377 /50 ~ 2.32479, plotten wir die Berechnungszeiten fiir die Polynomgrade n =
2,4,6,10,14, 18, 22, 26, 30.

Fiir unsere gewahlten Testdaten und Polynomgrade kénnen wir beobachten:

e Die Kurven in Abbildung 2.2 zeigen im Ansatz einen stufenweisen Verlauf. Ten-
denziell wéchst die Zeit mit zunehmendem Winkel 3, immer starker. Dieser Effekt
wird noch verstarkt, wenn die Groke des Radius y; reduziert wird.

e Die Berechnungszeit wéchst schnell mit dem Polynomgrad.

e Wo deutliche Unterschiede in der Zeit bei verschiedenen Winkeln y; zu finden sind
(grokerer Winkel 3119), werden diese durch héhere Polynomgrade n verstérkt (siehe
Abbildungen 2.5 und 2.6).

e Der Umstand, dass der kleinere Winkel /3; eine geringere Berechnungszeit als 355 er-
fordert, dessen Berechnungszeit wiederum geringer als bei 3119 ausfillt, wird durch
die Erhéhung des Polynomgrades verstarkt (siche Abbildungen 2.3 und 2.4).

Zeit/sec
300 -
2501
2001
150 ’r !

100 -

Abbildung 2.2: Berechnungszeit der Gewichte w(™#:0:86en16) ynd Knoten x(™Hentk) fir die Test-
dreiecke mit den Winkeln By, k=0,1,...,189, und p;, | =0,3,5, fir Polynomgrad n = 14.

Zeit/sec Zeit/sec

80 80
60

40+

20+

n

! . . . .
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 2.3: Berechnungszeit der Gewichte w(™#:08kenk) ynd Knoten x("#uenir) der Test-
dreiecke mit verschiedenen Winkeln By, k = 1,58,119, und p;, | = 0,3, fir die Polynomgrade
n=2,4,6,10,14, 18,22, 26, 30. Linkes Bild: Winkel uy = 1. Rechtes Bild: Winkel i3 = 1073,
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Zeit/sec
80

60 /

20+

n

o 5 1 1 o 2
Abbildung 2.4: Berechnungszeit der Gewichte w(™#s:0.8k:en5.6) ynd Knoten x(#Hs:ens.k) der Test-

dreiecke mit verschiedenen Winkeln By, k = 1,58,119, und Winkel us = 10~° fiir die Polynomgrade
n=2,4,6,10,14, 18, 22, 26, 30.

Zeit/sec
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0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 2.5: Berechnungszeit der Gewichte w(#0:51n10) ynd Knoten x(#oenit) der Test-
dreiecke mit Winkel (31 und verschiedenen Winkeln pu;, | = 0,3,5, fir die Polynomgrade n =
2,4,6,10, 14,18, 22, 26, 30.
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60
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Abbildung 2.6: Berechnungszeit der Gewichte w(™H:-0:8kenik) ynd Knoten x(™#ienir) der Test-
dreiecke mit verschiedenen Winkeln p;, | = 0,3,5, und By, k = 58,119, fir die Polynomgrade
n = 2,4,6,10,14, 18, 22,26, 30. Linkes Bild: Winkel 355. Rechtes Bild: Winkel (3119.
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2.4.3 Prazisionsverluste

Die Berechnung der Quadraturformel beginnt mit den Gewichten und Knoten aus (2.46)
mit Hilfe des Gautschi-Algorithmus (vergleiche Algorithmus 1.16). Die Dreiterm-Rekursi-
ons-Koeffizienten aus Lemma 1.13 werden im ersten Schritt des Gautschi-Algorithmus
symbolisch berechnet. Aus diesen generieren wir reelle Zahlen mit Prazision p = 400,
das ist unsere sogenannte Startprézision. Die im Diskretisierungsschritt des Gautschi-
Algorithmus benoétigten Nullstellen xg»_l/ ? baw. xgl/ 2), j=1,2,..., N, (vergleiche (1.7))
der Jacobi-Polynome Py /% N =1,2,...,981, bzw. P{/*? N = 1,2,...,648, aus
(1.8) und (1.9) liegen mit Prézision p + 2/55 vorberechnet vor. Wir gleichen mit der Er-
hohung der Prézision um jeweils 2/5; einen entsprechenden Prézisionsverlust bei Berech-
nung der Gewichte w](-_lm bzw. wj(l/Q) (vergleiche (1.7)) aus (vergleiche Kapitel 2.3.4).
Im Laufe der Berechnung lassen wir Mathematica mit dem Befehl Precision die Prézision
von Teilergebnissen bestimmen und beobachten den Verlust an Genauigkeit. Die Préazi-
sion p(#:0:8k:400en18) der Gewichte w™#0.Pk-<n1k) stellen wir anhand von Beispielen aus
unseren Testdreiecken fiir die Polynomgrade n = 2,4, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30 dar. Kleine-
re Werte unter 15 interessieren uns dabei nicht. Wir wéhlen fiir unsere Berechnungen
zumeist die Startpréazision p = 400, um die Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu gewahr-
leisten. Der Prazisionsverlust bei Berechnung der Gewichte fillt in der Regel deutlich
hoher als derjenige bei Berechnung der Knoten aus, daher konzentrieren wir uns auf die
graphische Darstellung der Prézision der Gewichte.

e Wenn der Winkel 5 zunimmt, dann erhéhen sich die Préazisionsverluste. Die Pra-
zisionsunterschiede sind dabei aber relativ gering. Eine Vergroferung des Radius
p; bringt eine Verringerung der Verluste mit sich (vergleiche Abbildung 2.7, rechtes
Bild).

e Die Prézision nimmt linear mit wachsendem Polynomgrad n ab (siehe Abbildung
2.8). Sie nimmt ebenfalls linear mit wachsenden Werten —log,,u; = [ ab (siehe
2.7, linkes Bild).

e Unterschiede zwischen der Prazision der Gewichte bei kleineren und gréfseren [y
bzw. bei kleineren und groferen p; verstarken sich mit zunehmendem Polynomgrad
n (siche Abbildung 2.8).

In der Abbbildung 2.9 stellen wir einigen Kurven aus den Abbildungen 2.7 und 2.8 die
Ergebnisse gegeniiber, die wir erhalten, wenn wir die Anfangsprazision um die Halfte
auf p = 200 reduzieren (die Préazision der Nullstellen :135-_1/2) und xg;/z)’ 7=1,2,...,N,
ist dann dementsprechend 200 + 2/55). Die Prizision der Gewichte w(m#:08ntk) (und
Knoten) verringert sich in diesem Fall ebenfalls um die Hélfte (bzw. ist Null, falls der Pré-
zisionsverlust grofer oder gleich 200 ist). Wir konnen also festhalten, dass die Prézision

sich linear gegeniiber der Startprézision p verhalt.
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Prézision Prézision
400 400 ¢
-

W"_\‘\ ~~
300} 300t AR '
20F \ 200} \\\\\\\
100} 100l

% o5 10 15 20 25 30’ % 1 2 3 4 5 oo

Abbildung 2.7: Linkes Bild: Prizision der Gewichte w(™#0:0.8k:¢n1.k) der Testdreiecke mit den Win-

keln By, k=0,1,..

., 189, und p;, 1 =0,3,5, fir Polynomgrad n = 14 mit der Startprizision p = 400.

Rechtes Bild: Prizision der Gewichte w(™#:0:Pkenik) in Abhingigkeit zu —logigm =1,1=0,3,5,
dargestellt fir Testdreiecke mit Winkel 8119 bei gegebenen Polynomgraden n = 2,6, 14.
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0 . . . . . . n
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200 ~
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0 L L L L L D L n
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 2.8: Prizision der Gewichte w(™#0:08%nik) der Testdreiecke fiir die Polynomgrade n =
2,4,6,10,14,18,22,26,30 mit p = 400. Linkes Bild: Testdreiecke mit verschiedenen Winkeln By, k =
1,58,119, und Winkel u3 = 1073, Rechtes Bild: Testdreiecke mit verschiedenen Winkeln j;, 1 = 0,3,5,

und Winkel 3.
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Prézision
400 -
~ Ho,p=400
300 h N
R o Hop=200
2000, h ~
S _ _ _ us,p=400
~N ~
S N .
1001 - N | e
~ AN
~
0 . . . . . . n
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 2.9: Linkes Bild: Prizision der Gewichte w(™#:0.85:¢n1.k) der Testdreiecke mit den Win-
keln B, k = 0,1,...,189, und Winkeln p;, | = 0,3, fiir Polynomgrad n = 14 fiir zwei verschiedene
Startprizisionen p = 200,400. Rechtes Bild: Prizision der Gewichte w(™#1:0:81:¢n.15) der Testdreiecke
mit den Winkeln u;, | = 0,5, und By fir die Polynomgrade n = 2,4,6,10,14,18,22,26,30 fir zwei

verschiedene Startprizisionen p = 200, 400.
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Reduzierung der Anfangsprazision

Aufgrund der Linearitdt der Anfangsprézision konnen wir, wenn wir den Prézisionsver-
lust 400 — p(m#1:.0:0::400en1x) der Berechnung kennen, die Startprizision so wihlen, dass
die berechneten Gewichte w(#:0:%-n.1.k) eine gewiinschte Anzahl an Stellen haben. Ge-
ben wir z. B. die Zielpriizision 16 vor, dann ist unsere Startprézision p(#:0:%400.en1k) —
16 + 400 — p(mr:0.5::400.n1k)  Dadurch kénnen wir unsere Testrechnungen beschleunigen.
Der Faktor, um den sich die Berechnungszeiten verringern, ist umso hoher, je grofser der
Winkel p; oder je kleiner der Polynomgrad n ist (siehe Abbildungen 2.10 und 2.11). In
diesen Fillen sind die Prizisionsverluste p(#:0:5:400.en,15) gering.

Zeit/sec Zeit/sec

100} 300F
8ol HoP

0.0 05 10 15 20 25 30 s 0.0 05 1.0 15 20 25 30

B

Abbildung 2.10: Berechnungszeit der Gewichte w(™H1-0:Pxen.1.6) ynd Knoten x(#:0:8k-¢ntk) der Test-
dreiecke mit den Winkeln By, k =0,1,...,189, und u;, l = 0,3,5, fiir Polynomgrad n = 14. Die mit p
gekennzeichneten Kurven stehen fir Anfangsprizision p = 400, Kurven mit p fir die Berechnung mit
reduzierter Anfangsprizision, so dass die Prdzision der Gewichte = 16 ist.

Zeit/sec
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"l /
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10+ /// .
[ R ‘ ‘ | | n
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Abbildung 2.11: Berechnungszeit der Gewichte w(™#1:0:858:¢n.158) ynd Knoten x(:#1:0:058:€n.1.58)
der Testdreiecke mit den Winkeln p;, | = 0,5, und Winkel (Bss fiir die Polynomgrade n
2,4,6,10,14,18,22,26,30. Die mit p gekennzeichneten Kurven stehen fiir Anfangsprdzision p = 400,

Kurven mit p fiir die Berechnung mit reduzierter Anfangsprizision, so dass die Prdzision der Gewichte
~ 16 ist.
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Verfahrensfehler

Wir bezeichnen w(#:0:8::107") als Testwert, falls der Gautschi-Algorithmus jeweils mit
Genauigkeit 1077, wir wihlen dabei eine eine moglichst grofe Startprézision p aus {30, 40,
50,...,400}, terminiert und die Prézision grofer 15 ist. Die Testwerte sind mit einem
moglichst kleinen Verfahrensfehler behaftet. Fiir das Abbruchkriterium des Gautschi-
Algorithmus wihlen wir dann den groften Wert €, := €maxnir aus {10720,10730 .
107719} 'bei dem der Fehler

Y

nuu'l»ovﬁk s€max,n,l,k) __ T, ’Ovﬁk ’10—1)
HW( ) — wi )||2

—16
||W(n7ul7075k710_p)||2 < 10

Eopik =

ist. Hierbei bezeichnet || o ||5 die euklidische Vektornorm.

Einige der Kurven in den Abbildungen brechen vorzeitig, vor Erreichen des Polynom-
grades n = 30 oder des Winkels (159, ab. Diese Kurven gehoren zu Dreiecken, fiir die
wir nicht beurteilen kénnen, ob die berechneten Werte korrekt sind, da uns keine ver-
trauenswiirdigen Testwerte w(#:0:8::107") 741 Verfiigung stehen. Um mehr Testwerte zu
erhalten, miissten wir die Nullstellen fiir weitere Jacobi-Polynome P](\fl/ 2’0), N > 981,
vorberechnen und damit verhindern, dass der Gautschi-Algorithmus abbricht, bevor das
Abbruchkriterium mit der vorgegebenen Genauigkeit erfiillt ist. Es kann dann sinnvoll
sein, Startprézisionen grofser 400 zu erlauben.

2.4.4 Vergleich zwischen Lanczos- und Stieltjes-Algorithmus

Bei unseren bisherigen Berechnungen haben wir im Gautschi-Algorithmus (vergleiche Al-
gorithmus 1.16) den Lanczos-Algorithmus (vergleiche Algorithmus 1.15) verwendet. Er-
setzen wir den Lanczos-Algorithmus durch den Stieltjes-Algorithmus aus Korollar 1.14,
so bringt dies eine geringere Berechnungszeit, besonders bei kleinen Winkeln i, grofie-
ren (3 und hoheren Polynomgraden n (siehe Abbildungen 2.12), mit sich. Wahrend der
Stieltjes-Algorithmus O(n/N) Additionen und Multiplikationen benétigt, sind es beim
Lanczos-Algorithmus O(N?), dabei ist der Polynomgrad n kleiner oder gleich der An-
zahl N der Gauk-Jacobi-Gewichte und -Knoten.

Der Stieltjes-Algorithmus bewirkt bei den meisten Testdaten aber einen hoheren Prézisi-
onsverlust als der Lanczos-Algorithmus. Die Unterschiede in der Prézision der Gewichte
fiir einen festen Winkel 3y nehmen mit geringer werdendem Radius zu, wie auch mit
zunehmendem Polynomgrad n. Bei festem Winkel o = 1 nehmen die Prazisionsunter-
schiede der Gewichte mit grofser werdenden Winkeln (35, der Testdreiecke deutlich ab.
Fiir einige Testdreiecke ist die Berechnung der Quadratur mit dem Stieltjes-Algorithmus
geringfiigig stabiler. Bei kleineren (3, beobachten wir héhere Differenzen in der Prazision
der Gewichte zwischen dem Lanczos- und dem Stieltjes-Algorithmus als bei gréferen [y,
(sieche Abbildung 2.13, linkes Bild). Bei puz = 1072 und us = 107° hat der Winkel £
bei Verwendung des Stieltjes-Algorithmus noch weniger Einfluss auf die Prézision als bei
Verwendung des Lanczos-Algorithmus (siehe Abbildung 2.13, linkes Bild).

Es kann der Fall eintreten, dass fiir Dreiecke mit kleineren Winkeln y; fiir einen hoheren
Polynomgrad n das Verfahren mit dem Stieltjes-Algorithmus keine Gewichte mit genti-
gend grofser Prézision liefern kann, das Verfahren mit dem Lanczos-Algorithmus dazu
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aber in der Lage ist (siche Abbildung 2.13, rechtes Bild). Ersetzen wir das Lanczos-
oder Stieltjes-Verfahren durch den modifizierten Chebychev-Algorithmus in [11, S. 295

297] und [12, S.76-78|, so fallen die Prézisionsverluste noch hoher als beim Stieltjes-
Algorithmus aus.
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Abbildung 2.12: Berechnungszeit der Gewichte w(#:0.85entk) ynd Knoten x("#onix) der Testdrei-
ecke mit Startprazision p = 400, wobei einmal der Lanczos-Algorithmus (L=Lanczos), das andere Mal
der Stieltjes-Algorithmus (S=Stieltjes) verwendet worden ist. Linkes Bild: Testdreiecke mit Winkeln
Bk, k= 0,1,...,189, und u;, I = 0,3,5, fir Polynomgrad n = 14. Rechtes Bild: Testdreiecke mit
Winkeln By, k = 1,119, und ps = 10~° fiir Polynomgrade n = 2,4, 6,10, 14, 18,22, 26, 30.
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Abbildung 2.13: Prizision der Gewichte w(™H:08xen1k) der Testdreiecke mit Startprizision p =
400, wobei einmal der Lanczos-Algorithmus (L=Lanczos), das andere Mal der Stieltjes-Algorithmus
(S=Stieltjes) verwendet worden ist. Linkes Bild: Testdreiecke mit Winkeln B, k = 0,1,...,189, und
w, 1 =20,3,5, fiir Polynomgrad n = 14. Rechtes Bild: Testdreiecke mit Winkeln p;, | = 3,5, und (1
fiir Polynomgrade n = 2,4,6,10, 14, 18, 22, 26, 30.
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2.4.5 Analyse der Stabilitat einzelner Rechenschritte

Bei unseren Testrechnungen haben wir fiir viele Zwischenergebnisse Mathematica die
Prézision bestimmen lassen, um einen Eindruck zu erhalten, welche Berechnungsschritte
besonders instabil sind. In diesem Abschnitt mochten wir auf einige der gewonnenen
Erkenntnisse eingehen.

Wir betrachten zunéchst die Berechnung der Matrix Ky, aus (2.56) etwas genau-
er. Das Ausklammern der Matrix K, ; erweist sich geringfiigig fiir die Prazision und
etwas deutlicher fiir die Berechnungszeit von Vorteil. Mit den Matrizen

8 T
Pl,n,l,k = El»nR(WO,—ékﬁk,N(Wo;_ﬁk’ék’én*l”a)D(Wo,—5k,5k,N(W0;_5k’§k’E"’l’k)) (KWO,n,l,k) )
3 T
P2,n,l,k = EQ’HR(Wl7_6k’5k’N(W1:*51@75k»€n,17k))D(Wl7_5k’5k7N(W19*5k75kv5n,l,k)) (le,n,l,k) )
- T
P3,n,l,k = E3,nD(W27_5k75k’N(W2%*5kv‘skven,l,lﬁ) (KW2,n,l,k) )
A T
P4,n,l,k = E2,nRD(w’,5k75k’N(w*5kv5kv€n,z,k))(Kw,n,k> )

wobei d§y = (/2 ist, konnen wir schreiben

4
1

K., = K, E Pk

27 7l7k 4n+6 7l ]:1 s 7l7k

Die Unterschiede in der Prazision der Faktoren K, ; und Z?Zl P;,1 sind nicht sehr
grof, sehr niedrig fiir kleine [, grofer fiir grofere Winkel 3, wobei die Differenzen mit
abnehmendem Winkel y; zunehmen. Bei der Multiplikation tritt dann aber ein deutli-
cher Préazisionsverlust auf, der umso hoher ist, je kleiner der Radius oder je grofer der
Winkel (3, oder der Polynomgrad n sind, wie beispielhaft in den Abbildungen 2.14 und
2.15 erkennbar ist. Die Berechnung der Gewichte w(™#:0:8.15) dagegen erfolgt mit der
Matrix Ko ;1 fast ohne Prézisionsverlust.

Prézision B Prézision B
400 200,
= — = = ——— — = — —ZPI _ZPJ
o e e —— - i= h———w_—_;_—_ j=1
300r —_ K 300+ K
207 — K wwl . - K
T T T e —— e —
100+ o nuOBema) 100L I Y
0 B 0 5

Abbildung 2.14: Prdzision der Matrizen K, g, Z?:1 Pinik, Konir und der Gewichte
w(t:0.85enk) der Testdreiecke mit den Winkeln By, k = 0,1,...,189, fir Polynomgrad n = 14 und
Anfangsprazision p = 400. Linkes Bild: Testdreiecke mit Winkel ug. Rechtes Bild: Testdreiecke mit
Winkel ps.
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Abbildung 2.15: Prdzision der Matrizen K, , Z?Zl Pjnik, Kook und Gewichte w08k en k)
von Testdreiecken fiir die Polynomgrade n = 2,4,6,10,14,18,22,26,30. Linkes Bild: Testdreieck mit
den Winkeln pg und (ss. Rechtes Bild: Testdreieck mit den Winkeln us, Bss.

Im Folgenden versuchen wir einen kleinen Eindruck iiber die Gréffenordnung der Sum-
manden bei Berechnung der Matrix K, ;, zu vermitteln.
Die Eintrage der Vektoren

2n+3

> Pk L or=1,2....2n+2), s=12...,2(n+1),

q7S q:l

sind die Summanden, die bei der Multiplikation der Matrizen K,,; und ijl Pk
addiert werden. Sie seien die Eintrdge der Vektoren S, ;,;, dabei in jedem Vektor
in kanonischer Reihenfolge angeordnet. D.h. (S, ni%); < (Srsnik)k, J < k. Wir be-

stimmen fiir jeden Vektor den kleinsten und gréfsten Summanden, bilden die jeweiligen
Mittelwerte iiber alle Vektoren S, ; ,,; und erhalten

2(n+2) 2(n+1)

Smax,n,l,k = 4(’)’L+2 n+1 Z Z HlaX rsnlk)

r=1 s=1
2(n+2) 2(n+1)

S min(
min,n,l .k 4(7’L + 2 ’I’L + 1 ; ; rsn,l,k)
Es sei Srsnlk € R™ik der Vektor mit den positiven und S|, € R™n.tk derjenige

mit den negativen Eintragen des Vektors S, s, x, ihre Eintrage sind ebenfalls kanonisch

angeordnet. Unter dem Median des Vektors Srs ok verstehen wir den Wert

median(S;, ;)

1(q+ + +
§<(Sr,s,n,l,k)mil o/2 + (Sr,s,n,l,k)m:l k/2+1)7 falls mn N gerade
+
(S s i) mt , +1)/25 falls m,,, ungerade.

Analog dazu definieren wir den Median des Vektors S, .. ,, € R™ntk. Die jeweiligen
Mittelwerte iiber alle Vektoren S, ; ,, ;1 sind dann

2(n+2) 2(n+1)

S:ed,n,l,k = 4(7’L+2 ’I’L—|—1 Z Z medlan rsml,k)

r=1 s=1
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2(n+2) 2(n+1)
Sr;ed,n,l,k = 4(n+2 TL—}-]. ; ; medlan Tsn,l,k:)

Wir summieren die Eintrage aller Vektoren S, g, ;5 bis auf den letzten auf, bilden wie-
derum die Mittelwerte {iber alle Vektoren S, ;,;x und bezeichnen diese Summen mit

2(

n+2) 2(n
Sk =
bk 4(n—|—2 )(n+1) g

+1) 2n+-2
E E rsnlk
s=1 :

Zum Schluss ermitteln wir noch den Durchschnitt

B 2(n+2) 2(n+1) 2n+3
KZ,n,l,k = 4(n+2 n+1 Z Z Z nl (ZP]n,l,k>

r=1 s=1 ¢q=1

q,s

der Eintrage der Matrix Ky, ;.

Die zu den berechneten Werten zugehorigen Kurven fiir verschiedene Testdreiecke Ay
und Polynomgrade n stellen wir in den Abbildungen 2.16 und 2.17 graphisch dar. Die
Werte log;, ST wang e und logyo(=S_ ) unterscheiden sich kaum. Die Gréfenordnung
der Mlttelwerte der maximalen Summanden, 1og;, Smax,n,i,k, der minimalen Summanden,
dargestellt als logy(—Sminn k), und der Teilsummen, dargestellt als loglo(—gnl,k), ent-
sprechen in etwa einander. Im Vergleich dazu sind Werte der Summen, geplottet als
log,o Kanuk, deutlich geringer.

Man kann sich bei diesen Groflenordnungen der Maxima, Minima und Mediane sehr gut
vorstellen, dass Ausléschung von Stellen ein Problem darstellt, die zu Prazisionsverlusten
fiihrt. Die Addition der Teilsummen mit den Maxima stellen einen besonders ungiinstigen
Fall dar. Die Unterschiede in den Groéfenordnungen zwischen Summanden und Summe
nehmen mit kleiner werdendem Radius p; oder zunehmendem Polynomgrad n zu, was
sich in den Prézisionsverlusten widerspiegelt. Es sei noch angemerkt, dass die Eintrage
der Matrizen K,, ; deutlich grofier als diejenigen der Matrizen ijl P, sind.

- |0Q1osmax e ——— |Uglgsmax
————————————————————————————— 150
00 e e | = 100(~Skin) —  100(-Snin)
5 == logke 100 === logyK,
o |0g10(—§) """ |0910(‘§]
5 10930Sheq 501 10930Sheq
Sebooetooadonadas sy Bl 10910(-Shed) e 100(-She)
E—-"US" 10 15 20 25 30 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — g
b=

05 10 15 20 25 30

Abbildung 2.16: Werte IOgl()Smednlk7 logl(](_S:ned,n,l,k)7 10819 Smax,n, ks 10810(—Smin,n,1,k)s

loglo(—gn,hk) und log;q K27n,l7k der Testdreiecke mit den Winkeln By, k = 0,1,...,189, fiir Polynom-
grad n = 14 und Anfangspraizision p = 400. Linkes Bild: Testdreiecke mit Winkel uo. Rechtes Bild:
Testdreiecke mit Winkel ps.
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60r o0, 30F s,
g 0g
% - o 300} 7 o
- /

/ _ —  |0g;o(-! P _ _
40F P 010(—Srin) ok /‘; 000(-Soi)
30k ) :'///,/ —_—— |0910K72 200t ';/—; _—— ‘Ong—z

P z / -
20f e 10g(-9) 150F ) l0gyo(-S)
10F ) //,"//' - 10g10She 100F P i 1003,

- 3 /
T ==+ 10g5(~Shea) w7 == 10g3g(~Sres)
5 015 20 25 %0 0 N R R - N -
-10t 5 0 15 2 25 30

Abbildung  2.17:  Werte 108195 1. 10810(=S, unik)r 10810 Smaxmiks 10810(—Sminn.ik);

log10(7§n717k) und logyq Kz .11 von Testdreiecken fiir die Polynomgrade n = 2,4, 6,10, 14, 18, 22, 26, 30.
Linkes Bild: Testdreieck mit den Winkeln o und fBss. Rechtes Bild: Testdreieck mit den Winkeln
M5, Bss-

In den Abbildungen 2.14 und 2.15 erkennen wir nicht nur den Prézisionsverlust bei
der Berechnung der Matrix K, ; 5, sondern auch, dass die Berechnung der Faktoren
nicht ohne Verlust an Stellen erfolgt ist. So ergibt bei Polynomgrad n = 14 und Radius
1o die Matrizenmultiplikation einen Verlust an Préazision von ungefdahr 30, aber auch
bei Berechnung der Eintrage der Matrizen K, ; und 2?21 P;, 1 sind etwa 30 Stellen
verloren gegangen. Wahrend bei den Radien p3 und p5 die Prézision der Matrix Koy, x
im Vergleich zu pg deutlich niedriger ist, nimmt der Stellenverlust bei der Berechnung
der Matrizen K,,; und Z?zl P; .. % in diesen Féllen aber vergleichsweise gering zu.
Schon die Gewichte und Knoten

N B A S LGk P T R [l
mit
(o] a b Neea [ m | W) =0(0)(1—A)Y |
w | 0 || N@OBenws) | op 43 1

Wo | =6k | 6 | NWoimdrdiensn) | 9 41 | (tan®y cos?dy + 02) 1"z
Wy | =6k | 6 | NWVi=0rdiens) | 2 41 | (tanp, cos?dy, + o2)~L"27 12
Wy | =6 | 6 | NW2i—0k0ken.k) n arctan(tan ju; cos oy, /o)

w | =0 | O N (@i=0k6k€n,1,k) n 1

(vergleiche 2.46) konnen wir mit dem Gautschi-Algorithmus nicht ohne Prézisionsverlus-
te berechnen. Man kann zusammenfassend feststellen, dass diese Verluste durch einen
kleinen Radius, relativ grofsen Polynomgrad n oder von grofsen Winkeln [y, falls es eine
Abhéngigkeit von [ gibt, begiinstigt werden.

Der Informationsverlust kann in den weiteren Berechnungsschritten nicht ausgeglichen

werden, wir beobachten auflerdem zusétzliche Stellenverluste beim Aufstellen der Ma-
<W;O’“‘l*5n,l,k) (‘D?O!“‘lven,l,k)

; 2),1,N o; 2),1L,N,
(wicos(yu 2, LNy ! aus (2.47) und P/ LN, " aus (2.48) baw.
(w;(]“u,l7N<w’0’ul’6"’lvk)) (w;O,ul,N<“’*0"‘l’6"’l*k))

w;—1,1 w;—1,1
Pgm;a,b,J\;(@;a,b,d) aus (2.54) und Pgﬁ;a’b&@;a’b’e)) aus (2.55)

trizen P
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(o alb] NEO [ m |
Wo | =6 | Ok NWoi=0k0kenik) | 2p + 1
mit Wi | =6k | 6, | NWi—dkdrenin) | op 41 |.
Wy | =05 | 0 | NW2i—0k:0k.€n1.) n
w —3; | O N (@i =0k0ks€n,1,k) n

Mit zunehmendem Polynomgrad n erhéhen sich die Prézisionsverluste, mit denen die
(wi0,ppem,1,k) (@30,176n,1,k)

. w;Ccos 2),1,N. w;cos 2),1,N. . .
Matrizen P cos(/2,LN, ) und pEeostu/2,LN, bestimmt werden. Die
(w;07;u'l7N(w707#l,En’l’k)) (w;oi,ulvN(wYO’y‘l7en’l’k))

Matrix K, ; kann dann aber ohne nennenswerten weiteren Prézisionsverlust berechnet
werden (vergleiche (2.49)).

Die Prézision der Matrizen Py, und Py, ist geringer als diejenige der Matrizen

. 4 . . .
Ps,..x und Py, k. Bei der Berechnung der Summe ijl P; .. verlieren wir weitere
Stellen zunehmend mit abnehmendem Radius .

2.4.6 Analyse teurer Rechenschritte

Wir haben Mathematica ausgeben lassen, wie viel Zeit die einzelnen Berechnungsschritte
benotigten. Welche der Rechenschritte sind teuer in Abhéangigkeit von dem Polynomgrad
n, dem Radius p; und dem Winkel (3,7

Die Berechnungszeiten fiir die Quadraturformeln

(@;a,b) (@;a,b) a+b . m—+1 m+1
Aj}N(@;a,b,e)J tj7N(d);a,b,e) + 92 ) J = ’VT-‘ P _17 17 sy ’VT-‘ )
aus (2.46) bezeichnen wir im Einzelnen, §; = /2, mit
(t[o[a o] NOI [ m [ wle)=d(o)A-o) |
to | w 0 1 N (@i0u1,€n,1,k) on+3 1
ts | Wo | =05 | 0k | NW2i=0k:0ksen,ik) n arctan(tan g cos 0y /o)
2

o | Wy | =0 | 8 | NOWiimdedienin) | on 41 | (tan%y cos?0y, + o2) "Lz 1+a |
1

ts | Wo | =6 | 6 | NWoimokdienin) | 2n 41 | (tan?py cos®dy, 4 o)~
te | w | =0 | 0 | N@=0k:0kenik) n 1

Weitere Berechnungszeiten sind

e {7, fiir die Berechnung der Gewichte A& ind Knoten ¢7™™ ) s = —(n +
1),...,—1,1,...,(n+ 1) (vergleiche Quadraturformel aus (2.19)),
e ty4, fiir Berechnung der Matrix Ks,, ;1 in (2.56),

1., als Gesamtberechnungszeit,

lrest, als Berechnungszeit der iibrigen Schritte, tge = tpee — t14 — 237:2 tj.
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In unseren Beispielrechnungen sind die Berechnung der Quadraturformeln aus (2.46)
und (2.19), zusammengenommen, und die Berechnung der Matrix Ko ,,; x teuer. Welcher
Schritt dabei am meisten Zeit braucht, hangt von den Winkeln y, 8x und dem Poly-
nomgrad n ab. Grob gesagt, gehen ein kleinerer Winkel 1; und ein grofserer Winkel Sy
auf Kosten der Berechnung der Quadraturformeln, auch bei héheren Polynomgraden n,
wahrend eine Erhchung des Polynomgrades die Berechnung der Matrix K, ; verlang-
samt, besonders, wenn bei groferen Winkeln g kleinere Winkel [ vorliegen (vergleiche
die Abbildungen 2.18 und 2.19). Die Anzahl der Multiplikationen und Additionen bei
der Berechnung der Matrix Ks,,; liegt in der Grofenordung O(n?).

Zeit/sec Zeit/sec

100} 3001

250
80
200
60
150

100

0.0 05 10 15 20 25 3.0 d

Abbildung 2.18: Berechnungszeiten der Quadraturformeln aus (2.46) und (2.19) (E;ZQ tj), der Matric
Konik in (2.56) (t14), der ibrigen Rechenschritte (tpes:) und der Gesamtberechnungszeit (t,..) der
Quadraturformel der Testdreiecke mit den Winkeln By, k = 0,1,...,189, fir Polynomgrad n = 14 und
Anfangsprazision p = 400. Linkes Bild: Testdreiecke mit Winkel ug. Rechtes Bild: Testdreiecke mit
Winkel ps.

Verantwortlich fiir die Abhéngigkeit der Berechnungszeiten t,.. von der Geometrie der
Dreiecke sind die Zeiten der Berechnung der Gewichte und Knoten aus (2.46). Mit zu-
nehmendem Winkel (3, wachsen hauptsachlich die Zeiten ¢4 und t5, die etwa gleich lang
sind, ein wenig geringer auch die Zeiten t3. Der Effekt nimmt durch die Verringerung des
Radius y; zu. Fiir kleinere Winkel 3 und grofere Winkel gi; ist der Anteil von ¢5 an der
Zeit z;:2 t; gleich grof oder sogar hoher als der von t4 bzw. t5, 5 ist unabhéngig von (.

In der Abbildung 2.20 stellen wir am Beispiel der Quadraturformel aus (2.24) die Berech-
nungszeiten t, den Diskretisierungsparametern NWii=%%9knk) hei denen der Gautschi-
Algorithmus im Laufe der Berechnung dieser Gewichte und Knoten terminiert ist, ge-
geniiber. Der Quadraturfehler, mit dem die Quadraturformel behaftet ist, ist begriindet

auf den Quadraturfehlern aus (2.39),

EN(WU—‘Ska‘SkvEn,l,k)(fCOS(Sk,—l/Q,T(T/))? r=0,1,...,2n+ 1,

wobel

fcos 5k,—1/2,r(n>

= Zos Ok (77) (TX(P{,P’

2,k

Xo) + ¢Zos§k (n))_t(n+1)/2j+1/2(1 + ¢£os 5k)_1/2'

Untersuchungen mit Mathematica zeigen, dass, wenn die Winkel 3, damit d;, an Grofe
gewinnen und die Radien p; an Grofe verlieren, hohere Diskretisierungsparameter nétig
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Zeit/sec

Zeit/sec
80

60

20+

Abbildung 2.19: Berechnungszeiten der Quadraturformeln aus (2.46) und (2.19) (217.:2 t;), der Matriz
Konik in (2.56) (t14), der dbrigen Rechenschritte (tpes:) und der Gesamtberechnungszeit (t,.s) der
Quadraturformel von Testdreiecken fiir die Polynomgrade n = 2,4,6,10,14,18,22,26,30. Linkes Bild
oben: Testdreieck mit den Winkeln ug und 3119. Rechtes Bild oben: Testdreieck mit den Winkeln
w3, Bss. Bild unten: Testdreieck mit den Winkeln ps, B119-

sind, damit der Fehler

EN(WU—%%%J,M ~ OSH%%EL{-H _153511 |EN(W1?_5k’5kv€n,l,k)(fC055k7_1/277’(77))’
geniigend klein ist. In der Folge terminiert der Gauschi-Algorithmus erst bei hoheren
Werten N W=k 0k.en.1.x) (diese werden stufenweise in jedem Iterationsschritt erhoht, da-
bei werden die Stufen mit jedem Schritt hoher). Mehr Iterationsschritte und hohere
Parameter N(Wii=9%:%-n1k) erhhen die Berechnungszeiten.

Zeit/sec NWe A2 2ve)
120 700

100} : Ho 600 ¢ Ho
sof i 500¢ .

! b

o H3 400 s
601 == -

i 300
40+ 3

s 200 Hs
20 100 p
0 ;
£ 0.0 05 10 15 20 25 30 £

Abbildung 2.20: Berechnungszeit ty der Quadraturformel aus (2.24) (linkes Bild) und die Parameter
NWi=0k0k.en16)  bei denen der Gautschi-Algorithmus im Laufe der Berechnung dieser Gewichte und
Knoten terminiert ist (rechtes Bild), der Testdreiecke mit den Winkeln By, k =0,1,...,189, und u,
1=0,3,5, fir Polynomgrad n = 14 und Anfangsprdizision p = 400.
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2.5 Testrechnungen fiir beliebige spharische Dreiecke

Wir wollen die Quadraturformel iiber sphérische Dreiecke nun an Dreiecken, die nicht
gleichschenklig sind, testen.

2.5.1 Testdaten
Die Ecken der Testdreiecke A(Py ., Pa i, P3r1k) bezeichnen wir mit

. T
P, = (sinp,,0,cospu,)",
Py, = (sinp, cosay,sin y, sin a;, cos )7

Py = (Sin g, cos by g, sin gy sin by, cos ).

Die Dreiecke liegen in der Kappe Sir (Xo), wir variieren den Radius zwischen py = 1,
ps = 1073 und ps = 1075,

Zu jedem Winkel a; = Qf—g, [ =1,2,3,4, wahlen wir acht Winkel b3, a; < b < 2,
k= 1,2,...,8, mit bl,k < 6175, k < s.

Ingesamt erhalten wir 96 Dreiecke A(P ., Py .y, P,y k), die wir kurz mit A, x, 7 = 0,3, 5,
1 =1,2,3,4, k=1,2,...,8, oder auch mit A, ;4 = A,;, 7 =1,2,...,32, bezeichnen,
dabei ist j(I,k) = 8(l — 1) + k. Die Indizes [ und k lassen sich mit [ = |[(j —1)/8] + 1
und k£ = ((j — 1) mod 8) + 1 wieder aus j ermitteln.

Konkret wahlen wir fiir die ;5 der Dreiecke A, ;; mit Radius p, = 107" und Winkel ¢,

die Winkel

Ar,l AT’,Q Ar,3 ATA Ar,5 AT,G A'I’,? AT,8
A7",1,1 Ar,l,Q Ar,l,S A7",1,4 AT,I,E) A1",1,6 Ar,1,7 Ar,l,S
bl,l b1,2 bl,3 bl,3 b1,5 b1,6 bl,? bl ,8
sl %l B [r-10"]r+10"] FX [ LE 107

Ar 9 Ar‘,lO A7“,11 Ar,l? Ar‘,r,l3 A1”,14 AT,lS Ar,l()’
A7‘,2,1 AT,Q,Q AT,Q,B AT’,ZA AT,Q,S Ar 2,6 AT,Q,? Ar 2,8

ba 1 ba.2 ba 3 by 3 by s bag by 7 bag

e [T [ 02 % 710! | x+10" | Ur [ZE_ 57
Ar,l? AT,IS Ar,lg AT,QO A7",21 A7“,22 AT,ZS A1",24
A7“,3,1 Ar,3,2 AT,B,S A7“,3,4 AT,3,5 A7‘,3,6 Ar 3,7 Ar 3,8

b3,1 b3,2 b3,3 b3,3 b3,5 b376 b3 7 bd ,8

> | B | ZEEIa-10" [r4107" [ SF [ Br4102 [ B 1077

A'r,25 A'r’,26 A'r,27 A7',28 A'r,29 A7',30 A'r,31 AT,SQ
A7",4,1 A7",4,2 A7",4,3 A7“,4,4 A7',4,5 AT 4,6 A7',4,7 Ar 4,8

b4,1 b4,2 b4,3 b4,3 b4,5 b4 ,6 b4,7 b4 ,8
9 197 _ -1 -1 11w 1271' 2 13w 1471' 2
I I 10 | 10 Ir —102| = — 10
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Im Dreieck A, ist die Summe der Innenwinkel hoher als im Dreieck A, 5, k < s, damit
sind auch die Dreiecksflache F).; . (ist gleich der Summe der Innenwinkel minus Winkel 7,
siehe Kapitel 1.1) und das Verhéltnis Dreiecksflache zu Kappenflache A, = 27w (1—cos p,),
F kA, grofer als die entsprechenden Werte des Dreiecks A,  (siehe Abbildung 2.21).

Wir berechnen fiir unsere Testdreiecke A, ; bei gegebenen Polynomgraden n = 2,3,4,5,6
die Quadraturgewichte w,,, ; und die Quadraturknoten x,,, und nutzen wieder Mathe-
matica 7 auf einem Rechner mit AMD Athlon(tm) 64 Prozessor 3000+, 2009.75 MHz
Geschwindigkeit, mit 997.5 MB RAM und SUSE-Linux 11.2 (Kernel 2.6.27.7-9-pae i686).

Anmerkung zur Realisierung der Berechnung

Die Winkel der Dreiecke A, ; liegen als Dezimalzahlen mit 16 Stellen vor. Mit dem
Mathematica-Befehl Rationalize werden sie mit Genauigkeit 107! in rationale und an-
schliefend in Dezimalzahlen mit Prazision 400 umgewandelt. Wir drehen die Dreiecke um
die z-Achse jeweils so, dass die Ecke P, auf den Punkt P/, = (— sin p,, 0, cos ) T abge-
bildet Wird (siche Kapitel 2.2.3). Danach kénnen sie in drei gleichschenklige Teildreiecke
AD AP AB) wiein Kapitel 2.2.2 beschrieben, aufgeteilt werden, und die dquatorialen

g0 gy Srgo
Winkel der Dreiecksecken auf dem Kappenrand werden bestimmt (der polare Winkel da-
zu ist ja der Radius der Kappe, der Nordpol ist die gemeinsame Ecke der Teildreiecke).
Fiir jedes der Teildreiecke suchen wir aus einer vorberechneten Liste einen moglichst

geeigneten e—Wert fiir den Gautschi-Algorithmus (vergleiche Algorithmus 1.16) heraus,
)@ und €®) . bezeichnet. Bevor die eigentliche Berechnung startet werden

nr‘]’ nr] TL'I"]
o ,3—1 2,3,

in rationale Zahlen umgewandelt, der Radius mit Genauigkeit mm(e&% 1 67(122 i f’l i)

hier mit €

die dquatorialen Winkel der Ecken jedes Dreiecks A »; mit Genauigkeit el

Wir folgen im Wesenlichen den Schritten aus Kapitel 2.3.5 zur Berechnung der Gewichte
und Knoten fiir die Teildreiecke, beriicksichtigen aber, dass Rechenschritte nur einmal
ausgefiihrt werden miissen, wenn die Resultate dieser Schritte nur vom Polynomgrad n
oder dem Radius p, abhéngen. Die Knoten aus (2.59) sind allen Teildreiecken gemein-
sam, es sind unsere Knoten x,, .

Die Eintrége der Matrix K,,, aus (2.49) hédngen, was die Geometrie betrifft, nur vom
Radius ab und brauchen daher nur einmal berechnet zu werden. Auch die Matrizen E, ,,,
E;,, E;, und R, (Vergleiche (2.50) bis (2.53)) sind allen Teildreiecken gemeinsam. Fiir

jedes Teildreieck A, S) bestimmen wir die Matrix 15(8 ; aus (2.57), und anschliekend kénn-

ten wir die Matrlzen KQMJ =1/(4n +6)K,, TPn” (vergleiche (2.56)) berechnen. Wir
gehen einen etwas anderen Weg, um die Anzahl der Rechenoperationen zu verringern:
Je nachdem, wie die Dreiecke aufgeteilt werden kénnen, sind die Gewichte w,, ,.; des

Dreiecks A, ; gleich der Summe der Teilgewichte WSZ 5t WSZ 5t W,(fz, ; (Nordpol liegt

im Dreieck) oder gleich wffij + wflgi y 7(11,{ ; (Nordpol liegt auferhalb des Dreiecks)

(siehe Kapitel 2.2. 2) Je nach Lage des Nordpols zum Dreieck Ar j berechnen wir dann
1/(4n + 6)K,.,(PL .+ PP L POy oder 1/(4n + 6)K,,,. (P + P®  — PW ) Ein

n,r,j nrj n,r,j n,r,j n,r,j n,r,j
letzter Schritt (vergleiche 2.58) liefert dann unsere Quadraturgewichte wy, ;.
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Wir bestimmen die aus der Aufteilung in die Teildreiecke AT e Aﬁi, A, 3) resultierenden
Winkel (Differenz der dquatorialen Winkel der Ecken der Teildreiecke auf dem Kappen-
rand) am Nordpol und bezeichnen sie entsprechend mit Suinj, 85 Bmax.js Pming < G5 <
Bmax,j- Liegt der Nordpol innerhalb des Dreiecks, dann ist Buin,; + 5 + Bmax,; = 27, liegt

der Nordpol aufserhalb, dann ist Buminj + 3; = Bmax,;-

FeilA
101

0 . . . . . e A-Index j(1,k) 00

; ; ; ; ; A-Index j
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25

Abbildung 2.21: Linkes Bild: Darstellung der Winkel a; und by s, der Testdreiecke Ay.p = Ay k) =
A, 7 = 1,2,...,32. Rechtes Bild: Verhdltnis der Dreiecksfliche F,.; der Testdreiecke A, ;, v =
0,3,5, 5 =1,2,...,32, zur Fliche der Kappe SiT(XO) mit Radius .., in der die Testdreiecke liegen.

2.5.2 Berechnungszeiten

In Abbildung 2.22 stellen wir die Berechnungszeiten bei gegebenem Polynomgrad n = 4
und die zu den Dreiecken A, ; zugehoérigen Winkel am Nordpol, Bnax j; Bj; Bmin,j, gra-
phisch dar. Nahert sich Bpax ; dem Winkel 7 an, dann steigt die Berechnungszeit deutlich
an. Der Anstieg ist umso hoher, je kleiner p, ist. Unsere Testrechnungen an gleichschenk-
ligen Dreiecken liefsen diese Beobachtungen erwarten. Mit Erhohung des Polynomgrades
n nehmen tendenziell die Berechnungszeiten zu und das umso stérker, je kleiner der
Radius und je nédher (., dem Winkel 7 ist. Abbildung 2.23 zeigt dies am Beispiel der
Dreiecke A, 19, Ay 19, Ay os, 7 = 0,3, 5, die unterschiedlich grofse Winkel Bpax 10 &~ 2.1991,
Brmax,19 ~ 2.9845 und Bax 28 ~ 3.0416 aufweisen.

2.5.3 Prazision

Die Differenz zwischen der Ausgangsprizision 400 und der Prézision der Gewichte (siehe
Abbildung 2.24) ist ein Maf fiir den Stellenverlust, der mit der Berechnung der Gewichte
einhergeht. Ein deutlich kleinerer Radius fiihrt zu einem spiirbaren groferen Prazisions-
verlust der Gewichte. Mit Zunahme des Polynomgrades n nimmt die Préazision linear ab.

Wie vielen Ziffern der iibriggebliebenen Stellen der Berechnungsresultate konnen wir

vertrauen? Wir haben bei den Berechnungen der Gewichte wi  w® und w - der

n,r,j° n,r,J n,r. ]
Teildreiecke A A® AB) - qie jeweiligen Parameter im Gautschi-Algorithmus (ver-

1,n,rj —n,rg —n,rj

gleiche Algorithmus 1.16), € W@ B it moglichst groken Zehnerpotenzen aus

17n7,r7]7 n7,r7j’ n?rh?’
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Abbildung 2.22: Bild oben links: Darstellung der Winkel Buax,j, B, Omin,; der Testdreiecke A, ;
nach Aufteilung in Teildreiecke. Bild oben rechts: Berechnungszeit der Gewichte Wy, ,; und Knoten
Xp,r der Dreiecke A, j, r = 0,3,5, bei Polynomgrad n = 4. Bild unten links: Darstellung der inne-
ren Winkel Bmax s, kanonisch geordnet, mit den zugehorigen Winkeln s, Pmin,s. Bild unten rechts:
Berechnungszeiten der Gewichte und Knoten der zu Bmax,s zugehiorigen Dreiecke A, 5, v = 0,3,5, bei
Polynomgrad n = 4.

{107390,107380 .. 1073°,1072%} so eingestellt, dass

(s) ||K§SZL7’ K (257)17" ||F 2
Fnrj — — :vj(s) Lt <10~ 5, S = 1,2,3. (26())
| 2,n,r,jJ ’F

Dabei wird K (vergleiche (2.56)) mit Parameter e die Matrix K . aber mit

27n7r7] n7r7] ’ 27n7T7J

Parameter (65182,])2 berechnet, und || o ||r bezeichnet die Frobenius-Norm (siehe z.B.

[31, S.31]). Damit ist ESZ” ; ein Mal fiir den Verfahrensfehler bei der Berechnung der
Gewichte der Teildreiecke. Abbildung 2.25 zeigt am Beispiel von Polynomgrad n = 4,

wie groft dann

[Worj — Warjllo

W52

Eonrg =

(s)

fiir die Gewichte wy, ;. ; ist, wenn wir bei ihrer Berechnung diese Parameter ¢, .,

1,2,3, und bei Bestimmung von w,, . ; entsprechend die Parameter (egi)” ;)7 wéhlen und

|| o |2 die euklidische Vektornorm ist. Wir konnen davon ausgehen, dass mindestens 25
Stellen der Mantisse der Gewichte (und der Knoten) korrekt sind.

S =
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Abbildung 2.23: Berechnungszeiten der Gewichte wy, . ; und Knoten X, , in Abhdngigkeit vom Poly-
nomgrad n = 2,3,4,5,6,8 fir die Dreiecke A, 19 (oben links), A, 19 (oben rechts), A, 25 (unten),

r=20,3,5.
Prézision
. 400 -
Prézision
0.
0l
JOF__ e e~
300+ sor
250 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L Aindex 250 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Cn
5 10 15 20 25 1 2 3 4 5 6 7
Abbildung 2.24: Linkes Bild: Prizision der Gewichte Wy, ; der Dreiecke A, ;, m = 0,3,5, bei

Polynomgrad n

4. Rechtes Bild: Prdzision der Gewichte in Abhdngigkeit vom Polynomgrad n

2,3,4,5,6 fiir die Dreiecke A, 28, 7 =0,3,5.

Abbildung 2.25: Fehler —log,q Ea . r; der Gewichte Wy, . ;

nomgrad n = 4.

—10g30Ezny,j

der Dreiecke A, ;, r = 0,3,5, bei Poly-
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2.5.4 Bewertung der Quadraturformel

Unsere Quadraturformel liefert fiir ein sphérisches Dreieck A(Py, P, P3) Gewichte w;
und Knoten x;, j = 1,...,4(n + 2)(n + 1), so dass Spherical Harmonics P € V,, exakt
integriert werden. Konvergiert unsere Quadraturformel bei wachsender Knotenzahl auch
gegen das Integral [ A(Pr.Ps.P3) f(x)d&(x) mit einer beliebigen stetigen Funktion f iiber
das Dreieck A(Py, P, P3)? Falls alle Quadraturgewichte nichtnegativ sind, dann ist die
Quadraturformel konvergent (siehe [27, S. 114, 149-152, 156]). Das ist auch der Fall, falls
es eine Konstante ¢ gibt, so dass

4(n+2)(n+1)
Z lw;| < e fiir alle n=12....

J=1

Legen wir das Konvergenzverhalten als Kriterien fest, nach dem wir eine Quadraturregel
bewerten, dann bevorzugen wir Quadraturformeln mit nichtnegativen Gewichten. Kom-
men negative Gewichte vor, dann sollten die Anzahl der negativen Gewichte im Vergleich
zu derjenigen der nichtnegativen und die Absolutbetrige der negativen Gewichte mog-
lichst klein sein. Die Summe Z;.V:_l lw; |, wobei N~ die Anzahl der negativen Gewichte
und w; die negativen Gewichte seien, sollte also moglichst klein sein.

Wir interessieren uns im Folgenden dafiir, wie groff Anzahl und Wert der negativen
Gewichte fiir unsere Dreiecke A, ; sind und ob zwischen der Geometrie der Dreiecke und
Anzahl bzw. Wert der negativen Gewichte ein Zusammenhang besteht.

Abbildung 2.26 stellt die Anzahl der negativen Gewichte fiir die Dreiecke A, ; fiir Poly-
nomgrad n = 4 dar, daneben zeigen wir noch einmal das Bild zu den Quotienten £, ;/A,
aus Abbildung 2.21. Ist z. B. fiir Radius p, der Flacheninhalt des Dreiecks, F; ;, klein im
Verhéltnis zum Flicheninhalt der Kappe, A, = 27(1 — cos y,-), dann muss tendenziell
mit einer grofseren Anzahl an negativen Gewichten gerechnet werden, als bei Dreiecken,
deren Flédcheninhalt im Vergleich zur Kappenflache relativ grof ist. Mit Aj;, Asg und
Aj; 93 liegen Dreiecke vor, bei denen wir unterschiedliche Werte F5 ;/As vorfinden, ndm-
lich F51/As ~ 0.01397, F59/As ~ 0.1221, Fj23/As ~ 0.3971. Der prozentuale Anteil der
negativen Gewichte an der Gesamtzahl der Gewichte nimmt mit Zunahme des Quoti-
enten ab, N, 5, = 47.50%, N, 59 = 43.33%, N, 523 = 16.67% bei Polynomgrad n = 4
(sieche Abbildung 2.28).

Liegen nur nichtnegative Gewichte vor, dann ist nattirlich S,, := E?(:TQ)("H) |w;| gleich
dem Fécheninhalt F' des sphérischen Dreiecks, d. h. S, /F = 1. Wir bestimmen fiir unsere
Testdreiecke A, ; die Quotienten S, ;/F); und stellen sie in Abbildung 2.27 fiir Poly-
nomgrad n = 4 graphisch dar. Die Quotienten sind alle ungleich Eins. Bei den Dreiecken,
deren Dreiecksfliche F, ; im Verhéltnis zur Kappenflache A,, im Vergleich mit den ande-
ren Dreiecken, besonders gering ist, findet sich ein vergleichsweise hoherer Differenzwert
Snrj/Frj — 1. Kurven in Abbildung 2.28 stellen die Werte S,, . ;/F..; der Dreiecke Aj;,
Asg und Asgs fiir kleine Polynomgrade n = 2,3,4,5,6 dar. Eine Anderung des Poly-
nomgrades in diesem Bereich hat auf den Quotienten keinen groften Einfluss.
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Ny, Feil A
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A-Index j

Abbildung 2.26: Bild links: Anzahl der negativen Gewichte, N, ., bei 120 Gewichten insgesamt
fiir die Dreiecke A, ;, r = 0,3,5, bei Polynomgrad n = 4. Bild rechts: Darstellung des Verhdltnisses
des Flicheninhaltes F. ; der Dreiecke A, ; zum Fldcheninhalt A, der sphérischen Kappen, in denen sie
liegen.

A/Fr

150 -

100 -

) e O
20 25

A-Index j

Abbildung 2.27: Bild links: Summe S,, . ;/F ; fir die Dreiecke A, ;, r = 0,3, 5, bei Polynomgrad n =
4. Bild rechts: Darstellung des Verhdlinisses des Flicheninhaltes A, der Kappen zum Flicheninhalt
E. ; der Dreiecke.

Um einen kleinen Einblick zu erhalten, wie es um die Gréfsenordnung der Gewichte
bestellt ist, zeigen wir die Abbildungen 2.29. Fiir die Gewichte w,, ,.; der Testdreiecke
A,;, dabei sind w;l ; die nichtnegativen Gewichte und w,, . . die negativen, bestimmen

wir

e das Maximum der Gewichte, w’ ;» und das Minimum der Gewichte, w,, ., .,

e das arithmetische Mittel der nichtnegativen Gewichte, w,, ; :=

+
n r,J =+ 3 . —— n,r,j
/N o w, , ; > und der negativen Gewichte, w, . . : =1/N, o Z Wi s

e die Standardabweichung fiir die nichtnegativen Gewichte,

1/2
N'rtv‘,j —+ — 4 . . .
O <1/( i — 1) 20 (wi . —w )2) , den mittleren Fehler fiir die

s=1 n,r,j,s n,r,J

_ 1/2
negativen Gewichte, o, (1/( g — 1) Eivnl” (Whjs — wn,r’j)Q) )

Zusatzlich ermitteln wir, nachdem wir die Gewichte w,, ,. ; so sortiert haben, dass w,, , ;s <
Whpjs+1s S =1,2,...4(n+2)(n+ 1) — 1, den Median fiir die nichtnegativen Gewichte

1/,,+ + +
=(w +w falls N . gerade
U}+ L= 2( nT’J’N;er]/Q J”:h]NvTrJ/Q""l) ZTJ & ’
med,n,r,7 °
W SN 41)/2° falls N, ; ungerade,

n,r,j
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Abbildung 2.28: Bild links: Prozentualer Anteil der negativen Gewichte, N,

O'OO L L L L L L i n

an der Gesamt-

7,97

zahl der Gewichte und Knoten, 4(n + 2)(n + 1), und Bild rechts: Summe S, 5 ;/Fs ; abhingig vom
Polynomgrad n = 2,3,4,5,6 fir die Dreiecke As 1, As g, As23.

und analog dazu den Median w - der negativen Gewichte.

med,n,r,]

Wir beobachten an unseren Beispielen, dass

2.6

die Absolutbetréage der Minima der Gewichte kleiner als die Maxima der Gewichte
sind, wie auch die Betrdge der negativen Mittelwerte bzw. Mediane kleiner als
die positiven Mittelwerte bzw. Mediane sind; sie unterscheiden sich aber nur um
hochstens Faktor 20.

bei Verringerung des Radius um Faktor 1073 (107°) die GroRenordnung der Ge-
wichte um Faktor 1076 (107!°) reduziert wird;

die Standardabweichungen fiir die verschiedenen Dreiecke zwar nicht gleich sind,
sich aber, mit Ausnahme der Dreiecke A, ;, keine grofsen Unterschiede in den mitt-
leren Fehlern zeigen;

die positiven Durchschnittswerte (positiven Mediane) grofer, die negativen Durch-
schnittswerte (negativen Mediane) eher niedriger bei Dreiecken sind, deren Quoti-
ent F, ;/A, hoher ist, als bei Dreiecken, bei denen das Verhéltnis von Dreiecksfléche
zu Kappenfliche geringer ist. Bei héherem Quotienten F, ;/A, ist dann aber auch
die Anzahl der negativen Gewichte tendenziell geringer, wie auch die Differenz
Sn,r,j/F’r,j — 1.

ein hoherer Polynomgrad erwartungsgeméfs zu kleineren Maxima, positiven Durch-
schnittswerten, positiven Standardabweichungen und positiven Medianwerten fiihrt,
wobei die dazu analogen negativen Werte grofser werden.

Quadratur iiber die Sphare

Fiir die Integrale iiber die Sphére mit den Spherical Harmonics Y; gilt

/SQYS(X)df(X):{ VIr.  falls s—0,

0, sonst.
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Abbildung 2.29: Bilder oben: Maximum, Mittelwert, Streuung der nichtnegativen Gewichte gegen-
dber Minimum, Mittelwert, Streuung der negativen Gewichte fiir die Dreiecke A, ; in Kappen mit Radius
tto (oben links), Radius y15 (oben rechts). Bild unten links: Median und Mazimum der nichtnega-
tiven Gewichte gegeniiber Median und Minimum der negativen Gewichte fiir die Dreiecke As ; bein = 4.
Bild unten rechts: Darstellung von Mazimum, Minimum usw. der Gewichte fiir die Polynomgrade
n=2,3,4,5,6 fir das Dreieck As 23.

Ob Quadraturformeln auf der Sphére Spherical Harmonics bis zum Polynomgrad n ex-
akt integrieren, kénnen wir daher leicht testen. Dass wir die Werte der obigen Integrale
kennen, wollen wir auch fiir unsere Quadratur iiber sphérische Dreiecke nutzen.

Unter der Triangulierung 7" der Sphére verstehen wir eine Menge an Dreiecken {A;} mit
U'JT:|1 A; = S?, wobei jedes Dreieck A; eine Dreieckskante bzw. ein Stiick Dreieckskante

mit den anderen Dreiecken aus T teilen kann, es ansonsten aber keine Uberlappungen
gibt, d.h. die Schnittmenge zweier Dreiecke A; und Ay, j # k, aus T' ist entweder leer
oder enthalt ausschlieflich Punkte einer gemeinsamen Kante oder enthélt eine gemein-
same Fcke.

Fiir Polynomgrad n sind die Gauk-Gewichte wy, j1, Wy j2, - - ., Wn jant2)(nt1) und Gauf-
Knoten X, j1,Xnj2, - - - Xn jam+2)(nt1) der Dreiecke A; so konstruiert, dass
4(n+2)(n+1)

/Ys(x)dg(x): > wnkYa(Xnge),  s=0,1...n,  j=12.. [T

Aj k=1
Aus der Definition der Triangulierung 7 folgt

7

> [ vibodeto = [ vix) o)
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und damit erhalten wir

IT| 4(n+2)(n+1)
Vv, falls s =0,
Yo > wegaYe(Xugw) = { 0 sonst. (2.61)
Jj=1 k=1
Mit den Gewichten wy 1, ..., Wy jam+2)(n+1) und Knoten X, j1,..., X ja(nt2)(ns1), die

der Mathematica-Code liefert, stellen wir die Vektoren

1 2
IT| 4(n+2)(n+1) (p+1)

Z Z W, Ys(Xn,jik) ; p=0,1,...,n,
7j=1

s=1

auf und bestimmen die Fehler

||Vnp \% 47Tel,p||{1,2,oo}
IVareiplnoey

E{1,2,oo} np —

wobei ey, := (1,0,...,0)T ein Vektor mit Linge (p + 1)? ist und || o || die euklidische
Vektornorm, || o ||; die L;-Norm und || o || die Maximumnorm bezeichnet (siehe z. B.
[31, S.30]). Zusitzlich berechnen wir die Werte E{1 2 00}np auch fiir einige p > n. Wir
erhoffen uns kleine Fehler fiir p < n und erwarten, dass mit zunehmendem p > n der
Fehler wéchst.

Fiir unsere Testrechnungen haben wir folgende Triangulierungen gewéhlt:
Triangulierung 7;:

Ziemlich gleichméfig iiber die Sphére verteilte Punkte bilden die Ecken der sphérischen
Dreiecke einer Delaunay-Triangulierung, die der Algorithmus aus [29] liefert. Mathema-
tica kann die Gitterpunkte mit beliebiger Prézision bestimmen, wie auch die Summe
iiber die Flachen der Dreiecke, ZLT:|1 F}, beliebig genau an den Wert der Sphéarenflache,
47, heranreichen kann. Ingesamt liegen 212 sphérische Dreiecke vor, deren Dreiecksfla-
chen Werte zwischen 0.049571 und 0.0754627 (siche Abbildung 2.30) annehmen. Die

FJ
010

008}
006 J_/_,——/—/’J
004}

0.02 -

0.00 - - - - A-Index j
0 50 100 150 200

Abbildung 2.30: Dreiecksflichen F; der Dreiecke der Triangulierung 1.

Darstellung der Fehler Ey; 2oy n, der Triangulierung 7' soll zeigen, dass wir mit den
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e-Parametern des Gautschi-Algorithmus (vergleiche Algorithmus 1.16) die Fehler beein-
flussen konnen.

Die Quadraturformeln iiber die Dreiecke der Triangulierung sind mit Parametern e der
Groke 1073 oder 107%° (je nach Dreieck) fiir Polynomgrad n = 3 berechnet worden. In
einem zweiten Durchgang haben wir die Parameter auf €? verringert. Fiir p = 0, 1,2, 3
bewirkt die Anderung der e-Werte eine Abnahme der Fehler E{12,001,3p ca. um Faktor
1072, Bei p = 4 nehmen die Fehler in beiden Féllen dann deutlich ab und landen auf
einem etwa gleichen Niveau ( —logy, F2 34 ~ 6.4481) (siche Abbildung 2.31).

-10g;0E 112,013 -10930E 12013
30
251
20
151

101

5[

0 . . . . . . ' p . . . | | . )
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 2.31: Fehlerwerte —1og, E{1 2, 00} ,n,p der Gaup-Quadratur fiir Dreiecke der Triangulierung
T, bei gegebenem Polynomgrad n = 3; (Bild links:) mit einfachen e-Parametern; (Bild rechts:) mit
Parametern € im Gautschi-Algorithmus.

Triangulierung 7T5:

Wir partitionieren die Sphére mit dem Algorithmus aus [29] zunéchst in grofere sphé-
rische Dreiecke, um dann die Flachen einiger dieser Dreiecke weiter in kleinere spha-
rische Unterdreiecke aufzuteilen. Alle Dreiecke zusammen bilden die Triangulierung 75
der Sphére. Die Triangulierung besteht aus vielen relativ kleinen und wenigen gréfteren
Dreiecken (381 haben einen Flacheninhalt F; mit 0.00198 < F; < 0.005, fir 147 ist
0.005 < F; < 0.02 und fiir 45 ist 0.17 < F; < 0.28), insgesamt liegen 573 Dreiecke vor
(siche Abbildung 2.32). Das Partitionieren von Dreiecken in kleinere ist hier mit Genau-
igkeit 1071% durchgefiihrt worden, d. h. | Z@l F;—4r|/(47) ~ 1071%. Bei der Triangulie-

J

Fj
030

025
020
0151
010

0051

0.00 L L A-Index j
0 100 200 300 400 500

Abbildung 2.32: Dreiecksflichen F; der Dreiecke der Triangulierung T5.

rung 75 konnen die Werte {2 o0},n,, Wegen des oben erwahnten Triangulierungsfehlers
nicht kleiner als 107! sein. Fiir n = 2 und n = 3 stellen wir sie als —logy, E12,00)m,p
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in Abbildung 2.33 graphisch dar. Von p = 0 bis p = n nehmen die Werte bis auf etwa
14.2156 (~ —log,q Fa222) bzw. 14.0511 (~ —log;y E233) bei p = n leicht ab, um dann
bei p = n + 1 stark abzufallen (—log,q E223 ~ 1.2280, —log,y Ea34 ~ 0.9278) und ab
p =n + 2 weiter leicht abzunehmen.

—10910E 1 2013
~10910E (12012

Abbildung 2.33: Fehlerwerte —1og g E{1 2,00} ,n,p der Gaup-Quadratur fiir Dreiecke der Triangulierung
Ty bei gegebenem Polynomgrad n = 2 (Bild links) und bei gegebenem Polynomgrad n = 3 (Bild
rechts).



Kapitel 3

Quadraturformeln basierend auf
beliebigen Knoten

Es sei A(Py, P», Ps) ein sphirisches Dreieck mit den Ecken Py, P, P3 € S?. Die Ecken lie-
gen auf der Grenze einer sphérischen Kappe S (c(Py, Pa, Ps)), deren Zentrum c(Py, P, Ps)
der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks mit Radius pu = d(c(Py, Py, Ps), Pp) ist. Mit

Y, k:]-?"'aNJ

seien beliebige Knoten gegeben, die Elemente des Dreiecks A(Py, Py, Ps), zumindest aber
der Kappe Si(c(Pl, Py, P3)), seien. Wir suchen Quadraturgewichte Ay, k =1,... N, so
dass fiir alle Spherical Harmonics P € V,, gilt

N
/A oy PISE0) = S0P ),

wobei die Anzahl N der Knoten und der Hochstgrad n die Bedingung N > (n + 1)?
erfiillen.

In [24] beschreiben Mhaskar und Le Gia verschiedene Verfahren zur Berechnung der
Quadraturgewichte \; fiir gegebene beliebige Knoten auf der gesamten Sphére und all-
gemein fiir Teilgebiete der Sphére. Wir wollen diese Verfahren speziell fiir sphérische
Dreiecke untersuchen.

Satz 1 in [23| gibt Existenzbedingungen, die die Geometrie des sphérischen Dreiecks
und die Verteilung der Knoten betreffen, an, unter denen Gewichte \;, £k = 1,..., N,
nichtnegativ sind. Testrechnungen zeigen, dass die Gewichte, die wir in den folgenden
Kapiteln konstruieren, diesen Bedingungen folgen.

3.1 Konstruktion von Quadraturgewichten zu
beliebigen Knoten

Wir definieren zunéchst ein zum L?(S?)-Skalarprodukt analoges inneres Produkt fiir

APy, Py, P3).



94 3 Quadraturformeln basierend auf beliebigen Knoten

Definition 3.1 Das (o, 0)a(p,,p,, p,)-Skalarprodukt iber das sphdrische Dreieck
A(Py, Py, P3) sei definiert als

(. G aimnmry = /A o JOOURIIEC) fir fg € 1)

Die Spherical Harmonics bilden eine Orthonormalbasis des V,, beziiglich (o, 0) 2(s2) (sie-
he Kapitel 1.1). Wir wollen eine Orthonormalbasis des V,, beziiglich des Skalarproduktes
(0,0)A(Py,P»,p;) bestimmen.

Ausgehend von den Basisfunktionen Y] fiihren wir ein entsprechendes Orthonormalisie-
rungsverfahren durch. Da wir fiir das Dreieck Gaul-Gewichte und -Knoten berechnen
konnen, ist die Berechnung der (o, 0)a(p,,p,, py)-Skalarprodukte maéglich. Das Orthonor-
malisierungsverfahren liefert Konstanten a4, [ = 1,2,...,(n+1)% s =1,2,...,1, so dass
die Polynome

l
Zy=Y aY, 1=12... (n+1)? (3.1)
s=1

orthonormal beziiglich des Skalarproduktes (o, 0)a(p,,p,,p,) sind und eine Orthonormal-
basis des V,, beziiglich (o, 0)a(p,,p,,p;) bilden. Die Konstanten

Qs = <Zl> Y;>L2(82)7 s = 17 27 SRR la (32>

sind die Fourier-Koeffizienten von Z;. Ist F(A(Py, Py, Ps)) der Flacheninhalt des Dreiecks

A(Py, Py, P3), dann ist das Polynom Z; die Konstante
1

Zl = .

VE(A(P, Py, Py))

Es folgt die Definition eines weiteren Skalarproduktes.

(3.3)

Definition 3.2 FEs secien beliebige Knoten 'y, € S?, k = 1,..., N, gegeben. Sie seien
Elemente der Menge C = {y }1_,.
Das Skalarprodukt (o, 0)c sei definiert als

N
{(f,9)c = Zwkf(}’k)g(}’k) fir f, g€V, (3.4)
k=1
Die wy, k=1,..., N, seien positive, reellwertige Gewichte.

Die Gewichte w;, kénnen beispielsweise als Voronoi-Gewichte oder dquidistant, z. B. als
wg = 1/N, gewéhlt werden.

Die Diagonalmatrix W habe die positiven, reellwertigen Gewichte wy, aus (3.4), k =
1,..., N, als Eintrage auf der Hauptdiagonalen, d. h.

(Wl = w,
(W)es = 0, ks (3.5)

Wir kénnen bei gegebener geeigneter Menge C' eine Orthonormalbasis des V,, beziiglich
des Skalarproduktes (o, o) konstruieren.
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Satz 3.3 Wir nehmen an, dass die Knoten
e € S?, k=1,...,N, (3.6)
die die Menge C' = {y,}2_, bilden, so gewdhlt seien, dass die Matriz G,
(G)ik = Zi(w), I=1,...,(n+1)? k=1,...,N, (3.7)
mit den Polynomen Z; aus (3.1) den Rang (n+1)* habe. Dann kénnen wir Koeffizienten

a, €C,1=12,....,(n+1)% p=1,2,...,0—1, ¢q; € R, ¢;; >0, finden, so dass die
Polynome

l
=Y ayZ, (3.8)
p=1

orthonormal beziglich des Skalarproduktes (o, 0)¢ sind.

Beweis. Sei W die Matrix aus (3.5). Die Matrix G := GWGH ist unabhéngig von der
Wahl der Knoten y; hermitisch und positiv semidefinit, da

(n+1)?  (n+1)*> N

x"Gx = Z z; Z ZwkZ ¥e) Zi (i)
=1 k=1

N (n+1)2 (n+1)2
= D w Z 77 > wZi()
=1 =1
N |2 ?
= W Z 2 Z;(¥i)
k=1 j=1

= Zwk GH >O

Hat die Matrix G den Rang (n + 1)?, dann sind die Spalten der Matrix G" linear unab-
hingig. Daraus folgt, dass, falls x gleich dem Nullvektor ist, G"x gleich dem Nullvektor
und damit x"Gx gleich Null ist. Andererseits ist GHx # 0 und daher xHGx # 0, falls x
ungleich dem Nullvektor ist. Also ist die Matrix G = GWGH positiv definit und kann
mit dem Cholesky-Verfahren in

G =D"D (3.9)

zerlegt werden, wobei D € C+)*x(n+)? ¢ine obere Dreiecksmatrix mit positiven Dia-
gonaleintrégen (D);; > 0 ist. Mit der unteren Dreiecksmatrix

D := (D" (3.10)
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ist DGDH = I(s11)2, und fiir die Eintrédge dieser Matrix gilt

(n+1)2 n+1)2 N
> (D Z > wnZy(y0)Z(w) (DY), = g
p=1 j=1

k=1
I=1,...,(n+1)?2  q¢=1,...,(n+1)>~
Diese Gleichung ist dquivalent zu

(n+1)2 )2

Zwk Z 2 Yk —5zq

p=1
Mit den Koeflizienten
crp = (D)iyp, I=1,...,(n+1)2 p=1,...,(n+1)%
wobei ¢;, = 0 fiir alle p > [ gilt, erfiillen die Polynome
(n+1)?
t, = Z CLpLy, I=1,...,(n+1)?
p=1

die Gleichung

Zwktl (%)t (V) = O1g,

sind also orthonormal beziiglich des Skalarproduktes (o, o)¢. [ |

Die Polynome t;, [ = 1,...,(n + 1)?, bilden eine Orthonormalbasis des V,, beziiglich
des Skarlarproduktes (o,0)¢, falls die Elemente der Menge C' die Voraussetzung des
obigen Satzes erfiillen. Es gilt die folgende Fourier-Darstellung;:

Lemma 3.4 FEin beliebiges Spherical Harmonic P € V,, ldsst sich als

(n+1)? (n+1)* /' N
P(x)= Y (Pt)ct(x)= Y <Z ka(Yk)m) ti(x)

mit den Basisfunktionen t;, | =1,...,(n+1)?, aus (3.8) darstellen, falls die Knoten yy,
k=1,2,...,N, die Voraussetzung aus Satz 3.3 erfiillen.

Der néchste Satz zeigt, wie wir zu den gegebenen Knoten y; Quadraturgewichte bestim-
men koénnen.
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Satz 3.5 Es seien die Menge C = {yx}_, aus (3.6), deren Knoten die Vorausset-
zung des Satzes 3.3 erfillen, die Gewichte wg, k = 1,...,N, aus (3.4), die Basis-
funktionen t;, | = 1,2...,(n + 1)%, orthonormal beziiglich {o,0)c, mit den Koeffizi-
enten ¢, L =1,2,...,(n+1)% k= 1,2,...,1, aus (3.8) und die Basisfunktionen Z,,
l=1,2,...,(n+1)%, orthonormal beziglich (o, 0)a(p, p,.py), aus (5.1) gegeben.

Fiir jedes Polynom P € V,, gilt dann die Quadraturformel

N
x)dé(x) = A
/A<P1,P2,P3) Plx) d(x) ; kP (¥i)

(nt1)?

w
—* ity (ye)- (3.11)
Zy =1

mit den Gewichten

)\k =

Beweis. Aus der Aussage des Lemmas 3.4 folgt

/ P(x) d¢(x)
A(Pl,PQ,Pg)

(n+1)?

= [ S Paen dex)
A(P1,PyPs)
(n+1)?

= > (Pade [ ud),

=1 A(Py,P»,P3)

Das Skalarprodukt schreiben wir als Summe aus (3.4), vertauschen die Summation und

erhalten
[ Pexdet
A(Py,Py,Ps)
N (n+1)2
Zka(yk) Z tl(Yk)/ ti(x) d&(x).
k=1 I=1 A(P1,Ps,P3)

Die Polynome t; stellen wir wie in (3.8) als Linearkombination der Basisfunktionen Z,
dar und vertauschen Summation und Integration, d. h.

/ P(x) d¢(x)
A(Pl Ps, P3)
(n+1)2 (n+1)2
Zwkp w) X W) 3 /. - Zy(x) dE(x).
=1 A(P1,Ps,P3)

Wir multiplizieren den Integranden mit Eins, die sich mit der Konstanten Z; aus (3.3)
zu Zy/Z; erweitern lasst. Aus der Orthonormalitiatseigenschaft der Z; folgt

/ P(x) d¢(x)
A(Pl,PQ,Pg)
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n—l—l)2

1
Z tl<yk>7cl,1-
=1 1

N (
= Z wiP(yk)
k=1

Also liegt hiermit eine Quadraturformel mit den Gewichten

(n+1)?

w
A = 7k Z criti(ye)

L=

vor. u
Im Folgenden wollen wir die Quadraturgewichte (3.11) als Matrix-Vektor-Produkt dar-
stellen.

Definition 3.6 Es scien die Basisfunktionen Z,, s = 1,...,(n + 1), aus (3.1), die
Knotenyy, k=1,...,N, aus (3.6), die die Voraussetzung aus Satz 3.3 erfillen, die Ba-
sisfunktionen t;, | = 1,...,(n+1)?, mit den Koeffizienten c;,, aus (5.8) und die Gewichte
A, aus (3.11) gegeben.

Wir definieren den Vektor A € CV, die Matriz T € C™V**N ynd den Vektor ¢ € C)?
als

(A)k = )\k, :1,...,N,
(n+1)?
(T)l,k = tl(Yk) = Z Cl,pr(Yk>a l= 1, ceey (TL + 1)2, (312)
p=1
(C)l = Q. (313)

Bemerkung 3.7 Die Gewichte in (3.11) lassen sich also als das Matriz-Vektor-Produkt

1
A =—-WTHc (3.14)
Z

ausdriicken. Dabei ist W die Diagonalmatriz aus (3.5).

Die Matriz G € CPHO>*N qyus (8.7), die untere Dreiecksmatriz D € Crt1?x(nt1)?
aus (3.10) und die obere Dreiecksmatriz D € COHD* X040 qus (3.9) haben die Eintrige

(G)sk = Zs(wx),
und
D)y =, D= (DM (3.15)
Die Matriz T aus (3.12) konnen wir dann als das Produkt
T = DG (3.16)

darstellen.
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3.2 Kleinste-Quadrate-Verfahren

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass der Gewichtsvektor A als Losung eines
Kleinste-Quadrate-Problems aufgefasst werden kann. Dazu sehen wir uns zunéchst den
folgenden bekannten Zusammenhang aus |2, S. 5-8| an.

Satz 3.8 Es sei F € CM*N eine Matriz mit Rang M, W eine Diagonalmatriz mit den
Diagonalelementen wy, > 0, k = 1,2,..., N, und WY? eine Diagonalmatriz mit den

Elementen /wy,.
Die eindeutige Losung des Kleinste-Quadrate-Problems

min |[W~2af?, Fa=deCV (3.17)
et

geniigt der Normalengleichung zweiter Art
FWF'z=d, o= WF"z
Beweis. Die Raume N (FW'?) und R(W/2F") seien definiert als

NEFEW'?) = {yeC": FW'y=0},
R(WY2FH) = {decCM: WYFHx =d, x e CM}.

Dabei ist R(W'/2FH) das orthogonale Komplement zu AN (FW?) in C, denn fiir belie-
bige Elemente y € N(FWY?) und d € R(W'/2FH) ist das Skalarprodukt

(d,y)2 = (W'F"x,y), = y"W'2F'x = (FW'2y)"x = 0.

Der Losungsraum des linearen Gleichungssystems FW'/ iy = d ist der Raum % +
N(FW?) wobei FW'2% = d gilt. Sei x = X + 7o, 2o € N(FW'?), eine beliebi-
ge Losung. Dann ist

]I = [1% + 20|13 = [1%13 + l|zo][2 + %"z0 + zg%

Gilt x L N(FWY2), dann ist ||x|2 = ||IX]||3 + ||zo||3, und dieser Ausdruck nimmt einen
minimalen Wert an, falls z, die Nulllssung des homogenen Gleichungssystems FW /2y

0 ist. Also ist fir x = %, XL N(FW'?), der Wert der Norm ||x||3 minimal. Da der
Raum R(W'2F™) das orthogonale Komplement zu N (FW'/?) darstellt, ist X Element
aus R(W2FH) d.h. es existiert ein z € CY, so dass x = W/2F"z, und z erfiillt die
Gleichung

FW'2% = FW'/2W!/2FH; — FWF"z = d.

Es sei o:= W'/2xk. Dies ist die Losung des Gleichungssystems Fax = d, bei der der Wert
IW~12¢|3 = ||%|3 minimal ist. Die Lésung des Kleinste-Quadrate-Problems (3.17) ge-
niigt der Normalengleichung zweiter Art o = W/2% = WFHz, FWF"z = d. u
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Satz 3.9 Es seien die Diagonalmatric W aus (3.5), die Matrix G aus (3.7) und die
Basisfunktionen Z;, 1 = 1,...,(n+1)?, aus (3.1) gegeben. Der Vektor b habe die Fintrige

1/Zy,  falls j=1,
b::/ ZXdX:{ 3.18
( >l A(Py,P>,P3) l( ) 5( ) 0, sonst. ( )

Die eindeutig bestimmte Losung des Kleinste-Quadrate-Problems

min |[W~2a|?, Ga=b
QeCVN

ist der Vektor X = Z%WTHC (vergleiche (3.14)), wobei T in (3.12) gegeben ist.

Beweis. Es sei a die Losung des Kleinste-Quadrate-Problems. Mit Satz 3.8 wissen wir
dann, dass & die Normalengleichung zweiter Art erfiillt, d. h. fiir alle x € CV gilt

GWGHx = b, WGHx = a.

Wie wir im Beweis zu Satz 3.3 gezeigt haben, ist die Matrix G = GWGH positiv definit
und lésst sich in das Produkt G = D"D aus (3.9) zerlegen. Mit der Matrix D aus (3.10)
ist dann

x =DY(D")"'b = D"Db.

Damit erhalten wir unter Berticksichtigung von Gleichung (3.16) und der Tatsache, dass
der Vektor c der ersten Spalte der Matrix D entspricht (siehe (3.13) und (3.15)), also
Db = 1/Z;c ist, die Losung

a = WGHD'Db

Die Losung des Kleinste-Quadrate-Problems ist gleich dem Vektor A aus (3.14). [ |

Es sei
(Y)l,k = YZ(yk), lzl,...,(n+1)2, kzl,...,N,
B = [ Y d. (3.19)
A(Py,Py,Ps)
Das Orthonormalisierungsverfahren zur Bestimmung der Polynome Z;, I = 1,...,(n +
1)?, aus (3.1), ausgehend von den Basisfunktionen Y}, liefert die Koeffizienten a; 5, s =
1,...,(n+1)2 aus (3.2), wobei a; , = 0 fiir alle [ < s und a;; > 0 sind, so dass

l

Zl - Z al,sY;

s=1
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gilt. Es sei A eine untere Dreiecksmatrix mit den Eintragen
(A)rs = ays. (3.20)

Nun kénnen wir G aus (3.7) und b aus (3.18) als G = AY und b = Ab schreiben, und

es gilt, dass x € CV genau dann Losung des linearen Gleichungssystems
Yx=b
ist, falls
AYx = Ab.

Korollar 3.10 Die eindeutig bestimmte Losung des Kleinste-Quadrate-Problems

~

min |[W~2a|2, Ya=>b
QeCwN

ist der Vektor A = ZLIWTHC (vergleiche (3.14)).

3.3 Zusammenfassung

Aus den letzten Kapiteln kristallisieren sich nun verschiedene Verfahren heraus, zu ge-
eigneten beliebigen Knotenmengen C' die Quadraturgewichte aus (3.14) zu bestimmen.
In diesem Abschnitten stellen wir die einzelnen Berechnungsschritte zweier moglicher
Algorithmen zusammenfassend dar. Dabei beschranken wir uns auf Verfahren, bei denen
die Cholesky-Zerlegung eine Rolle spielt. Iterative Verfahren zur Losung des Kleinste-
Quadrate-Problems berticksichtigen wir hier nicht. Mhaskar und Le Gia schlagen in [24]
ein rekursives Verfahren vor, um z. B. die Moglichkeit zu haben, mit grofsen Knotenmen-
gen, trotz begrenzten Speicherplatzes, umgehen zu kénnen. Durch eine Partitionierung
der Sphére in sphérische Dreiecke und Aufteilung einer grofsen Knotenmenge in kleinere
Untermengen auf die Dreiecke verfolgen wir hier eine alternative Strategie.

Der Algorithmus I bestimmt in den ersten Schritten die Basisfunktionen Z; aus (3.1).
Die Berechnung erfolgt iiber die Gram-Matrix U, u. a. mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung
erhalten wir die Matrix A aus (3.20). Dieses Vorgehen ist stabiler als eine rekursive
Berechnung der Basisfunktionen. Danach folgt der Algorithmus den Beweisschritten zu
Satz 3.3.

Algorithmus I
Eingabe: Polynomgrad n, beliebige Knoten y;, £ = 1,2, ..., N, Matrix W aus (3.5).

Vorberechnung: Gauk-Quadraturformel mit den Gewichten w®"#®#) und den Knoten
(2n,p)
X .
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1. Aufstellen der Matrix (U),; = Vi(x®#);), 1=1,2,...,2n+1)% j =1,2,..
420 +2)(2n + 1).

2. Berechnung der Gram-Matrix U = Udiag(w@#8))yUH,

3. Cholesky-Zerlegung liefert U = A"A.

4. Bestimmung der Inversen A = (AH)~1.

5. Aufstellen der Matrix (Y);x =Yi(y), {=1,2,...,(n+1)* k=1,2,...,
6. Berechnung der Matrizen G = AY, G = GWGH.

7. Mit Cholesky-Verfahren erhalten wir G = D"D.

8. Bestimmung der Inversen D = (D")~! und der Matrix T = DG.

9. Berechnung der Quadraturgewichte A = WGHDHDb = Z%WTHC.

Algorithmus II 16st das Kleinste-Quadrate-Problem aus Korollar 3.10 mit der Norma-
lengleichung zweiter Art,

YWY"x=b, WY"x=A
Die Integrale aus (3.19) berechnen wir mit Gauf-Gewichten w(™#%) und -Knoten x(™*)
Algorithmus 11
Eingabe: Polynomgrad n, beliebige Knoten y;, k = 1,2,..., N, Matrix W aus (3.5).

Vorberechnung: Gauf-Quadraturformel mit den Gewichten w™*®% und den Kno-
ten x(#)

1. Aufstellen des Vektors b = Y (»#)w(#0) mit der Matrix (Y1), ; = Y;((x™#),),
I=1,....(n+ 1% j=1,...,4n+2)(n+1).

2. Aufstellen der Matrix (Y);x = Yi(y), {=1,2,...,(n+1)* k=1,2,...,N.
3. Matrizenmultiplikation Y =YWY".
4. Mit Cholesky-Verfahren erhalten wir Y = LML

5. Bestimmung der Inversen L = (IA;H)*l.

6. Berechnung der Quadraturgewichte A = WYHLHLD.
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3.4 Testrechnungen

An den Testdreiecken A, ;, 7 = 1,2,...,32, aus Kapitel 2.5.1, in sphérischen Kap-
pen SZT (Xo) mit den Radien p, = 107", r = 0,3,5, gelegen, haben wir die Gaufs-
Quadraturformel im Kapitel 2.5 untersucht, an ihnen haben wir auch die Algorithmen I
und IT getestet. Bei der Dokumentation der Testergebnisse werden wir den Algorithmus I
vernachlassigen, da er sich in puncto Berechnungszeit und Stabilitdt dem Algorithmus II
unterlegen gezeigt hat. Wir wahlen die N beliebigen Knoten, zu denen wir Quadraturge-
wichte A, ; x fiir Polynomgrad n berechnen wollen, als Untermengen C,.; v = {yrjx Hh-;
der Dreiecke A, ;, und zwar so, dass die Knoten moglichst gleichméfig {iber die Dreiecks-
flichen verteilt sind. Die Knoten in den Dreiecken liefert der Algorithmus aus [1], der
gleichformig verteilte Zufallspunkte in beliebigen sphérischen Dreiecken generiert. Wir
nutzen dabei die Moglichkeit, sogenannte stratifizierte Knoten zu erhalten, die in ihrem
Abstand zueinander minimal streuen. Als Diagonalmatrix Wy wéhlen wir diejenige mit
den Eintrdgen wy; = we = ... = wy = 1/N. Natiirlich kénnen auch andere Gewichte
w; verwendet werden, z. B. Voronoi-Gewichte. Erste Untersuchungen haben aber bei un-
seren gewahlten Knoten keine bemerkenswerten Unterschiede, was z. B. die Anzahl der
negativen Quadraturgewichte oder die Werte der Summe 1/F,; S0 | [Anrjnk| betrifft,
zwischen Voronoi- und dquidistanten Gewichten gezeigt.

Unsere Tests haben wir, wie schon im Kapitel 2.5, auf einem AMD Athlon(tm) 64 Pro-
zessor 3000+ — 2009.75 MHz — CPU-System mit 997.5 MB RAM, SUSE-Linux (kernel
2.6.27.7-9-pae 1686) mit Mathematica 7 durchgefiihrt. Die Mathematica-Funktionen Ab-
soluteTiming und Precision haben uns dabei Berechnungszeiten und Prézision geliefert.

Um die Vektoren b, ,; der Lange (n + 1) im ersten Schritt des Algorithmus II auf-
stellen zu konnen, miissen zunachst die Gaufs-Quadraturgewichte und -knoten fiir Po-
lynomgrad n bestimmt werden. Bei unseren ersten Berechnungen haben wir Mathe-
matica die Zeiten und Prézisionen fiir die Gauk-Quadratur und die Schritte eins bis
sechs des Algorithmus II fiir Knotenzahlen N = 100, 196, 298 jeweils fiir Polynomgra-
de n = 2,3,4,5,6 ausgeben lassen. In weiteren Testrechnungen haben wir die Eintrage
der Vektoren Bn,r,j fiir Polynomgrad n = 6 bestimmt und erhalten durchschnittliche
Berechnungszeiten der Schritte zwei bis sechs und durchschnittliche Préazisionswerte der
einzelnen Zwischenresultate und Gewichte Ay, ;. ; y iiber je fiinf Knotenmengen C, ; y mit
N = 100, 196, 289, 324, 400, 625, 900, 1225, 1600 fiir die Polynomgrade n = 2,3,4,5,6.

Die zusitzlich berechneten Maxima der nichtnegativen Gewichte, A} ;i die Mini-

min,n,r,j,N
. _+ — . . . .
Gewichte, A7y bzw. Al .y, und die Standardabweichungen der nichtnegativen und

sollen ebenfalls als Durchschnittswerte iiber

ma der negativen Gewichte, A die Mittelwerte der nichtnegativen und negativen

negativen Gewichte, o .y baw. o, .y,

fiinf Knotenmengen verstanden werden.

3.4.1 Berechnungszeiten

Den Zeiten tq,,. fiir die Gauk-Quadratur stellen wir die Gesamtberechnungszeiten t,.,
(Gaufs-Quadratur und Algorithmus IT) in Abbildung 3.1 gegeniiber. Wahrend die Zeiten
der Gauk-Quadratur von der Geometrie des jeweiligen Dreiecks abhédngen, werden die
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Berechnungszeiten des Algorithmus IT von der Art der Dreiecke nicht bemerkenswert
beeinflusst, die entsprechenden Kurven fiir ¢q,., und ¢, verlaufen parallel zueinander.

Im ersten Schritt des Algorithmus werden die Spherical Harmonics an den Gauf-Knoten
mit der Mathematica-internen Funktion SphericalHarmonicY ausgewertet.

Fiir die anschlieftende Berechnung der Eintrage des Vektors Bnm benétigen wir O(n?)
Additionen und Multiplikationen. Das Aufstellen der Matrix Y, , ; v erfolgt mit Hilfe
der Mathematica-Funktion SphericalHarmonicY. Die Matrizenmultiplikation im dritten
Schritt benétigt O(Nn*) Multiplikationen und Additionen. In der Literatur (siehe z. B.
[33, S.209|) finden wir fiir die Komplexitat der Cholesky-Zerlegung die Abschitzung
von n3/6 Additionen und Multiplikationen und n Wurzeloperationen. Fiir die Bestim-
mung der Inversen der unteren Dreiecksmatrix L, , ; v verwenden wir die Mathematica-
interne Funktion Inverse, sie kann auf jeden Fall mit O(n?®) Additionen und Multipli-
kationen berechnet werden. Der letzte Schritt des Algorithmus benétigt O(Nn*) Ad-
ditionen und Multiplikationen. Wir erwarten also, dass die Berechnungszeiten schnell
mit dem Polynomgrad n wachsen, wiahrend zwischen der Zeit und N vermutlich eine li-
neare Abhangigkeit besteht. Berechnungen fiir das Dreiecke A5 ;3 fliir Knotenmengen mit
N =100, 196, 289 und die Polynomgrade n = 2, 3,4, 5, 6 bestétigen dies (siehe Abbildung
3.2).

Zeit/sec
40,
n=2,15,N=100 Nn=6,15,N=100
- —-  n=2,u5,N=289 - —-  n=6,u5N=289
—  n=2,us,Gaud —  n=6,us,Gau
—_— n=2,110,N=100 —_— n=6,1,N=100
rrrrr Nn=2,410,N=289 N[ n=6up,N=289
— n=2,p10,Gaul} N | — n=6,40,Gauly
~
A-Index j A-Index j
30

Abbildung 3.1: Gesamtberechnungszeit t,.. (Gauf und Algorithmus II) fir die Berechnung der Ge-
wichte Ay, r ;N 2zu Knotenmengen mit Knotenzahl N = 100 bzw. N = 289 und Zeiten tga.g fir die
Bestimmung der Gauf-Quadratur fir Dreiecke A, ; mit Radien u,, r = 0,5, fiir Polynomgrad n = 2
(linkes Bild) bzw. n = 6 (rechtes Bild).

3.4.2 Stabilitat, Fehler

Die Gauk-Gewichte und -Knoten liegen mit Prézision 230 vor (mehr zur Prézision sie-
he Kapitel 2.3.3). Wéhrend der Vektor lA)n,m, die Eintrdge der Matrix Y, ,; y mit der
Mathematica-internen Funktion SphericalHarmonicY und die Matrix L,, , ; y mit Hilfe
des Mathematica-internen Cholesky-Verfahrens und der Mathematica-Funktion Inverse
nahezu ohne Prézisionsverlust berechnet werden kénnen, zeigt sich die erste Instabili-
tét bei der Matrizenmultiplikation Wy Y}, vLf . . Weitere Prizisionsverluste ergeben
sich, wenn die Matrix WNYZ’,T,j, NL,';'M-’ ~Lnr i~ mit dem Vektor l;)nm- zum Gewichtsvek-
tor A, ~v multipliziert wird.
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Zeit/sec Zeit/sec
200

25
20
151

101

Abbildung 3.2: Linkes Bild: Berechnungszeiten der Gewichte Ay, 513 n 2u Knotenmengen mit Kno-
tenanzahl N = 100,196,289 mit Algorithmus II (ohne Berechnung der Gaufl-Gewichte und -Knoten)
am Beispiel des Dreiecks As 13. Rechtes Bild: Berechnungszeiten der Gewichte Ay, 513§ zu Knoten-

mengen mit Knotenanzahl N mit Algorithmus II (Schritte zwei bis sechs) am Beispiel des Dreiecks
As 13-

Eine Anderung der Reihenfolge der Multiplikationen bringt keine gréfere Stabilitiit. Die
Prazisionsverluste sind umso hoher, je grofer der Polynomgrad n oder je kleiner der
Radius g, = 107", r = 0, 3,5, ist, sie verhalten sich beziiglich n und r linear (siche

Abbildung 3.3).

In allen Testrechnungen erhalten wir reellwertige Gewichte. Ein grofes Problem, was
die Stabilitdt der Algorithmen I und II betrifft, ist, dass uns kein geschlossener Aus-
druck fiir die Basisfunktionen Z; aus (3.1) fiir unsere Dreiecke bekannt ist, sondern sie
nur als Linearkombination der Spherical Harmonics Y; darstellbar sind. Die Spherical
Harmonics Y, als globale Basisfunktionen, sind aber iiber kleine sphérische Dreiecke
nahezu konstant. Dies fiihrt dazu, dass die Koeffizienten der Matrix A aus (3.20) rela-
tiv grofse Absolutwerte aufweisen. Die Matrizenmultiplikation zum Gewichtsvektor, der
vergleichsweise kleine reellwertige Eintrége hat, kann so zu Ausléschungen von Stellen
fithren.

Wie vielen Stellen der Mantisse der einzelnen Gewichte wir vertrauen konnen, hangt

~

davon ab, wie viele Ziffern des Vektors b, ; korrekt gewesen sind. Wir berechnen den
relativen Fehler

HAn,r,j,N - )\n,r,j,NH2

E27n,r7j7N = 5

||5‘n,r,j,N||2

wobei bei der Berechnung von A, ;. ; v die Gaufs-Quadratur, die wir fiir die Berechnung

des Vektors lA)nm- benotigen, mit den Parametern eﬁi’j, efjij, 655’33 (vergleiche Kapitel
\ (1) )2

2.5.1) bestimmt wird, wihrend bei der Berechnung von A, ;n die Parameter (e, ;. ;

(67(12,7)"7»2, (65131])2 gewéhlt worden sind. Die Werte der Fehler stellen wir am Beispiel von

Polynomgrad n = 4 und Knotenzahl N = 289 in Abbildung 3.4 dar, sie sind kleiner als
1072,
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Abbildung 3.3: Prdzision von Teilergebnissen des Algorithmus II; linkes Bild: am Beispiel des Drei-
ecks As 13 fir die Polynomgrade n = 2,3,...,6; rechtes Bild: fiir die Dreiecke A, 13, r = 0,3,5, bei
gegebenem Polynomgrad n = 6.
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Abbildung 3.4: Fehler —log,, Ea.n,rjn der Gewichte A, ;N zu einer Knotenmenge mit Knotenzahl
N =100 fiir Polynomgrad n = 4 dargestellt fir die Dreiecke A, ;, 1 =0,3,5.

3.4.3 Bewertung der Quadraturformel

Fiir jede Knotenmenge C,.; v = {y.jx}+_, in unseren Testdreiecken bestimmen wir als
Mafs fiir die Dichte der Knoten zueinander die Distanz

min min
¥rj,s€Cr ;N ¥r,5,kE€Crj,N

5(Cr,j,N) = d(Ym}& yhj7k)> s# k.
Wir teilen die Dreiecksflache beziiglich der Knotenmenge in Voronoi-Gebiete V. ;. auf,
berechnen die jeweils grofite Distanz zwischen zwei Elementen x und y eines jeden
Voronoi-Gebietes V. ; ; und definieren schlieflich die Distanz

5(Cr,j,N7Ar,j) =

max max d(x
k=1,...N X,y €V (. ¥),

die vermittelt, wie die Menge C, ; n bezliglich der Elemente des Dreiecks A, ; verteilt ist.

Wie zu erwarten sinken die Werte 6(C,; n) und 6(C,jn, A, ), wenn die Knotenzahl
N steigt, und zwar mit zunehmender Zahl N immer langsamer (siche Abbildung 3.5).
Betrachten wir die Anzahl N, ,  der negativen Gewichte A, . v, so beobachten wir hier
ein ahnliches Wachstumsverhalten, beispielhaft fiir die Dreiecke A, ;, r = 0,5, j = 13,
bei Polynomgrad n = 6 in Abbildung 3.6 gezeigt. In Abbildung 3.6 finden wir auch
Plots von den Werten S, .13 n/F}13, wobei Sy, 13 8 = Zi,v:l | Anr13,nk| ist, fiir die Drei-
ecke A, 13 bei Polynomgrad n = 6 und Knotenzahl N. Bei kleineren Knotenzahlen gibt
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es grofe Differenzen zwischen S, ;13 n/F; 13 und Eins, mit wachsendem N néhert sich
Snras.n/Eris aber schnell der Eins. Wéhlen wir die feste Knotenzahl N = 100 und lassen
den Polynomgrad wachsen, dann nimmt die Anzahl der negativen Gewichte N, . 13100
ab Polynomgrad n = 4 (bei n = 2 und n = 3 sind alle Gewichte nichtnegativ) rasch
zu. Analog dazu wachsen auch die Quotienten S, 13100/ F7,13. Bel n = 4 liegen negative

Gewichte vor, die Werte S,, 13,100/ Fr.13 sind nahezu Eins.

2.x10°°

(Co3N) 0(Cs13n)

0151 15x10°6 F

e §(C0,13,,80,13) 8(Cs.13n.A5,13)

1.x10°F

005 5107 -

0.00 L N 0 N

Abbildung 3.5: Darstellung der Distanzen 6(Cy13,8) und 6(Cras,n, Ay j) der Knotenmengen C 13 N
der Dreiecke Ay 13, 1 =0,5.
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Abbildung 3.6: Anzahl N;M&N der negativen Gewichte /\T_w?l&N und die Summe Sy, 13/Fy13 der
Gewichte Ay, r 13N fiir die Dreiecke Ay 13, r = 0,5, zu Knotenmengen mit Knotenzahl N fiir die Poly-
nomgrade n = 2,3,...,6.

Wir moéchten im néchsten Abschnitt einen kleinen Einblick in die Groéfsenordnung der
berechneten Gewichte A, , ;n geben. Dazu haben wir die Maxima der nichtnegativen
Gewichte, )\;ax,nm’ n» die Minima der negativen Gewichte, Ay, .y, die Mittelwerte

g N und die Standardab-
weichungen der nichtnegativen und negativen Gewichte, a:, rj N DZW. o, zu elni-

gen Knotenmengen C) ; v mit verschieden grofen Knotenzahlen NN fiir Polynomgrade

der nichtnegativen und negativen Gewichte, \' bzw. AL n
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n = 2,3,...,6 fiir unsere Testdreiecke ermittelt und fiir Polynomgrad n = 6 und Kno-
tenzahl N = 100 und ebenso fiir n = 2 und N = 289 in Abbildung 3.7 graphisch
dargestellt.

e Der Verlauf der Kurven iiber die Dreiecksindizes j dhnelt derjenigen der zu den
Dreiecken zugehorigen Quotienten F, ;/A, aus Dreiecksfliche F,; und Kappen-
fliche A, (siehe Abbildung 2.21). D.h. Maxima, Minima, Mittelwerte usw. der
berechneten Gewichte fiir Dreiecke, bei denen die Dreiecksflache im Verhaltnis zur
Kappenflache grofer ist, sind ebenfalls hoher (betrifft die nichtnegativen Gewichte)
bzw. niedriger (betrifft die negativen Gewichte) im Wert als bei Dreiecken, deren
Quotient F) ;/A, kleiner ist.

e Bein = 6 und N = 100, als Beispiel fiir einen relativ grofen Polynomgrad und
eine verhéltnisméfig kleine Knotenzahl, verlaufen die Kurven fiir die positiven
Werte fast spiegelbildlich zu denjenigen der negativen Werte; die Absolutwerte der
negativen Werte sind nur wenig geringer als die zugehorigen nichtnegativen Werte.

e Je grofer die Knotenzahl oder je kleiner der Polynomgrad, desto kleiner sind die
Absolutwerte der negativen Minima, Mittelwerte usw. im Vergleich zu den kor-
respondierenden Werten der nichtnegativen Gewichte. Bei n = 2 und N = 289
beispielsweise liegen bei allen Testdreiecken Aj ; keine negativen Gewichte vor.

e Die Gewichte A, , ; n erfiillen nach Konstruktion das Kleinste-Quadrate-Problem

. 2 "
min flafl,  Yorjve=bp,;.
QeCnN
. . : N oy
Die Varianz der Gewichte lautet o7, v = 55 >opei (Anrsv = Anjngk)®. Umfor-
mungen liefern den Ausdruck

N
N 1 _
2 _ 2 2
O-nv,r:ij - N _ 1 (N Z A?’L,T’,j,N,k - A?’L,T‘,j,N) :

Da Zi\;l A ik = lAnsjnll3 minimal ist, ist die Streuung oy, ;5 minmal. Am
Beispiel n = 2 und N = 289 kénnen wir erkennen, dass die Streuung der Gewichte
tatsachlich relativ klein ist.

Aus unseren Testdreiecken greifen wir das Dreieck Aj ;3 heraus und stellen in der Ab-
bildung 3.8 die Maxima, Minima, Mittelwerte usw. der Gewichte fiir verschiedene Kno-
tenzahlen und Polynomgrade dar.

e Die Grofe der nichtnegativen Gewichte bzw. die Absolutbetrige der negativen
Gewichte nehmen erwartungsgemaft mit zunehmender Knotenzahl N oder kleiner
werdendem Polynomgrad n ab.

e Weiterhin kénnen wir beobachten, dass die Standardabweichungen o i N

|0, 5.5 Dei kleinerem Polynomgrad bzw. Knotenmengen C;. ; y mit grokeren Kno-
tenzahlen N kleiner als bei grofseren Polynomgraden bzw. kleineren Zahlen N sind.
Ein kleinerer Polynomgrad oder eine grofere Anzahl an Knoten bringt also eine
geringere Streuung der Gewichte um den Mittelwert mit sich.

und
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Abbildung 3.7: Darstellung der Mazima X bzw.
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der Gewichte Ay, ,; n der Dreiecke A, ;,
r = 5, zu Knotenmengen C, ; n. Linkes Blld Polynomgrad n = 6, Knotenzahl N = 100. Rechtes
Bild: Polynomgrad n = 2, Knotenzahl N = 289; die Werte \_ D NN N N sind
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Abbildung 3.8: Darstellung der Mazima der nichtnegativen Gewichte, )\;ax n513,.n: Minima der ne-

gativen Gewichte, Aminn.513.n0 Mittelwerte der nichtnegativen und negativen Gewichte, 5\n 513N bzw.

)\n 513N der Werte AT ns13.N T U 5.13.N bzw. )\n 513N ~ On5.13.N der Gewichte Ay, 513, 8 2u Knoten-
mengen Cs 13 n am Bezspzel des Drezecks As 13. Linkes Bild oben: Polynomgrad n = 3. Rechtes
Bild oben: Polynomgrad n = 4. Linkes Bild unten: Knotenzahl N = 100. Rechtes Bild unten:
Knotenzahl N = 289.
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3.5 Testrechnung an Beispielen einer Triangulierung
der Sphare

In diesem Abschnitt dokumentieren wir einige Resultate, die wir aus Testrechnungen an
Triangulierungen 7' der Sphére gewonnen haben. Wir nutzen die Triangulierungen 73
und 73 aus Kapitel 2.6, die wir schon fiir die Gaufs-Quadratur verwendet haben.

In jedem Dreieck A;, j = 1,2,...,|T|, generiert der Algorithmus aus [1] eine Kno-
tenmenge C; = {y;+}i_, mit N Elementen. Wir berechnen fiir Polynomgrad n mit Al-
gorithmus II fiir jedes Dreieck A; zu C} die Gewichte A, ; x. Unsere Beispielrechnungen
fithren wir wieder wie im Kapitel 2.6 mit Mathematica 7 auf einem Rechner mit Intel(R)
Core(TM) 2 Quad CPU Q9550 Prozessor, 2.83 GHz Taktfrequenz, 4.00 GB RAM, 32
Bit-Betriebssystem Windows Vista Business durch. Die Zeiten gibt Mathematica mit
dem Befehl AbsoluteTiming aus, dabei ist ") die Zeit, die wir zur Berechnung der
Gaul-Gewichte und -Knoten aller Dreiecke einer Triangulierung T benotigen (abhéngig

von der Geometrie der Dreiecke und n), und tAlgH NITD Qie Gesamtzeit zur Berechnung
aller Gewichte A, n, 7 = 1,2,...,|T], mit Algorithmus II (abhéngig von n, Knoten-

zahl N und Anzahl der Dreiecke |T']). Unter tT""N) verstehen wir dann die Summe

thauZ? + tf&f\{"ﬂ). Bei jedem Dreieck bestimmen wir die Anzahl der negativen Gewichte
T)

Ny iy, die sich tber alle Dreiecke von T' zu Né_N

metrie der Dreiecke, n und N).

summieren (abhéngig von der Geo-

Die Testergebnisse fassen wir in den folgenden Tabellen zusammen:

T \n||r] | N [ x N |52/ | Gl | e
T | 3 |212 | 400 84800 0.259 0.277 0.536
T, | 41212 | 400 84800 0.308 0.549 0.857
T | 2 | 573 | 900 | 515700 0.763 0.744 1.507 |
T | 3 | 573 | 900 | 515700 1.097 1.719 2.816
T | 3 | 573 | 1764 | 1010772 | 1.070 3.986 4.656
T n [ 11| N [T x N | N ]SS 0 Pl /(4m)
Ty | 3| 212 | 400 84800 0 1.000000000000000
Ty | 4] 212 | 400 84800 1 1.000000489510776
T5 | 2 | 573 | 900 | 515700 0 1.000000000000000
T5 | 3 | 573 | 900 | 515700 0 1.000000000000000
To | 3| 573 | 1764 | 1010772 0 1.000000000000000

Von besonderem Interesse ist die Fehleruntersuchung iiber die gesamte Sphére, wie wir
sie schon fiir die Gauf-Quadratur im Kapitel 2.6 durchgefiithrt haben (vergleiche (2.61)).
Wir stellen die Vektoren

T N (p+1)?

DY NivaYa(yie) . p=0,1,...,n,

i=1 k=
J k=1 =1
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auf und bestimmen die Fehler

By s~ VIO (8.21
,2,00},n,p H\/EELPH{LQ,OO} )

wobei e, := (1,0,...,0)T mit Lénge (p 4+ 1)* gewihlt ist und || o ||2 die euklidische
Vektornorm, || o ||; die L1-Norm und || o || die Maximumnorm bezeichnet (siche z. B.
[31, S.30]). Zusétzlich berechnen wir die Werte Ef 2 o0}.n, auch fiir einige p > n.

Wir erinnern daran, dass durch die Art, wie die Triangulierung 75 generiert worden
ist, der Quotient | Z‘E{ F; —4m|/(4m) ~ 1070 ist. Kleiner kénnen die Fehler Epy 5 o0}
nicht werden. Tatsachlich sind die Fehler —log,y E{12,00},n,p fiir p mit 0 < p < n von
einer Grokenordnung zwischen 14 und 16. Wie erwartet fallen sie bei p = n + 1 deutlich

ab (sieche Abbildung 3.9).

~10g40E(1.2,001.2p ~10910E(12.0013p

~10g;0E12p ~10g,oE13p

___ ~logyEazp

—10g10Ec0 3,

Abbildung 3.9: Fehlerwerte —log,o {1 2,00},n,p der Quadratur fiir Dreiecke der Triangulierung T bei
gegebenem Polynomgrad n = 2 und N = 900 Knoten (Bild links oben), bei Polynomgrad n = 3 und
N =900 Knoten (Bild rechts oben) und bei Polynomgrad n =3 und N = 1764 Knoten (Bild unten)
pro Dreieck.

Dass die Grofse der Parameter € des Gautschi-Algorithmus (vergleiche Algorithmus 1.16)
auch die Fehler Ey; 2 o1 fiir beliebige Knoten beeinflusst, die Wahl der e-Werte wirkt
sich ja auf die Anzahl der korrekten Stellen der Eintrage der Vektoren b aus, kann die
Fehlerbestimmung tiber die Triangulierung 7} zeigen. Bei unserer Wahl der e-Parameter
(1073 oder 107 je nach Dreieck) bei n = 3 erhalten wir Gewichte A\, j N1, - -, Anj NN,
fir die die Fehler Efy 900}, in der Grofenordnung 1073 liegen. Verkleinern wir die

Parameter auf €2, so verringern sich die Fehler E{1 2,00} mp el p = 0,1,2,3 (in unserem
Beispiel etwa um Faktor 1072, sieche Abbildung 3.10).
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Abbildung 3.10: Fehlerwerte —logyo E{1,2,001,n,p der Quadratur fiir Dreiecke der Triangulierung Ty
bei gegebenem Polynomgrad n = 3 und N = 400 Knoten pro Dreieck; (Bild links:) mit einfachen
e-Parametern; (Bild rechts:) mit Parametern €2 im Gautschi-Algorithmus.

3.6 Testrechnungen mit Beispielfunktion

Mit der endlichen Menge 7" = {A,} liege eine Triangulierung der Sphére vor. Zu jedem
Dreieck A; gehore eine Knotenmenge Cj n, = {yjk},ivil, wobei Cjy, C Aj. Insgesamt
ergibt dies eine Datenmenge von M := Zgl N; beliebigen Knoten auf der Sphare.
Fiir Polynomgrad n berechnen wir mit Algorithmus II zu jeder Knotenmenge Cj ;,
j=12,...,|T|, die Quadraturgewichte A, ;n,r, k =1,2,..., N;.

Es sei eine (Riemann-) integrierbare Funktion f auf der Sphére gegeben, die auf einem
relativ kleinen Gebiet Q0 C S? gut lokalisiert sei. Wir nehmen an, dass wir im Gebiet
2, durch eine Héufung an Knoten y;; und bekannten Funktionswerten f(y;x), relativ
viele Informationen iiber die Funktion haben, wihrend im Restgebiet S?\{Q} deutlich
weniger Datenpaare (y;k, f(yjx)) bekannt sind.

Kennen wir den Wert des Integrals [ fSQ , dann ergibt sich fiir unsere

Quadraturformel Q, r(f) = Z'T‘ Zk L AN ke f (yjk) der relative Quadraturfehler

H o () = Quu(f)]
B o= ] . (3.22)

Fiir unsere Testrechnungen wéhlen wir eine Sprungfunktion. Mit P;, P,, P; und P, liegen
vier sich voneinander unterscheidende Punkte auf der Sphére vor, sie bilden die Ecken
der Dreiecke A(Py, Py, P3) und A(Ps, Py, P;). Fiir die Sprungfunktion gelte

1, falls x € A(Py, Py, P3) UA(Ps, Py, Py),
f(x)::{ (Pr, Py, ) (Ps, Py, P1)

0, sonst.

Die Triangulierung T3 bestehe aus insgesamt 315 sphéarischen Dreiecken A;. Davon ha-
ben 59 einen Fliacheninhalt zwischen 0.1767 und 0.2620, die Mehrheit von 256 spha-
rischen Dreiecken einen Flicheninhalt zwischen 0.7271 - 1073 und 0.1449 - 10~2. Nach
der Triangulierung der Sphére in 60 grofere Dreiecke mit dem Algorithmus aus [29]
haben wir die Flache eines der Dreiecke in 256 weitere, kleinere Dreiecke aufgeteilt. Die-
sen letzten Schritt haben wir mit einer Genauigkeit von etwa 1071¢ durchgefiihrt, d. h.
| Z'TS | F;—4r|/(47) ~ 10719 wobei Z'T?’ | F; die Summe der Flacheninhalte der Dreiecke
A; ist. Dle Dreiecke A(Py, PQ, P3) und A(Pg, Py, Py) sind im Inneren des Dreiecks, das in
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256 kleinere Dreiecke aufgeteilt worden ist, lokalisiert. Fiir 93 von ihnen, wir bezeichnen
sie mit A;, j =1,2,...,93, ist die Schnittmenge mit A(Py, P, P3) U A(Ps, Py, P;) nicht

leer.

Zu drei verschiedenen Knotenmengen iiber die Sphére, die der Algorithmus aus [1]| ge-
neriert, bestimmen wir Quadraturgewichte.

1.

2.

Anzahl N; der Knoten in jedem Dreieck ist gleich 3600.

Die Mengen Cj n;, j = 1,2, ...,93, bestehen aus 7225 Knoten, jeweils 1600 Knoten
umfassen die Knotenmengen Cj n;, j = 94,95, ...,315.

Die Anzahl N; der Knoten der Mengen Cjn,, j =
diejenige der iibrigen Mengen Cj y; gleich 1600.

1,2,...,93, ist gleich 14400,

Die Quadraturgewichte zu den Knoten liefert Algorithmus II aus Kapitel 3.3. Fiir Poly-
nomgrad n = 3 bestimmen wir

die Gesamtzahl M der Knoten, zu denen Gewichte berechnet werden,

die Berechnungszeit fiir die Gauf-Quadratur, tgf,?,

ecke der Triangulierung 75,

als Gesamtzeit iiber alle Drei-

die Berechnungszeit fiir die Berechnung der Gewichte mit Algorithmus II, tfﬁg‘f),

als Gesamtzeit iiber alle Dreiecke der Triangulierung T3,

(T5m.M) als Summe der Zeiten #) ind t(ﬂg’f‘fj) plus der
Zeit fiir die Auswertung der Testfunktion.

die Gesamtberechnungszeit (£ (Tim

Die Testrechnungen fithren wir mit Mathematica 7 auf demselben Rechner wie im vor-
herigen Kapitel aus und fassen die ermittelten Werte in folgender Tabelle zusammen:

T n|N,jeo3 | M [ | D] e p
Ts | 3 3600 1134000 | 0.322 | 3.877 | 4.251
Ts | 3 7225 1027125 | 0.322 | 3.527 | 3.952
Ts | 3 14400 1694400 | 0.322 | 5.749 | 6.274

Wir berechnen auflerdem

die Anzahl Né,_MT) der negativen Gewichte,

den Fehler E,,,, aus (3.21),

den Quadraturfehler En,M aus (3.22), wobei der Wert des Integrals gleich dem
Flacheninhalt des Polygons A(Py, Py, P3) U A(Ps, Py, Py) ist. In unserem Beispiel
ist dieser gleich 0.07529.

Wir erhalten fiir unsere Testdaten die Fehler
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Tn|N,je1,93]] M [NP Eopn B

Ts | 3 3600 1134000 | 0 | 2.802-10 © | 1.354.10 2
T, | 3 7225 1027125 | 0 | 2.802-10°© | 3.028-10° |
Ts | 3 14400 1694400 | 0 | 2.802-10 ® | 6.575-10°

Da wir bei der Triangulierung der Sphére einen Fehler von etwa 1071¢ in Kauf nehmen,
kann der Fehler Ej ,, ,, nicht kleiner sein. Die Testrechnungen zeigen, dass die berechneten
Quadraturformeln Spherical Harmonics bis zum Grad n = 3 exakt integrieren kénnen.
Alle Gewichte sind nichtnegativ. Die Quadraturformel mit N; = 3600, j = 1,2,...,93,
Knoten berechnet den Fliacheninhalt des Polygons mit einem relativen Fehler der Gro-
fenordnung 10~*. Erhéhen wir die Anzahl der Knoten in dem entscheidenen Bereich der
Sphire, dann ist der relative Fehler von der Grofenordnung 107°.

Uns hat interessiert, wie gut eine globale Quadraturformel, mit solch geclusterten Kno-
ten, den Flacheninhalt berechnen kann. Gréf, Kunis und Potts beschreiben in [15] eine
CGNR-Methode zur Berechnung von Quadraturgewichten zu gegebenen Knoten auf der
Sphére. Zu gleichférmig verteilten Knoten liefert die Methode nichtnegative Gewichte,
wobei der Hochstgrad n, fiir den die Quadraturformel exakt ist, sehr hoch ist. Sind die
Knoten nicht so gut verteilt, dann geht das Verfahren so vor, dass es zunéchst zu allen
Knoten Gewichte berechnet, alle Knoten mit negativen Gewichten dann entfernt werden
und die Berechnung fiir die iibriggebliebenen Knoten wiederholt wird. Dieses Vorgehen
wird so lange wiederholt, bis im besten Fall alle Gewichte nichtnegativ sind.

Manuel Gréaf hat freundlicherweise mit der CGNR-Methode zu unseren zweiten Test-
knoten mit M = 1027125 fiir Polynomgrad n = 150 Gewichte berechnen lassen. Der
Algorithmus setzt fast die Halfte der Gewichte auf Null, der relative Quadraturfehler
betrigt 1.9 - 1073, Fiir kleine Polynomgrade sind fast alle Gewichte im Bereich des Po-
lygons gleich Null, der relative Fehler ist gleich Eins oder grofer.

Fiir solch einen speziellen Fall, wenn von einer gut lokalisierten Funktion in dem ent-
sprechenden Bereich eine relativ hohe Anzahl an Daten bekannt ist, kann es von Vorteil
sein, anstatt mit einer globalen mit einer lokalen QQuadratur numerisch zu integrieren.
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