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EINLEITUNG

Jeder Eigenfunktion des Laplace-Beltrami-Operators zu einer kokompak-
ten Quaternionengruppe auf der oberen Halbebene H? entspricht nach einer
Teilaussage der sogenannten Jacquet-Langlands-Korrespondenz eine Spitzen-
funktion zu einer Hecke-Gruppe I'y(/V) mit gleichem Eigenwert. D.A. Hejhal
hat diese Zuordnung in seiner Arbeit ,A classical approach to a well-known
spectral correspondence on quaternion groups” [14] in klassischer Terminolo-
gie ausgearbeitet. Die Zuordnung wird dabei bewirkt durch einen Integral-
operator, dessen Kern eine Siegelsche Thetafunktion

@¢(7‘) _ Z 67ri(uS[n+1/)}+ivP[n+1/)D
nez4

bildet. Dabei ist S € GL(2;R) N M(2;Z) eine gerade Matrix und P eine
Majorante von S. Ferner ist 7 = u + v € H? und ¢ € S~'7Z*.

Durch eine geeignete Wahl von S und P, wobei P in Abhéngigkeit von 2z, w €
H? bestimmt wird, gilt dann

Oo(Tz;7) = Dy(2z;7) fiir T € T,

Im(L7)®y(2; L) = Im(7) Py (2; 7) fiir L € Ty(4qr)

und

AZ(I)()(Z,T) = AT(I)()(Z,T).
Dabei ist I'p := {z € O; n(z) = 1} die Norm-1-Gruppe einer gewissen

Ordnung O in der Divisionsalgebra (%) und A%, A" der Laplace-Beltrami-

Operator in Bezug auf die Variablen z bzw. 7.

Die oben genannten Eigenschaften von ®, spielen eine zentrale Rolle im
weiteren Vorgehen von D.A. Hejhal.

Eine iiberarbeitete Darstellung seiner Ergebnisse wird in [2] und [6] gegeben.

il



Einleitung

In dieser Arbeit werden die grundlegenden Ideen von D.A. Hejhal auf den
dreidimensionalen hyperbolischen Halbraum H iibertragen. Eine Schliissel-
rolle fallt dabei wieder der Konstruktion einer geeigneten Thetafunktion zu.
Dafiir werden nach einem kurzen Uberblick iiber die Grundlagen im zweiten
Kapitel zwei leicht verschiedene Familien von Thetafunktionen eingefiihrt
und ihr Transformationsverhalten bestimmt. Fiir die erste Familie geschieht
dies mit Hilfe einer Arbeit von O.K. Richter [26], wihrend fiir die zweite Fa-
milie eine Verallgemeinerung eines Transformationssatzes von C.L. Siegel [32]
auf beliebige imaginér-quadratische Zahlkorper und beliebige ganze Haupt-
ideale bewiesen wird.

Die Transformationseigenschaften beider Familien lassen sich dann fiir The-
tafunktionen der Form

Osr(C) =) o1 (2Re(wBS[n))+2iv| 7B | R{n})

neAm

kombinieren. Dabei ist ( =u+jv e Hyue C,v e R*, A = yog, 7 € o,
ox der Ring der ganzen Zahlen im imagindr-quadratischen Zahlkdrper
K, 7, = ﬁ, Dy die Diskriminante von K, S eine gerade Matrix aus
GL(m; K) N M(m;0g) und R eine komplexe Majorante von S. Ist A
die Stufe von S, so ergibt sich aus den Ergebnissen von [26] ein einfaches
Transformationsverhalten von Og z(¢) unter I'o(N)NT°(A%7, '), wohingegen
der verallgemeinerte Transformationssatz ein komplexeres Transformations-
verhalten fiir beliebige Matrizen aus SL(2;0x) liefert. Durch eine geeignete
Parametrisierung der Majorante R von S ldsst sich die Thetafunktion schlief-
lich als eine von zwei Punkten P und P, aus H abhéngige Funktion auffassen.

Im dritten Kapitel wird fiir eine Ordnung R in einer Divisionsalgebra
Alg, r] die fiir den Theta-Lift geeignete genaue Form der Thetafunktion an-
gegeben. Dazu wird m = 4, A = og und S als Matrix der der Norm-
funktion auf R zugeordneten Bilinearform gewéhlt. Da sich R mittels ei-
ner Einbettung ¥ als Teilmenge von M(2; C) auffassen lésst, ergibt sich fiir
(I)R(P, Po, C) = UZ(‘)S,R(P, Po, C)

(I)R(P, P, C) — 2 Z e47riRe((a6—ﬁ’y)TDu)e—47rv\7'D||a6—ﬁfy|6(P,WP0).
W:(‘j; ?)GR
Weiterhin gilt
PR (TP, R, () = Pr(P, P, () fiir T € T'g,

®r(P, Py, LC) = v(L)®r(P, Py, ¢) fiir L € To(N) NTO(r,1)

v



Einleitung

und

A @R (P, Py, ¢) = A ®r(P, Py, ().

Dabei sind 6(P, W Py) = cosh(d(P,W F)), d(P, W P,) der hyperbolische Ab-
stand von P und WP, v(L) eine achte Einheitswurzel und AP A¢ der
dreidimensionale hyperbolische Laplace-Beltrami-Operator in Bezug auf P
bzw. (.

Im zweiten Abschnitt des dritten Kapitels wird dann fiir f € C?(I'zx\H, \)
und einen Fundamentalbereich F von I'p der Theta-Lift

T30 = [ Br(P P OSP)(P)

eingefiihrt und sowohl seine Transformationseigenschaften als auch seine Fou-
rierentwicklung angegeben. Hat K die Klassenzahl h = 1, so gilt dabei bei
geeigneter Wahl von Py € H, dass I}I:O (¢) eine Spitzenform zu Ty (N)NT0(7,1)
mit Eigenwert \ ist.

Im dritten Abschnitt wird fiir eine geeignete Untergruppe I'xs von T'g(N) N
['%(7;") und fiir eine Spitzenform g zu dieser Gruppe zum gleichen Eigenwert
wie f ein Theta-Lift

TP = [ (PP Ca(Oin0)

definiert. Dabei gilt
T ), =T

Mit Hilfe der Hecke-Theorie wird dann im vierten Kapitel fiir den Fall
der Klassenzahl h = 1 und einer mazimalen Ordnung R in Ag,r| die
Existenz einer geeigneten Orthonormalbasis { fi} von C*(Tr\H, \) gezeigt,
so dass die Fourierkoeffizienten der zugehorigen Theta-Lifts IZQ gewisse

multiplikative Eigenschaften aufweisen.

Dazu werden im ersten Abschnitt kurz die abstrakte Hecke-Algebra und
einige ihrer wesentlichen Eigenschaften in Erinnerung gerufen.

Nachdem der zweite Abschnitt zur Nennung einiger bekannter Ergebnisse
iiber P-adische Vervollstindigungen imaginar-quadratischer Zahlkérper und
Ordnungen dient, wird damit im dritten Abschnitt die Hecke-Algebra der
Norm-1-Gruppe einer maximalen Ordnung iiber imaginir-quadratischen
Zahlkorpern der Klassenzahl h = 1 untersucht. Das Vorgehen orientiert sich
dabei im Wesentlichen an den Ergebnissen von G. Shimura fiir maximale
Ordnungen iiber @ in [29].

Die Ergebnisse des dritten Abschnitts bilden dann im vierten Abschnitt
die Grundlage zur Definition geeigneter Hecke-Operatoren. Es zeigt sich,



Einleitung

dass diese Operatoren mit dem Laplace-Beltrami-Operator eine Familie
kommutierender normaler Operatoren auf C?(I'z\H, \) bilden und somit
eine geeignete Orthonormalbasis {f;} aus gemeinsamen Eigenfunktionen
existiert. Mit Hilfe der multiplikativen Eigenschaften der Hecke-Operatoren
kénnen dann entsprechende multiplikative Eigenschaften der Fourierkoeffizi-
enten der IZQ nachgewiesen werden.

Die Anregung zu dieser Arbeit stammt von Herrn Prof. Dr. Jiirgen El-
strodt. Fiir seine stets freundliche Begleitung und Betreuung wahrend der
Anfertigung dieser Arbeit danke ich ihm herzlich. Weiterhin mochte ich
mich bei Herrn Prof. Dr. Fritz Grunewald bedanken, der mir insbesonde-
re bei Fragen beziiglich der P-adischen Vervollstindigungen von Ordnungen
bereitwillig zur Hilfe stand. Mein Dank gilt auch der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft, deren Forderung im Rahmen des Graduiertenkollegs ,, Analyti-
sche Topologie und Metageometrie” es mir gestattete, mich dieser Arbeit voll
zu widmen. Schliefslich m&chte ich mich bei meinen Freunden und Mitkom-
militonen bedanken, die mich durch mein Studium und diese Arbeit begleitet
haben. Namentlich mochte ich hier Barbara Dickhut erwdhnen, mit der ich
von 1998 bis jetzt eng zusammengearbeitet habe und die nicht unwesentlich
zu meinem Entschluss, diese Arbeit zu schreiben, beigetragen hat.
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Kapitel 1

GRUNDLEGENDES

1.1 DIE HAMILTONQUATERNIONEN UND DER
DREIDIMENSIONALE HYPERBOLISCHE RAUM

Bezeichnungen 1.1.1. Es sei H(—1,—1) die vierdimensionale Divisionsal-
gebra der Hamiltonschen Quaternionen mit der Standard-R-Basis 1,1, 3, k,
d.h.

i?=j=—-1undij = —ji = k.
Punkte P aus H(—1,—1) lassen sich also schreiben in der Form
P =z2p+rpj+Ilpk mitzp € Cundrp,lp € R.

Falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind, verwenden wir im Folgenden
auch einfach nur z,r,l statt zp,rp,lp.

Der dreidimensionale hyperbolische Halbraum H ldsst sich nun als Teilraum
von H(—1,—1) auffassen:

H={P=z+rjecH(-1,-1); z€ C, r > 0}.

Die zugehdrige hyperbolische Metrik ist gegeben durch

,  de® +dy? +dr?
— 3 _

ds

Das induzierte Lebesgue-Stieltjessche Mafl p ergibt sich aus dem Volumen-
element

_ dxdydr

du -

Y



1. Grundlegendes

und der zur obigen Metrik gehirige Laplace-Beltrami-Operator A hat die Ge-
stalt 5 o o 5
A=r?—4—+4+— ) —r—.
' (8:52 N 0y? * 8r2> "or
Fiir einen Punkt P € H bezeichnen wir mit || P|| die euklidische Norm des

Vektors P € R*. Ist P das zu P in H(—1,—1) konjugierte Element, so gilt
fiir die Norm n(P) := PP

n(P) = ||P|* = [zp[* + [rp|".

Bekanntermafen operiert die Gruppe SL(2; C) mittels der Mobiustrans-

formation
P — MP := (aP +b)(cP+d)!

fir M = ( . ;) € SL(2;C) auf H. Dabei ist die Inversenbildung im

Schiefkérper der Hamiltonquaternionen durchzufiihren und der Ineffektivi-
tatskern ist gleich {47}. Diese Operation lésst sich nun zu einer Operation
von GL(2; C) auf H(—1,—1) \ C erweitern:
Lemma 1.1.2. Es seien P =z +rj+1k € H(—-1,—1) und M = ( ¢ Z ) €
GL(2; C). Dann operiert die Gruppe GL(2; C) vermage

P— MP = (aP+0b)(cP+d)*

= zup +rupj +lupk

auf H(-1,-1)\ C.
Der Ineffektivitatskern dieser Operation ist {al, a € R*} und es gilt:

(az +b)(cZ + d) + ac(r? + %)

M leP + d]? !
S Re(ad — be)r — Im(ad — be)l
HE leP +d||? ’
I Re(ad — be)l + Im(ad — be)r
HE P+ d||?

Beweis. Zuerst machen wir uns mittels Fallunterscheidungen klar, dass fiir
P e H(—1.—1)\ C stets cP + d # 0 und somit auch |[cP + d|| # 0 gilt, da
H(—1,—1) eine Divisionsalgebra ist.
Eine explizite Berechnung von (aP + b)(cP +d)™! = (aP + b)% ergibt
dann schliefslich die angegebenen Formeln fiir zpp, ryp und [y p. Aus die-
sen Formeln folgt nun, dass MP stets wieder in H(—1,—1) \ C liegt. Die
Assoziativitdt der Abbildung ergibt sich durch elementares Nachrechnen.

O




1.1. Die Hamiltonquaternionen und
der dreidimensionale hyperbolische Raum

Lemma 1.1.2 ermdglicht es uns nun, eine Operation der Gruppe GL(2; C)
auf H zu erklidren, welche die bekannte Operation von SL(2; C) auf H erwei-
tert.

Lemma 1.1.3. Fir P=z+rj € H und M = ( “ ) € GL(2;C) seien

Zvp, Tup und lyp gemdf Lemma 1.1.2 gegeben.
Mt

ZMP ‘= ZMP

5 5 lad — b
TMp = \/Typ T+ ZM = 7||CP—|— d||2r

operiert die Gruppe GL(2; C) vermdge

und

P-)MP:ZMP‘f‘TMPj

auf H. Der Ineffektivititskern ist dabei {al; a € C*}.

Beweis. Nachrechnen.
O

Satz 1.1.4. Die hyperbolische Metrik ist invariant unter der obigen Ope-
ration von GL(2; C) auf H. Somit ist auch der hyperbolische Abstand, das
hyperbolische Volumen und der Laplace-Beltrami-Operator invariant unter
dieser Operation.

Beweis. Fiir die Gruppe SL(2; C) lassen sich diese Aussagen leicht mittels

ihrer Erzeuger
1 a 0 —1
o 1) (00 )eer)

nachweisen. Da die Operation aus Lemma 1.1.3 invariant unter {al; a € C*}
ist, erhalten wir die Behauptung.
O

Satz und Definition 1.1.5. Fir P = zp +rpj und Q = 2g +1r¢gj aus H
ist der hyperbolische Abstand d(P,Q) gegeben durch

coshd(P, Q) = 6(P,Q),
wobei § definiert ist als

l2p — 2q|* + 715 + 15

5(Pa Q) =

2rprg



1. Grundlegendes

Beweis. Das ist die Aussage von [9], Seite 6, Proposition 1.6.
U

Definition 1.1.6. Eine Abbildung f : H x H — C heifit eine Punkt-Paar-
Invariante genaw dann, wenn fir alle P,Q € H und M € GL(2, C) gilt:

f(MP,MQ) = f(P,Q).

Lemma 1.1.7. Eine Abbildung f : H x H — C ist genau dann eine Punkt-
Paar-Invariante, wenn es eine Abbildung ¢ : [1,00] — C gibt, so dass f =
¢ o ist.

Beweis. 9], S. 8, Proposition 1.9.



1.2. Imagindr-quadratische Zahlkorper

1.2 IMAGINAR-QUADRATISCHE ZAHLKORPER

In diesem Abschnitt stellen wir allgemein bekannte Aussagen iiber die im
weiteren Verlauf der Arbeit vorkommenden imaginir-quadratischen Zahlkor-
per zusammen. Hintergrundinformationen findet man z.B. in [9], [12] und

I19].

Voraussetzung 1.2.1. In der gesamten Arbeit sei stets D < 0 eine qua-
dratfreie ganze Zahl und K = Q(\/E) der zugehdrige imagindr-quadratische
Zahlkorper.

Fiir die Diskriminante Dy von K gilt:

Dy — D, falls D=1 mod 4,
K7\ 4D, falls D=2,3 mod 4.

Der Ring der in K ganzen Zahlen wird wie iiblich mit ox bezeichnet. Er ist
ein freier Z-Modul vom Rank 2 mit Z-Basis {1,w,}, wobei

1+vD =
Wy = { >, falls D=1 mod 4, (1.1)

VD, falls D=2,3 mod4
ist.
Das euklidische Standard-Skalarprodukt in R?2 = C ist der Realteil des hermi-

teschen Standard-Skalarproduktes in C'. Deshalb wird fiir ein Gitter A C C
das duale Gitter A# definiert durch

A* .= {2 € C: 2Re(za) € Z fiir alle a € A}.
Anmerkung: Das duale Gitter wird manchmal auch durch
AN :={z€ C: Re(za) € Z fiir allea € A}

definiert. Offenbar ist 2A# = A°. Dies fiihrt bei den entsprechenden Fou-
rierentwicklungen zu um den Faktor 2 verschiedenen Darstellungen.

Fiir ein Element 2z in K wird die Norm definiert durch

Dabei gilt
N(z) € Z fiir z € og und N (2) = 1 & 2 € 0.

5



1. Grundlegendes

Eine Teilmenge A C K, A # {0}, heift ein (gebrochenes) Ideal wenn gilt:
a) A ist eine additive Gruppe,

b)a€ A beog=abe A,

c) es existiert ein Element a € ox \ {0} mit aA C ok.

Ein Ideal A heifst ganz, wenn A C o ist.

Ein Hauptideal ist ein Ideal A, welches von einem Element erzeugt wird. Es
existiert also ein a € A mit A = (a) := aok.

Das Inverse A~ eines Ideals A ist gegeben durch A~ :={z € K: zA C ox}.
Es ist wieder ein Ideal.

Es sel dg = (wp —Wp)ox = v/ Dgog die Differente des Zahlkorpers K. Dann
ist

mit

\/157
NGL falls D = 2,3 mod 4.

2V D

1 _{L falls D=1 mod 4,

Wir betrachten nun im Folgenden Untergruppen von PSL(2;C) :=
SL(2; C),/{+£I}, wobei PSL(2; C) geméfk Lemma 1.1.2 auf H operiert.

Lemma 1.2.2. Fir PSL(2;0k) := SL(2;0x), {1} C PSL(2; C) gilt:
a) PSL(2; 0k) ist eine diskrete Untergruppe von PSL(2; C).
b) PSL(2;0k) ist kofinit, aber nicht kokompakt.

Beweis. (9], S. 311, Theorem 1.1.

Fiir ein ganzes Ideal A C of seien

mmy:{<iz>epﬁpwm:ceA}

und entsprechend

T9(A) ::{(i Z) € PSL(2; o) : beA}.

Als Untergruppen von PSL(2; 0x) vom endlichen Index (vgl. [15], S. 22) sind
sie ebenfalls kofinit.
Fir N € ox setzen wir ferner

Ty(N) :=Ty(Nog) und T°(N) :=T%(Nog).



1.2. Imagindr-quadratische Zahlkorper

Definition 1.2.3. Es sei ( € CU{oco} Fizpunkt eines parabolischen Elements
einer diskreten Untergruppe T' von PSL(2; C). Ferner sei ( = Moo mit

M € PSL(2; C). Ist nun {z € C: ( 0ol ) € M*IFM} ein Gitter in C, so
heifit ¢ eine Spitze von T.

Definition 1.2.4. Fir eine Funktion f : H — C und M € GL(2; C) bzw.
PSL(2; C) werde der Peterssonsche Strichoperator |y definiert durch

flm(P) := f(MP) mit P € H.
Ist T eine diskrete Untergruppe von PSL(2; C), so heifit f T-invariant, wenn
flv = f fir alle M € T
ist. Gilt fir einen Charakter v zur Gruppe T’
fla = v(M)f fir alle M €T,

so heifit f im Wesentlichen I'-invariant.

Satz 1.2.5. Es sei A ein Gitter in C und f : H — C eine A-invariante
C?-Funktion, d.h. f(P + ) = f(P) fir alle v € A. Weiterhin sei f eine
FEigenfunktion des Laplace-Beltrami-Operators zum Eigenwert A\ = 1—s? € C
(s € ©). Hat nun f(z+rj) polynomiales Wachstum fir r — oo, d.h. ezistiert
eine Konstante ¢ mit

f(z+71j)=0(r firr — oo
gleichmafig beziiglich z € C, so besitzt f eine Fourier-Entwicklung der Form

f(z+7r))=a(rs)+ Z auTKs(47T|/L|T)64MRe(ﬁZ)-
0AuEA#

Dabei ist K die modifizierte Besselfunktion wie in [21], S. 66 und

1+s 1-s o
) agrt T 4 byr fiir s # 0,
a(r,s) = { aor + bor log(r) firs = 0.

Beweis. [9], S. 105, Theorem 3.1.
U

Definition 1.2.6. Es sei I' eine diskrete Untergruppe von PSL(2; C).
f:H — C heifit eine automorphe Form (bzw. verallgemeinerte automorphe
Form) zur Gruppe I' mit Figenwert A € C, wenn gilt:
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1. Grundlegendes

1. f ist T-invariant (bzw. im Wesentlichen I'-invariant),
2. f € C*(H) und f geniigt der Differentialgleichung —Af = \f,

3. f ist von polynomialem Wachstum in allen Spitzen von T, d.h. fiir jede
Spitze ¢ = A7'oo, A € PSL(2;C), von T gibt es eine Konstante c>0
mit

f(A™Y (2 +17§)) = O fiir r — oo
gleichmdfig beziiglich z € C.

Definition 1.2.7. Es sei I' eine kofinite Untergruppe von PSL(2; C) und
f eine (verallgemeinerte) automorphe Form zur Gruppe T' mit Figenwert
A # 0. Verschwindet der nullte Fourier-Koeffizient a(r,s) in der Fourier-
Entwicklung von f zu jeder Spitze von ', so heifst f eine (verallgemeinerte)
Spitzenform zu T' mit Figenwert \.



1.3. Quaternionenalgebren

1.3 QUATERNIONENALGEBREN

Wir erinnern nun an die Definition der Quaternionenalgebren und ihre wich-
tigsten Eigenschaften. Dabei beschrinken wir uns im Hinblick auf spé-
tere Anwendungen gleich auf Quaternionenalgebren iiber dem imaginér-
quadratischen Zahlkérper K = Q(v/D). Mit Hilfe solcher Algebren kon-
struieren wir kokompakte Untergruppen von PSL(2; C). Weitergehende In-
formationen finden sich z.B. in [5], [8] und [35].

Definition 1.3.1. Es seien K = Q(v/D) und q,7 € ox \ {0}. Die Quater-
nionenalgebra

A= Alg,r]

st definiert als 4-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis 1,.J1, Jo, J3, wel-
cher mit der durch

Ji=q ,J3=r, Jilh=—h]=1J;
induzierten Multiplikation versehen ist.

A ist eine assoziative, zentral einfache K-Algebra. Sie ist entweder eine
Divisionsalgebra (d.h. ein Schiefkérper) oder isomorph zur vollen Matrixal-
gebra M(2; K).

A lisst sich mittels des K-Algebra-Monomorphismus

U Alg,r] — M(2; ©)

To+ T r(Te + T
Ty + ZU1J1 + l'QJQ + 1'3J3 — ( \/77((;_2 _}\3/_\(]/6) \/;_(0 2_ xl\?)/_\q/a) ) (12)
als eine Unteralgebra von M(2; C) auffassen, wobei die Wurzeln beliebig aus
C gewahlt sind.

Die Konjugation ~ auf Afg, r] ist erkldrt durch

T A[q, ’I“] — A[q, ’I“], T = X + IL’1J1 + IL’QJQ + 1‘3J3 = 1‘0—1‘1J1—$2J2—1‘3J3.

Fiir x,y € A ist y7 = T7.
Mittels der obigen Konjugation werden wir nun die (reduzierte) Norm n und
die (reduzierte) Spur tr auf A definieren:

n: Alg,r] = K, n(z) := 27 = 22 — q2® — rad + qra; = det ¥(z),

und
tr: Alg,r] — K, tr(z) :== 2+ T = 2z = Tr(V(2)).



1. Grundlegendes

Die Normfunktion ist multiplikativ auf A, d.h. fiir z,y € A ist

n(ry) = n(z)n(y) = n(y)n(r) = n(yz).

Von zentraler Bedeutung in der weiteren Arbeit sind spezielle Unterringe in
Alg, r], die sogenannten Ordnungen:

Definition 1.3.2. Ein Unterring (mit Einselement) R in Alq,r], der eine
K -Basis von Alq,r| enthdlt, heifit eine Ordnung in Alq, r|, wenn er ein oy-
Untermodul von Alg,r] ist und als ox-Modul endlich erzeugt wird.

Definition und Lemma 1.3.3. Es sei Alq,r] wie in Definition 1.3.1 eine
Quaternionenalgebra tiber K mit Basis 1,.Jy, Ja, J3. Dann ist

0 .= {1' =0+ IL’1J1 + l‘QJQ + 1‘3J3 € A[q,r]; x; € OK}
eine Ordnung in Alg,r].

Beweis. Klar.

]
Lemma 1.3.4. Es sei R eine Ordnung. Dann gilt fiir x € R
n(x) € og , tr(z) € og,
also auch
T eR.
Beweis. [35], S. 19f., insbesondere Lemme 4.1.
]

Definition 1.3.5. Es sei Alq, r| eine Quaternionenalgebra iber K. Fir eine
Ordnung R in Alg,r] heifit dann

I'r :={z €R; n(r) =1}

die Norm-1-Gruppe von R. Mittels der Einbettung ¥ aus (1.2) fassen wir
[T'r gegebenenfalls als Untergruppe von M(2; C) auf.

Anmerkung: T'g ist offensichtlich eine Gruppe, da fiir jedes x € I'p gilt
rt=7€cR.

Satz 1.3.6. Fir die Norm-1-Gruppe I'r einer Ordnung R in Alq,r] gilt:
a) I'r ist eine diskrete Untergruppe von SL(2; C),
b) T'r ist kofinit,

c) T'r ist genau dann kokompakt, wenn Alq,r] eine Divisionsalgebra ist.
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1.3. Quaternionenalgebren

Beweis. [9], S. 446 Theorem 1.2.
U

Voraussetzung 1.3.7. Im Hinblick auf Satz 1.3.6 gilt von nun an fir die
gesamte weitere Arbeit:

Alq,r] sei eine Divisionsalgebra.

Dies ist gleichbedeutend mit: Fir jedes x € Alq,r] gilt
n(z)=0< 2 =0.

Lemma und Definition 1.3.8. Fs sei R eine Ordnung in der Quaternio-
nenalgebra Alq,r] iber K. Fir N € o zerfallen die Mengen

RW) .= {z € R; n(z) = N}

beziiglich der Linksmultiplikation mit Elementen aus I'g als Aquivalenzrela-
tion in endlich viele Rechtsnebenklassen Tréen, k € {1,...,d(N)}. Es gilt
also

d(N)
RN =3 "Tréy
k=1
mit d(N) = 0 fiir R™) = &.

Beweis. Das ist die Aussage von [9], S. 450, Lemma 1.4.
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1. Grundlegendes
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Kapitel 2

THETAFUNKTIONEN AUF H

2.1 THETATRANSFORMATIONEN

In diesem Abschnitt stellen wir zwei leicht verschiedene Familien von The-
tafunktionen und ihr Transformationsverhalten unter gewissen Untergruppen
von SL(m;o0k) vor.

Definition 2.1.1. Fine Matriz S € GL(m; K) N M(m;o0k), m € N, heifit
gerade, falls S symmetrisch ist und die Diagonaleintrige von S in 20k liegen.

Definition 2.1.2. FEs sei S € GL(m; K) N M(m;o0g) gerade. Die Matriz S
hat die Stufe N';, N € og, falls die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:

1. NSt € GL(m; K) N M(m;0x) und N'S™! ist gerade;
2. fiir alle M € ox mit geradem MS™ € GL(m; K) N M(m;o0x) ist M €
AfOK.

Definition 2.1.3. Es sei S € GL(m; K) N M(m;og) gerade. Ferner sei R
eine komplexe Majorante von S, d.h.

R'=R >0 und
RST'R=25.

Fiir ein Ideal A C ox und ( = u + vj € H definieren wir die nachfolgende
Thetafunktion 05 r(C) durch

Bs 1 (C) := Z ewi(uS[n}Jrﬂg[ﬁ]JrZivR{n}),

neA™
wobei S[n] := n'Sn ist und R{n} := n'Rn.

13



2. Thetafunktionen auf H

Anmerkung: Da R positiv definit ist, konvergiert g z(¢) offensichtlich kom-
pakt gleichméfig absolut auf H.

Satz 2.1.4 (Richter). Es seien die Bezeichnungen wie in der obigen Defi-
nition. Ferner seien N die Stufe von S und dx die Differente von K. Dann
qgilt:

a) Osr((+t) = 0sr(C) firt € ok,

) 5,n(MC) = vs(M)|lcC+d|"0sn(C) fir M= (¢} ) € To(A%xN),
wobei vg(M) eine achte Einheitswurzel ist, die von M und S abhdngt.

Beweis. Da R eine Majorante von S ist, existiert nach [32], S. 365 ein L €
GL(m;C) mit S = L'L und R = L'L.
Der Beweis ist dann (unter Beachtung der leicht unterschiedlichen Definition
von fg r) ein Spezialfall von [26], S. 35ff.. Man vergleiche auch [27].

O

Definition 2.1.5. Es sei S wie oben gerade und R eine komplexe Majorante
von S. Ferner seien 1, die oben gewdhlte Erzeugende von oﬁ und ( = utvj €
H. Fiir v € o seien A := yog und v* := 2—2 Schlieflich gelte ¢ € S™tA™.
Wir definieren damit die Thetafunktion @‘g’R(C) durch

0% r(¢) == Z i (wr” SIS+ 2iv]y" | R{n+u} )
neA™

Fiir die soeben definierte Thetafunktion stellt nun der nachfolgende Satz
eine Erweiterung der Ergebnisse von C.L. Siegel in [32], S. 369, Hilfssatz 1
auf beliebige imaginir-quadratische Zahlkdrper dar. Ferner erfolgt die Sum-
mation iiber beliebige ganze Hauptideale und nicht nur iiber den Ring der
ganzen Zahlen.

Satz 2.1.6 (Transformationssatz nach Siegel). Es seien die Bezeich-
nungen wie in Definition 2.1.5. Fir M = ( ¢ z ) € SL(2;0x) gilt dann:
a) Fiir c =0 ist M¢ = (a®u + ab) + |a|*vj mit a € 0% und somit
O p(MC) = T SO, ().
b) Fiir ¢ # 0 ist
O%n(MQ) = [leC +d|™|det S| el ™ DT A(Sw, 1¥)OF (<)

wES—LAM mod A™
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2.1. Thetatransformationen

mit
)\(7” 1/)) - Z 67ri2Re(%’y*S[g—I—w]-l—%'y*S_l[r]-i-%'y*(g—l—w)tr)
) : .
geA™ mod cA™

Ist zusétzlich ¢S~ gerade, so gilt insbesondere
O r (M)
— ||C< + d||m| det S|—1|C|—me7ri2Re('y*abS[¢]) Z ewiQRe(v*%S[g])@gﬁR(C)‘

geEA™ mod cA™

Beweis. Fiir ( = u + jv setzen wir

~

¢:=M(¢
und

_ [ YuS  w|y|R

T = <£> e C*m,
T

Somit gilt unter Beachtung von R = R
Uln + ] = y*uS[n + ¢] + v*uS[n + ] + 2iv|y*|R{n + ¢},

Ferner sei fiir x € C™

also
084(0) = 3 oo
neAm
a) Esist
@?’R(f) = Z efri(v*(a2u+ab)S[n+¢}+7_*(a2u+ab)§[m}+2ivla\2Iv*IR{n+¢})

neAm
a’u + ab)y*S ivlal|?|v*|R

= > e”(( PR (bt as)
neAm
_ Z miUla(n+v)] mi2Re(aby" S[n-+])
neA™
_ Z miUlan+ay] mi2Re(aby* S[y])  2mi2Re (fy*ab [ntsw—l—%S[n]] ) .

neA™

Hier sind n'Svy € ~%0x und %S[n] € Y?ox. Da 75 € oﬁ ist, gilt also
2Re(v*ab[n' Sy + $S[n]]) € Z. Wegen a € o} ergibt dies

@ig,R(é) — Z eTl'iU[w]eﬂ'i2Re(ab’y*S[¢D — eﬂiQRe(ab»y*S[w])@aStbR(C).
neA™
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2. Thetafunktionen auf H

b) Da ¢ # 0 ist, schreiben wir

1 d

¢ % + M mit ¢ = ¢ und G = ¢+ o

Setzen wir é =4+ vj und ¢ = uy + v17, so folgt

1
WUU

b v* (% + c%ul) S i#vlhﬂR
“\ ihult R T ( n c%m) 5/

Mit Uy := ( vwS wih |—R> erhalten wir damit

a1 .
u:—+—2u1und U=
c ¢

also

in |y IR v uS

0% a(Q) = Ze”iQRe(%V*S[ner])emUl[M}

neA™

B YooY erire(Gsiretaril) rith 2]

gEA™ mod cA™ re A™

Hier ist
a a
2Re (Efy*S[rc +g+ w]) = 2Re (Efy* [S[re] +2(re)'S(g + ) + Slg + M])
a k
= 2Re (;7 Slg + 1/)])
€2v%0x SRS
1 = —
+2 - 2Re (*y* [iac Slr] + artS(g + 1) ]) .

€z, d;Deoﬁ

Es folgt

@1571%(6) — Z em'ZRe(%'y*S[ngw]) Z em'Ul r+#] .

gEA™ mod cA™ reAm

Hierbei ist nach der verallgemeinerten Theta-Transformationsformel aus
Lemma 2.1.8

Z e7riU1 [r+ %]

reAm

- * * S—moy % — iU e r] 4 2me (41 ‘ *r
= et S| [y + "oy 3 e T () @
reAm
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2.1. Thetatransformationen

Setzen wir fiir zwei Matrizen A, B € M(m; C)

A[B] := B'AB,
so gilt
U, = Ulg iU1§ Wlm 0
"7 \inR S 0 VY ln/)|
Weil 1y + v9) := (G = _n(g_gll) = _T(;rlv)lj ist, und wir somit nach [32], S. 369
oben

. <U1§ iUl_R> - - U/QS_I Z.’UQE_I
iR S iR WS
erhalten, folgt

-1 U/QS_I Z.’UQE_I
—U; = . -1 —=-1
1w R S

Dies fiithrt uns zu

vt = (% ) wm(;;fzﬂ §>M_]
_ 9Re <7*%l51[7"]> 4 9Re (ur*S[r]) + 2iv]y* B {r}
— 9Re <7*g51[r]> + 2Re (uy*S[S~'r]) + 2iv|y*|R{S"'r}
~ 9Re <7*%Sl[r]> + U[S ]

Da

Iy us + v o] "™ = (rwl + ye?) e
— flur + w1 ™
— ™
=[G
— le| ™ le¢ + d||”
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2. Thetafunktionen auf H

ist, ergibt sich

Z iU [r+#]

reAm
_ |det S|—1 ||CC + d||m|c|fm Z e7ri2Re(fy*%S*I[r])—l—m’U[S;lr]—l—WiZRe(%'y*(g—l—w)tr).
reAm

Fiir @‘g’R(f) folgt also mit den im Satz definierten A(r, 1))

0% r(C) =1|det S| [|c¢ + d||™|c| ™
Z omi2Re( 27" S[g+)) Z mi2Re(4y" S 42y (g+)tr) rit [S 1]

geA™ mod cA™ reAm
= |det S| M [|e¢ + d]™|el ™ ST Al w)er VIS
reAm

=ldet S Gl 30 3T NSt w), el

neA™ weS—1Am mod A™

Unter Beachtung von ad — bc = 1 und nd € A™ ist nun

A(S(n +w), ) = Z 6m2Re(%7*S[g+¢}+§v*S[n+w}+§v*(g+¢)f5(n+w))
Y
geEA™ mod cA™
_ Z eﬂiQRe(%fy*S[g-l—w}—l—%fy*(ad—bc)S[n}+2%7*thn)
geA™ mod cA™
. emiZRe( Ly S[wl+ 277 (ad—be) (g+9)t St 297 (g+4)! Sw)

— § : em’QRe(%fy*S[g-l—w}—l—%fy*S[nd}—’y*de[n}—l—%’y*(nd)tSw)
geEA™ mod cA™
. emiZRe( 4y S[wl 4227 (g+9)" S (nd) 2y b(g+9)! Snt-27* (g+4)! Sw)

— 2 : eniZRe(%'y*S[g+1/)+nd}+%7* (g+w+nd)t5w+%7*5[w})

geA™ mod cA™

. emi2Re(—7"bdS[n]~27"bntS(g+v))
- Z o TiZRe (47" ST+l Ey ST [Swl+ 297 (9+4)! Sw)

geEA™ mod cA™

6272°K 6720K
~ N
—omi2Re (v* (Lbd “S[n]" +b7tS(9+v)))
e €z

= ASw, ¥).
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2.1. Thetatransformationen

Also folgt
O5r(C) = ldet S| leC +dl[™el™™ D> A(Sww) Y e

weS—L1A™ mod A™ neAm™
-1 _
=[det S|7" fle¢ +dl™lel ™ Y A(Sw, ¥)O%R(C).
weS—LAM™ mod A™
Es sei nun ¢S~! gerade.
Fiir beliebiges [ € A™ erhalten wir mit der Substitution g = gy + ¢S~!1
Mrop) = > TiZRe( 27" S[go+eS T ]+ 4y ST [r]+ 29" (go-+eS T H4)'r)
go€EA™ mod cA™
- Z omiZRe( 27 Slgo+ul+y* S rl+2y (g0+9)'r)
go€EA™ mod cA™
_67ri2Re(2%'y*(g0+¢)tS(cS’1l)+%'y*S[cS’ll}+%7*rtcS’ll)

_ Z omi2Re(£7*Slgo+ul+ 4y ST+ 29* (g0 +9)'r )
go€EA™ mod cA™
273 2Re (’y* (ag(t)l-l—%oacS*1 [l]))

-~

e €7, da cS—1 gerade em'zRe(27*a¢fl+27*rts—1z)

= A(r, w)aniZRe('y*lt(m/;JrS_lr)).
Somit folgt
A(r, ) =0, falls (ap + S~'r) Z0 mod A™,

bzw.

ASw, ) =0, fallsw #Z —ap mod A™.

Es sei nun also w = —aty) mod A™.
Da A(Sw,¥) = A(S(w + n), ) fiir alle n € A™ ist, ergibt sich
A(Sw, ) = MS(=ap), ¥)
_ Z omi2Re( 27" S[g ]+ S[—avl+ 29" (g+4)" S (~av) )
geA™ mod cA™
_ Z e7ri2Re(%’y*S[g])67rz'2Re(%fy*S[—aw]—%fy*S[w])
geA™ mod cA™

ri2Re (29" (ad—1) Sy )

_ Z omi2Re( 277 509]) ~

geA™ mod cA™
_ Z 67ri2Re(%’y*S[g]) mi2Re(v"abS[y])

geEA™ mod cA™
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2. Thetafunktionen auf H

Ferner ist fiir [ € A™

@E,%/}+Z(C) _ Z ewiU[nfanrl}

neAm

.=

neAm™

— Z em'U[—n—l—mp]

neA™

= 3 eritintay)

neAm™

- @?,p}z(()-

Fiir gerades ¢S™! erhalten wir also

O%r(Q) =Idet S| leC +dl™el ™ Y A(Sw. 1)O%4(C)

weS—1A™ mod A™
— det S| [|e¢ + d]|™[e] ™ A(S(—awh), ) O (<)
_ |detS|71 lleC + d”m|C|—me7ri2Re('y*abS[¢}) Z em2Re(g7*S[g])@‘§pR(§),

geA™ mod cA™

O

Es sei H,, := {U € M(m;C); U" = U, Im(U) > 0} der Siegelsche Halb-
raum. Nach [10], S. 19, Hilfssatz 0.10 existiert eine eindeutig bestimmte
stetige Funktion h : H,, — C mit h*(U) = det(—iU) und h(iIlm(U)) =

det(Im(U)) > 0 fir U € H,,. Zur Fixierung der Wurzel von det(—iU)

setzen wir deshalb
Vdet(—iU) := h(U).

Lemma 2.1.7 (Theta-Transformationsformel). Fs sei U € GL(m;C)
symmetrisch. Hat U einen positiven Imagindrteil und ist o € C™, dann gilt

; . 1 _afr—1 it
§ : 67rzU[r+o¢} — | —ZU| 5 § :6 wiU 1 r]4+2mir a

rezm rezm

Beweis. Das ist die Aussage von [33], S.122, Lemma 1 mit P = —iU.
U

Lemma 2.1.8 (Verallgemeinerte Theta-Transformationsformel). Es
seien S € GL(m; K)NM(m; o) gerade und R eine (kompleze) Majorante von

S. Mit U = <uS %}g’) e M2m,C), ue C, v e R", a € C*", r:= (f) €

iR T
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2.1. Thetatransformationen

1 .. o
2m P L p— D _ ﬁ fUTD — ]_ mOd 4,
C , Y € 0k, A: YOk, V- P und Tp { ﬁ fuT‘DE2,3 mod 4

qgilt:

S emletel = fdet S| [lu+ ||yt Y e s,
reAm reA™m

Beweis. Mit w, wie in (1.1) gilt fiir r = y(a + bwp) € A™ und a,b € Z™:

ry _ Y Yywpln, a
) \TVlm F0pln) \b)"

Um Lemma 2.1.7 anwenden zu konnen, setzen wir deshalb

Y Yopln\' 7 (VI wpln Y YwpIm
U =1|_. - Ul(_ - =U|[_L - .
v, Yopln, v, Yool vl Ywplp,

Wegen R = R! ist U und somit U; symmetrisch, und es ist Im (U;) positiv,
da fitr (§) #0

tm (0 | (5)] = m (0 (3)])
(e [6)

=2vR{r} >0

ist.
Ferner ist

— — - I 7[ TD
U 1 — U 1 YWplm m > _:| )
! |:< 7WD[m _’}/Im |’}/|2
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2. Thetafunktionen auf H

Mit Lemma 2.1.7 ergibt sich nun

—1
. mitn [(¢) 4 (Y yenlm)
miU[r+a] _ b ¥l YoplIm
E e - = E e
reAm a,bezm
¢ _
L@ -(a YIm  Ywplm
:|—ZU1|7% Z . mil,; [(b)]+2m<b) (71m ’waIm) ey
a,bezZm™
. - T ~I, a
! YWpIm Yim D
:|—z'U1|*% E e m [(vwnlm I ) \b) I1I?
a,bezZ™

t _
omi (“) (_A’_‘"DI’” 7“”’]’”) Do
-e b 'Ylm *'Ylm |1

* — * —— t
. —niU—l{(lz(b_awD)ﬂJani (Lz(b—awp)> o
= | —ilUy|"2 E e 7(b—awp) 7¥(b — awp)
a,beZ™
o * dwp) (v y(c+dwp)\'
—miU—1! lZ(CJ’ D )]+27rz (—_ @
= |- iU1|_% E e Kv*v(chde) 7*y(c + dwp)
c,deZ™
- _ —1+wp D=1 mod4
(da wD_{wD D=2,3 m0d4)
* * t
) 1 —m‘U—lKl*f)]wm(l*f) a
=|—ilU| 2 E e T T

reAm

— =ity s 3 e e emirnte

reAm

Es bleibt die Berechnung von | — iU |:
Wir haben

det(—it) = (—iy™ det(U) [det (2 22i))]".

YIm YwpIm

Weil

det (2 2t)) = (0 fae (1 2))]" = ()
ist und nach [32], S. 369 Mitte
det(U) = | det(S) || (u + vj)™|”
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2.1. Thetatransformationen

gilt, erhalten wir schliefslich

det(—il;) = det(U) <ﬂ>2m (—i)*"

Tp

et (1)

|TD|
m x| —m ) 2
= (Idet(S)|[Ju+ vjl|™[*|7™)".
O

Summieren wir bei fg r(() speziell iiber ein ganzes Hauptideal A, so ergibt
sich folgende Beziehung zu 0% (():

Lemma 2.1.9. Fs seien A = yogi ein ganzes Hauptideal und ~* = ;—3 Mt

T := (\/7;71 \/(fy_) gilt dann:

0s,r(C) = O% z(T0).
Ist nun N die Stufe von S, so folgt fiir M = (‘; Z) € To(N)NTO(A%0k) =
{(‘C‘ fl) € SL(2;0k); c€ Nog, be %oK}:
05, ,(MC) = vs(T™'MT)||cC + d||"O5 (C).
Beweis. Es gilt
M € To(N)NTY(A%0k) & T~ 'MT € To(A*5xN).
Mit Satz 2.1.4 erhalten wir deshalb fiir obiges M

0% r(MC) = 05 r(T ' MC)
= Osp([T""MT)T~'()

Os,r(T7'C)

m

05, ().

— vg(T~'MT) ‘ Sl +d
fy*

= (T 'MT) ‘ %Tlg +d

Nun ist 771¢ = v*u + |y*|vj und somit

‘|

i = /Jeu + d]2 + |02 = ||c¢ + d]].

cu+c—vj +d

*

%TludH =

B
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2. Thetafunktionen auf H

2.2 MAJORANTEN UND KONVERGENZ DER
THETAFUNKTION

In diesem Abschnitt wihlen wir fiir geeignete symmetrische Matrizen spezi-
elle Majoranten. Diese werden bestimmt durch Punkte aus H x H, so dass
die zugehorige Thetafunktion von drei Parametern aus H abhéngt.

Uber C sind alle symmetrischen Matrizen aus GL(m; C) zueinander kon-
gruent. Existiert nun fiir eine symmetrische Matrix S € GL(m;C) eine
Majorante, so lassen sich damit auch Majoranten fiir die zu S kongruenten
Matrizen konstruieren.

Lemma 2.2.1. Es seien S,S* € GL(m;C) symmetrische Matrizen und R
eine Majorante von S. Ist S* = B'SB mit B € GL(m;C), so ist R* :=
B'RB eine Majorante fiir S*.

Beweis. Nachrechnen der Bedingungen aus der Definition einer Majorante
aus Definition 2.1.3.
O

Voraussetzung 2.2.2. Da wir im weiteren Verlauf Ordnungen in einer Di-
vistonsalgebra tiber Q(\/E) betrachten wollen, die als ox-Modul den Rang 4
haben, wdahlen wir von nun an

m = 4.

Im Hinblick auf die Einbettung ¥ aus (1.2) ldft sich eine Ordnung R als
Untergruppe von M(2; C) auffassen. Nun ist die Determinantenabbildung

det : (3 ; — ad — be eine quadratische Form auf C* mit zugehoriger

0o 0 o0 1
symmetrischer Matrix 1| 0 ~! g .
0

2o -1 o0
1 0 o0
Wir werden im Weiteren geeignete Majoranten von
0 0 0 1
0 0 —10
S = 0 -1 0 0 (2.1)
1 0 0 O

ol

Hilfe der orthogonalen Gruppe von S iiber C berechnen. Dafiir brauchen wir
die nachfolgende Definition.

a0 of

)] = 2det ((Z Z)) betrachten. Majoranten fiir S lassen sich mit
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2.2. Majoranten und Konvergenz der Thetafunktion

Definition 2.2.3. Fir Ly, Ly € SL(2;C) wird A(Ly, Ly) € GL(4; C) defi-
niert durch:

(6%} (0%
B 154
= A(L{, L
" ( 1, 2) v )
01 0
wobes p p
e71 1 o -1
=1L L
(% 51) 1(7 5) ?
qilt.

Lemma 2.2.4. Die Abbildung

g : SL(2; C) x SL(2; C) -GL(M(2; C))
(L1, L) = fryn, U — LiULY"

st ein Gruppenhomomorphismus.
Fassen wir M(2; C) als vierdimensionalen C-Vektorraum auf, so liegen die
Matrizen A(Ly, Ly) der durch g induzierten Abbildung fr, 1, in der orthogo-
nalen Gruppe von S tber C. Also:

A(Ly, Ly) € O(S; C) == {V € GL(4; ©); V'SV = S}.

Beweis. Die Homomorphismuseigenschaften von ¢ lassen sich elementar
iiberpriifen.

Mit L; = (Z Z) und L, = (Z; Zi) ergibt sich

Liky  —liks ks —loks
—liky Lk —lky bk
lsky  —l3ks laky  —lsks
—lsky  I3ky  —lky ks

_<11[2 12[2> (LY 0
ERCICE 0 (LQ_I)lt

det(A(Ly, Ly)) = (—1)*det(L;)? det(Ly) 2 = 1.

A(Ll, LQ) —

und

Eine elementare Rechnung ergibt nun

A(Ly, Ly)'SA(Ly, Ly) = S. (2.2)
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2. Thetafunktionen auf H

Wegen det(A(Lq, L)) # 0 ist
A(L17 LQ)tA(Lla LQ)

eine positiv definite hermitesche Matrix.
Eine kurze Rechnung unter Benutzung von (2.2) und S—! = S liefert weiter-
hin

A(Ll, Lz)tA(Ll, Lg)silA(Ll, LQ)tA(Ll, LQ) — S
Zusammen erhalten wir:
Lemma 2.2.5. A(Ly, Ly)'A(Ly, Ly) ist eine Majorante von S.

Durch eine geeignete Wahl von L, L, konstruieren wir nun die oben er-
wahnten Majoranten.

Definition und Lemma 2.2.6. Fir P,Py € H, P =z + jr, Py = zo + jro,
seten

re are
Mp = <0 7"5>

und

Es gilt daber Mpj = P und Mp,j = F.
Damit definieren wir

Rpp, = A(Mp, MpH AME', MR € SL(4; ©).
Rpp, ist eine Majorante von S.

Definition 2.2.7. Fir S, Rpp, wie oben und S; = B'SB mit B € GL(4; C)
set o
R1 = BtRppoB.

Im Hinblick auf Lemma 2.2.1 ergibt sich sofort:

Lemma 2.2.8. S ist eine symmetrische invertierbare 4 X 4-Matrix und R,
ist eine Majorante von Sj.

Definition 2.2.9. FEs seien S, Ry wie oben, ( = u+ jv € H und P, P, € H.
Da ©%, p (C) aus Definition 2.1.5 iber Ry von P und Py abhingt, setzen wir

@Sl,Rl (Pa PO) C) = @%’1,}21 (C)
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2.2. Majoranten und Konvergenz der Thetafunktion

Lemma 2.2.10. Fir festes Py € H konvergiert Og, g, (P, Py,() kompakt
gleichmapig absolut in (P,() auf H x H.

Beweis. Es sei K x K' ¢ Hx H mit kompakten Mengen K, K’'. Ferner seien
(e Kund P € K'.
Es geniigt zu zeigen: Es existiert ein ¢ > 0 mit

' R\T > al|z||? fiir alle P € K’ und x € C*.

Da Ry positiv definit ist, gibt es fiir alle P € K' ein U = U(P) € SO(4;C)

AN O 0 0
0 X 0 0 |—
_ t 2
R’ =U 0 0 X O U.
0 0 0 M\

Ist nun P € K’ fest und Ay = \o(P) der kleinste Eigenwert von R; so gilt
Ao = min{z'R,7; x € C*, ||z]| = 1}.

Begriindung: Es sei {vy,...,v4} eine Orthonormalbasis von Eigenvekto-
ren zu {A,..., \q}. Firz = Z?Zl a;v; € C*, ||z|| = 1 ergibt sich

4 4
T RT = Z i ? A > <Z |Ozi|2> Ao = Ao.
o j=1

Fiir L := {z € C% ||z]| = 1} ist

f:K'xL—TR
(P,z) = 2'R\T

eine stetige Funktion mit f(P,z) > 0 fiir alle (P,z) € K’ x L. Somit hat F
ein positives Minimum auf K’ x L, und es gilt fiir geeignetes a

: e S .
min Ao(P) min min f(P,z)>a>0

Also folgt fiir alle P € K’ und z € C*

v RiT > M(P)[|Uz]|* = Ao (P)l2]] > allz]]*.
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2. Thetafunktionen auf H
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Kapitel 3

DER THETA-LIFT

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse werden wir in diesem Kapitel eine
geeignete Thetafunktion zu einer Ordnung R konstruieren, die unter der
Norm-1-Gruppe dieser Ordnung invariant ist. Es wird sich dann zeigen, dass
der mit ihr erfolgte Theta-Lift eine Eigenform zu einer kofiniten Untergruppe
von PSL(2; 0k) ist.

3.1 DIE THETAFUNKTION EINER ORDNUNG

Die Normfunktion definiert eine quadratische Form auf der Divisionsalgebra
Alq, r]. Thr zugeordnet ist die symmetrische Bilinearform
()t Alg, 1] x Alg, 1] = K, (z,y) = tr(27) = 27 + y7.
Fiir z € Alg, 7] ist also
2n(z) = (z,z).

Ist nun die Ordnung R in Afg, r] ein freier ox-Modul mit Basis ey, e1, €3, €3
(Bei Klassenzahl h = 1 gilt dies fiir jede Ordnung, da dann og ein Haupt-
idealring ist.), so konnen wir auf Grund von Lemma 1.3.4 die auf R einge-

schriinkte Normfunktion als ganze quadratische Form auf o}, auffassen. Die
ihr zugeordnete Bilinearform ist dann gegeben durch die gerade Matrix

Anmerkung: Fiir R = O aus Definition 1.3.3 gilt:

2 0 0 0
o —2¢ o 0
S = 0 0 —-2r 0
0 q

0 0 2qr

) und S; hat die Stufe ' = 4qr.
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3. Der Theta-Lift

Voraussetzung 3.1.1. Im weiteren Verlauf der Arbeit gelte von nun an:

R ist eine Ordnung in der Divisionsalgebra Alq, r] mit ok -Basis eg, €1, €2, €3.

Definition 3.1.2. Fir die og-Basis eg, ..., e3 von R sei
i 4
k:R —oy
T
3 0
x
x = E zie; —k(z) = | 7!
T2
i=0
T3

der zugehdrige o -Modul-Isomorphismus. Ferner setzen wir
ky := k().
Es gilt also fiir alle z € R:
kL Sk, = tr(2Z) = 2n(x).

Ist (f; g) := U(x) das Bild von z € R unter der Einbettung ¥ aus (1.2), so
vermittelt U eine lineare Abbildung

Vok™: o} —M(2;C)

a 3
kx—><7 5).

Somit existiert ein eindeutig bestimmtes B € GL(4; C) mit

Bk, =

2 » L
w
s

.o 4
fiir alle z € o%.

Anmerkung: Fiir R = O folgt

o< % o
3 e



3.1. Die Thetafunktion einer Ordnung

Lemma 3.1.3. Es seien ey, ..., e3 die ox-Basis von R, S; = (tr(e;e;)) die
Matriz der der Normfunktion auf R zugeordneten Bilinearform auf o} und
S aus (2.1). Dann folgt mit B € GL(4; C) aus (3.2):

S, = B'SB.
Somit ist mit Rpp, aus Definition 2.2.6 die Matrix
R, = BtRPPOE
eine Majorante fiir S;.

Beweis. Fiir alle k, € of, gilt

k! Sik, = 2n(x) = 2det(V(z)) = (o, 3,7,0)S = (Bk,)"'S(Bk,)

2 » R

= k! (B'SB) k,.

Aus Lemma 2.2.1 folgt die Behauptung.
O

8!
Lemma 3.1.83 und 0 aus Satz und Definition 1.1.5 ist

Satz 3.1.4. Fir P,P, e H, z € R, ¥(x) = (O‘ g) =W aus (1.2), Ry aus

Ri{k,} = 2|ad — py|6(P,W ).

Beweis. Wir schreiben Punkte P € H in der Form P = zp + jrp und setzen

W1 = (al ﬂl) = M;l (CY ﬂ) MPO-

7 6 v 0
Damit gilt
a0y — by = ad — By
und
(6%} (0%
G| —1 | B _ -1 -1
y _A(MP,MPO) y —A(MP,MPO)BkI.
1

o 4]
Fiir o, 3,7v,6 € C ergibt eine kurze Rechnung
| + (B + |7 + 161> = l|aj + B+ 5 (i + )|I* — 2Re(ad — B7).
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3. Der Theta-Lift

In den Bezeichnungen von Lemma 1.1.2 und 1.1.3 erhalten wir somit

Ri{k.} = (o, 8,7, 0) Repy(a, ,7,0)
= (Ch,51,71,51)(a1,51,71,51)t
= |an [ + |61 + Inl* + 101
= llawj + 51 + j(nj + 6)I* — 2Re(rdr — Bim)
= |Wj + jl*[I7) + 61)1* — 2Re(a16y — Bim)
= ||@+j||2||71j +61|° - 2T@||71j + 6.

Da
Tj =1
und
||’Ylj + 51”2 — |C¥151 - 517l|
Tle
ist, folgt

Ri{ka} = [Iv1j + 6P (IWag + 51 — 2rwyy)
= [lng + 0ull*(Jewny” + (rwg +1)° + Gy — 2rwny)

= |l + 51||2(|Z@|2 + T@ + l@ +1)

|Zle|2 + r%ﬁj + TJQ'

= 2|audy — i DY
3" Wij

= 2|ad — By[6(j, Wij)
= 2|ad — By|0(Mpj, MpW1j)
= 2|ad — By|0(P, W F).

O

Definition 3.1.5. Fir Og, g, (P, Py, () aus Definition 2.2.9 sei v = 1, so
dass die Summation iber A* = o} erfolgt. Mit S, R, aus Lemma 5.1.5,
(=u+jv e Hund P, Py, € H setzen wir

(I)Q(P, P(), C) = ’UZC")SI’RI (P, PO;C)-

Lemma 3.1.6. Es seien x € R mit zugehdrigem Koordinatenvektor k, € o%,

W :=U(x) = (3 ?) aus (1.2) und 6 aus Satz 1.1.5.
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3.1. Die Thetafunktion einer Ordnung

Dann gilt fiir ®x(P, Py, C)

q)'R,(P; P[]; C) — U2 Z 647riRe((o¢57ﬂ'y)TDu)6747rv|TD\\a(?fﬂ'y\(ﬁ(P,WPg)

ke €%

— U2 § : 647riRe((o¢57ﬂ'y)TDu)6747rv|TD\\a(?fﬂ'y\(ﬁ(P,WPg)
_ B
v F)en

Beweis. Die Summation iiber k, € o lisst sich mittels ¥ auch als Summa-
tion {iber (3 ?) € R auffassen. Da S;[k;] = 2n(x) = (ad — () ist, folgt die

Behauptung unmittelbar aus Satz 3.1.4.
O

Satz 3.1.7. Die Reihendarstellung fiir ®r (P, Py, () konvergiert bei festem
Py, € H kompakt gleichmaflig absolut in (P,() auf H x H. ®x(P, Py, ()
st beliebig oft stetig partiell differenzierbar beziiglich P = x + iy + jr und
¢ = u, +tu; + jv, und es gilt mit der Stufe N von S :

i) ®r(TP, Py, () = Or(P, P, () fir T € T'g,
it) ®r(P, Py, L{) = v(L)®x(P, Py, () fiir L € To(N) NT(m; 1),
wobei v(L) eine achte Einheitswurzel ist.

Beweis. Die Konvergenzaussage erhalten wir sofort aus Lemma 2.2.10.

Da die bei jeder partiellen Differentation hinzukommenden Terme nur poly-
nomial in A € o} wachsen, folgt die Konvergenz der differenzierten Summen
weiterhin durch die Abschitzung

MR X > al|M|?, a > 0 geeignet, P € K’ kompakt, A € C*

aus dem Beweis von Lemma 2.2.10.

Die Behauptung i) folgt unmittelbar aus Lemma 2.1.9.

Zu i):

Wir setzen W := (: ?) und <311 gll) =TW mit T € I'r C SL(2; ©).

Da 0(P, P,) eine Punkt-Paar-Invariante (siehe Definition 1.1.6) ist, folgt nun:

(I)R(P PO C) — U2 e47riRe((a6—B’y)TDu)e—47r\7'D||a6—ﬁfy|6(P,WP0)
) ) E
WER
— 'U2 § 647riRe((a161 —ﬁl’yl)TDu)e—47T|TDHozl(sl—ﬁl’yﬂ(s(TP,TWP())
WEeR
— ’U2 § : e47riRe((a57ﬁ'y)'rDu)6747r|TD\\atsfﬂ'y\(i(TP,WPo)

WEeTR

= (I)R(TP, PO;C)-
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3. Der Theta-Lift

Satz 3.1.8. Es seien P =x + 1y + jr,( = u, +iu; + jv € H,

AP::r2<a2 02 a?) 0

92 + 8—y2 + 52 )~ TE
i 0? 0?0 0
A= (am +37;+w> — v
Dann gilt

AP(I)’R(Pa PO) C) = Ag@R(Pa PO) C)

Beweis. Auf Grund der kompakt gleichméfigen Konvergenz der Reihendar-
stellung von ®x (P, Py, () und der partiellen Ableitungen reicht es, die Be-
hauptung fiir die einzelnen Summanden zu iiberpriifen.

Dazu betrachten wir fir P, := WP, € H

v2eczBe—ch

mit
¢:=A4n|1p|,

B:=Re ((a5 - ﬂ*y)T—Du> und

|TD|

(z—m)*+ (y—yp)? +r? +r}
2rry )

At = |ad = ByI5(P, Py) = ad — B

Wir erhalten damit

o[ 0 s 2 c¢iB A 2 ¢iB Ar 2.2
v + v7e?P et = pe®P eV —ctv|lad —
[8%«2 auﬁ] | | al

und
+ U2eczBefchc2U2A2,
zusammen also

A(U2eciBefch — ,U26ciBefch02,U2[A2 . |Oé(5 o ﬂ,y|2]

+ 3v%e B A —cv Al
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3.1. Die Thetafunktion einer Ordnung

7u APv2eczBefch:

Es ist
0% 0 : : 4z — 2 |*r?
2 2 ciB _—cvA 2 ciB_ —cvA 2,2 2 1
5+ a5 | ve e =v7e"Ce ctvt|ald — —_——
{8x2 y? | al 4or2p?
- 4r?
+ v2eBe A —cv)|ad — By|—.
2rry

0? ;
|:7”2 . T‘—:| U2eczBe—ch

2
_ U2eciBefchc2,U2|a5_ ﬂ,}/|2 <|Z_ Zl|2—|—7a% —7“2>

2rry
|z — 21| 4+ 3r — 12

2rry

: 3
+ v Pe A (—cv)|ad — B

Somit folgt

APU2eciBefch

(lz = 21 + 12 — r2)2 + 4]z — 2|*r?
4272
|z — 212 + 1?2 + r?

2rry

_ U2eciBefchc2U2|a5 . 57|2

+ v2eBem(—cv)|ad — Bv]3

(lz = 212 + 2 + r2)* — 422
4r2r?

_ U2eciBefchc2U2|a5 . 57|2

+ 3v%eBe Al v A]
_ U2eciBefchc2U2[A2 . |C¥5 . ﬁ7|2]

+ 3v%e Bem A —cv Al
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3. Der Theta-Lift

3.2  EIGENFUNKTIONEN zU [o(N) N TO(7; 1)

Die im vorherigen Abschnitt konstruierte Thetafunktion ®x(P, Py, ()
benutzen wir nun dazu, Funktionen aus C*(Tx\H,)\) := {f €
C*(Txr\H); —Af = Af} zu Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-
Operators zu To(N) N TY(7, 1) mit gleichem Eigenwert A zu liften.

Definition 3.2.1. Es seien f € L?>(T'x\H) und F ein Fundamentalbereich
von T (vgl. 9], S-41ff). Fir ®z(P, P, () aus Definition 3.1.5 setzen wir

I70) = | r(PRLOS(PYI(P),

Anmerkung: Da I'r kokompakt ist, konvergiert das Integral auf der rechten
Seite absolut.

Fiir die Berechnung von IJI: °(¢) brauchen wir die nachfolgenden Lemmata:

Lemma 3.2.2. Es seien f € L*(Tr\H) und &.n,d(N) wie in Lemma 1.3.8.
Dann ist ZZ(:AP f(&enPy) unabhingig von der speziellen Wahl der Vertreter
&k

Beweis. Es seien {{in, ..., &avn} und {&y, . vy} 2wel Vertretersy-
steme der Rechtsnebenklassen von R™) beziiglich I'z. O.B.d.A. seien jeweils

Sy = ey mit oy € T'r.
Dann gilt

f(&nPo) = flaw&enPo) = f(&enFo),

da f invariant unter ['g ist.
O

Lemma 3.2.3. Fs sei f : H — C eine Liosung der Differentialgleichung
—Af = X mit \ = 1 — s%. Ferner seien P, € H, ¢ > 0 und K, die
modifizierte Besselfunktion. Ist dann eGP0 £(.) y-integrabel iiber H, so
gilt
2
[ e I PP = 2K, 2re) (),
H c

Beweis. Wir setzen
k(u) := e~ 2™,
Offensichtlich ist fiir alle n,m € N
m dn
u
du™

k(u) beschrankt fiir u — oo.
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3.2. Eigenfunktionen zu I'o(N) NT%(r,1)

Die Selberg-Transformation geméf [9], S. 119, Theorem 5.3 und S. 121, Lem-
ma 5.5 ldsst sich also durchfithren und ergibt

Q(z) = 27 /OOO k(x + t)dt

— o7 / ” e 2me(@+t) gy
0

1
— _6727rc:1:,
c
g(x) — Q e’ +e” — 16727rccosh(m)
' 2 c
und schliefslich mit [13], S. 22, Lemma 4.8. (iii) bzw. [21], S. 85
h(1+t%) = / g(z)e™ dx

e~ 2mecoshl®) cosh (ita)da

c

Il
S~

2
= E it(27TC).
Damit folgt:

/He2“5(P’P°)f(P)d“(P) = h(A) f(F)
= h(1 + (is)?) f(Po)
_ % K_,(21¢)f(P)
- %Ks(27rc)f(P0)-
O

Wir sind nun in der Lage, zu einem ersten zentralen Ergebnis unser bis-
herigen Betrachtungen zu kommen. Der Ubersicht wegen fassen wir die Vor-
aussetzungen und Bezeichnungen hierfiir noch einmal zusammen:

Es sei R eine Ordnung (siehe Definition 1.3.2) in der Quaternionenalgebra
Alg,r] iber dem imagindr-quadratischen Zahlkorper K (Definition 1.3.1).
Mit der Norm-1-Gruppe 'z sei wie in Lemma 1.3.8

d(N)
RN .= {zr eR; n(z) =N} = Z Créin.
k=1
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3. Der Theta-Lift

Wir setzen voraus, dass A[g, r] eine Divisionsalgebra ist und R die ox-Basis
ep, €1, €2, €3 besitzt. Dazu betrachten wir mit S; = (tr(e;e;)) die Matrix
der der Normfunktion auf R zugeordneten Bilinearform auf o}, (siehe (3.1)).
Es ist S; € GL(4; K) N M(4; 0k) gerade. Mit N bezeichnen wir die Stufe
von S; (Definition 2.1.2) und mit Ry die in Abhéngigkeit von P, Py € H
speziell gewéhlte Majorante von S; (Definition 3.1.3). Mit der zu Sy und R
gehorigen Thetafunktion

(DR(P, PO, C) — 7)2 Z e47riRe((a6—B’y)TDu)e—47rv\7'D||a6—ﬁfy|6(P,WP0)
W:(: fg)eR
(Definition 3.1.5), wobei ( = u + jv € H ist, definieren wir dann den Theta-
Lift
I0'(C) = [ @r(P P ) F(P)AUP)

F
(Definition 3.2.1).

Theorem 3.2.4. Unter den obigen Voraussetzungen gqilt mit [ €
C?*(TrN\H, \):

i) I;°(¢) € C*(H) und
I;°(MC) = v(M)Z;0(C) fiir alle M € To(N)NC°(m, ),

wobei v(M) eine achte Einheitswurzel ist.

i1) —ATI(C) = AT} (C):

Ist ferner A =1 — s2 # 0, so ergibt sich mit der Besselfunktion K,:

d(N)

1 .
Y~ F(GenPo) Ky (4mv| Ny |t mitteNmou)
k=1

|NTp|

iii) IP(¢) =20 Y

Neog\{0}
iv) Bei geeigneter Wahl von Py € H gilt I}D" Z 0.

v) Die Reihendarstellung von ZJI:O(C) in iii) konvergiert kompakt gleichmdfig
absolut auf H. Es gilt fir alle e > 0 und s € C mit Re(s) > 4

d(N
d(N) = O[e™] und Z ](VS) < 00
Neor \{0} | |
vi) Hat K die Klassenzahl 1, so gilt fir geeignetes Py € H:
I}DO(C) ist eine (erweiterte) Spitzenform zu Do(N)NL°(7,') mit Eigen-

wert A.
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3.2. Eigenfunktionen zu I'o(N) NT%(r,1)

Beweis.

i) Da ®%(P, Py, () nach Satz 3.1.7 beliebig oft stetig partiell differenzier-
bar ist, ergibt sich aus der Integraldarstellung von IfO(C) unter Beachtung
der relativen Kompaktheit des Fundamentalbereichs F mittels majorisierter
Konvergenz

Z;°(¢) € C*(H).

Aus demselben Satz folgt auch sofort das angegebene Transformationsver-
halten von Z;°(¢) unter To(N) NTO(7,1).

ii) Im Folgenden bezeichne AF den Laplace-Beltrami-Operator beziiglich P
und entsprechend AS den Laplace-Beltrami-Operator beziiglich ¢ (vgl. Satz
3.1.8).

Unter Beachtung der relativen Kompaktheit des Fundamentalbereichs und
der Invarianz von A unter Konjugation ergibt sich mit Satz 3.1.8 und [9], S.
136, Theorem 1.7

ATP(Q) = [ AOR(P L (PYu(P)
:/I(AP@R(P, Py, Q) f(P)du(P)
_ /f O (P, Py, (VAT f(P)dp(P)

_ /f r(P, Py, C)f(P)du(P)
=— \T7°(¢).

i1i) Da A # 0 ist, folgt auf Grund der Orthogonalitit der Eigenfunktionen
von A zu verschiedenen Eigenwerten beziiglich des Peterssonschen Skalar-
produktes

/f F(PYdu(P) = (£,1) = 0.

Damit ergibt sich nun wegen der kompakt gleichméfigen Konvergenz von
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3. Der Theta-Lift

O (P, Py, () in Abhéngigkeit von (P, Py) aus Lemma 3.1.6:

I;DO(C) :/ "’Uz—l—?ﬁ Z 647rz'Re((oa$ﬂfy)'rDu)e47rv‘rD||0z5ﬁ7|6(P,WP0)-| f(P)du(P)
F WeR\{0}

— 1}2 / Z e47riRe((a6—6’y)TDu)e—47rv\7'D\\aé—ﬁ’y\ﬁ(P,WPo)f(P)dlu(P)
Twer\{o}

_ / 47TZ'Re(N7—Du)6—47rv|TDHN|6(P,WP0)f(P)dM(P)
F Neor\{0} WER(N)

— U2 Z Z Z e47riRe(NTDu)ef47rv\'rDHN|6(P,T§;CNP0)f(P)dM(P)

Neog\{0} F Telr k=1

d(N)
_ Z 647rzRe Ntpu) / Z Z6—47rv|TD||N\5(T*1P,§kNP0)f(P)dM(P)

Neog\{0} Frerg k=1
2 47rzRe (NTpu) —47v|Tp ||N|6(T P&k n Po) TP)du(P
v
»> T 7(TP)d(P)
NEUK\{O} Tel'r k=1 =f(P)
— 9?2 AmiRe(NTDU) Z —47TU|7'DHN|5(P£I¢NP0)f(P)dM(P)
N@K\{o} H k=1
(da —I e PR)
a
4miRe(NTpu)
Z e D Z7U|NTD|Ks(47rU|NTD|)f(kaP0)
Neor\{0} k=1
(nach Lemma 3.2.3 mit ¢ = 2v|N7p|)
=2 Yy Z F(&un Po) K, (4| N1 |) e miReN o)
Neog \{0} | |

iv) Wir betrachten den Summanden fir N = 1. Es gilt RY) = I'z. Somit
ist bei geeigneter Wahl von F,

d(1)

> FGnPy) = f(Py) #0,

k=1

da f # 0 ist.
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3.2. Eigenfunktionen zu I'o(N) NT%(r,1)

v) Wir zeigen zuerst
d(N) = O[e"™"]

fiir jedes € > 0.
Dazu betrachten wir den Fall

A=0und f =1.

Ein Nachahmen der Umformungen aus #ii) unter Beachtung der kompakt
gleichméfig absoluten Konvergenz von ®% (P, Py, () auf H und der relativen
Kompaktheit von F liefert uns nun:

00 >/ E ‘647rzRe ((ad—pBy)TDUW) 747rv\'rDHo¢5 Bv|6(P,W Py) ‘d,u
WeR

_ Z Z / ‘U2 4miRe(NTpu) 747rv|TD||N\5(P,WP0)‘du(P)

Neog WeR(V)

o [
.7.'

Neogx\{0} Wer ()

> Z Z /U ¢TI lINBPIVE) g1y Y| 4 2y (F)

Neog\{0} | werm) 77

d(N)
_ Z 2U2Z/647ruNTD|6(P,WP0)dM(P) +’U2,U/(~7:)
k=1 /H

Neog\{0}

1
= 202d(N K, (47v|N1p, 2
> |2t >U|NTD| (4T0|NT, )| + 0*p(F)

Neog\{0}

(4mv|N7p|)| + v? u(F).

Neor \{0} |

Im Hinblick auf Lemma 3.2.5 erhalten wir deshalb

—4nv|N7p |

d(N
Z 20 ]\(f )¢ - +v?u(F) < oo.
Neog \{0} [NTo| 80| NT |

Fiir beliebiges ( = jv € H gilt also
Z d(N) e~ 4muINTD| o
N |N?
cox\{0}
Somit folgt fiir alle e > 0
d(N) = O[elVl.
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3. Der Theta-Lift

Da die Besselfunktion K (4wv|N7,|) fiir |[N| — oo nach Lemma 3.2.5 expo-
nentiell verschwindet, ergibt sich die kompakt gleichméfig absolute Konver-
genz der Reihe aus ii7).

Zur Konvergenz der Reihe >’ TJ(V]‘VS) < oo fiir Re(s) > 4:

Neox\{0}

Es seien
A=0, f=1,(=jveHund M= ((j ‘01) € SL(2; 0x).

Wir setzen jetzt ¢; := M 1, so dass ¢; = ju; ist und v = %

Aus dem Transformationssatz 2.1.6 erhalten wir damit
I (ju) = I[* (M(y)

= [ 108 (MG ()

:/fvf|de‘c(51)|1 D MSw,000%, g, (C)dp(P)

—1.4 4
wES| "0y mod 0%

“det(S) Y ASiw,0) /f V202, o (C)du(P).

-1 4 4
wES;| "o mod 0%

Nun zeigen wir:
Fiir alle w € S; 'o% mod o}, gilt:

/ V0%, g, (C1)du(P) = O[v?] fiir v; — .
F

Der Fall w =0 mod o% ergibt nach einer Rechnung wie im Beweis von i)

d(N)

| TD|

[ 0% (au(P) = () 200 3D FO K N
F

Neog\{0}

= O[v}] fiir v, — o0,
da d(N) = O[e!Vl] fiir beliebige ¢ > 0 ist und nach Lemma 3.2.5 K,(r) =
Ole "] gilt.
Fiir w # 0 mod o0} wihlen wir

A=4 det(S’l)det(Sl)
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3.2. Eigenfunktionen zu I'o(N) NT%(r,1)

Ist nun S¥ e GL(4 K)NM(4;0k) die Komplementarmatrlx von SI, so folgt
wegen Sy 1 det S#, dass det(S))w € o ist fiir alle w € S;'o%.

Fiir A = 4] det(Sl)|2 gilt also
A€ Zund k, := Aw € o, fiir allew € S o},

Unter Beachtung von u; = 0 folgt

/]: 51 Rl(CI)dﬂ —vl/ Z —2W\TD|U1R1{kz+w}du(P)

ke €0%

:A4 / Z e 27r|TD\ Rl{Akw+Aw}du(P)

kz€o4

— A4 / Z 6—27T|TD\ Rl{km}du(P)

kx=k, mod AoK

,27r‘TD|%R1{kz}dljl(P)
Y
kz=k, mod AOK

FR [ 4] At /fA

wobei entsprechend Lemma 3.26 'y :=TgN{z € R; z € (1+ AR)} und
F 4 ein Fundamentalbereich fiir ['4 ist.

Im Hinblick auf Lemma 3.2.6 verlduft die Berechnung des Integrals analog
zur Berechnung von IPO(C) in 7). Dabei ist die Summation iiber R™Y) zu

ersetzen durch die Summation iiber RA Zk 1 FAka Da0¢ (v+ AR)

ist, ergibt sich schlieklich wegen d(N) = O[e!Nl] fiir alle € > 0
A4 U1 d(N)
[ w08 Py = o 2 YD K n N )
- TrT] 22 2= Tvm,|

= O[v}] fiir v; — oo.

Somit ist

T (jv) = O[v?] fiir v; — oo
= Ofv?] fiir v — 0.

Aus dem Beweis von d(N) = O[e/Nl] folgt

. 1
PGv) = ?u(F) + Y 2vd(N)WK1(47rv|NTD|),
Neox\{0} P
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3. Der Theta-Lift

also AN
Z U%K1(47U|NTD|) = O[v™? fiir v — 0.
Neor \{0} | |

Aus Lemma 3.2.5 erhalten wir

d(N
Z ( )674W|NTD|1} = Olv ] fiir v — 0

2
Neog\{0} [NV
und somit AN
Z (—2)674W|NTD|% = O[T?] fiir T — <.
Neog\{0} V]
Wegen
Z —d(N) 674W|NTD|% > d(N) 6*47T‘NTD‘% > 6747{'|TD‘ Z d(N)
INF ) NP - NP
Neog\{0} 1<|N[<T 1<|N[<T

ergibt sich also

Wir zéhlen nun die Menge {|N|; N € ogx, N # 0} ab zu einer mononton
wachsenden Folge (\,)en und setzen

o 3 AN
" T

INI=An

A= 3 a= ¥ 00

1<, <t 1<|N|<t

und

g(t) =

Mit [24], S. 371, Satz 1.4 folgt nun

d(N) _
> NF > ang(Mn)

1<|N|<T 1<A<T

tm—?'

= A(T)g(T) - / A(t)g'(t)dt
= AT)T* 7" + (z - 2) /T A(t)t " dt.
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3.2. Eigenfunktionen zu I'o(N) NT%(r,1)

Da A(T) = O[T?] ist, erhalten wir fiir z > 4

> d(]p = (r—2) /oo At % dt < oo.

|N
Neog\{0}

vi) Wir wihlen P, € H im Hinblick auf iv) so, dass IJI:O # 0 ist. Nach

i) und i) ist dann nur noch das Verhalten von ZPO(C) in den Spitzen von
To(NM) N FO( 1) zu iiberpriifen.

In oo hat 7 0(C) nach iii) bereits die benotigte Gestalt.

Da die Klassenzahl 1 ist, sind die {ibrigen Spitzen unter SL(2; 0 ) Aquivalent
Zu 0.

Es sei also ¢’ # oo eine Spitze von T'o(N) NT(7;!) mit ' = Moo fiir ein
M € SL(2; 0k). Mittels des Transformationssatzes 2.1.6 gilt nun

TPIC) = [ Br(P P MO S(P)u(P)
= [ 13O, (MO (Prau(P)
= [ SIS A 0005, (OF(P)d(P)

wESflo‘}( mod oé(
=ldet(S)TE S M 00 [ 0%, OFP)N(P)
weST 0% mod o

Es ist also
UQ/ 0%, g, (O)f(P)du(P)
‘7.'

zu untersuchen:

Den Fall w =0 mod o} kénnen wir ) entnehmen.

Fiir w # 0 mod 0}, wihlen wir analog zum Beweis von v) A € 7Z so, dass
k, := Aw € 0F ist

und erhalten

o2 /f 4 1 (O F(P)du(P)
A4 mQRe(TDAQS[kx}) —2r|rp |y Ri{ks} du(P
/f X J(P)du(P).

A4
[FR PA] A kx=k, mod AoK

Mittels Lemma 3.2.6 verlduft die Berechnung des Integrals wieder wie die
Berechnung von IPO(C) in i7i). Dabei ist die Summation iiber R™) zu erset-

zen durch die Summation iiber ’RA Zk 1 FA&CN
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3. Der Theta-Lift

Es folgt

UQ/ :gl,Rl(C)f(P)d,u(P)
F
A4 v 1 d(N) ” S
m'QAZ ) N Y f(&nPo) Ko (4m—5 N7y |)e )

Neog\{0} k=1

Z;°(¢) hat somit in jeder Spitze von To(AM)NT°(; ) die erforderliche Gestalt.
]

Lemma 3.2.5. FEs gilt fiir die modifizierte Besselfunktion K(r) mitr € R*:

-r

i) Ki(r) > ‘;T.
i) K. ()] < 337; (1 + %) fiir 0 < Re(s) < 1.
Beweis.

i) Mit [21], S. 85 folgt

00 1 [ . 1 [ ot
K, (7") — 6*7‘Cosh(t) COSh(t)dt > e etdt — — P .
0 2 /o 2/, >

it) [9], S. 290, Lemma 4.8 oder [13], S. 149, Lemma 12.1.

O
Lemma 3.2.6. Fs seien A,N € og und v € R.
Fiir
I'y:= F’Rﬂ{l' ER; S (1+AR)}
und
R(AN) =RMN{zeR; ze(v+AR)}
qgilt:

i) T4 ist eine Untergruppe von 'z mit [['r : T 4] < oo,
d(N)

i) R(AN) = Z ' a&kn mit &gy € R(AN)-
k=1

Beweis.
i) Da T'y Kern des Gruppenhomomorphismus 'y — (R/AR)" ist und
(R,/AR)" endlich ist, erhalten wir die Behauptung.
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3.2. Eigenfunktionen zu I'o(N) NT%(r,1)

it) Aus Lemma 1.3.8 folgt, dass es endlich viele &,...,& € ’R;N) gibt mit

I
R <3 Tré
k=1

Da nach i) [I'g : T4] < oo ist, existieren 7y, ..., v, € I'r mit

I'r = Z L a7i.
i=1

Also gilt

[ n

Ry ¢ 3O Tavib

k=1 i=1

Es seien nun y € 'y und z € R(AN). Da n(zy) = n(z) = N ist, folgt
yx € R(AN).
Somit erhalten wir fiir ;& € R&N )
Tavi&k C RY.
Fiir v, & R(AN) gilt nun

[avi&e N R(AN) = 4.

Begriindung: Existiert ein o € I'y mit av;& € Tavi&e N R(AN), so folgt

viér = a tay&, € R(AN), da ['4 eine Untergruppe von ['y ist.

Insgesamt existieren also vi,,...,%, € {7,---, W} und &,,...,&, €
{&, ..., &} mit v, &, € R(AN) fiir alle a € {i1,...,ipm} und b € {ky,..., kp},

so dass .
RY = Z Z L 4%i0 &y -

b=1 a=1

O

Anmerkung: d(N) und &y héngen von A und v ab und sind i.A. verschieden
von d(N) und & aus Lemma 1.3.8.
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3. Der Theta-Lift

3.3 DER INVERSE THETA-LIFT

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass sich fiir den Fall A =1 und
A # 0 Eigenfunktion des Laplace-Beltrami-Operators zu ' mit Eigenwert
A durch einen geeigneten Theta-Lift in (erweiterte) Spitzenfunktionen zu
Lo(N) N0, 1) diberfithren lassen. Dieses Verfahren lisst sich in gewisser
Weise auch umkehren. Dafiir benétigen wir die Aquivalenz aller Spitzen
unter SL(2; 0x).

Voraussetzung 3.3.1. Im weiteren Verlauf gelte fiir die Klassenzahl h stets
h=1.
Definition 3.3.2. Es sei v : Tg(N)NIO(1,1) — pg € C* der zu (P, Py, €)
gehorende Charakter aus Satz 3.1.7, wobei ug die Menge der achten Einheits-
wurzeln in C bezeichne. Damit definieren wir
Ty = {L e ToN)NTr;"); v(L) =1} = kerv.
Lemma 3.3.3. Ty ist eine Untergruppe von To(N) NTO (7, 1) mit
[To(M)NTO(r, 1) : Tw] < 8.
Insbesondere ist I" s kofinit.
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar, da I'yr Kern des Gruppenhomo-
morphismus v : To(N) NTO(7,!) — pug ist.

0

Definition 3.3.4. Es sei Cy der von den Spitzenformen zu 'y erzeugte
abgeschlossene Unterraum von L*(Ta\H).

Definition 3.3.5. FEs seien g € Cy zweimal stetig differenzierbar mit —Ag =
Ag und Fy ein Fundamentalbereich von Tyr. Fir P € H und ®x(P, Py, ()
aus Definition 3.1.5 sei

PP = [ PP (C)anc).
Fyx
Lemma 3.3.6. Die Integraldarstellung von LTQPO(P) konvergiert absolut.
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3.3. Der inverse Theta-Lift

Beweis. Wir miissen das Verhalten von ® (P, Py, ()g(¢) in den Spitzen von
I' s untersuchen:
Fiir die Spitze in oo ergibt sich

— |2 mi2Re(urp S1[n]) ,—2mv|Tp|R1{n}
|P(P, P, )| = |v € €

nEO%(

< 4?2 Z o—2molmp|Ri{n}

4
neol

Es sei nun (' = Moo, M = (‘; Z) € SL(2;0k), ¢ # 0, eine von oo verschie-
dene Spitze von I'y.
Aus Satz 2.1.6 folgt dann

| (P, Py, M()

= v?|det Sy|7"|c|™*

Z )\(Slw, 0) Z eﬂiQRe(qusl [n+w])e—27rv|TD\R1 {n+w}

—1.4 4 4
weS| 0% mod of neoy,

< U2| det Sl|_1|6|_4 Z Z Z 6—27rv|TD\R1{n+w}.

-1 4 4 4
weS; Lol mod o4, g€of, mod cof nco

Da ¢ als Spitzenform exponentiell in den Spitzen verschwindet, folgt die
Behauptung.
O

Lemma 3.3.7. Fiir g € Cy mit —Ag = \g ist
TP () € C*(Tr\H, \).

Beweis. Laut dem Beweis von Lemma 2.2.10 existiert fiir kompakte Mengen
K,K' C H ein a > 0, so dass fiir alle P € K’ und € C*

o' RiT > al|z|]?

ist. Mit der Siegelschen Transformationsformel 2.1.6 lassen sich nun dhnlich
den Abschétzungen im Beweis von Lemma 3.3.6 geeignete Majoranten fiir die
partiellen Ableitungen von ®% (P, Py, () finden, so dass analog zu Theorem
3.2.4 gilt:

Jr e C*(H)
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3. Der Theta-Lift

und
AP TP(P) = /f (P, By, OAG(O)dpu(C) = ~ATP(P).

Mit Satz 3.1.7 folgt die Behauptung.
O

Definition 3.3.8. Es sei Cr, der von den Eigenfunktionen des Laplace-
Beltrami-Operators zu Eigenwerten A # 0 erzeugte abgeschlossene Unterraum

von L*(T'r\H).

Satz 3.3.9. Die Funktionen I}I:O aus Definition 3.2.1 und ngO aus Definition
3.8.5 lassen sich fiir festes Py € H zu beschrdnkten linearen Abbildungen

Po : CI‘R —)CN und jPO : CN—)CPR
erweitern.

Beweis (vgl. [3], S. 57, Proposition 5.2).
Zu I : Cr, — Cy:
Es sei zunéchst f € Cr, eine Eigenfunktion von A.

Da F kokompakt ist, existiert wie im Beweis von Lemma 2.2.10 ein a > 0,
so dass fiir alle P € F und z € C*

27 |7p| Ri{x} > alj”

ist. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt damit

EAGIERD S NI

neoK\{O}
<ot 30 e [ yreyaup
nEoK\{O}
— 2 e—allnl*v /|f - 1du(P)
nEo‘}(\{O}
< 02 Z 67a||n||2v (/ 12 dM ) (/ |f Zdu )
ncot \{0}
1 —al|n||?v
= " u(F)2 || fllropmy ., eIl
ncot \{0}

Ist nun Moo, M € SL(2;0k), eine komplexe Spitze von Fy, so ergibt sich
mit Satz 2.1.6

TP MO < o?det Sy el S p(F) ey Y e

weST ok mod o neot \{0}
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3.3. Der inverse Theta-Lift

Mit diesen Abschéitzungen erhalten wir schlieflich fiir ein geeignetes C' > 0,
das nicht von f abhéngt,

7P s = [ IERQPANC) < O
N

Es sei nun f € Cr,, beliebig.
Fiir einen Eigenwert A, von A sei f, € Cr, die Projektion von f auf den
zugehorigen Eigenraum, so dass im Sinne der Konvergenz in L? (T'x\ H)

ist mit \,, # A\, fiir n # m. Da nach Theorem 3.2.4 alle IJI;O Eigenfunktionen

zu verschiedenen Eigenwerten A, und deshalb sueinander orthogonal sind,
folgt dann mit der Stetigkeit des Skalarproduktes

- ap),,
(2, e
(S5

PN
= Hf’"

(o7

T'n

L2(Tp\H)

L2(Tr\H)

L2(Tr\\H)

= C||f||L2(FR\H)a
und Z'° ist beschrankt.

Zur Beschranktheit von ngO:
Auch hier lasst sich eine Konstante a > 0 finden, so dass fiir alle P € F und
reCt
27| p| Ri{x} > allz®
ist. Es sei nun zunéchst g € Cyy mit —Ag = Ag.
Die bei der Bildung von jgp ° durchgefiihrte Integration iiber einen nicht
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3. Der Theta-Lift

kompakten Fundamentalbereich Fjs ldsst sich nach [9], S. 51, Proposition
3.9 aufteilen in eine Integration iiber einen kompakten Teilbereich K C Fyr
und endlich viele Spitzensektoren S;.

Bei der Integration iiber K, ergibt sich fiir P € F die Abschitzung

/ BP0 ‘ 3 /K Ve P g()|du(C)

neot,

<§jqu@/’|@wmo

neos,

mit geeigneten cy,cy > 0.
Fiir einen Spitzensektor

Si = Mi{u+ jv; u € Pj,v > Y;}
(vgl. [9], S. 51 Mitte) zur Spitze M;oc erhalten wir mit Satz 2.1.6

| [ #PRG Q1)

< [, BRI el

< / oYY e (M) ()
M'S;

weST ok mod o n€o
al|ln+w||?Y;
S Sty g
weST ok mod o neo

mit geeigneten cs, c4.
Insgesamt folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und einer geeig-
neten von ¢ unabhingigen Konstanten C' > 0

2
1 i < [ (€[ 10601a(0)) dutr)
F FN
< WF)(FN)C2l 91172 g -
Fiir beliebiges g € C’N ist das weitere Verfahren nun voéllig analog zur Ab-

schitzung von HIPOHL2 I H) fiir beliebiges f € Cr,.

O

Lemma 3.3.10. Die Abbildungen I und J aus Satz 3.3.9 sind in fol-
gendem Sinne zueinander adjungiert: Fir f € Cr, und g € Cyr gilt

T ), = £ T -
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3.3. Der inverse Theta-Lift

Beweis. Wegen der absoluten Konvergenz der auftretenden Integrale folgt

(T2, 0), . / / D (P, Py, ) f (P)dpu(P)g{)dp(C)

- /ff(P)/f (P, Py, ()g(Q)dp(C)du(P)
- <f’ j9P0>FR '

Aus dem obigen Lemma ergibt sich:
Lemma 3.3.11.

1. Cr, =Im TP @ kerTh,

2. Cy =Im I @ker J'.

Beweis. Klar, vgl. auch [3], S. 60, Lemma 5.3.
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Kapitel 4

HECKE-THEORIE

Hat K die Klassenzahl 1 und ist f € C*(Tx\H, \), so ist nach Theorem
3.2.4 Z}DO(C) eine erweiterte Spitzenform zu To(N) NT%(7; ") mit Eigenwert
A und einer Fourierentwicklung gem#ff Theorem 3.2.4 iii). Ist nun die
Ordnung R maximal in A[g,r|, so werden wir in diesem Kapitel mit Hilfe
der Hecke-Theorie die Existenz einer geeigneten Orthonormalbasis {f} von
C?(T'rx\H, \) zeigen, so dass fiir die Fourierkoeffizienten der zugehorigen
Theta-Lifts IZQ gewisse multiplikative Eigenschaften nachgewiesen werden

konnen.

Fiir das gesamte Kapitel setzen wir h = 1 voraus.

4.1 DIE ABSTRAKTE HECKE-ALGEBRA

In diesem Abschnitt stellen wir die Definition der abstrakten Hecke-Algebra
vor und rufen einige ihrer wesentlichen Grundeigenschaften in Erinnerung.
Unser Vorgehen wird sich dabei héufig an [10] und [30] orientieren.

Definition 4.1.1. Es seien G eine Gruppe und I',T" Untergruppen von G.
Falls T' NI von endlichem Index in jeder der beiden Untergruppen ist, d.h.
falls gilt

T:T'NI']<oo und [I'": TN < oo,

so heiffen T' und T kommensurabel, in Zeichen T’ ~ T".

Definition 4.1.2. FEs sei I' eine Untergruppe von G. Dann heifit

F={geG; g'Tg~T}
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4. Hecke-Theorie

der Kommensurator von I in G.

Satz 4.1.3. Es seien o € T, d(a) := [ : T Na 'Ta] und e(a) = [T :
' Nnala™'. Dann ezistieren e, ..., €da) € T und n1,...Neay € T', s0 dass
sich die disjunkten Zerleqgungen

d(a) e(a)
I'= U (T Na 'Ta)e; = U n(T'Nala™)
j=1 i=1
und
d(a) ()
Fal' = U Foe; = U n;al’
j=1 i=1
ergeben.

Beweis. [30], S. 51, Proposition 3.1.

O
Lemma 4.1.4. Es sei o € T. Ist d(a) = e(a), so eistiert in Tal' ein ge-
meinsames Vertretersystem o, ..., aqq) der Rechts- und Linksnebenklassen,
d.h.
d(a) e(a)
Fol'= | JTo; = [ el
j=1 i=1

Beweis. [30], S. 53, Lemma 3.5 .
U

Definition 4.1.5. Es sei S eine Halbgruppe mit ' C S C L. Dann be-
zeichnen wir mit R(T', S) den von allen Doppelnebenklassen T'al’ mit a € S
erzeugten freien 7Z-Modul. Ferner sei L(T',S) der freie Z-Modul, dessen Er-
zeuger tber 7. alle Rechtsnebenklassen 'a mit o € S sind.

Ordnen wir nun jeder Doppelnebenklasse

d(a)
Fol' = | JTa;mita € S

j=1

das Element
d(a)

j(Tal) := ) Ta; € L(T,S)

j=1
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zu, so ldsst sich dies zu einer eindeutig bestimmten Z-linearen, injektiven
Abbildung

Jj:R(T,S)— L(T,S)
erweitern. Offenbar operiert S vermége Multiplikation von rechts auf den
Nebenklassen I'aw (o« € S) und damit auf L(T', S).

Lemma 4.1.6. Es sei L(T',S)" := {T € L(T,S); Ty =T fiir alley € T}
der Z-Untermodul aller T-invarianten Elemente von L(T', S). Dann definiert
die Abbildung j einen Isomorphismus

j:R(T,S) > L(T,S)".

Beweis. [10], S. 228, Bemerkung 1.5.

Im Hinblick auf das obige Lemma identifizieren wir im Weiteren, soweit kei-
ne Verwechslungen zu befiirchten sind, I'al’ = Uj(:al) F'oj; mit Zj(:al) Foj; €
L(T, S)'.

Definition 4.1.7. FEs seien o, 3 € S. Ist Tal' = U?(:o‘l) Loy, so ist das
Produkt (Tal')T' 3 wie folgt definiert:

d(a)
(Fal)TB:= Y Ta;B € LT, S).
j=1

Anmerkung: Das obige Produkt ist wohldefiniert, da bei der Zuordnung
F'aj — L'ajy, v € T, die in I'al’ enthaltenen Rechtsnebenklassen permutiert
werden. Es gilt also

d(a) d(a)
ZFaj(fyﬂ) = ZFajﬂ, veT.
7j=1 7=1

Somit ist Z?(:o‘l) I'aj 3 unabhéngig von der speziellen Wahl der Représentanten
CYj, ﬂ

Dehnen wir das Produkt nun bilinear aus zu einer Verkniipfung
R(T,S) x L(T,S) — L(T, S),

so erhalten wir:
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Lemma 4.1.8. Das Produkt zweier Elemente aus R(T,S) ist wieder in
R(T,S) enthalten. Weiterhin ist die Verknipfung R(T',S) x L(T',S) —
L(T, S) assoziativ in folgendem Sinne:

(TlTQ)L = TI(TQL) fur Tl,TQ € R(F, S), L e L(F, S)

Somit ist R(T', S) eine assoziative Algebra mit Einselement T'IT, die soge-
nannte Hecke-Algebra des Paares (T, S).

Beweis. [10], S. 228, Hilfsatz 1.6 und Folgerung 1.7.
U

Lemma 4.1.9. Fir o,(8 € S ist das Produkt zweier Doppelnebenklassen
Cal' = Z?(:o‘l) Faj und T'AT = Zz(:ﬁl) LG gegeben durch
(Cal')(TBT) := Y _ crer(Tal', TAT) - TET,

wobei & ein Vertretersystem der in Fal I = Uz(fl) Lal'Br = Ui<j<d(e) I'aj B
1<k<d(8)

enthaltenen Doppelnebenklassen durchliuft und crer(Tal',T'AT) die Anzahl

der Paare (j,k) ist, so dass Te; By =T'€ gilt.

crer(Dal’,T'AT) ist dabei unabhdngig von der speziellen Wahl der Repréisen-

tanten oj, By, § und ungleich 0, falls TED C I'al' BT ist.

Beweis. [10], S. 229, Hilfssatz 1.8.

Definition 4.1.10. Fiir o € T’ bezeichne

deg(Tal’) := d(«)
=[[:TNa'Ta]

= Anzahl der Rechtsnebenklassen I'aj in T'al’
den Grad von al.
Definition 4.1.11. Fir T =), ¢,I'ay[' € R(T, S) sei

deg(T) := Z cr deg(TaT)

der Grad von T.

Lemma 4.1.12. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

deg(TET ) erer (Tal', T'AT) = Anzahl der Paare (j, k) mit TED = To By L
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Beweis. [30], S. 52, Proposition 3.2.

U
Lemma 4.1.13. Fir T;,T; € R(T', S) gilt
deg(T1T3) = deg(Ty) deg(Ts).
Beweis. [30], S. 52, Proposition 3.3.
U

Definition 4.1.14. Ein Antiautomorphismus des Paares (I, S) ist eine Ab-
bildung

S—S
s —s*

mit den Figenschaften

1. (s*)" =s firs e S,
2. (st)" =t*s" firs,t € S,
J.sel'=s"el.

Satz 4.1.15. Existiert ein Antiautomorphismus o — o* von (I, S), der Tal’
fiir jedes o € S auf sich selbst abbildet, d.h. fir den I'a*T' = T'al’ fir alle
a € S gilt, so ist die Hecke-Algebra R(T', S) kommutativ.

Beweis. [30], S. 54, Proposition 3.8.
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4.2 LOKALISIERUNGEN

Wir erinnern in diesem Abschnitt an einige bekannte Ergebnisse iiber P-
adische Vervollstindigungen von imagindr-quadratischen Zahlkorpern und
Ordnungen. Weitergehende Informationen finden sich z.B. bei [5], [25], [35]
und im neu erschienenen Buch von Maclachlan und Reid [20].

Da wir voraussetzen, dass die Klassenzahl h von K gleich 1 ist, sind al-
le Ideale in K Hauptideale. Im Folgenden identifizieren wir deshalb die

Primstellen/—ideale P mit geeigneten Erzeugenden p der entsprechenden
Ideale.

Definition 4.2.1. Wir wahlen jeweils einen Vertreter p der in ox assoziier-
ten Primzahlen. Die Menge dieser Primzahlen bezeichnen wir mit P.

Anmerkung: Werden keine weiteren Angaben gemacht, so bezeichnen wir
nachfolgend mit p stets Elemente aus P.

Definition 4.2.2. Es sei ¥ die Menge der endlichen Produkte [] p® mit
pEP
p € P und ¢, € Ny. Somit gilt:

1. Fiir jedes © € ok \ {0} existiert genau ein € € o}, mit ex € <.
2. Sind x1,19 € T, so folgt v129 € X.

Definition 4.2.3. Es sei R eine Ordnung in der Divisionsalgebra A. Eine
Teilmenge T von A heifit ein Links- (Rechts-, zweiseitiges) Ideal von R, wenn

1. Z ein links- (rechts-, zwei-) seitiger R-Modul ist,
2. INK"# < ist und
3. ein v € K* existiert mit xZ C R.

Satz und Definition 4.2.4. Es sei I ein Ideal von R. Dann sind I' :=
{r e A, 2Z C I} und I := {x € A; Zx C I} Ordnungen in A. T' heifit
die Linksordnung von I und entsprechend I" die Rechtsordnung von Z. T ist
ein Linksideal von T' und ein Rechtsideal von I".

Beweis. [5], S. 71, Satz 10.
U

Definition 4.2.5. Ein Ideal T von R heifit ganz, falls T C T' ist (und somit
auch T CI" ist ).
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Eine Primstelle P von K ist eine Aquivalenzklasse von Bewertungen von
K, wobei wir die triviale Bewertung ¢ mit ¢(0) = 0 und ¢(a) =1 fiir a € K*
ausschliefien.
Unendliche/archimedische Primstellen kommen her von den Einbettungen
von K in C, wihrend die nichtarchimedischen/endlichen Primstellen von K
von den P-adischen Bewertungen herriihren.
In unserem Fall hat K genau eine unendliche Primstelle P = oco. Diese ist
komplex. Da h = 1 ist, identifizieren wir die endlichen Primstellen P mit
den zu den Primidealen gehérenden Primzahlen p € P.

Definition 4.2.6. Fir eine Primstelle P set Kp die Vervollstindigung von
K beziiglich der durch die Primstelle induzierten Metrik.

Fiir eine endliche Primstelle P schreiben wir fiir Kp auch K,. Entsprechend
bezeichnet og, die P-adische Vervollstindigung von 0. o, ist ein diskreter
Bewertungsring mit mazimalem Ideal og,p, so dass ox, modulo Einheiten
genau p als Primzahl hat.

Fiir eine Primstelle P sei Ap = Alq,r|p := Alg,r] ® Kp die zugehdirige
Vervollstindigung von Alg,r]. Ist p € P, so schreiben wir dabei auch A, an
Stelle von Ap. Fiir eine Ordnung R in A und ein R-Ideal T seien dement-
sprechend R, := R ®@ ok, und I, :== T ® og,.

FEine Primstelle P heifst verzweigt, falls Ap eine Divisionsalgebra ist.

Satz und Definition 4.2.7. FEs gibt nur endlich viele Primstellen, an denen
A verzweigt ist.
Fiir die unverzweigten Primstellen gilt

Ap 22 M(2; Kp).

Da die archimedische Primstelle komplex ist, ist A dort unverzweigt. Die
Verzweigungsstellen heiffen auch charakteristische Primstellen.

Beweis. (8], S. 7, Theorem 4 b) und [25], S. 273, Theorem 32.2. Vgl. auch
[35], S. 58, Lemme 3.1.
0

Definition 4.2.8. Es sei R eine Ordnung in A mit og-Basis eq, €1, €3, €3.
Dann heifit
d(R) := det(tr(e;e;))

die Diskriminante von R.

Anmerkung: d(R) ist modulo 0% nach [25], S. 126, Theorem 10.2 eindeutig
bestimmt.
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Satz 4.2.9. FEs sei R eine mazimale Ordnung in A. Dann gilt:
p ist eine charakteristische Primstelle von A< p | d(R).

Beweis. [25], S. 273, Theorem 32.1 oder auch [35], S. 84, Corollaire 5.3. Dort
ist allerdings die Diskriminante etwas anders definiert.
O

Lemma 4.2.10. FEs seien R eine Ordnung in A, o € R und p € P. Dann
gilt

(Rar), = Rya.
Beweis. Es ist R,a C (Ra),. Da beide vollstéindig sind und Ra enthalten,

folgt die Gleichheit.
O

Satz 4.2.11. Es seien R eine Ordnung in A und I ein Linksideal von R.
a) EsistT=AN[,cpLp

b) Ist R mazimal und sind fir alle p € P Linksideale J, von R, gegeben,
von denen nur endlich viele ungleich R, sind, so ewistiert ein Linksideal T
von R mit

I, = J, fir allep € P.

Beweis. [5], S. 105, Satz 22 und Satz 23.

Satz 4.2.12. Es sei R eine mazimale Ordnung in A.
a) Jedes Linksideal in R,, p € P, ist ein Hauptideal.
b) Fir Klassenzahl 1 ist jedes linke R-Ideal ein Hauptideal.

Beweis.
a) pl|d(R): [25], S. 139, Theorem 13.2.
p1d(R): |35], S. 38, Theorem 2.3 (3) oder [25], S. 171, Theorem 17.3
iii).
b) [35], S. 89, Theoreme 5.7 und Corollaire 5.7 (1) oder [25], S. 307ff, insbe-
sondere S. 313, Theorem 35.14, auch S. 309, Theorem 35.6.
U

Satz 4.2.13. Es sei I ein ganzes zweiseitiges Ideal der mazximalen Ordnung
R. Ferner seien a« € R und b € ox mit b = n(a) mod Z. Dann existiert

ein B € R mit n(B) =b und f=a mod 7.
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Beweis. Dies ist ein Spezialfall von [7], S. 239, Satz 5.

Wihlen wir im obigen Satz speziell Z = R, so gilt insbesondere:

Lemma 4.2.14. FEs seien R eine mazimale Ordnung in A und b € ox. Dann
existiert ein f € R mit n(f) = b.

Wir betrachten nun eine mazimale Ordnung R in A und eine Primzahl
p e P.

Fiir p f d(R) gilt nach Satz 4.2.7 und Satz 4.2.9 A4, = M(2; K,,). Nach [35], S.
38, Theorem 2.3 (1) sind alle maximalen Ordnungen in M(2; K),) konjugiert
zu M(2;0g,), so dass also

R, = M(2;0k,) (4.1)
ist. Jedes o € R mit n(a) # 0 ldsst sich deshalb als Element von

GL(2; K,) N M(2;0k,) auffassen. Nach dem Elementarteilersatz fiir Haupt-
idealringe existieren somit Einheiten €;, € von M(2; 0%, ) mit

€laEy = <p0 p(‘)”) , wobei 0 < ¢ < ¢ gilt. (4.2)

Dabei sind ¢y, ¢y eindeutig bestimmt.

Fiir p | d(R) ist A, eine Divisionsalgebra der Dimension 4 iiber ihrem Zen-

trum K. Nach [36], S. 20, Proposition 5 enthélt R, modulo Einheiten genau

ein Primelement m,, so dass ﬂg prim in o, ist. Es existiert also ein € € 0}

mit 7> = €p.

Das maximale Ideal in A, ist nach [25], S. 139, Theorem 13.2 durch

Rymp = RpmpyRy = mR, gegeben. Im Hinblick auf Lemma 4.2.14 kénnen

wir dabei 7, so wihlen, dass m, € R ist mit n(7,) = p.

Fir & € R mit n(a) # 0 existiert nun ein eindeutig bestimmtes ¢ > 0 mit
Rya = (Rym,)¢ = Ry, (4.3)

p

Definition 4.2.15. FEs seien R eine maximale Ordnung in A und o € R
mit n(a) # 0.

Fiir p 4 d(R) heifst das durch (4.2) bestimmte Paar (p®,p®) der p-te Ele-
mentarteiler von a. Gilt p | d(R), so nennen wir m;, aus (4.3) den p-ten
Elementarteiler von o.

Lemma 4.2.16. Es sei o € R. Fir p { n(a) ist a € R, und der p-te

(1,1)  firptd(R),

FElementarteiler von « st
1 firp | d(R).
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Bewess. Klar.
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4.3 DIE HECKE-ALGEBRA DER NORM-1-GRUPPE EINER
MAXIMALEN ORDNUNG

Ziel dieses Abschnittes ist es, die allgemeine Theorie der abstrakten Hecke-
Algebra auf den Fall der Norm-1-Gruppe einer maximalen Ordnung anzu-
wenden und gewisse multiplikative Eigenschaften herauszuarbeiten, die wir
im néchsten Abschnitt zur Definition von geeigneten Hecke-Operatoren auf
L*(Tr\\H) gebrauchen werden. Dieser Abschnitt stellt im Wesentlichen eine
Ubertragung der Ergebnisse von G. Shimura fiir maximale Ordnungen iiber
@Q in [29], S. 279-283 auf den hier behandelten Fall von Ordnungen iiber
imaginar-quadratischen Zahlkérpern dar.

Um die Ergebnisse des letzten Abschnitts verwenden zu konnen, gilt in die-
sem Abschnitt stets:

Voraussetzung 4.3.1. R ist eine maximale Ordnung in der als Divisions-
algebra vorausgesetzten Quaternionenalgebra Alq,r].

Fiir die zu R gehorende Norm-1-Gruppe 'z = {z € R; n(z) = 1} ist der
Kommensurator I'z von I'z nach [35], S. 106, Proposition 1.4 gegeben durch

I'r = Alg,r]*.
Da A[q, r] eine Divisionsalgebra ist, gilt also
Iz = {z € Alg,r]; n(z) # 0}. (4.4)
Definition und Lemma 4.3.2. Unter den obigen Voraussetzungen sei
S:={reR,n(r) €T}

mit T aus Definition 4.2.2. .
S ist eine Halbgruppe mit T C & C I'r, so dass R(I'r, S) eine Hecke-
Algebra ist.

Beweis. Klar.
O

Lemma 4.3.3. Es sei o € ['g. Dann ist d(o) = e(a). Es ezistiert also ein
gemeinsames Vertretersystem o, ..., gy der Rechts- und Linksnebenklas-
sen in 'pal'r.
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Beweis. Es seien Fr ein Fundamentalbereich von 'z, F,z ein Fundamental-
bereich von (I'g Na 'T'zra) und F, ein Fundamentalbereich von (o 'Tza).
Da I'r kokompakt ist, haben alle hier auftretenden Fundamentalbereiche
endlichen hyperbolischen Flacheninhalt. Ferner ist

d(a) =[Tg :Tr Na"'Tra]

und
e(a) =[Tr :TrNalga '] = [a 'Tra: a 'TranTg]
Somit gilt
d(@)W(Fr) = p(Far) = e(a)pu(Fa).

Da p(Fr) = u(Fa) < oo ist, folgt mit Lemma 4.1.4 die Behauptung.

Satz 4.3.4. Es seien o, 3 € G. Dann sind dquivalent:

b) «,( haben die gleichen Elementarteiler (Definition 4.2.15).
¢) R/Ra und R,/ Rp sind isomorph als linke R-Moduln.

d) FEs existiert ein v € I'r mit Ray = Rf.

Beweis.

a) = d):

Klar.

d) = a):

Aus d) folgt, dass es ein 7/ € R* := {z € R; n(z) € 0} } gibt mit v'ay = .
Wegen n(«) € ¥ und n(f3) € T folgt notwendigerweise n(y') € TNoj =1
und somit 7' € I'g.

a) = b):

1. ptd(R).

Klar.

2. pld(R).
Es gelte yiay2 = f mit v1, 7, € I'g. Danach [25], S. 139, Theorem 13.2 jedes
einseitige Ideal ein zweiseitiges Ideal ist, folgt

RpB = Rpays = aypeR, = aRy = Rya.

b) = d):
Da « und f die gleichen Elementarteiler haben, muss zwangslaufig n(a) =

n(j3) sein.

Wir zeigen nun:
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Gilt b), so existieren fiir jedes p € P Einheiten €, e € R mit n(e?) =

n(el”) = 1, so dass

egp)aegp) = f.

Fiir p | d(R) ist dies klar.
Wir betrachten also den Fall p { d(R). Nach (4.1) identifizieren wir R, mit
M(2;0k,). Unter b) existieren somit Einheiten €, €, €3, €4 € Ry, so dass

c1 0
€169 = (100 pc> = €33¢4.
2

Da fiir 7 € {1,2,3,4} n(e;) € o ist, folgt mit

_ (ol oy,
:.E <10 01))
2 7N0 n(e) )
- ("(68)_1 (1)> .
eell )

Fiir 7 € {1,2,3,4} ist n; € R, mit n(n;) = 1 und

_ (n(e)) 'p 0

mare = ( 0 n(62)—1p02 )
_ (n(es) 'p 0

n30ns = ( 0 n(e)"'p )

Wegen n(a) = n(3) gilt ferner
n(e)”'n(e2) ™" = n(es) 'nles)

und wir erhalten mit p := n(e3) 'n(e):

0
(g M1> nman = 03604,

womit unsere Zwischenbehauptung fiir p f d(R) bewiesen ist.

Fiir jedes p € P existieren also Einheiten e, ) € R mit

a(c?) = () = 1 und P ae?) = 5.
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Es sei nun [[_, pi* = ¢ die Primfaktorzerlegung von ¢ := n(a) = n(f) € .
Nach dem Starken Approximationssatz in der Version von [34], S. 176, Theo-
rem 8.17 existieren nun v, € Alg,r] mit n(y,) = 1 fiir [ € {1,2}, so dass
gilt:

*yl—e( €EpiR,firie{1,...,s}

und
v € Ry fiirp1q.

Im Hinblick auf Satz 4.2.11 a) sind somit auch v;,7, € AN
Da ¢ € o fiir p f q ist, ergibt sich also fiir alle p € P

R, =R.

pelP

1,72 € R mit n(y;) = n(y) =1

und
n=e" % =e” mod¢R,.

Insbesondere ist

noye = ePae” = 3 mod ¢R,.

Nach Lemma 4.2.10 und Satz 4.2.11 a) folgt somit
may, = mod ¢R.

Wegen ¢ = n(ff) = n(ay) ist nun ¢R sowohl in Ray, als auch in Rf
enthalten, und wir erhalten schlieflich

Ray, = Rp.

d) = ¢)

Wir betrachteten den durch ¢ : R — R, r — 27 induzierten Homomorphis-
mus ¢ : R/Ra — R/ Rary. Eine elementare Rechnung zeigt, dass ¢ ein
linker R-Modul-Isomorphismus ist.

c) = b)

Nach c) existiert nun fiir alle p € P ein linker R,-Modul-Isomorphismus
bp: Rp/ Ry — R,/ R,[3, und es ist n(a) = n(f).

Da fiir p 1 n(«) die p-ten Elementarteiler von a und  bereits gleich sind,
reicht es zu zeigen:

Fiir alle p € P mit p | n(a) existieren e P e R,, so dass P el = 3 ist.
Bezeichnen wir im Weiteren mit [z] bzw. [z]" die zu © € R, gehorigen Rest-
klassen modulo R,a bzw. R, 3, so existieren wegen

Gp([r]) = @p(r[l]) = rep([1]) fir alle r € R,
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ep,tp € Ry mit
op([r]) = r[tp]' und ¢;1([7"],) = rle,| fiir alle r € R,,.

Wegen
0= ¢y([a]) = [at,] bzw. 0 = ¢, ([B]') = [Be,]
gibt es ferner k,,[, € R, mit

at, = k[0,

4.5
Bep = Iy (4:5)
Daraus ergibt sich
atpe, = kylpa, (4.6)
Bepty, = Lk 3. '
Aus
[1] = ¢, 0 $p([1]) = [tpe,], bzw. [1] = [epty]
erhalten wir schlieflich die Existenz von m,,n, € R, mit
tpep, = 1+ mpa, (4.7)

epty =1+ n,0.

Ist nun t,e, bzw. e,t, eine Einheit in R, so miissen schon e, und ¢, Einheiten
in R, sein. Da nach (4.6) n(t,e,) = n(k,l,) ist, folgt dann, dass k,[, und somit
k,, 1, Einheiten in R, sind. Aus (4.5) erhalten wir dann die Behauptung.

Wir zeigen also, dass t,e, eine Einheit in R, ist:

i) p|d(R).
Ist ?ye, keine Einheit in R,, so existiert ein €; € R, und ein ¢; € N mit

— C1
lpep = €17,

Wegen p | n(a) ist mya € R;, und es gibt ein e; € R}, und ein ¢, € N mit
My = €37,

Aus (4.7) erhalten wir nun
— 1 c2 ci—1 __ ca—1
1= €17, €9T,> = Tp (617Tp €27, )

und somit m, € R;, was zum Widerspruch fiihrt.
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ii) ptd(R).

Es seien (p,p®) und (p°,p*) die p-ten Elementarteiler von o und . Wir
identifizieren R, wieder mit M(2; 0, ).

Ist ¢; = ¢35 = 0, so folgt wegen n(a) = n(J3) schon ¢; = ¢4. Wir nehmen also
0.B.d.A.c; > 1 an.

Ist nun tye, € R, so existieren 1,72 € R, mit

cs 0
Titpepy2 = (p() pc6> und cg > 1.

Weiterhin ist dann m, # 0. Fiir o = ¢ (p ) p22)62 gilt somit

-1 . pclil 0 M .
pmya = mye; 0 pot € € M(2;0k,),

so dass es Einheiten 3, v4 von R, gibt mit

0
Tampays = |7 s und cg > ¢; > 1.

Aus (4.7) erhalten wir nun

cs5 0 cr 0
p _ -1 (P -1
0 peo) TURTUD g pes ) 2 02

Daraus folgt

(10 p> 0\ (p O p~t 0
O )G90 2

Wegen n € R, und (é 2) Z R, ergibt dies einen Widerspruch.
Es muss also tye, € R, gelten.
O

Lemma 4.3.5. Es sei « € &. Dann haben o und @ dieselben Elementartei-
ler.

Beweis.

L. ptd(R).
In diesem Fall fassen wir a als Element von M(2;0f,) auf mit

C1 0
€100€y = (pO p”) , c1,¢ €N, 1 <y, €1,6 € M(2;0k,)"
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0 1\ /a b\ (0 -1\ [(d -b
-1 0/ \c d 1 0) \-c¢ a
(0 1\ _4t(fp* O ! it (0 =1
-1 0)2 (o p2) 1 0)

Weil (j’l }]), 0 —01) Einheiten in M(2; 0x,) sind, ist der p-te Elementar-
teiler von @ auch (p, p?).

2. pld(R).

Da mit 7, auch 7, ein Primelement von R, ist und R, modulo Einheiten nur
ein Primelement enthélt, folgt

Da nun

ist, folgt

Ql

v — TCo — 7 Ca Ca __
Rya =Rympe = Rym," = Rymy* = Ry

Der p-te Elementarteiler von @ ist also auch in diesem Fall der p-te Ele-
mentarteiler von .

U
Satz 4.3.6. R(I'r, S) ist kommutativ.

Beweis. Fiir @« € G haben nach dem vorherigen Lemma « und @ dieselben
Elementarteiler und nach Satz 4.3.4 folgt 'ral'r = T'gal'z. Also ist a - @
ein Antiautomorphismus von (I'gz, &), der I'ral'z fiir alle « € & auf sich
selbst abbildet. Aus Satz 4.1.15 erhalten wir die Behauptung.

O

Lemma 4.3.7. Es set o € G.
a) deg(T'ral'r) ist gleich der Anzahl ganzer Linksideale T von R mit

R/T~TR,/Ra.
b) Ist n(a) = p eine Primzahl, dann gilt wegen N (p) = |p|?

1, fir p| d(R)

deg(FRaFR) = {|p|2 +1, fir pj[d('R) .

Beweis.

a) Danach Satz 4.2.12 jedes Linksideal von R ein Hauptideal ist, definiert die
Abbildung I'raw — Ra eine Bijektion zwischen den in R(I'z, &) enthaltenen
Rechtsnebenklassen und den ganzen Linksidealen von R. Nach Satz 4.3.4
gehoren I'rar und I'gr 3 zu derselben Doppelnebenklasse ['ral'z genau dann,
wenn R /RB = R,/ Ra ist.
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b) 1. p|d(R).

Firp' #pistp € 0% - Somit ist R,ya = R,y schon das einzige ganze Links-
ideal von R,y mit reduzierter Norm n(R, ) =o K, = 0K,D-

Nach [25], S. 139 Theorem 13.2 ist R« das einzige ganze Linksideal von R,
mit reduzierter Norm n(R,a) = ok, p.

Aus Satz 4.2.11 folgt, dass Ra also das einzige ganze Linksideal von R
mit reduzierter Norm ogp ist. Da fiir jedes ganze Linksideal Z von R mit
R,/ZI = R /Ra notwendigerweise n(Z) = n(Ra) gelten muss, erhalten wir
mit a) die Behauptung.

2. ptd(R).

Nach [35], S. 38, Theorem 2.3.(4) ist die Anzahl ganzer Linksideale von
M(2;0k,) = R, mit reduzierter Norm og,p gleich 1 4 ¢, wobei ¢ die An-
zahl der Elemente in 0g,,/pog, bezeichnet. Also ist ¢ = N (p) = [p|*.

Fiir p' # p ist Ry = Ry p schon das einzige ganze Linksideal von R, mit
reduzierter Norm Ok, = 0K, D

Mit Satz 4.2.11 existieren somit genau 1 + |p|*> ganze Linksideale Z;, | €
{1,...,1 + |p|*}, mit reduzierter Norm ogp. Nach Satz 4.2.12 gilt dabei
7, = Roy mit n(oy) = p. Somit haben alle oy, 1 € {1,...,1 + |p|*}, die
gleichen Elementarteiler. Nach Satz 4.3.4 gilt also

R/ Ra; =R,/ Ra.

Die Ra; sind aber auf Grund der Gleichheit der Normen notwendigerweise
schon alle ganzen Linksideale Z mit

R,/T =R,/ Ra.

Aus Teil a) erhalten wir nun die Behauptung.
U

Lemma 4.3.8. FEs seien I'ral'g, 'rflr und Tré{Cr aus R(T'r,S). Dann
ist crperg (TR, PR AT'R) aus Lemma 4.1.9 gleich der Anzahl ganzer Links-
ideale T von R, fiir die gilt:

i) T > RE,
i) R/T=R,/ RS und
iii) T/RE =~ R/ Ra.

Beweis. Es seien Tgral'z = UJ,Tra, TRz = Uj I'zfB; und
I'zélr = U, Trée disjunkte Zerlegungen. Dann ist nach Lemma 4.1.9
crpere (TroT'R, TrBIR) gleich der Anzahl der Paare (i,j) mit I'royf3; =
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['r&€. Wegen der Disjunktheit der Zerlegung existiert dabei fiir festes j héch-
stens ein ¢ mit I'ra; 3; = I'RE.
Gilt nun 'z, 8; = I'r&, so folgt

R D Rﬁ] D Raiﬁj = RE.
Ferner ergibt sich aus Satz 4.3.4

R/RB; = R/RS,

denn mit geeignetem € € I'g gilt R3; = Rfe.
Schlieflich ist
Rﬁj/ROéiﬁj = R/ROZZ = R/RO[

Das ganze Linksideal Rf; erfiillt also die angegebenen Bedingungen.
Es sei nun umgekehrt ein ganzes Linksideal Z von R gegeben, welches die
Bedingungen i), ii) und iii) erfiillt.
Aus ii) folgt mit Satz 4.3.4 und Satz 4.2.12
T =TRpe=Rp;fiirein j € {1,...,deg(T'rAB'z)}.

Da nach i) Rf3; D RE ist, gibt es ein ap € & mit £ = o f;.
Nach iii) gilt dabei

R/ Ra=Rp;/ RayBi =R,/ Ray.
Mit Satz 4.3.4 folgt also mit geeigneten € € 'r und ¢ € {1,...,deg(l'ral'r)}
Ray = Rae = Ray;.
Da ag, a; € & sind und somit n(ag) = n(«y;) ist, folgt Tray = T'ray, also
I'rE =Trapf; = T'rayf3;.
]

Anmerkung: Da nach Satz 4.3.6 R(I'g,S) kommutativ ist, konnen wir in
Lemma 4.3.8 @ und f in ii) und iii) miteinander vertauschen und gelangen
so zu einer dquivalenten Charakterisierung.

Lemma 4.3.9. Es seien o, € S, o € T'ral'g und ' € TxfTr. Ist n(«)
prim zu n(f3), so haben o' und «f dieselben Elementarteiler. Insbesondere
ist dann N'ra/ f'Tr = 'rafl%.
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4. Hecke-Theorie

Beweis. Nach Voraussetzung existieren €q, €5, €3 € ['p mit o/ ' = ;e es.
1. ptd(R).
i) pln(a).
Damit folgt p 1 n(3), und g ist eine Einheit in R,. Nun gilt
e o/ (ex0e3)"' = af

mit Einheiten ¢, ' und (e8e3) 713 in R,.
i) ptn(a), p|n(f).

Wie oben.

iii) p{n(a), p1n(B).

Klar, da dann «, § € R}, sind.

2. p|d(R).
Da sich nach [25], S. 139 jedes © € R, eindeutig schreiben ldsst als © =
a'mpr = mora” mit 7', 2" € Ry, folgt

Ryo! 3 = Rpe1aesfes = Ryaf.

Also haben o/’ und af dieselben Elementarteiler, und wir erhalten die Be-
hauptung aus Satz 4.3.4.
]

Lemma 4.3.10. Es seien o, f € &. Ist n(a) prim zu n(3), so gilt

Beweis. Es seien Z; und Z, zwei ganze Linksideale von R, welche die Bedin-
gungen i), ii) und iii) aus Lemma 4.3.8 fiir ein £ € & erfiillen.

Weil (Z; + I,) /I, C R,/Z, ist, ergibt sich aus Bedingung ii), dass
(Z, + I,) /I, isomorph zu einem Untermodul von R /Rf3 ist.

Da nach i) Z; N Z, D RE ist, folgt mit iii), dass Z; /(Z; N Zy) isomorph zu
einem Untermodul von R “Ra ist.

Nach dem ersten Isomorphiesatz gilt nun

T,/ (TiNT) & (T, + T,) /.

Somit ist also (Z; + Z,),/Z, sowohl zu einem Untermodul von R Rf3 als
auch zu einem Untermodul von R /Ra isomorph.
Auf Grund der Teilerfremdheit der Normen muss also

IQ :Il +I2 llIldIl :Il ﬂIQ
gelten. Entsprechend erhalten wir

Zl :Il +Zg undIZ :Il ﬂIQ.

74



4.3. Die Hecke-Algebra der Norm-1-Gruppe einer maximalen Ordnung

Somit folgt
Zl - IQ.

Nach Lemma 4.3.8 ist also crpery, (Frol'z, I'r0z) = 1.

Da nach Lemma 4.3.9 (I'gal'r)(I'z fTx) nur die Komponente 'zl hat

und dort dann cpper, (Fral'z, T'rBTx) = 1 ist, ergibt sich die Behauptung.
O

Lemma 4.3.11. Es seien v € & und N,M € T mit n(y) = NM. Ist N
prim zu M, dann gibt es a, f € & mit n(a) = N, n(3) = M und v = af3.
Die Zerlegung ist bis auf Elemente aus I'r eindeutig.

Beweis.
Fir p { M ist v € R,, wobei R, das einzige ganze Linksideal von R, mit
reduzierter Norm ox, M = oy, ist.
Gilt p | M, p | d(R), so existiert wegen p f N genau ein m € N, so dass
v € Ryt und n(R,m)") = ok, p™ = ok, M.
Fir p | M, p 1 d(R) sei (p®,p) der p-te Elementarteiler von . Wegen
p 1 N ist dann R,y das einzige ganze Linksideal von R, mit reduzierter
Norm ox,p+ = o, M, welches ~ enthilt.
Nach Satz 4.2.11 gibt es also genau ein ganzes Linksideal Z von R mit re-
duzierter Norm ox M und v € Z. Wegen Satz 4.2.12 existiert also bis auf
Linksmultiplikation mit Elementen aus 'z genau ein € R mit v € R und
n() = M.

O

Definition und Lemma 4.3.12. Es se: wze in Lemma 1.3.8 RN = {x €
R; n(x) = N}. Ist N € T und damit RN C &, so sei

N))

deg(T
Z FQO&FQ = Z FROéZ

acRN)

Mt der disjunkten Zerlequng

d(N)
M = &
k=1

aus Lemma 1.3.8 gilt dann
d(N)
=Y Trén.
k=1
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Beweis. Klar, da RW) rechtsinvariant unter I'r ist und sich somit
S Prérn € L(Tr, &)T% ergibt.
O

Lemma 4.3.13. FEs seien N, M € X relativ prim. Dann gilt:
T(N)T(M)=T(NM).

Beweis. Die Behauptung erhalten wir unmittelbar aus Lemma 4.3.10 und
Lemma 4.3.11.
O

Lemma 4.3.14. Es seia € R mit n(a) =p € P und p | d(R).
Dann st fiirm € N

(FQO&FQ)m = FRamFR = FRam.

Beweis. Den Beweis fithren wir mittels Induktion nach m.

Da nach Lemma 4.3.7 deg(T'ral'g) = 1 ist, folgt T'ral'r = 'ga.
Es sei nun also die Behauptung fiir m bewiesen.

Somit gilt

(Tral'g)™™ = (Tral'z)(Tral'g)™ = (Tral'g)(Tra™T'R).
Wegen I'ral'r = 'ga ist ferner
I'ral'za™Tr = Tra™ g,
so dass aus Lemma 4.1.9
(Tral'r)(Tra™T'R) = crpam+irg (Tralg, Tra™g)Lra™ ' Tr

folgt.
Ferner ergibt sich aus der Voraussetzung

(FRCYFR) (FRamFR) = (F'ROé) (FQO&m) = FRamH.

Somit ist erpam+ir, (Frol'z, T'ra™'r) = 1, und wir erhalten die Behaup-
tung.
[

Satz 4.3.15. Es seip € P mit p | d(R). Fir m € N und o € & mit
n(«a) = p folgt dann
T(p)™ =T(") =Tra™.
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Beweis. Esseiy € R mit n(y) = p™. Der p-te Elementarteiler von + ist somit
m,". Da fiir p’ # p v eine Einheit in R,/ ist, sind die iibrigen Elementarteiler
alle (1,1) bzw. 1. Im Hinblick auf Satz 4.3.4 gilt also fiir 7,7y € & mit
n(y) = n(y') = p™ schon I'gyI'r = T'xy'T'xz und somit T'(p™) = I'ryI'z fiir

m

beliebiges v € & mit n(y) = p™.
Nach Lemma 4.2.14 gibt es nun ein @ € R mit n(«) = p. Damit folgt
T(p™) = 'ra™I'g. Die Behauptung erhalten wir nun aus Lemma 4.3.14.

U

Definition 4.3.16. Firp € P mit p{d(R) und ¢y, co € Ng mit ¢; < ¢y sei

T(pCI ) p02) = FRa01,CQFR7

wobei nach Lemma 4.2.14 e, o € S ist mit n(a, ¢,) = 2 und o, ., den
p-ten Elementarteiler (p°, p®) hat.

Anmerkung: Nach Lemma 4.2.16 sind wegen n(a.,.,) = p® " die iibrigen
Elementarteiler von a., ., dann (1,1) bzw. 1 und I'ga,, 'z ist nach Satz
4.3.4 eindeutig bestimmt.

Es gilt ferner T'(p) = T'(1,p) und T(p™) = D o<er<es T (P, p?).

c1+ca=m

Lemma 4.3.17. Es gelte ptd(R) fir p € P. Im Hinblick auf Lemma 4.3.7
sei ferner T'(1,p) = T'rapI'r = ZL”Z‘?H Frov,
Dann gilt

a) Rp C Rayg,, fir allei € {1,...,|p|* + 1},
b) Rac, e, CRpES ¢ > 1,
¢) Rag,e, + Rp=Ray,, fireiniec{l,..., Ip|? + 1}, falls co > 1 ist.

Beweis.
a) Fiir p’ # p sind n(p),n(a,1,) € o*l‘(p,, also p, ag,1; € Ryy. Somit gilt

Rp/p = Rpl = Rp:ag,li.

Identifizieren wir nun R, wieder mit M(2;0,), so folgt fiir p € R,

_(p 0\ _(p O 1 0y (p O
p‘(o p>_<0 1) (o p) ~ \o 1) @0

mit Einheiten €, e, von M(2;0k,).
Somit ist
_ _ 0
€y lp = pbéy f= (g 1) €1Q0,1,,
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also
R,p C ’Rpao,lz..

Aus Satz 4.2.11 folgt die Behauptung.

b) Essei ¢ > 1.
Fiir p' # p erhalten wir wie unter a)

Ryp =Ry =Ry c,-

Fassen wir R, wie iiblich als M(2; 0x,) auf, so existieren Einheiten €; und €,
von M(2;0x,) mit

_ (™ 0N _(p" 0 \(p O
€100 ¢y €2 = ( 0 pcz> _< 0 pcz—l 0 p .

Da c¢; > 1 ist, erhalten wir

L (pt 0 -
aCl,CQ = 61 ' ( 0 pczl> 62 lp € Riﬂp'

Folglich ist
Rpacl,Q - Rppa

und mit Satz 4.2.11 ergibt sich
Ro, ¢, C Rp.

Es gelte nun Rog, ., C Rp. Insbesondere ist dann o, ., € R,p. Deshalb

existiert ein v € R, mit (p i, ng) = 7p, also

7= (pcz) 1 pc?1> € Ry
Damit folgt ¢; > 1.
¢) Fiir p' # p gilt fiir allei € {1,...,|p|> + 1}
Ryaoy; = Ryp = Rpape, = Ry
Somit ist

Ry e, + Ryp = Rp’Oéo,li-

Betrachten wir nun R, = M(2; 0k, ).
Es existieren Einheiten €1, €, v1,72 € M(2; 0k,) mit

1 0
61 C‘{0,02 62 - O p02
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(10
V1,172 = 0 p)-

1 0Y) _ 1 0\” _ o
Rpcoe, =Ry (0 pcz) €2 b= Ry (0 p) € b= Rp(v100,172) €, '

-1
C 'R,pOé(),l’}/QGQ .

und

Daraus folgt

Nun ist aber

10\ (1 0 L (t-p 0) (1 0
0 p) " \0 1—p=)PT 0 1)\o p=)°

-1 1 0 1 1— P 0
71a0,17262 — 0 1 _ p02—1 62 p + 0 1 61C¥0,c2'

Wir erhalten somit wegen co —1 >0

Also gilt

’Rpao,l’yge;l C Rpp + Rpovc,-
Mit Teil a) ergibt sich daraus
Ry0,17265 " = Ryp + Ryt c,.-
Nach Satz 4.2.11 existiert also ein o € & mit
Rp + Rag e, = Ra’*, Rya™ = Ryap176; ' und Rya* = R,y fiir alle p’ # p.

Da ap; und o* die selben Elementarteiler haben, muss es somit nach Satz
4.3.4eini € {l,...,|p|* + 1} geben mit

Ra* = RaO,li-
U

Satz 4.3.18. Es gelte p1 d(R) fir p € P. Ist m € N und sind ¢1,¢5 € Ny
mit ¢; < co, S0 gilt

a) T(p,p)T(p,p?) = T(p™*', p=th),
b) T(p)T(P™) =T ™) + [pl*T(™ )T (p,p)
=T(1,p™") + (Ipl* + 1) T™ )T (p, p)-
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Beweis.
a) Da R(I'g, &) nach Satz 4.3.6 kommutativ ist, erhalten wir

T(p,p)T(p,p?) =T (", p*)T(p,p)
= Y o (TR p?). T(p.p) T, 1").

0<I<k
I+k=c1+co+2

Nach Lemma 4.3.8 ist dabei cpg ) (T (p®,p®), T(p, p)) gleich der Anzahl
ganzer Linksideale Z von R mit i) Z D Ralk, i) R/Z =2 R,/ Rp und iii)
I/Ral,k = R/Racl,q

Erfiillt nun ein Z diese Bedingungen so folgt aus ii) und Satz 4.3.4

7 = Rpe = Rep = Rp mit einem € € ['g.

Ist nun i) fiir Z = Rp erfiillt, so muss im Hinblick auf das vorherige Lemma
zwangslaufig [ > 1 sein.
Fiir [ > 1 gibt es nun aber ein § € R mit dp = a;; und n(d) = p"**~2. Da

(’(’)l pok) pl= (” l(; ' pko,l) ist, hat § notwendigerweise den p-ten Elementar-

teiler (p!~ 1, p*1).

Aus iii) ergibt sich
R/Ré = Rp,/Rdp=Rp,/ Ry =R,/ Ra,c,-
Nach Satz 4.3.4 haben ¢ und «., ., also die gleichen Elementarteiler und es

folgt

l=ci+1lund k=cy + 1.
Fir [ = ¢, +1 und k = ¢y + 1 erfiillt Z = Rp die Bedingungen i), ii) und iii)
und wir erhalten die Behauptung.

b) Wegen der Kommutativitit von R(I'zr, &) ist
T(p)T(™) =TE™)T(/p)

=| Y. T0'\ )| T(1,p)

0<i<g
i+j=m

= > Y e TEP), TA,p)TE, )

0<i<j 0<I<k
i+j=ml+k=m+1

= | S e TEL ), T ) | TG ).

0<i<k 0<i<y
l+k= m+1 i+7=m

J/

=Clk
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Es sei nun «;; € 6 mit Iz ;I'r = T(p',p’). Aus Lemma 4.3.8 erhalten
wir dann, dass ¢ gleich der Anzahl ganzer Linksideale Z von R ist, fiir die
gilt 1) T D Rayy, i) R/T =2 R,/ Rap, und iii) T,/ Ray, = R,/ Rayj fiir
geeignete i1 +j =m, 0 <1 < j.
Nun ist aber iii) eine Konsequenz der Bedingungen i) und ii):
Aus ii) folgt mit Satz 4.3.4 und Lemma 4.3.7
T =Ragy, fiireini € {1,...,[p]*+ 1}
Ist nun auch i) erfiillt, so folgt
Qi = 7YQo,1;
fiir ein geeignetes v € R mit n(y) = p™. Bedingung iii) ldsst sich somit
durch eine geeignete Wahl von i,j stets erfiillen. Also ist ¢, gleich der
Anzahl ganzer Linksideale Z von R mit
IO Rapund R/Z=R,/ Ray,.

Es seinun [ > 1.
Dann folgt aus R /Z = R Ry, mit Satz 4.3.4 und Lemma 4.3.7

T =Ragy, fiireini € {1,...,[p]*+ 1},
und nach dem vorherigen Lemma ergibt sich bereits
RCYU{; - Ramli.

Also entspricht ¢;; der Anzahl der ganzen Linksideale Z von R mit R /7 =
R,/ Ray,. Nach Lemma 4.3.7 gilt somit fiir [ > 1:

cw = [pf* +1.
Fiir [ = 0 ergibt sich aus R /Z = R /Ry, mit Satz 4.3.4
T = Ray,, fiiveini € {1,...,|p|* + 1}.
Nach dem vorherigen Lemma folgt dann aus Z O Rayg 41 bereits
1 =Ropgmi1 +Rp.

Es ist somit

Com+1 = L.
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Wir erhalten also

T(p)T(pm) = COm+1T(1apm+1) + Z ClkT(plapk)
1<I<k
I+k=m+1

=T(Lp™ ")+ (pP+1) D TG,
1<I<k
[+k=m+1

Mit Teil a) ergibt sich daraus

T(p)TE™) =TLp™")+ > TE.05 +1pl> Y. T 0" )T (p,p)

1<i<k 1<i<k
l+k=m+1 I+k=m+1

= > T+ D TE .Y | Tk.p)
0<I<k 0<I<k
I+k=m+1 I+k=m—1

=TE™") + pPTE™ )T (p,p),

bzw.

T(p)T (™) =T(Lp™ ") + (IpP+1) Y TG0 )T(p,p)

1<I<k
l+k=m+1

=T(1L,p™ ") + (Ipf +1) T(p™ )T (p, p).

Lemma 4.3.19. Firp € P mit p{d(R) gilt

a) T(L,p)T(1,p™) = T(1,p™ )+ |p|*T(1,p™ T (p,p), fallsm > 2 ist,
b) deg(T(1,p™) = [p*|™ " (|p|*+1), fallsm > 1 ist.

Beweis.

a) Esseim > 2.
Dafiir gilt

0<I<k
l+k=m
=T(L,p)T1,p™ + > T(1,pTE,p"
1<i<k
l+k=m
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und

L™ + PTG T ) = 30 TW. 09 + ol 3 T 0T (0.)
0<I<k 0<I<k
I+h=m+1 IHk=m—1

=T(1,p™") + pl’T(1,p™ )T (p,p)

+ TP + Il > T PN T (0. p).
1<I<k 1<I<k
l+k=m+1 l+k=m—1

Im Hinblick auf den vorausgegangenen Satz miissen wir also
S TpTE ) = D TE )+ Y T, 9T (p,p)
1<I<k 1<I<k 1<I<k

I+k=m l+k=m+1 I+k=m—1

fiir m > 2 zeigen.
Fiir m = 2 erhalten wir dies unmittelbar mit Hilfe von Satz 4.3.18 a).
Fiir m > 3 ergibt sich mit Satz 4.3.18 a)

M TLpTE ) = D T TE " p )T (p,p)

1<I<k 1<I<k
l+k=m l+k=m
=T(Lp) > TE.P)T(p.p)
0<i<k
I+k=m—2

=T(1,p)T(p™ > T(p,p)

und
ST+l D TEL T (p,p)
1<I<k 1<I<k
I+k=m+1 l+k=m—1
= D TE LT+l D TE P )T (. n)T(p,p)
1<I<k 1<I<k
l+k=m+1 l+k=m—1
= > TE,POTw.p)+ I Y T ") T (0, p)T(p,p)
0<I<k 0<I<k
l+k=m—1 l+k=m—3

=T )T (p,p) + IpPTE™ )T ()T (p, p),
so dass wir die Behauptung mit Satz 4.3.18 b) erhalten.

b) Der Fall m =1 ist die Aussage von Lemma 4.3.7.
Fiir m = 2 folgt aus Satz 4.3.18 b)

T(1,p*) =T(1,p)T(1,p) — (|p*| + )T (p,p).
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Somit erhalten wir mit Lemma 4.3.7
deg(T'(1,p%)) = deg(T(1,p)) deg(T(1,p)) — (|p|* + 1) deg(T'(p, p))
= (pP +D)(IpP+1) = (IpPP+1) -1
= Ipl*(Ip|* + 1).

Mit Hilfe von Teil a) ergibt sich die Behauptung fiir m > 2 nun per Induktion.
O

Lemma 4.3.20. FEs sei T aus Definition 4.2.2. Dann ldisst sich die formale
Dirichlet-Reihe Y .« T(N)|N|™* als Euler-Produkt darstellen:

SN = [ - T@)el )

Neg pld(R)
pelP

L =Tl + Tl )
ptd(R)

pelP

Beweis. Wegen der Multiplikativitat der 7'(N) (Lemma 4.3.13) ist

S TV)INT H(inpmnmms).

Ne¥ pelP \m=0

Mit Satz 4.3.15 erhalten wir nun fiir p | d(R)

STl =Y Tl ™ = (1 - T ) ™

Fiir p 1 d(R) ergibt sich

ZT |p| ms_1_|_ZT |7ms
=14+> > T, ")l
m=1 0<I<k

<i<
I[+k=m
—HZTlp )pl ms+2 ST Pt el
m=2 1<I<k
l+k=m
=1+ Z L™+ S T p T el
m=2 0<I<k
l+k=m—2
=1+ ZT(me”prms_'_T(p,p) T(pm)|p|fms|p|—2s.
m=1 m=0
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Nun gilt wegen Satz 4.3.18

o0
D T, p™)pl ™™ = T(1,p)lp|™* + ZT Pl el

m=1

=T(1,p)lp|* + Z T(P)T(P™)lpl "™ p[*
—(Ip+ DT (p.p) > T™ )lpl ™ pl
m=1

=Y _T()TE™)p|™p|*

m=0

— (Ip* +1)T(p,p)IpI™* i T(p™)lp|™™.
Zusammen erhalten wir
iT ™)pl™™ =14 (T(p)Ip| ™ — [pIPT (0, ) Ip| 7> iT ™) lplmm,
m=0 m=0
also N
L= (1=T@)p|"* + pI’T@p)lpl ) > TE™)lpl ™.
m=0

Es folgt die Behauptung.

Lemma 4.3.21. Fs seien M, N € ¥, ¢ € R* und e := n(e). Dann gilt:
a) el'r =Tge, REN) = RIV) = RN,

b) d(N)d(M)=d(NM), falls N prim zu M ist,

Beweis.

a) Einfaches Nachrechnen der behaupteten Identitéten.

b) Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 4.1.13 und Lemma 4.3.13.
c) Fiir ptd(R) folgt aus Lemma 4.1.13 und Satz 4.3.18

deg(T'(p)) deg(T(p™)) = deg(T(1,p™ "))+ (Ip[*+1) deg(T(p™ ) deg(T'(p, p))-
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4. Hecke-Theorie

Wegen T'(p,p) = Trpl'r = I'zp und Lemma 4.3.19 ergibt sich daraus

(Ip]> + 1) deg(T (™)) = Ip*[" (Ip]* + 1) + (Ip|* + 1) deg(T'(p™ "))
und somit

deg(T(p™)) = [p"|* + deg(T(p" 1))
=> "Il
i=0
Fiir p | d(R) gilt mit Lemma 4.3.7 und Satz 4.3.15

deg(T'(p™)) = deg(T'(p))™ = 1.

Zusammen mit Teil b) erhalten wir die Behauptung.
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4.4 HECKE-OPERATOREN AUF L*(T'x\ H)

Die bisherigen Ergebnisse dieses Kapitels werden wir in diesem Abschnitt
zur Definition geeigneter Hecke-Operatoren nutzen. Wir werden dann die
Existenz einer gemeinsamen Orthonormalbasis {f}} von C?(T'zx\H, \) be-
ziiglich dieser Hecke-Operatoren und des Laplace-Beltrami-Operators zeigen.
Schliefslich werden wir nachweisen, dass die Fourierkoeffizienten der zu die-
ser Basis gehdrenden Theta-Lifts I}I:Q gewisse multiplikative Eigenschaften
aufweisen. ’

Definition 4.4.1. Es sei e ein Erzeuger der Einheitengruppe von ox. Im
Hinblick auf Lemma 4.2.14 wdhlen wir dazu ein € € R* mit n(e) = e. Fir
JeAL,...,|o%k|} seien dann

;=€ unde; = ¢’ = n(e;).

Definition 4.4.2. Fir N € ox mit e;,N € T, f € L>(Tx\H) und R™) =

ZZ(:AP Tré&en (Definition 1.8.8) werden die Hecke-Operatoren Ty definiert

durch
d(N)

TNf = Z f|€j§kN7
k=1

wobei die Elemente von R\ {0} mittels der Einbettung ¥ aus (1.2) als Ele-
mente von GL(2; C) aufzufassen sind und der Strichoperator | gemdff Defi-
nition 1.2.4 zu verstehen ist.

Anmerkung: Die Ty sind wohldefiniert, da sie nach Lemma 3.2.2 unabhéngig
vom speziellen Vertretersystem &y sind.

Definition 4.4.3. Mit €; aus Definition 4.4.1 und f € L*(Tr\H) wird der
Hecke-Operator T¢; definiert durch

Te]-f = f|6j'
Anmerkung: Nach Wahl der ¢; gilt also T, = (T.,).

Satz 4.4.4. Die Hecke-Operatoren Ty und Tt; sind beschrinkte lineare Ope-
ratoren, die L>(Tx\H) wieder nach L?(Tx\H) abbilden. Eingeschrinkt auf
C>®(Txr\H) sind sie mit dem Laplace-Beltrami-Operator A vertauschbar.

Beweis. Im Hinblick auf Lemma 4.4.6 und Lemma 4.4.7 sei 0.B.d.A. N € .

i) Die Linearitat ist klar ersichtlich.
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4. Hecke-Theorie

ii) Zum Transformationsverhalten:
Es seien f € L*(Tx\H) und v € I'z. Dann gilt mit Lemma 4.4.5

Tyf(yP) = Z f(&nP)

(N )
=Y f(BeeynP)

und
T, f(vP) = f(eyP) = f(Be;P) = f(e;P) =T¢, f(P)
mit geeignetem (3 € 'z, da nach Lemma 4.3.21 €7 € ¢;I'g = ['ge; ist.

iii) Zur Beschrianktheit:

Es seien f € L?(I'x\H) und F ein Fundamentalbereich von I'z. Da F
relativ kompakt ist, liegt &y F fiir jedes £ € {1,...,d(N)} in einer endlichen
Vereinigung Zzﬂi’i B F mit geeignetem [y, € I'r. Damit folgt

(/ITNf )du( )) EN(/U&CNPW( ))2

( (/W|f(P>|2du<p))5
( Lo, |2du(P)>

w ([ e’

||f [EIAND

SO
= =

(]

M

1

U
~

&
—~
N

VAN
g

U
2

(

IN

k=

mit C := ZZ(:AP Mj,. Ferner ist
[T @Iy = [ 1HPIPP) = 1 e
da ¢;F ein Fundamentalbereich von equgej’l = I'g ist.
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4.4. Hecke-Operatoren auf L?(T'r\ H)

iv) Zur Vertauschbarkeit mit A:
Nach Satz 1.1.4 gilt fiir f € C*°(ICgxg\H) und A € GL(2; C)

(Af)|a=A(f[a)

Die Behauptung folgt unmittelbar.
O

Lemma 4.4.5. Es seien v € T'g und d(N),&n wie oben. Dann gibt es
eine Permutation m von {1,...,d(N)} und fir jedes k € {1,...,d(N)} ein
Br € T'r, so dass

EenY = Brea(k)N
15t.
Beweis. Fiir alle k € {1,...,d(N)} ist &ny € RY). Also gibt es ein [ €
{1,...,d(N)} mit

Eeny € PRGN
Wir nehmen an, dass es nun noch ein &’ € {1,...,d(N)}, k # k' gibt mit

Ewny € TR

Dann muss ein § € I'g existieren mit &y = B¢ n. Dies fiihrt uns aber zu
einem Widerspruch in Bezug auf die Disjunktheit der Rechtsnebenklassen

F’ngN-

O
Lemma 4.4.6. Fs sei €' € 0}.. Dann gilt fiir N € o
d(e'N) =d(N).
Beweis. Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus Lemma 4.3.21 a).
O
Lemma 4.4.7. Fiir die obigen Ty gilt mit f € L*>(T'rx\H)
a) Tif = f,
b) Tunf =Tnf fire € oy.
Beweis.
a) Kilar.

b) Es sei € € R* mit n(e') = €', wobei wir 0.B.d.A ¢/N € T annehmen. Mit
Lemma 4.3.21 erhalten wir

d(N) d(N)
R(N) — R((e’) e'N) _ (61)—1R(3’N) — (6’)_1FR§ke’N — Z F’R(el)_lfke/]v.
k=1 k=1

Die Behauptung folgt aus der Definition der Ty .
O



4. Hecke-Theorie

Anmerkung: Die beiden obigen Lemmata erlauben uns bei den nachfolgen-
den Beweisen eine Beschrankung auf den Fall N € ¥.

Mit Hilfe des nachfolgenden Satzes werden wir im Weiteren Eigenschaften
der T(N) des letzten Abschnitts auf die Hecke-Operatoren T iibertragen.

Satz 4.4.8. Es sei Y., cxl'ray € LIz, 6)'* ~ R(I'z,6) und [ €
L*(T'x\H). Dann definiert die Zuordnung

chFRak — chf|ak
k k

einen Ringhomomorphismus
®: R(I'g, &) — B(L*(Tx\H)),

wobei B(L*(Tr\H)) die Algebra aller beschrinkten C-linearen Operatoren
von L*(Tr\H) in sich bezeichnet.

Beweis. Da Y, cxT'ray € L(Tg, &)'® ist, folgt >, ¢k fla, € L*(Pr\H).
Die Linearitit von @ ist offensichtlich, ebenso die Beziehung ®(R(I'zr, &)) C
B(L*(Tr\H)).

Fiir

t:= chFRak, S = Z leRﬁl € L(F/R, G)FR ~ R(FR, 6)
k l

reicht es also fiir beliebiges f € L?(I'r\H)

O(s - 1)[f1= @(s) [2()[ ]

zu zeigen.
Da R(I'r, &) eine kommutative Hecke-Algebra ist, erhalten wir

s't=t-s5s= ZchleRakﬁl.
k. m

Daraus folgt

O(s - Of1= D cxdiflas = ®(s) chflak] = ®(s) [2()[f]]-
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4.4. Hecke-Operatoren auf L?(T'r\ H)

Satz 4.4.9. Es seien N, M € o und p eine beliebige Primzahl aus ox. Dann
gilt fiir die Hecke-Operatoren auf L*(Tr\H)

a) Txy = TnTyr, falls N, M relativ prim sind,

b) Tym = (T,)" firp|d(R) undm € N,
¢) Tyn = T)Tym-1—|p|*Tym-2 fiir p t d(R) und m > 2.

Beweis. O.B.d.A. seien N;M € T und p € P.

Mit Hilfe von Satz 4.4.8 ergeben sich die Behauptungen a) und b) unmit-
telbar aus den entsprechenden Aussagen fiir die T'(N) (Lemma 4.3.13, Satz
4.3.15). Behauptung c) folgt aus Satz 4.3.18, dabei ist zu beachten, dass auf

LT\ H)
®(T(p,p)) =id

gilt, denn fiir f € L*(Tx\H) und P € H ist

(T (p,p))[f(P)] = @(Trpl'r)[f(P)] = ®(I'=p)[f (P)] = [Ip(P)

{5 )r)-

Definition 4.4.10. Es seien f € L*(Tx\H) und a € Tz, also nach
(4.4) o € Alg,r] mit n(a) # 0. Mit der disjunkten Zerleqgung F'ral'r =

Z(:al) Fraeg, € € g, (Satz 4.1.3) definieren wir

O

d(e)
f|[FRaFR] = Zf|0¢€k'
k=1

Satz 4.4.11. Es seien f,g € L>(Tx\H) und o € T'x. Dann sind flrgarz]
und g|rrarg] N L*(Tx\H), und es gilt

<f|[FROéFR]7 g> = <f7 g|[FRaI‘R}> .
Beweis. Da I'ral'r = UZ(:QI) T'rap € L(Tg,8)'® ist, folgt ZZ(:O‘I) fla, €

L*(I'x\\H). Entsprechend ist g|iryar,] € L*(Tr \H).
Wir zeigen nun zuerst

<f|[FRaFR}Jg> = <f7.g|[FRo¢—1FR}> .
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4. Hecke-Theorie

Es ist

d(a)
(Flearct0) = [ 32 s(acPiglPu(r)
_Z/ F(aP)g(e; " P)du(P)

Wegen Tr = UM N a~'Ta)e, (Satz 4.1.3) ist Q ein Fundamental-
bereich von 'z N o 'T'ra. Somit ist «Q ein Fundamentalbereich von
a(lr Na T'ra)a™t = al'ga N Tx.

Fir ' = UZ(:al_l)(aFQofl NTr)nk, nmx € T'r (Satz 4.1.3), ist nun Q =
UZS‘;I) nwF auch ein Fundamentalbereich von al'ga ' N T'z. Damit ist

d(a™?t

(f,gl{rna—lrm:/ f(P) Z g(a "y P)dp(P)

k=1

/ F(P)gla TP)du(P)
/ F(P)gla TP)du(P),

so dass wir

(flirrarsl 9) = {f+ 9lrra-1rz])

erhalten.
Wegen a~'n(a) = @ ist Tra™'Trn(a) = Tral'z. Somit ist d(a™!) = d(a),
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4.4. Hecke-Operatoren auf L?(T'r\ H)

und es ergibt sich

d(@)

g| Tral'r] = Z g|a€k
k=1
d(a™1)

= Z g|n(o¢)o¢—1ek

k=1
d(a™1)

- Z g|o¢—1ek

k=1

g|[FR0F1FR}'
Es folgt die Behauptung. O

Satz 4.4.12. Die Hecke-Operatoren Ty sind beziiglich des Peterssonschen

Skalarprodukts auf L*(Tx\H) selbstadjungiert.

Die Hecke-Operatoren T, und T,-1 sind beziiglich des Peterssonschen Ska-
J

larprodukts auf L?(Tx\H) zueinander adjungiert. Insbesondere sind die T,
unitdr, also auch normal.

Beweis. Es sei wieder 0.B.d.A. N € %.
Fiir f € L*(T'x\H) ist dann

Inf= Z f|[FRaFR]'

acRN)

Ist nun oo € R™Y), N € T, so haben nach Lemma 4.3.5 o und @ die gleichen
Elementarteiler. Aus Satz 4.3.4 ergibt sich somit

Mit Satz 4.4.11 erhalten wir also

<TNfag>: Z <f|[FRaFR}ag>

acRI)

= Z <f7 g|[FRaFR]>

acRN)

- Z <f7 g|[FRaFR]>

acR)

= (f,Tng) .
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Ist F ein Fundamentalbereich von I'z, dann ist nach Lemma 4.3.21 6]-_1f ein
Fundamentalbereich von e]-’lf‘qgej = I'z. Somit gilt fiir f,g € L*(Tx\H)

<f7 g> = <T€;1f, Tg;lg> .
Daraus folgt

<T€jf7g> = <Te]-_1Tejf7 Te].—19> = <f7 Te].—19>-

Wegen 7.1 = T;l sind die T¢; unitér, insbesondere also normal. O
Satz 4.4.13. Die Hecke-Operatoren Ty (N € og) und T¢, (j € {1,...,[0%|})
sind auf L?(Tr\H) alle miteinander vertauschbar.

Beweis. Wir setzen wieder 0.B.d.A. N € ¥ voraus.
Nach Satz 4.3.6 kommutieren insbesondere die T'(N). Die Kommutativitét
der T untereinander erhalten wir somit sofort aus Satz 4.4.8.
Nach Definition der €; ergibt sich fiir f € L*(Tr\ H)
1,1, f = fle+e = T, T f.

Fiir N € ¥ gilt nach Lemma 4.3.21

d(N) d(N) d(N)
Z FngNej = R(N)Gj = EjR(N) = Z GjPRé.k;N - Z FREjgkN-
k=1 k=1 k=1

Daraus erhalten wir fiir f € L*(T'r\H)

d(N)

d(N)
T;Inf = Z Hleie; = Z Flejgon = TNTG f-
k=1 k=1

0

Definition 4.4.14. Im Hinblick auf Satz 4.4.4, Satz 4.4.12, Satz 4./.13
und [9], S. 136, Theorem 1.7 bilden die Operatoren Ty (N € og), T
(7 € {1,...|o%|}) und A auf C®(T'x\H) eine Familie vertauschbarer nor-
maler Operatoren.

Fiir A # 0 sei deshalb {f}), ..., f1} eine Orthonormalbasis von C*(Tx\H, \)
bestehend aus gemeinsamen Figenfunktionen der Hecke-Operatoren und
des Laplace-Beltrami-Operators. Die zugehdrigen FEigenwerte der Hecke-
Operatoren werden wir dabei fir f € {f7,..., fA} wie folgt bezeichnen:

TNf]? = wka,?,

A A
Tfjfk; — wkejfk'
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Satz 4.4.15. Fiir A # 0 sei {f7, ..., fA} die simultane Orthonormalbasis aus
Definition 4.4.14. Ferner seien N, M € og und p eine beliebige Primzahl aus
ox. Dann gilt fiir die Figenwerte:

Cl) Wke; = (wkel)ja

wkej—l = wkej,

*
kaj E OK,

b) WEN € R,

WE1 = 17

WkeN = win fiire € 0%,

WeN-M = WrkNWi, falls N, M relativ prim sind,

Wepm = (wWkp)™ fiirp | d(R) und m € N,

Whpm = WrpWkpm—1 — |p|*wipm—2 fiir pt d(R) und m > 2,
¢) |wrn| < d(N),

WEN 1 1

d) ISV PRy —5

% [N pg@ 1 — wip|pl Wll) 1 —wiplpl "+ Ip]

peP p€EP

2—2s7

mit absoluter Konvergenz beider Seiten fir Re(s) > 4.

Bewess.
a) und b) folgen sofort aus Satz 4.4.12 und den entsprechenden Eigenschaften

der Hecke-Operatoren.

¢) DaT'r\H relativ kompakt ist, nimmt |f| dort und somit in einem Punkt
P' € H ein absolutes Maximum an. Daraus folgt

e LFAP)] = [T 2 (P)]
d(N)
= |3 rtanr)
=1

< AP,

Wegen f;* # 0 erhalten wir die Behauptung.

d) Nach Theorem 3.2.4 ist >y .« % < oo fiir Re(s) > 4, so dass mit ¢) die
absolute Konvergenz von .« e fiir Re(s) > 4 folgt.

Durch eine elementare Rechnung unter Benutzung der multiplikativen Ei-
genschaften der wyy aus b) oder durch eine Anwendung von Lemma 4.3.20

erhalten wir die angegebene Produktdarstellung von v T}@—f‘\é
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Es bleibt, die absolute Konvergenz der Produktentwicklung fiir Re(s) > 4 zu
zeigen:
Wegen der Endlichkeit des Produkts

]
piace) 1~ WerlPl
pelP

miissen wir nur noch die absolute Konvergenz von

1
H 1 2—2s

pfd(R) - wkp|p|7s + |p|
peEP

oder dazu dquivalent von

T (= welpl ™+ pI**)

ptd(R)
pEP

beweisen. Dazu reicht es zu zeigen, dass

> (wiplpl™* = 1)

ptd(R)
pEP

absolut konvergiert fiir Re(s) > 4. Nun ist fiir Re(s) > 4

-8 2—2s |wkp| 1
| wiplpl ™" = 10| < R 2Re(s)—2
[p|* - [pfet
d(p)
— |p|Re(s)
Es ergibt sich die Behauptung, da nach Theorem 3.2.4 ), < L\iz(v]\(s) < 00 ist
fir Re(s) > 4. O

Kehren wir nun zu den Aussagen von Theorem 3.2.4 zuriick, so erhalten
wir abschliefsend die als Ziel dieses Kapitels angestrebte vereinfachte Dar-
stellung der Fourierentwicklung von I;Df. Zur besseren Ubersicht fithren wir
noch einmal alle hierfiir notwendigen k\/oraussetzungen und Bezeichnungen
auf:

Fiir einen imaginar-quadratischen Zahlkorper K der Klassenzahl 1 sei R ei-
ne mazimale Ordnung (siehe Definition 1.3.2) in der Quaternionenalgebra
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Alq,r] iiber K (Definition 1.3.1). Mit der Norm-1-Gruppe 'y sei wie in
Lemma 1.3.8

RN .= {z e R; n(z) = N} = Z Créin

Wir setzen voraus, dass A[g, r] eine Divisionsalgebra ist und R die ox-Basis
ep, €1, €2, €3 besitzt. Dazu betrachten wir mit S; = (tr(e;e;)) die Matrix
der der Normfunktion auf R zugeordneten Bilinearform auf o}, (siche (3.1)).
Es ist S; € GL(4; K) N M(4;0x) gerade. Mit N bezeichnen wir die Stufe
von S; (Definition 2.1.2) und mit R; die in Abhéngigkeit von P,Py € H
speziell gewiihlte Majorante von S; (Definition 3.1.3). Mit der zu S; und R;
gehorigen Thetafunktion

(I)R(P, PO, C) — UQ Z 647riRe((046—5’Y)TDu)e—47rv\TDHaé—ﬁfy‘g(p,wpo)

W= (f; ?) €R

(Definition 3.1.5), wobei ( = u+ jv € H ist, betrachten wir dann den Theta-
Lift
T2(0) = [ @r(P P OR(PYA(P)
F
(Definition 3.2.1). Hierbei ist f € {f,..., fi}, wobei wir gemif Definition
4.4.14 {f}, ..., fi} als simultane Orthonormalbasis von C?(I'r\\H, \) beste-

hend aus Eigenfunktionen der Hecke-Operatoren und des Laplace-Beltrami-
Operators mit Eigenwerten wyy, wge, bzw. A =1 — 52 = 0 wihlen.

Theorem 4.4.16. Unter den oben angegebenen Voraussetzungen gilt mit der
modifizierten Besselfunktion K,

lo%|

Ifo( = 20 f)(Py) Z |]u\)[kN| s(4mv|NTpH|) Zw ke; gimike(e;NTpu)
NeX ™o j=1

Dabei besitzen die wyn, wi; die Eigenschaften aus Satz 4.4.15.

IZQ(C) ist genau dann eine (erweiterte) Spitzenform zu To(N)NTO(r, 1) mit

Eigenwert \, wenn Py so gewihlt wird, dass f}(Py) # 0 ist.
Ist f)(Py) # 0, so gilt fiir Re(w) > 3

WEN 2(2m)"|p |erl TP w—2
e (e dt.
ST P(bw + 3T (b — 3) 72 (Po) (0w, ) /

Die rechte Seite der Gleichung ist dabei eine ganze Funktion in w.
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4. Hecke-Theorie

Beweis. Im Falle der absoluten Konvergenz gilt allgemein

lo%|
S A=) Agw
Neog\{0} Neg j=1

Mit Lemma 4.4.7 folgt deshalb fiir N € ¥

d(ejN) d(e;N)

j
f fkejNPO — Z fk/;\(ejej_lfkejNPO)
=1 k=1

k
— TEjTCij]i\(PU)
= T, Ty fN(Py)

= wie,win fr (Po)-

Der erste Teil des Theorems ergibt sich damit aus Theorem 3.2.4.

Fiir A\ =1—s? # 0 ist —1 < Re(s) < 1, und wir erhalten mit [21], S. 91 fiir
Re(w) >1

1 47|, ) 2w) 1
wrl 1( |1D|) 1 1 / - IWK (4r|Tp N |t)dt
Wegen
log|
I32(jt) = 2t (Po) Z| T K, (4x|N7p[t) | ) wie,
Ne¥X 7=1

folgt mit Satz 4.4.15 d) die fiir Re(w) > 3 angegebene Identitét.
Weil IJI:Q als Spitzenform exponentiell in jeder Spitze von Io(N) N T%(r;")
k

verschwindet, ergibt sich aus [PSL(2; 05 ) : To(N)NTY (75 1)] < oo die absolute
Konvergenz von [ IJI:Q (jt)t“—2dt fiir beliebige w € C.
k
U
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