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TEUROPE

Parabelwerkstatt

Sibylle Stachniss-Carp

Parabel — hinter diesem Begriff verbirgt sich malsrnur der Graph einer
guadratischen Funktion! Die folgenden Stationeggeandnet in zwei Lernzir-
keln, sollen einen Einblick in die Vielfalt dies€semas geben. Ein Uberge-
ordnetes Ziel beider Varianten ist die Vernetzuwgehen Geometrie und
Algebra bzw. Analysis.

Der Werkstattgedanke begrindet sich dadurch, dagsrachiedenen Statio-
nen mit unterschiedlichen ,Werkzeugen* gearbeitetiwDie jeweiligen ,Pro-
dukte” sollen durch ein Poster oder eine Prasemtdtifentlich gemacht wer-
den.

Je nach Kenntnisstand der Schilerinnen und Schiitefe nach Zielsetzung
kénnen Stationen zur Parabel an unterschiedlickefes im Unterricht einge-
setzt werden. Auch Projekttage bieten sich hieafur

Der Lernzirkel 1 eignet sich zur Einfuhrung in ddeema und erfordert keine
Vorkenntnisse. Als Anwendung, Vertiefung und Widddung kann der Lern-
zirkel 2 eingesetzt werden.

Organisatorische Hinweise

Die Gruppengrof3e pro Station sollte 3 bis 4 Schiilert Gberschreiten. Die
Anzahl der zu bearbeitenden Stationen richtetisadh Grol3e der gesamten
Lerngruppe und dem zur Verfigung stehenden Zeiteshihls Bearbeitungs-
zeit der Stationen sollten 20 bis 30 Minuten asgesverden. Es kdnnen auch
Stationen doppelt angeboten werden. Bewahrt hsithseine zusatzliche Sta-
tion mehr als ,Kompensation* anzubieten Ein Lauigbro Schilergruppe,
auf dem Ergebnisse festgehalten oder konkrete Rriag@ntwortet werden, hat
sich als sinnvoll erwiesen. Eine abschliel3endedpasisentation ermdglicht
die notwendige Nachbereitung und Ergebnissicherung

Es ist hilfreich, wenn die Schilerinnen und Schitdron einmal mit einer
dynamischen Geometriesoftware (DynaGeo-Euklid, Cé&lnderella, Geo-
next...) gearbeitet haben. Ebenso sollten sie emt deichnen von Funktions-
graphen mit einem GTR oder einem CAS vertraut $dier. wird mit Dyna-
Geo gearbeitet. Die Arbeitsauftrage missen an elagandete Programm an-
gepasst werden.
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Uberblick

Lernzirkel 1 — Einfihrung

Stift

1. Leitlinien-Konstruktion DGS

2. Parabeln auf dem Bildschirm darstellen (Stregker- GTR
schiebung)

3. Parametervariation Excel

4. Parabeln abbilden (Spiegeln, verschieben, Sshiége- DGS

lung)

5. Der wandernde rechte Winkel Papier / Bleis
6. Das Parabelspiel GTR

7. Parabeln addieren und subtrahieren

Ziele:
* Parabel als Ortslinie konstruieren

* Funktionsgleichungen zu vorgegebenen (verschoblenengestauchten)

Parabeln finden

» Die Bedeutung von Parametern in der Funktionsgleigherkennen
» Bekannte geometrische Abbildungen wie Verschieb@&piggelung, ...
auf Parabeln anwenden, um unterschiedliche Ersehggiormen von

Parabeln kennen zu lernen

VoraussetzungenEinfache Grundlagen beim Umgang mit GTR und DGS,

ansonsten keine.

Lernzirkel 2 — Anwendung

1. Konstruktion mit HOhensatz DGS
2. Parabelbilder GTR

3. Der wandernde Hohenschnittpunkt DGS
4. Die aufgehangte Kette --

5. Parabolspiegel (Solarkocher, Sonnenkollektér) o. GTR/DGS
6. Experimente mit 2 Geraden GTR
7. Und als Schmanker! ein Blick tber den Tellerrand --
Ziele:

« Bekannte Eigenschaften der Parabel in neuen Zusahiémgen erken-

nen bzw. Uberprifen

* Begrindet entscheiden, ob eine Kurve eine Parabel i

e Parabeln als ,Modell“ nutzen
« Uben mit Spafi

VoraussetzungenDie Parabel als Graph einer quadratischen Funktitte
bekannt sein, ebenso Verschiebung und StreckurgetBtpunktsform).
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Lernzirkel 1

Gemeinsame VorlUburauf dem Schulhof:

~Stellt euch so auf, dass ihr von der Wand und derfesten
Punkt..... den gleichen Abstand habt.”

Dabei muss jeder auf einem Einzelplatz stehen.

Was fir eine Kurve entsteht?

Station 1
Konstruktion

Konstruiere diejenigen Punkte, die vom Punkt P deidGerade g
den gleichen Abstand haben. Verbinde die Punkte.

a) Konstruktion mit Bleistift und Geodreieck

b) Konstruktion am Computer mit DGS
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Lésungshinweise

Mogliche Varianten:
1. Experimentelle Ermittlung einiger Punkte und geiradges Verbinden.

2. Konstruktion mithilfe konzentrischer Kreise und &lbalen zu g.
Zu g wird eine Parallele g1 konstruiert, der Abdteggl gemessen
und ein Kreis mit Radiugy,g1 um P gezeichnet. Die Ortslinie der
Schnittpunkte ist eine Parabel.

gl

gl

...........

3. Wahle A auf gkonstruiere die Mittelsenkrechte 4P| sowie die
Senkrechte zwg durch A. Der Schnittpunkt beider Geraden istRan
rabelpunkt.
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Station 2
Parabeln im Koordinatensystem

In den folgenden Graphen sind verschiedene Parabegestellt.
Erstelle fir jede Parabel eine Wertetabelle unthswine Zuord-

nungsvorschrift. Uberprife deine Gleichung mit d8ifR
1. 2.

3. 4,
X -3 -2 -1 0 1 2 3 Gleichung
Y1(x) y1(x)=
Y2(x) Y2(x)=
Y3(x) Y3(x)=
Y4(x) Y4(x)=

Seite 5 von 23



Sibylle Stachniss-Carp Parabelwerkstatt -‘iﬁ

T"EUROPE

Station 3
Parametervariation

Du findest auf dem Computer eine Excel-Datei. Fitheeangege-
benen Arbeitsauftréage aus.

Beschreibe, was eine Veranderung der Paramebanraj ¢ be-
wirkt.

Hinweise

Es handelt sich um eine vorgefertigte Excel-Dateieei der mittels Schiebe-
reglern die Parameter a, b, c in der Funktionsigleig y = a(b — )+ ¢ zu
variieren sind, siehe Abbildung. In einem zweitabditsblatt missen die Pa-
rameter so bestimmt werden, dass sie moglichstigubrgegebenen Mess-
punkten passen.

m 1)
@“@W@ m“@m@ln dieser Aufgabe arbeiten wir

@@ mit quadratischen Funktio-

m ﬁ nen. Du kannst jetzt mit den
@\‘f\}@ Werten a, b und ¢ experimen-
“@ tieren. Achte dabei auf den
@@ Graph. Wenn Du genug aus-
@‘X@ probiert hast, driicke auf 'Wei-
ter'.

y=a(x-b)y+c

n B owoom L
QD
il
-

! Quelle: Lehrstuhl f. Didaktik d. Mathematik, Unkiirzburg, Prof. Dr. H-G. Weigand
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Station 4
Parabeln abbilden

1. Konstruiere mit Euklid/DynaGeo eine Parabel. Gedieed
folgendermal3en vor:

* Mache das Koordinatensystem sichtbar und wahle ei-
nen Punkt X auf der x-Achse.

» Konstruiere einen Punkt P(x/y) mit den Koordinaten
X: X(X), y: x 2 . (x(X) heil3t x-Koordinate von X)

» Zeichne die Ortslinie von P, die entsteht, wenreX b
wegt wird.

2. Mit dem Programm konnen verschiedene Abbildungen
durchgefuhrt werden (Spiegelungen, Verschiebung; Dr
hung...). Fihre diese Abbildungen mit dem Punkt Rldur
Du erhaltst einen Bildpunkt P1. Zeichne die Ortslvon P1,
die entsteht, wenn du X bewegst. Du findest alsidel eine
Achsenspiegelung in der Abbildung.
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Station 5
Der wandernde rechte Winkel

Ein rechter Winkel wandert entlang einer Gerademlass seine

Spitze immer auf der Geraden liegt.
Zeichne mindestens 20 verschiedene rechte Winkelra be-

schreibe dann die entstandene Figur.
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Station 6
Parabelspiel

Zu zweit oder alleine
Spielanleitung:

Ein Spieler gibt den Zielpunkt auf der x-Achse Joer zweite
Spieler versucht, durch Veranderung der Parametada der
Wurfparabel

y = -ax +b-x
den Zielpunkt genau zu treffen.

Bei Treffer wird gewechselt. a und b missen nadarjeWechsel
andere Werte annehmen.
Gewonnen hat der Spieler mit der geringsten AnvahlW(rfen.

(Mit 9y und 0Graph kann man zwischen den Fenstern hin und/éeh-
seln.)

1 Fer |_F= Fu FE* | FBE™ TFr
w f | Z00m [Trace [Regraph|Math|Draw| =

Fﬁ §.={:E

d
Hinweis:

Anderung des Zielpunktes mit APPS — 6 —
Current — Enter,

cl andern,

FAIN FAD AUTO FUMC

I 1w Fev P2 Fu FE* | FE™ [F7
+ f=—|Zoom|Trace|Regraph|Math|Draw |-

o

F:::? §.=:_:E

Nach dem Spiel die Funktionsterme im y-
Editor I6schen!!!

L{MAIN EAD ALUTO FLUHC
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Findet ihr eine ,Regel*?
Ldsungshinweise

Die Abbildung zeigt ein
Schulerposter.

......

>/:-af+b>< L
=-2x'+10x : i
=-3 ><2+’75>< T
2
- +20,\ —
7 4'7‘
b muss agurcn o Avidiert

V\/QrdenDas E,rjuim'as iswL
die x-Koordinate des
Zie,(,punktes.
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Station 7
Parabeln addieren und subtrahieren

1. Addiere graphisch die beiden Parabeln.

2. Subtrahiere die untere von der oberen Parabel.

{12

11
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Lernzirkel 2

Station 1
Eine besondere Konstruktion

Fuhre die folgende Konstruktion durch:

* Wahle im KO-System den Punkt A(0/-2) und einen be-
liebigen (beweglichen) Punkt X auf der x-Achse.

o Zeichne AX sowie die Senkrechte zu AX durch X. Der
Schnittpunkt mit der y-Achse ist Y.

e Zeichne durch X und Y Parallelen zu den Achsen. Als
Schnittpunkt entsteht S.

o Zeichne die Ortslinie von S, wenn X auf der x-Achse
bewegt wird.

» Erklare, warum eine Parabel entsteht.

Tipp: Betrachte die Koordinaten von S. Welcher dir bekannte
geometrische Satz verbirgt sich hinter der Konstruktion?

Lege am Ende im Rechner ein neues Blatt an, nggdeashern!

Losungshinweise

Es handelt sich hier um eine
Konstruktion, die den Hohensatz
benutzt.

Im rechtwinkligen Dreieck AXY gilt:
x? = y-a (neg. y-Abschnitt) firr alle
Punkte P(x/y).
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Station 2
Parabelbilder

Stelle die folgenden Parabeln auf dem Bildschirmushal gib den
zugehorenden Funktionsterm an.

Die Funktionsgleichun-
gen sind:
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Lésungshinweise
Die gefundenen Funktionsgleichungen sollen angegeteeden.
Anregungen fur weitere Bilder, evtl. &sisatzaufgabe:

Die Scheitelpunkte sollen auf der Geraden y = -xdpgen

|l X

Losung: y = (x-k)? =k , im GTR kann man anstelle von k eine Listegen:
{-3,-2, ...3} STO L1 und in der Formel k durch ktsetzen.

Die Scheitelpunkte liegen auf der Parabel y = -0,25

Yy

-8 -6 ) = i / P4

-4

Lésung:y = (x + k — 0,25K.

Seite 14 von 23



Sibylle Stachniss-Carp Parabelwerkstatt -‘i—?*

TEUROPE

Station 3
Der wandernde Hohenschnittpunkt

1. Offne die Datei ,dreieck1®, konstruiere den Hagehnittpunkt
H. Auf welcher Kurve bewegt sich H, wenn C auf Barallelen zu
AB bewegt wird? Zeichne diese Ortslinie.

2. Untersuche, ob es sich bei dieser Ortslinie uma Barabel han-
delt.

Hinweis: Menu ,Zeichnen® — Ortslinie eines Punktell anklicken
— an C ziehen und linke Maustaste dabei halten.

Nach Beendigung der Aufgabe im Rechner ein neuats &hlegen,
nichts speichern!

Seite 15 von 23



Sibylle Stachniss-Carp Parabelwerkstatt -‘iﬁ

T"EUROPE

Lésungshinweise
Es bieten sich mehrere —qualitativ unterschiedlitlisungswege an.

* Die Schiler und Schilerinnen konnten Koordinatdassmn, mit deren
Hilfe eine Parabelgleichung bestimmen und weiteverinaten tber-
prufen

* Man konnte DynaGeo als Funktionenplotter einsetatehmit einer
Gleichung y = -a%+ b arbeiten, wobei a und b so wahlen sind, diss d
zweite Parabel moglichst genau auf die Ortsling ldéhenschnittpunk-
tes fallt.

* Man konnte den Sachverhalt auch beweisen, allesdiregden Schiler
diese Leistung wohl kaum selbststandig erbringeamkad.

Zum Beweis der Vermutung genugt die Gleichung deskdrve von H.

C m - 2 = rnn = ﬂ
: o 2-t * 2
1_5 . . a .
” Die Gleichung der
/ A\ - - Geraden ha wird be-
stimmt:
ha(x) = 2L x +b
a 2
-2 ~2 -1.5 -1 -8.5 8.5 1 1.5 2 2.5 Mit ha(—2) = 0 wird

b berechnet.

ha(x) :Z—;tDHZ—t
Zur Berechnung der y-Koordinate von H muss fir gmbeingesetzt werden:
ha(t) = —102 +2

Das ist die Funktionsgleichung einer
quadratischenFunktion.

FEw | FB™ [F7 B
ath|OFaw|- é:? HH

1w Fev

B &
- f—|Zoon|Trace [RegraphiM

S A

Schlief3lich wird alles noch einmal im
Algebrafenster dargestellt.

HAMM1 FAD AUTO FUMC

Weiterfihrende Fragestellungen

* Welche Kurve ergibt sich, wenn der y-Wert von Galiet , bzw. gleich ¢
ist?

e Lasst sich der Beweis auch verallgemeinern? (Aa0],B=[b,0]
und
C=[t,c])
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Station 4
Die aufgehdngte Kette

An der Wandtafel ist eine Kette aufgehangt. KarenFebrm durch
eine Parabel beschrieben werden?

Losungshinweise

Vermutlich werden zunéchst alle Schilerinnen uriui&er die Form fir eine
Parabel halten. Bei genauerer Priifung erkennt dess die Kurve unterhalb
von (1/1) verlauft, also Offnungsfaktor a > 1. Arglseits verlauft die Kurve
oberhalb von (3/9), also a<1. Damit ergibt sich\&fiderspruch.

Inwieweit die Parabel doch als Naherungskurve vadeewerden kann, sollte
diskutiert werden.
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Station 5
Der Parabolspiegel

1. Der Querschnitt durch den
Kollektor wird durch eine Kurve -
beschrieben. Beschaffe dir ca. 10~ ~
Messpunkte (x/y-Koordinaten),
mit denen diese Kurve be- _
schrieben werden kann. e N B

2. Gib deine Messwerte in

Excel (oder im Da- 2 ;

ta/Matrixeditor des 16 .

\V200) ein und zeichne | 3 -

einen Plot der Punkte. | ] K
6 >

. . 4 ==

So konnte dein Graph 21 e
0+ ‘

aussehen 0 5 10 15 20 25 30

3. Suche eine Funktionsgleichung, die sich den Punkigglichst
gut anpasst.

Lésungshinweise
Anstelle von Excel kann mit dem GTR oder mit ein@&S gearbeitet werden.

Die mdglichst gut passende Funktionsgleichung kamwielfaltiger Weise
ermittelt werden. In Excel erhalt man eine Gleidpdarch Hinzufiigen der
Trendlinie

Vertiefung fur den nachfolgenden Unterricht:

Diese Kurve soll in Euklid als Ortslinie gezeichmedrden. ( Euklid als
"Funktionenplotter”) und anschlie3end ein einfale@nSonnenstrahl mit seiner
Reflexion konstruiert werden.
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Das geht so:
KO-System sichtbar machen, P auf x-Achse wahlenb@éme&nnen. Punkt mit
Koordinaten eingeben: fur x: x(P) fur y: gewdmgc Funktionsgleichung

Koordinaten eingeben :

w: !lep]

LS P

Abbrechen I ak I

Ein zweiter Punkt erscheint. (Evtl. an P ziehem)cEne die Ortslinie
diese Punktes, wenn P bewegt wird.

In diesem Punkt kann ein Sonnenstrahl paralleyz&chse gezeichnet wer-
den. Die Parabeltangente schneidet die x-Achseitte Mon OP, kann also
ebenfalls konstruiert werden. Damit finden wir defiektierten Strahl und
betrachten seinen Schnittpunkt mit der y-Achse,meibewegt wird.

Vergleiche den Brennpunkt aus der Konstruktion mitdem unten berech-
neten Wert und mit dem realen des Kollektors!
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Eine Berechnung des y-Wertes

des Brennpunktes: S
Es qilt:
12x = ax

(gleichschenkliges Dreieck
M P1 Q) , also auch fur die Quadra

14 = gx*

Teilen durch a undergibt:

4i =a[x® (= y-Wert des Brennpunktes)
a
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Station 6
Experimente mit 2 Geraden

Aufgaben:

Zeichne die beiden

T i G Tow | FE™ [F7
Geraden |~r E 200 TPacelRegr‘aph Math [Draw|~

d
y2(X) =1/2x-3

e

sowie das Produkt ,

HMAIN EAD AUTO FUMC

y3(x) = y1(x)y2(x)

Die Funktionsterme von y1(x) und y2(x) sollen ssandert wer-
den, dass sich der Graph von y3(x) nach bestimRégeln veran-
dert.

(Wichtig: An y3(x) darf nichts verandert werden!)

1. Wie kann man die Parabel "auf den Kopf stellen"?

2. Was muss man tun, damit eine Parabel entstehdjelie Achse
berihrt?

3. Was muss man tun, damit der Scheitelpunkt deredrgatien
Parabel dieselben x-Koordinaten hat wie der Sqhumikt der
beiden linearen Funktionsgraphen?

4. Welche Art von Parabeln kann man auf diese Art\Waise
nicht erzeugen?
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Lésungshinweise
Zu 1.: Kleine Variation zum Vertrautmachen mit der Fistgdung.

Zu 2.: Verschiedene Ldsungen:

4 Nur proportionale Funktionen verwenden (z.b.: yE®@x und y2(x) =
0.5x) Schnittpunkt und Scheitelpunkt in (0/0).

b) Binomische Formel, etwa: y1(x) = y2(x), also y3éxjx-2)

c) Quotient aus Steigung und absolutem Glied musbdiden Geraden
gleich sein, z.b.: y1(x)= 2x -4 und
y2(x)=64x-128.

Oder: Bedingung: Schnittpunkt der Gerafimmre=rr 1 & e o s
. w == [Zoon|Trace|Regraph|Math|DFaw |« ép i
den muss auf der x-Achse liegen. L
y:I(x):EDHb und y2(x):Ex+c %:f""—/—f
a a b
d) Der algebraische Ansatz (Schnitt von s
y=mlX+ bl undy=mZ + b2 und
y-Koord. gleich O setzen) ergibt die Be- |m= TS FIRE

dingung: bIm2 = b2m1.

Zu 3: Der algebraische Ansatz ist ziemlich
aufwandig. Schneller geht’s mit der geome{F iR zonlrr sce ke eenlistnloraele & 1|
schen Uberlegung, dass der Geradenschnit
punkt symmetrisch bezuglich den Nullstelle
der Geraden (also auch der Parabel) liegen

muss. Zunachst der einfache Fall (Schnitt-
punkt auf der y-Achse):

Fz FEw Faw TF?

FMAIN DEG HIJTI] FUNC

y1(x) =2x +3 und y2(x) =-2x + 3

Dann kann das Ganze noch in x-Richtung
schoben werden. Allgemein:

y1(x) = m{x - a) + b und
y2(x) =-ni(kx - a) + b

HilN DEG AUTO FUHC

Zu 4: Eine Parabel, die keine (reellen) Nullstellen Rahn mit dieser Metho-
de nicht dargestellt werden.
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Station 7
Blick (iber den Tellerrand

Auszug aus Encarta 99:

Parabel (Literatur) , (griechischparabole: Gleichnis), literaturwissenschatt-
liche Bezeichnung fur eine Erzahlung lehrhaftenr@kizrs, die eine durch
Analogieschluss zu entratselnde allgemeine Wahrheit deschéohen Le-
bens enthalt.

Diese Wahrheit muss durch einen Vergleich des Bextem Dargestellten)
mit der aulR3ersprachlichen Realitat (dem Gemeintem) Leser erst gewon-
nen werden.

Die Parabel ist in manchen Kulturen ein fester &edteil derLiteratur.

Auch imNeuen Testamentird sie als Medium zum Erkennen der gottlichen
Wabhrheit genutzt. Das berihmteste Beispiel isPdibel vom verlorenen
Sohn, die auf eine religiose Botschaft des Glaubensterpretiert werden
soll.

Und jetzt literarisch...

Schreibe eine ,Parabel” zu einer
vorgegebenen Lebensweisheit:

Wer andern eine Grube grabt,
fallt selbst hinein.

Ein moglicher Anfang: Das kleine x war
verzweifelt, sein groRer Bruder, das x2
benahm sich wieder mal unmdglich.....

Hinweis
Diese nicht-mathematische Station erfreut sichligemeinen gro3er Beliebt-
heit und eréffnet einen vollig neuen Blickwinkelfalen Begriff ,,Parabel”.
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