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Die Bestimmung der optimalen Puffergréfe zur Entkopplung von Prozessen mit grof3en
Durchlaufzeit-Schwankungen ist ein entscheidendes Problem bei der Planung insbesondere
von getakteten Fertigungslinien. Der Puffer sollte in jedem Fall so gro3 bemessen sein, dass
er den nachfolgenden Prozess in jedem Takt versorgen kann, andererseits aber reduziert
werden auf Grund eines begrenzten Platzangebots innerhalb der Fertigungslinie. Der vorlie-
gende Artikel beschreibt eine analytische Methode zur Ermittlung einer optimalen Puffer-
groRe und vergleicht die Ergebnisse mit Simulationsuntersuchungen. Weiterhin wird der
Zusammenhang zwischen der Durchlaufzeitverteilung und der erforderliche Puffergrofe
analysiert.

Determining the optimal buffer size of decoupling processes with immense variability of
cycle time becomes a crucial problem in the planning phase of a paced production line. The
buffer should be calculated so greatly in every case that it can provide the following process
every time. On the other hand the buffer should be reduced due to a restricted place supply
within the production line, however. This work proposes an analytical method to determine
optimal buffer and compares with its simulation result in order to validate the proposed
method. Furthermore, a correlation between cycle time distribution and the necessary buffer
is analyzed. This work proposes an analytical method for the determination of an optimal
buffer size and compares the results with simulation investigations. Furthermore, a correla-
tion between cycle time distribution and the necessary buffer size is analyzed.

1. EinfUhrung

In einer Prozesskette konnen Stérungen oder Schwankungen in der Durchlaufzeit irgendeines
Prozesses zum Ausfall des Gesamtsystems fiihren. Die Storung bewirkt eine Verringerung der
Systemleistung. Der Einsatz von Puffern zur Prozessentkopplung' kann diese Beeintrichtigungen
verringern und die Leistung des Gesamtsystems verbessern. Jedoch entstehen dadurch Kosten fiir
den notwendigen Platzbedarf und die erforderlichen technische Ausriistungen. Puffer erlauben eine
bessere Auslastung der Anlagen, die einen Engpass darstellen. Insbesondere dienen Puffer zwei
Zielen: Sie reduzieren die Leerlaufzeit des nachfolgenden Prozesses durch Entnahme von Teilen
aus dem Puffer an Stelle der direkten Kopplung, und sie reduzieren die Blockierungen vorange-
hender Prozesse durch das Aufnehmen der Teile in den Puffer [Roser03].

Wie in der Literatur angegeben wird, fithrt die Prozessentkopplung durch Nutzung von Puffern
zu deutlichen Verbesserungen im Ablauf. Fiir die Bestimmung der erforderlichen Groe der Puffer
konnen analytische Verfahren im Allgemeinen in kiirzerer Zeit Optimierungslosungen liefern als
die heute vorwiegend verwendeten Simulationen [Spieckermann03].

Die meisten der vorliegenden Arbeiten iiber das Pufferbelegungs-Problem diskutieren das The-
ma hinsichtlich der Verteilung einer bestimmten Anzahl an Pufferpldtzen entlang einer Prozessket-
te (oder Fertigungslinie) und bewerten Belegungsstrategien an Hand der Systemleistung. Im
Allgemeinen wurden zur Losung des Problems zwei verschiedene Losungsansétze gewahlt [Spi-
nellis00]. Der erste, als ,,bewertende Methode™ bezeichnete Ansatz, wie Simulation [Roser03],
Dekomposition [Yamashita98] oder Markov-Modelle berechnen Leistungskennzahlen fiir Linien,
die optimiert werden sollen. Die zweite Vorgehensweise ist eine generische Suche nach optimalen
Werten mittels heuristischer Methoden, wissensbasierter Verfahren oder genetischer Algorithmen.

" Im Kontext der Bestandsverwaltung kann "Entkopplung" eine Kostenersparnis bewirken, weil jedem
Prozess maximale Effizienz gestattet wird, anstatt die Geschwindigkeit des Gesamtprozesses vom Langsams-
ten bestimmen zu lassen.
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In der Literatur werden sowohl effiziente Algorithmen zur Pufferbelegung [Gershwin00] als auch
Heuristiken wie beispielsweise ,,Tabu Search® und ,,Nested Partitions® [Shi03] diskutiert.

Ein anderes héufig benutztes Verfahren zur Losung des Pufferbelegungsproblems ist die Warte-
schlangentheorie. Eine umfangreiche Literaturiibersicht zur Modellierung von Produktions- und
Materialflusssystemen mit Hilfe der Warteschlangentheorie enthdlt [Papadopoulos96]. In [Dil-
ling03] werden stochastische Modelle wie Markovketten und Markovsche Poisson-Prozesse
angewandt, um Bestinde in logistischen Netzwerken zu analysieren.

Einen analytischen Losungsansatz enthdlt [Arnold05]. Danach hat die operative Lagerung in
Materialflusssystemen ,,die Aufgabe, die stochastischen Schwankungen der nicht synchronisierba-
ren Ein-/Ausgangsstrome zu kompensieren.” Fiir einen normalverteilten Lagerbestand wird ein
Verfahren zur Ermittlung der erforderlichen Anzahl von Lagerplitzen vorgestellt. Die Berechnung
erfordert dazu die Kenntnis der Standardabweichung des Bestands. Problematisch wird es aber bei
der Frage, wie diese Standardabweichung ermittelt werden kann: die vorgeschlagene Bestandsana-
lyse ist nur fiir bereits realisierte Lager moglich, und Prognosen sind im Allgemeinen zu ungenau
und besitzen subjektiven Charakter.

In den frithen Planungsphasen (Konzeptplanung) dhneln sich die Aufgabenstellungen der Ferti-
gungsplanung in vielen Industriezweigen, so auch im Karosseriebau sehr: Fiir den in Abbildung 1
vereinfacht dargestellten Ablauf in Lackieranlagen der Automobilindustrie sind unter anderem
Aussagen liber die notwendigen Pufferpldtze zwischen den einzelnen Stationen und Vorgaben fiir
die Taktzeiten der einzelnen Bereiche zu treffen [Spieckermann03].

Lackier4

Nach-
arbeit

Lackier 3

Lackier 2

Polieren

Monatge

Abb. 1: Vereinfachte Darstellung der Farbgebung in der Autoindustrie

Lackier 1

Lackiererei

Die Farbgebung ist ein wichtiges Element der Fahrzeugproduktion. Die Lackiererei ist in vielen
Autofabriken ein Systemengpass wegen der Komplexitét, die sich aus dem Ablauf, der Fertigungs-
strategie und den strengen Qualititsanforderungen ergeben. Oftmals werden in der Lackiererei
Prozessschleifen durchlaufen, weil Mehrfachdurchldufe bei unterschiedlichen Farben notwendig
sind oder Qualitdtsméingel eine Nacharbeit erfordern [Li04]. Die Nutzung derartiger Prozessschlei-
fen in Lackieranlagen wirkt sich wesentlich auf den Systemdurchsatz und die Durchlaufzeit aus.
Weiterhin werden einige Anlagenteile auf Grund begrenzter Kapazitit parallel angeordnet, was
ebenfalls den zeitlichen Ablauf beeinflusst.

Uber die vor- und nachgelagerten Puffer muss gewihrleistet werden, dass der Produktions-
rhythmus eingehalten wird und in jedem Takt:

- ein Fahrzeug aus dem vorhergehenden Prozess im Puffer aufgenommen werden kann und

- der nachfolgende Montagebereich mit lackierten Fahrzeugen versorgt wird.

2. Problemstellung

Fir die hier betrachtete Problemstellung kann die Sichtweise der Bedienungstheorie nicht ein-
fach iibernommen werden. Der Puffer zwischen zwei Vorgingen, der durch die Schwankung der
Vorgangsdauer des ersten, vorangehenden Prozesses entsteht, erzeugt eine Warteschlange auf
Grund des Wartens bis zur Entnahme durch den nachfolgenden Prozess. Allerdings unterscheidet
sich das Verhalten dieser Warteschlange von dem, wie es in der Warteschlangentheorie verwendet
wird. Dort entsteht die Warteschlange im Ergebnis des Wartens auf Bedienung: Die Forderungen
warten, bis die Bedienstation frei ist, es gibt also eine Abhingigkeit vom aktuellen Zustand. Im
Modell hier wird aber auf die ndchste Entnahme durch den nachfolgenden Prozess gewartet. Diese
Entnahme erfolgt zu definierten Zeitpunkten und unabhingig vom aktuellen Zustand. Daher ist der
zweite Prozess nicht als Bedienprozess im Sinne der Warteschlangentheorie zu verstehen. Das
fiihrt zu einer unterschiedlichen mittleren Warteschlangenlénge in den beiden Modellen. Obwohl
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sich das Verhalten scheinbar nur wenig voneinander unterscheidet, fithrt es doch zu deutlich
abweichenden Ergebnissen.

Im vorliegenden Fall wird eine Fertigungslinie, bestehend aus zwei Prozessen und einem Puf-
fer, modelliert (Abbildung 2). Prozess A konnte dabei die Lackiererei aus Abbildung 1 darstellen
und Prozess B die Montagelinie. In diesem speziellen Fall wird jeweils eine ankommende Einheit
innerhalb eines Taktes Prozess A zugefiihrt, und gleichzeitig entnimmt der zweite Prozess eine
Einheit aus dem Puffer. Damit wird unterstellt, dass beide Prozesse mit gleicher Taktzeit tr arbei-
ten miissen (Stabilitdtskriterium). Schwankungen in der Dauer von Prozess A (z. B. bedingt durch
Nacharbeit) fithren dazu, dass die Bearbeitung der Einheiten

- entweder zu spit beendet ist (dann muss Prozess B warten, falls der Puffer leer ist, was

letztendlich zu verringerter Auslastung und damit einer Leistungsreduzierung des Gesamt-
systems fiihrt),

- oder aber zu frith (in diesem Fall muss die Einheit selbst warten und bei fehlendem oder zu

kleinem Puffer eventuell auch noch weitere, nachfolgende Einheiten. Im schlimmsten Fall
muss sogar Prozess A angehalten werden).

Durchlaufzeitverteilung Bestand / Verweilzeit

Prozess A Prozess B
i S (e
Entkopplung
getaktet ungetaktet getaktet

Abb. 2: Modell einer Fertigungslinie mit Entkopplungspuffer

Ein ausreichend grofer Puffer kann einen Ausgleich der Zeitschwankungen iibernehmen und
hohe Auslastungen insbesondere der kritischen Prozesse garantieren. Der Preis dafiir ist ein
zusétzlicher Zeitaufwand (Pufferverweilzeit). Doch wie kann man die erforderliche GroBe derarti-
ger Puffer ermitteln?

In den néchsten beiden Abschnitten soll diese Frage beantwortet und mit den Ergebnissen von
Simulationsuntersuchungen verglichen werden. Zuvor aber noch eine Anmerkung.

In der Praxis lassen sich Durchlaufzeiten durch Beobachtung (Zeitmessung) oder Auswertung
betriebsinterner Daten ermitteln. Mit der Darstellung als Histogramm entsteht gleichzeitig eine
diskrete statistische Verteilung, mit der die Wahrscheinlichkeit des Auftretens bestimmter Durch-
laufzeiten beschrieben wird. Fiir eine Reihe mathematischer Modelle (z. B. Warteschlangentheo-
rie) ist die Approximation auf eine theoretische, stetige Verteilung erforderlich, weil nur fiir einige
wenige Verteilungsfunktionen exakte Losungen vorliegen.

Die Autoren haben in [Meinhardt05] ein Verfahren vorgestellt, mit dem quantifizierbare Aussa-
gen zum stochastischen Zeitverhalten ermittelt werden konnen. Mit Hilfe des entwickelten Be-
rechnungswerkzeugs konnen sowohl stetige als auch diskrete Verteilungen fiir Einzelprozesse
verwendet und zu einer Prozesskette verkniipft werden. Im Ergebnis entsteht eine diskretisierte
Verteilung der Gesamt-Durchlaufzeit. Es wird dabei unterstellt, dass damit alle anfallenden Zeiten
(Bearbeitungs-, Riist-, Transport-, Ausfallzeiten, aber auch die eventuell auftretenden Wartezeiten)
bereits beriicksichtigt sind. Auf Grund dieser Voraussetzung kann davon ausgegangen werden,
dass diese stochastischen Zeitverteilungen uneingeschréankt realisierbar sind (keine Blockierung,
keine Kapazitétsbegrenzung

Darauf aufbauend wird im folgenden Abschnitt ein Modell entwickelt und eine Antwort auf
obenstehende Fragestellung hergeleitet. AnschlieBend erfolgt eine theoretische Verallgemeine-
rung, indem die diskrete Verteilung durch eine stetige Verteilung ersetzt wird.
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3. Analytisches Verfahren bei diskreter Zeitverteilung

Wie bereits dargelegt, sind mafigebliche EinflussgroBen die Systemtaktzeit tr und die Vertei-
lung der Durchlaufzeit von Prozess A. In jedem Takt beginnt eine Einheit die Bearbeitung sowohl
im Prozess A als auch in Prozess B, wobei letztere stets aus dem Puffer entnommen wird. Die
Durchlaufzeit Twird als ZufallsgroB3e angesehen und liegt im Intervall [tyin, tmax]-

Betrachtet man die (zeitliche) Reihenfolge der gestarteten Objekte als Aufgabesequenz®, die
sich pro Takt um einen Platz weiterbewegt (Abb.3), so ergibt sich vom Startzeitpunkt bis zum
Erreichen von t,;, eine Sequenz, bei der zunichst alle Plidtze belegt sind (die formale Darstellung
P(S,=1)=1 wird interpretiert als ,,Wahrscheinlichkeit (Platz m der Sequenz belegt) = 1). Im
weiteren Verlauf entstehen Liicken, weil mit dem Ende der jeweiligen Durchlaufzeit der Ubergang
in den Puffer erfolgt, bis schlieBlich ab dem Zeitpunkt t,,, alle Plitze der Sequenz leer sind
(P(Su=1)=0).

Wird die Differenz aus der Schwankungsbreite (t,.x — tmin) durch die Taktzeit geteilt, fithrt dies
zur durchlaufzeitvariablen Taktanzahl Np .. Sie ist gleichbedeutend mit der maximal mdglichen
Anzahl an Einheiten, die pro Takt am Entkopplungspuffer ankommen kdnnen.

N — tmax _ tmin (1)

ft)

— N o E
4 |4 | & 3
= = = =
Aufgabesequenz Sir1 | Skea | Sies Skim
min = K-ty tp tr tr tr tr ty ty
tmax = tmin + NB,max : tT

tStart:O

ADbb. 3: Problembeschreibung mit dem Modell Aufgabesequenz

Die Verteilung der Durchlaufzeit sei diskretisiert und dquidistant, so dass sich die Durchlaufzeit
stets als ganzzahliges Vielfaches eines Zeitschrittes At ergibt.

T=i-At ieN 2)
Zunéchst soll angenommen werden, dass dieser Zeitschritt mit der Taktzeit tibereinstimmt.
At =t bzw. At 1 A3)
tT
Fiir die weitere Betrachtung kann der konstante Anteil der Durchlaufzeit eliminiert werden, so
dass als ZufallsgroBBe verbleibt
. @)
Als Dichtefunktion und (kumulierte) Verteilungsfunktion der Durchlaufzeit seien f(i) bzw. F(i)

bekannt. Die Dichtefunktion f(i) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass die Durchlaufzeit zwi-
schen den Takten i-1 und i endet. Im folgenden wird dafiir ,,betrdgt i Takte* verwendet.

fi)=P((i—-1)-t, <1, <i-t;) (5)

Die Verteilungsfunktion

? Die Sequenz betrachtet ausschlieBlich den zeitlichen Verlauf und nicht den physischen Aufenthaltsort
des Objekts. Das Eintreffen an einem Entkopplungspuffer ist natiirlich an einen konkreten Ort gebunden, der
aber jeweils nach unterschiedlicher Zeit erreicht wird.
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F(i) = Zi:f(k) =P(t, <i-ty) (6)

bildet die Summe dieser Einzelwahrscheinlichkeiten und bezeichnet die Wahrscheinlichkeit,
das die Durchlaufzeit vor dem Ende des i-ten Taktes beendet ist, also maximal i Takte betrégt.

Daraus folgt aber, dass 1-F(i) die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass die Durchlaufzeit mit dem
i-ten Takt noch nicht beendet und damit der Platz in der Sequenz noch belegt ist.

1-F@) = 1—Zi:f(k) =P(i-t; <1,) (7

Fiir die Sequenz kann demnach eine Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass Platz m belegt
(Sw=1) bzw. nicht belegt ist (S,,=0) (Abb. 4).

1 m-At<t .
P(S,, =1)=1{1-F(m) t <m-At<t ®)
0 o <M -At

Die bereits oben eingefiihrte Beschrankung auf das Intervall [ty tmax] fiihrt zu
P(S, =1)=1-F(m) t. <m-At<t ©

Die Voraussetzung einer getakteten Arbeitsweise in diesem Modell bedeutet, dass die Anzahl
der Einheiten in jedem Zeitschritt konstant bleibt. Das wiederum heif3t, dass sich eine Einheit

- mit der Wahrscheinlichkeit P(S,,=1) noch in der Bearbeitung und

- mit Wahrscheinlichkeit P(S,=0) bereits im Puffer befindet.

P(S, =0)=1-P(S, =1)=F(m) (10)

f(t) A

-

P(S,=0)
(in Puffer)

1 -
FO=2R0) |

p(s,=0) IEONEEI FFR) =F(m) =i

(=Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang in den Puffer)

Abb. 4: Aus der Durchlaufzeit-Verteilung (oben Dichte-, unten Verteilungsfunktion) abgeleitete Funktion
fiir den Ubergang in den Puffer (blaue Linie)

Jeder nicht belegte Platz in der Sequenz entspricht demnach einer Einheit im Puffer, so dass
sich die Pufferbelegung B(t) zum Zeitpunkt t ergibt aus der Summe der dann gerade freien Plétze.

N max

B(1) = Np e = 2.0 (1) (11)

Die Fortsetzung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtung fiihrt zu einem kombinatori-
schen Problem, das in Tabelle 1 an Hand eines einfachen Beispiels mit Np .« = 4 dargestellt ist. Es
sind alle moglichen Zustinde der Belegung der 4 Plétze (S; bis S,) aufgefiihrt (linker Teil der
Tabelle). In der Mitte sind die Summe der Belegung und damit die Anzahl der Einheiten im Puffer
angegeben, und rechts die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten des Zustands.
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Eine gleiche Pufferbelegung kann durch verschiedene Sequenzen entstehen. Eine Zustands-
wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Anzahl Einheiten im Puffer (z. B. n = 1) ergibt sich dem-
nach als Summe der Wahrscheinlichkeit moglicher Varianten (je Zeile in Tabelle 1), die wiederum
durch Multiplikation der Wahrscheinlichkeit eines belegten bzw. nicht belegten Platzes der Se-
quenz entstehen.

Tab. 1: Sequenzbelegung und Wahrscheinlichkeit der Pufferbelegung bei N o = 4

2]
(=

w
N

w
IS

Sum(Sy) Nemax-SUM(S)| P(S1)) P(S;) P(Ss) P(Sa)
0 4 F(L) F@2) F@B3) F@4
F(1) F(2) F(3) 1-F(@4)
F(1) F(2) 1-F(3) F(4)
F(1) 1-F(2) F(3) F(4)
1-F1) F2 FQB) F®
F(1) F(2) 1-F(3) 1-F(4)
F(1) 1-F(2) F(3) 1-F(4)
F1) 1-F2) F@3) F@4)
1-F(1) F@2) FQB) 1-F4)
1-F(1) F@2) 1-F(3) F(4)
1-F(1) 1-F2) FQR) F&
1-F(1) 1-F(2) 1-F(3) F(4)
1-F(1) 1-F2) F3) 1-F4)
1-F(1) F(2) 1-F(3) 1-F(4)
F(1) 1-F2) 1-F(3) 1-F(4)
1 4 0 1-F(1) 1-F(2) 1-F(3) 1-F(4)

- frei | in Sequenz in Puffer Wahrscheinlichkeit

P PP OOORFR ORR|IOOORr|Oo

PIPORPRPRPFPOORFRPF OO OO|O

o|lrlFr P or|lor or o r|lo or o|o|®

Rrlrlokr R Rrlkr kR~ oo ok oo o|lo

- be

©
Q
=

Verallgemeinert man das dargestellte Beispiel, so ergibt sich damit eine Wahrscheinlichkeit,
dass sich beispielsweise eine Einheit im Puffer befindet zu

PB=D)=  F1)-(1-F2))-(A1-FQ3))-...- 1 =F(Np ., )) +
(1-F1))-F2)-A-F@3))-...- A =F(Np . )) + (12)
et
(1-F1))-(1-F2))-(1-F@3))-...- F(Np 1)

Unter der Annahme F(1)=F(2) = F(3) = ... = F(Np max) = p konnte die Zustandswahrscheinlich-

keit B(i) mit i Einheiten im Puffer ermittelt werden mit:

. N max i B.max—1
P(B=1>=( P Jp«l—p)N

(13)
Gleichung (13) entspricht dann genau der Binomialverteilung®
P(k) = [Dp (1-p)™* (14)
mit den statistischen Momenten
E(X)=N-p (15)
V(X)=N-p-(1-p) (16)

Im Falle der Binomialverteilung wird in jedem der n =1, 2, ... N Versuche eine gleiche Wahr-
scheinlichkeit vorausgesetzt, mit der ein Ereignis eintritt (p) oder nicht eintritt (1-p).

Im vorliegenden Fall heif3t das, es gibt den Zustand (=Ereignis), dass die Einheit bereits im Puf-
fer (p) oder noch in Bearbeitung (1-p) ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist aber nicht in allen
,Versuchen gleich, sondern hingt ab, wie weit eine Einheit in der Sequenz vorgeriickt ist: Je
weiter es sich dem Maximalwert ndhert, um so groBer ist Wahrscheinlichkeit, bereits im Puffer zu
sein. Mathematisch ergibt sich dies auf Grund von Gleichung (6).

Ersetzt man daher das Produkt in Gleichung (15) durch die Summe der unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeiten F(k) iiber die Np..x Takte, ergibt sich zunéchst fiir den mittleren Puffer-
bestand (genauer eigentlich fiir die mittlere Zahl der freien Plitze in der Sequenz):

’ Die Binomialverteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein bestimmtes Ereignis bei N unabhéngi-
gen Ausfithrungen eines Experimentes genau k-mal eintrifft, wenn es bei einer Einzelausfiihrung die Wahr-
scheinlichkeit p besitzt.
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E(B) =N-p- “Bz';j“F(k) (17)

Analog wird in Gleichung (16) das Produkt durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten
F(k)- (1 - F(k)) iiber die Np ,,,x Takte ersetzt. Damit ergibt sich fiir die Varianz des Pufferbestands:

N max

V(B) =N-p-(1-p)= > (F(k)-(1-F(k)) (18)

k=1

In Gleichung (3) war zunichst angenommen worden, dass die Schrittweite At mit der Taktzeit ty
ibereinstimmt: Innerhalb der Schrittweite At bewegt sich die Sequenz dann genau um einen Platz
weiter. Reduziert man die Schrittweite beispielsweise auf die Halfte, dann bedeutet das, dass sich
die Sequenz nur noch in jedem zweiten Schritt um einen Platz weiterbewegt. In der Verallgemei-
nerung wird damit aus den Gleichungen (17) und (18)

DB max

E(B) :% SR (19)

.....

V) =28 (F)- (- Fk) 0)

Nach dem Grenzwertsatz von de Moivre/Laplace’ ldsst sich bei einem hinreichend groBen
Stichprobenumfang die Binomialverteilung relativ gut durch die Normalverteilung f(E(B),c*(B))
anndhern [Papoulis84]. Damit kann die weitere Dimensionierung analog zu [Arnold05] erfolgen.
Die dafiir erforderlich Standardabweichung o(B) kann aus Gleichung (20) ermittelt werden.

o(B) = {V(B) - J“ S (E()- (1~ F(K)) @21)

tT k=1

Es ergibt sich demnach, dass der Bestand im Puffer als normalverteilt im Intervall [B,.., B..]
angenommen werden kann. B, und B, konnen als Quantile der Normalverteilung mit einer
vorgegebenen Sicherheit 1-a abgeschétzt werden (Abb. 5), so dass gilt:

P(X<B,,)< % P(X<B,, )< (1 —‘;j (22)

=
& 0.08 / \
0,06

0,04 1 )
o bereich

0,00 =S ——
45 47 49 51|53 55 57 59 61 63 65|67 69 71 73 75
Bin Pufferanzahl Binx

Abb. 5: Bestimmung von B,;, und B, bei normalverteiltem Bestand

Tab. 2: Ausgewihlte z-Werte der Standardnormalverteilung

* In der Literatur findet man, dass die Bedingung N -p-(1-p)>9 erfiillt sein soll. Allerdings gibt es
auch bei kleineren Werten oft ausreichende genaue Ergebnisse, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.
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einseitig zweiseitig
, P(X<z)=l—(;— P(-z<X<z)=1-a

1,000 84,1345% 68,2689%
1,500 93,3193% 86,6386%
1,960 97,5000% 95,0000%
2,000 97,7250% 95,4500%
2,500 99,3790% 98,7581%
2,576 99,5000% 99,0000%
3,000 99,8650% 99,7300%
3,500 99,9767% 99,9535%
3,891 99,9950% 99,9900%
4,000 99,9968% 99,9937%
4,500 99,9997% 99,9993%

Da sich das Integral der Verteilungsfunktion der Normalverteilung nicht auf eine elementare
Stammfunktion zuriickfiihren lasst [Stuart94], wird fir die Berechnung auf den tabellierten z-Wert
der Standardnormalverteilung zuriickgegriffen (Tabelle 2)

B, = E(B)—zli JV(B) ; B, =E(B)+ z ,V(B) (23)

Die erforderliche und damit optimale GroBe des Puffers B, kann dann als Differenz zwischen
B,ni, und B, berechnet werden.’

B, =27, J“ S (E(K)- (1- F(K) (24)

o
175 tT k=1

Mit Gleichung (24) liegt damit eine Berechnung der optimalen Puffergrofie vor, in der neben
der Genauigkeit o nur statistische Gréf3en aus der Durchlaufzeit-Verteilung einflieBen.

Ein einfaches Beispiel soll die Anwendung zeigen.

Beispiel: Fiir eine Produktionslinie wird ein Puffer zwischen zwei Prozessen geplant. Die
Durchlaufzeit des ersten Prozesses sei bekannt und liegt zwischen t;;= 20 und t;,,,= 31 Minuten,
die Taktzeit betrage tt= 1 Minute. Daraus ergibt sich nach Gleichung (1) die durchlaufzeitvariable
Taktanzahl Ng ..« = 11. Tabelle 3 enthélt die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Durchlaufzei-
ten (mit At = tt) sowie die Berechnung der Varianz des Bestandes nach Gleichung (20).

Tab. 3: Durchlaufzeit-Verteilung — Beispiel

Durchlautzeit
No [min] (i) F(i) 1-F(i) F>i)*(2-F(i))
1 21 0,0273 0,0273 0,9727 0,0266
2 22 0,1017 0,1290 0,8710 0,1124
3 23 0,1717 0,3007 0,6993 0,2103
4 24 0,1952 0,4959 0,5041 0,2500
5 25 0,1810 0,6769 0,3231 0,2187
6 26 0,1436 0,8205 0,1795 0,1473
7 27 0,0973 0,9178 0,0822 0,0754
8 28 0,0540 0,9718 0,0282 0,0274
9 29 0,0223 0,9941 0,0059 0,0059
10 30 0,0055 0,9996 0,0004 0,0004
11 31 0,0004 1,0000 0,0000 0,0000
z 1,0743

> In der Praxis wird haufig noch ein Sicherheits- oder Mindestbestand verwendet, der zusitzliche Unsi-
cherheiten bzw. Stdrungen einkalkuliert, hier aber unberiicksichtigt bleibt.
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Das Ergebnis der Berechnung in der letzten Zeile von Tabelle 3 ist die Varianz des Bestandes.
Mit einer Sicherheit® von 1-o > 99,99% (entspricht nach Tabelle 2 einem z,_,,=3,891) ergibt die
Anwendung von Gleichung (24) einen Wert von B, = 8,06 und damit die optimale Puffergrofle
von 9 Stellplétzen. Fiir die hohere Sicherheit 1-a. > 99,999% wird By, = 9,15.

Zur Uberpriifung der Ergebnisse wurden jeweils Vergleiche mit einem Simulationsmodell vor-
genommen. Generell konnte eine gute Ubereinstimmung der Kennzahlen nachgewiesen werden.
Im konkreten Fall dieses einfachen Beispiels ergibt sich aber wegen der geringen Anzahl der
Durchlaufzeittakte (Npmax = 11) sowohl fiir die Varianz (Simulation: V(B) = 1,144, Abweichung
3,3%) als auch die Verteilung des Bestandes eine relativ groe Abweichung.

Fiir das in [Meinhardt05] vorgestellte Beispiel eines Zulieferernetzwerkes in der Automobil-
industrie wurde aus der ermittelten Gesamt-Durchlaufzeitverteilung und der Annahme einer
Taktzeit von tr= 1 Minute nach Gleichung (24) die optimale Puffergrofle bestimmt. In Abhéngig-
keit von der gewahlten Sicherheit oo wurden die in Tabelle 4 zusammengefassten Ergebnisse
ermittelt. Im Vergleich dazu ergab die Simulation eine mittlere Pufferbelegung von 85 und einen
maximalen Bedarf von 173 Plitzen.

Tab. 4: Optimaler Bestand in Abhéngigkeit von der gewahlten Sicherheit 1-o

1-a Bopt
0,99990 160,4

0,99995 167,2
0,99997 172,0

Bestand

0,16 0,025

. 014 r ks
S L0015 ©
El012 | =
= i
= Lool o
(& ()
S 014 E
= 0005 =
5= 2
L 008 frmrmr—_—_——————————————— 1 0 S
= D 19 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 =
o | -0,005 ‘B
£ I
(] (8]
< 001 @
i 1
= l-0,015 =

=
| -0,02
‘ ; -0,025
1.280 1.290 1.300 1.310 1.320 1.330 1.340 1.350
Durchlaufzeit [h]
| mm Durchlaufzeit [h] — Bestand (Simulation) — Bestand (Analytisch) |

Abb. 6: Durchlaufzeitverteilung (unten) und daraus ermittelte Bestandsverteilung (oben) fiir das
Zulieferernetzwerk nach [Meinhardt05]

4. Verallgemeinerung des Verfahrens bei stetiger Zeitverteilung

Wie im vorigen Abschnitt dargelegt, sind die Gleichungen (19) und (20) die diskretisierte Form
zur Ermittlung der Parameter der Bestandsverteilung. Sie enthalten die diskrete Verteilung der
Durchlaufzeit bei einem Zeitschritt At. Um zu einer Verallgemeinerung des analytischen Verfah-
rens zu gelangen, ist der Ubergang zu stetigen Verteilungsfunktionen erforderlich. Es ergibt sich

® Die Sicherheit 1-a. fiir die Bemessung des Entkopplungspuffers kann hier im Sinne von Zuverlassigkeit
verstanden werden: Der Puffer wird nur dann wie beabsichtigt und damit zuverldssig funktionieren, wenn die
Zusténde ,,Puffer leer bzw. ,,Puffer iiberfiillt” nahezu nie eintreten. Ein volliger Ausschluss fiir das Auftreten
dieser Zusténde ist aber nicht moglich.
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fir dt = At — 0 eine Losung durch Integration von Gleichung (20), die Summation wird zum
bestimmten Integral von ty,;, bis tyay.

v(B) ﬂ?ﬁmupwmm (25)

|||||

Die einfachste stetige Verteilung ist die Gleichverteilung [Stuart94] mit der Dichte- bzw. Ver-
teilungsfunktion

f(t) =%; a<t<bmita=t undb=t_ (26)
—a
=0; t<a
F) {=—"%;  a<t<b 27)
b-a
=1; t>b

und dem Erwartungswert bzw. der Varianz

E(x) = @ (28)

Vix) = 1‘;)2 29)

Die Bedingung a <t < bin Gleichung (27) wurde bereits bei der Durchlaufzeit-Verteilung einge-
fiihrt, so dass die Varianz des Bestands durch das bestimmte Integral berechnet werden kann.

o - T
:i'M@iaj“‘aﬁq+(@jayI“_aymll (30)
_ 1{ 1 (t—a) 1 (t—a)ﬂb

ty|b-a 2  (b-a) 3

_1 (-
t, 6

Beim Vergleich mit Gleichung (29) kann ein Zusammenhang zur Varianz V(t) bzw. der Standard-
abweichung der gleichverteilten Durchlaufzeit (o) festgestellt werden.

_ LV _ 1 o 31
V(B) e ay (31

Das Einsetzen von Gleichung (30) in Gleichung (24) ergibt fiir die optimale Puffergrofie bei

gleichverteilter Durchlaufzeit
B =2.7 . L . M (32)
- 17% t 6

Die Puffergrofle ist in diesem Fall neben der Taktzeit und dem z-Wert der Standardnormalver-
teilung nur von der minimalen und maximalen Durchlaufzeit abhéngig.

Im folgenden Beispiel wird eine gleichverteilte Durchlaufzeit mit t,,;, = 80 und t,,,, = 120 Minu-
ten fiir den ersten Prozess angenommen. Bei einer Taktzeit von tr = 1 min ergibt sich dann nach
Gleichung (31) fiir die Varianz des Bestands V(B)=6,667 (Simulation: 7,128). Eine Taktzeit von ty
= 2 min fithrt dann zu V(B)=3,333 bzw. 3,390 (Simulation). Die Puffergrofle selbst ist — wie im
vorigen Abschnitt gezeigt — wiederum abhéngig von der Sicherheit 1-a.

Die Bestandsverteilung (Abb. 7) zeigt deutlich, dass die Annahme einer Normalverteilung in
der analytischen Betrachtung durch die Simulationsstatistik bestétigt wird.
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Analytisches Verfahren (tT =2)

ADbb. 7: Vergleich der Bestandsverteilungen bei gleichverteilter Durchlaufzeit

Auch fiir einige andere Durchlaufzeit-Verteilungen kann das Integral aus Gleichung (25) relativ
einfach gelost werden.
Bei einer Exponentialverteilung mit dem Parameter A und der Verteilungsfunktion

F(T)=1-¢ (33)

ergeben sich die Kennwerte zu
1
E(T)=— =JV(T) =— (34)
(M= on =V =

X

Die Varianz des Bestands nach Gleichung (25) wird nach Integration zu:

1 1 ©
— L (35)
V(B) = . ,

L
20 2

Etwas aufwéndiger wird die Berechnung bei einer Erlang-k-Verteilung:

T T

Um den Zusammenhang zwischen der optimalen Puffergréfe und der zugehorigen Durchlaufzeit-
verteilung zu analysieren, wird in Anlehnung an Gleichung (31) bzw. (35) eine Variable Cp
definiert mit:

c, =Y® (37)

Das Einsetzen von Gleichung (37) in (24) ergibt fiir die optimale Puffergrofe B, dann die folgen-
de Beziehung, mit der ein Zusammenhang zwischen der Standardabweichung der Zeitverteilung
und dem Bestand hergestellt werden kann:

B, =27 . |8C (38)

Die Bestimmung von Cy wurde fiir verschiedene Verteilungsfunktionen der Durchlaufzeit vor-
genommen. Die mittlere Durchlaufzeit wurde dabei in allen Fillen mit E(T) = 100 Minuten bei
einer Taktzeit von tr = 1 Minute einheitlich festgelegt. Fiir die Varianz des Bestandes erfolgte bei
Gleich-, Exponential- und Erlang-4-Verteilung die Berechnung nach den Gleichungen (31, 35 und
36). Fiir die anderen Verteilungen (Normal-, Gamma-, Beta-, Dreieck-, Lognormal- und Weibull-
Verteilung) wurden die Berechnung auf Basis des Verfahrens mit diskretisierten Verteilungen
(Gleichung 24) vorgenommen.
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Gleichverteilung

Exponentialverteilung

Normalverteilung

Durchlaufzeit

Durchlaufzeit

0,012 0,012 0,025
0,010 0,010 0,020
0,008 0,008
0,015
f(t) 0,006 f(t) 0,006 fit)
0,010
0,004 0,004
0,002 0,002 0,005
0,000 0,000 r 0,000
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 0 100 200 300 400 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Durchlaufzeit Durchlaufzeit Durchlaufzeit
Gleichverteilung: Cg = 0.5773 Exponential: Cg = 0.5000 Normal: Cg = 0.5642
Erlangverteilung Gammaverteilung Betaverteilung
0,010 0,018 0,014
0,009
0.016 0,012
0,008 0014
0,007 0,012 0,010
0,006
: 0,010 0008
1(t) 0.005 f(t) f(t
0,004 0008 0,006
0,003 0,006 0,004
0,002 0,004
0,001 0,002 0.002
0,000 0,000 0,000
0 100 200 300 400 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Durchlaufzeit Durchlaufzeit Durchlaufzeit
Erlang 4: Cg = 0.5469 Gamma: Cg = 0.5597 Beta: Cg =0.5711
Dreiecke Verteilung Lognormalverteilung Weibullverteilung
0,012 0,025 0.080
0,010 0,020 0070
0.060
0,008
0,015 0,050
1(t) 0,006 f(t) f(t) 0.040
0,010 0,030
0,004 X
0,020
0,002 0,005
0.010
0,000 0,000 0,000
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 60 70 80 90 100 110 120

Durchlaufzeit

Dreieck: Cg=0.5716

Lognormal: Cg = 0.5552

Weibull: Cg = 0.5496

Tabelle 5 stellt die unterschiedlichen Verldufe der Dichtefunktionen und die Werte fiir Cy dar.
Es ist auffillig, dass Cg nur Werte zwischen 0,5 (Exponentialverteilung) und 0,5773 (Gleichvertei-

lung) annimmt.

Weitere Berechnungen mit unterschiedlichen Parametern der Verteilungsfunktionen ergaben,
dass der Wert Cy bei Gleich-, Exponential- und Normalverteilung konstant bleibt. Bei anderen
Funktionen konnte ein Zusammenhang mit dem Form-Parameter (,,shape®) erkannt, aber nicht
ndher bestimmt werden. Abbildung 8 fasst die Ergebnisse zusammen.
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0,55 4
0,54 4
0,53 4
0,52
0,51 -
0,50 1

0,49 4

0,48

Gleich Dreieck Beta Normal | Gamma

Lognormal

Erlang-5

Weibull

Erlang-4

Erlang-3

Erlang-2

Exponent.
(Erlang-1)

oA| 05774

mB 0,5716 0,5711 0,5642 0,5597

0,5522
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0,5413

0,5303

0,5000

(Berechnung der Varianz: - A analytisch nach Gl. (31), (35) bzw. (36) - B numerisch nach GI. (21))

Abb. 8: GroBle von Cy bei unterschiedlichen Zeitverteilungen

© 2006 by Logistics Journal : Nicht-referierte Veroffentlichungen - ISSN 1860-5923

Seite 12



DOI:10.2195/LJ Not_ref d_Meinhardt 042006

5. Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Artikel wird ein analytisches Verfahren vorgestellt, mit dem die optimale Puffergrofe
zur Prozessentkopplung in einer getakteten Fertigungslinie (z. B. in der Automobilindustrie)
bestimmt werden kann. Das entwickelte Verfahren kann sowohl mit ausgewéhlten stetigen Vertei-
lungen der Durchlaufzeit (Exponential-, Gleich- oder Erlang-Verteilung) als auch allgemein mit
beliebigen diskreten Verteilungen angewandt werden. Die Genauigkeit der auf diese Weise analy-
tisch bestimmten Ergebnisse wurde durch den Vergleich mit Simulationsuntersuchungen bestatigt.

Zur Analyse des Zusammenhangs zwischen Puffergroe und Durchlaufzeit-Verteilung wurde
eine Grofle Cy eingefiihrt und fiir verschiedene Zeitverteilungen bestimmt. Es konnte festgestellt
werden, dass diese Grofe vor allem abhingig ist vom so genannten Form-Parameter der Durch-
laufzeit-Verteilung. Da es fiir Gleich-, Exponential- und Normalverteilung einen solchen variablen
Form-Parameter nicht explizit gibt, ist Cp in diesen Fillen konstant.

Das vorgestellte Berechnungsverfahren ist nur anwendbar, wenn die eingangs genannten Vor-
aussetzungen erfiillt sind:

- getaktete Arbeitsweise der vor- und nachgelagerten Prozesse

- Moglichkeit des L, Uberholens“ von Einheiten: bei langeren Durchlaufzeiten konnen Einhei-

ten aus spateren Takten eher am Puffer eintreffen

- Entkopplungspuffer nur zum Ausgleich von Zeitschwankungen (d.h. keine weiteren logisti-

schen Funktionen wie z. B. Sortieren, Kommissionieren, o. 4.)

In anderen Prozessen der verarbeitenden Industrie konnen auch nicht getaktete Ankunftsprozes-
se in einem Puffer zwischengelagert werden, um sie anschlieBend in getakteten Prozessen weiter
zu bearbeiten. So erfolgt beispielsweise der Wareneingang im Unternehmen auf Grund von festge-
legten Bestellmengen, LadungsgroBen oder Lieferterminen im Allgemeinen in nicht konstanten,
zufdlligen Zeitabstdnden, wéihrend die Produktion durchaus getaktet erfolgen kann. Mit verschie-
denen logistischen Konzepten, wie Just-In-Time, wird zwar auf eine verbrauchsnahe Anlieferung
orientiert, eine getaktete Ankunft ldsst sich damit aber nicht realisieren.

Ein anderer Fall ist ein zwar getakteter Ankunftsprozess im Puffer (z. B. als Ergebnis automati-
sierter Prozesse, Fertigungslinien usw.), bei dem die Entnahme aus dem Puffer aber in nicht
konstanten Zeitabstinden erfolgt (Vertrieb).

In beiden Fillen wird die GroBe des Puffers maBgeblich durch die UnregelmiBigkeit von An-
kunft bzw. Entnahme bestimmt. Das in diesem Artikel betrachtete Verfahren orientiert sich dage-
gen nur auf den Ausgleich von Schwankungen auf Grund einer variablen Durchlaufzeit und kann
auf die letztgenannten Fille nicht angewendet werden.
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