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Erweiterungen von Dendrogrammatiken

Yon Wolfram-M. Lippe

Kurzfassung. Dendrogrammatiken sind Grammatiken, die die Arbeitsweise der reguliren
kanonischen Systeme auf Baumstrukturen iibertragen. Die Abarbeitung erfolgt hierbei
von der Wurzel zu den Bléttern (top-down). Es werden zwei Modifikationen vorgestellt.
Ersetzt man die Arbeitsweise der reguliren kanonischen Systeme durch die Arbeits-
weise der Stack-Systeme, so ldaBt sich zeigen, daB dies keine echte Erweiterung darstellt.
Hiingt das Ubergangsverhalten nicht nur von einem einzigen Knoten, sondern auch von
dessen unmittelbarer Umgebung ab, so fiihrt diese Erweiterung der Dendrogrammatiken
zur Turingmaschine.

1. Einleitung

In der Automatentheorie wurden anfangs mathematische Modelle von Maschinen
untersucht, die auf linearen Zeichenreihen arbeiten. Zu diesen Modellen gehéren z. B.
die Turingmaschinen, die linear beschrinkten Automaten, die Stack-Automaten, die
Kellerautomaten und die endlichen Automaten.

Biichi [4] stellte fest, dall sich endliche Automaten als Algebren mit einstelligen
Operatoren darstellen lassen. Somit konnten viele algebraische Ergebnisse unmittel-
bar auf die endlichen Automaten angewendet werden. Als Verallgemeinerung be-
trachteten Doner [5] bzw. Thatcher und Wright [12] Automaten, die sich als Algebren
mit mehrstelligen Operatoren darstellen lassen. Dies fiihrte zu Maschinen, die auf
baumartigen Strukturen arbeiten.

Zunachst wurden Modelle betrachtet, die einen Baum von den Blattern zur Wurzel
hin (bottom-up) abarbeiten [3, 5]. Der erste, der eine top-down Arbeitsweise be-
trachtete, war Rabin [9]. Ausfiihrliche Untersuchungen iiber solche Systeme wurden
von Rounds [10] vorgenommen.

Anwendung fanden baumverarbeitende Systeme vor allem auf dem Gebiet der
Syntaxanalyse [11], der syntax-gesteuerten Ubersetzung [7, 2], der Linguistik [1, 10],
bei Untersuchungen iiber Programme mit Prozeduren [8] und auf dem Gebiet der
Datenstrukturen und Informationssysteme.

Die vorliegende Arbeit schlieft an die Untersuchungen von Rounds an. Rounds
hat das Prinzip der reguliren kanonischen Systeme von Biichi derart auf Baumstruk-
turen iibertragen, daB die Abarbeitung des Eingabebaumes ausgehend von der Wur-
zel erfolgt. Eine Erweiterung des Prinzips der regulidren kanonischen Systeme stellen
die Stack-Systeme von Ginsburg, Greibach und Harrison [6] dar. Im folgenden wird
das Prinzip der Stack-Systeme auf Baumstrukturen iibertragen.

Abschnitt 2 beginnt mit der Definition von Baumstrukturen und der Definition
der Dendrogrammatiken von Rounds. In Abschnitt 3 werden die baumerzeugenden
Stack-Systeme und die reguliren Baumsysteme eingefiihrt. Diese reguliren Baum-
systeme stellen einen Spezialfall der Dendrogrammatiken dar. Es laBt sich zeigen,
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daB sich jedes baumerzeugende Stack-System durch einregulidres Baumsystem simuy.
lieren 1a8t.

Als weitere Erweiterung der Dendrogrammatiken werden in Abschnitt 4 die Dendro.
grammatiken 2. Stufe betrachtet. Das Ubergangsverhalten von Dendrogrammatiken
2. Stufe hiangt nicht nur vom momentanen Zustand und dem Symbol an der Wurze|
des Eingabebaumes, sondern auch von den Symbolen an den Knoten direkt oberhal
der Wurzel ab. Es lafit sich zelgen, dafB die Dendrogrammatiken 2. Stufe direkt zur
Turingmaschine fiihren.

2. Grundlegende Definitionen

Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und IV, := N u {0}. Sei ferner << N X N
die iibliche Relation ,,kleiner als‘. Mit IN+ bezeichnen wir das freie Monoid iiber N mit
der Operation ,,.“ (Konkatenation) und dem neutralen Element 0.

In N* sei die Relation < gegeben durch

AN =S B =i VN ARy — S P
A und B heillen unvergleichbar genau dann falls 4 « Bund B « 4.
Definition 2.1. D heiBt Baumbereich falls

i) D ist eine endliche Teilmenge von N*.
iily Be Dund 4 < B= 4 € D.
iii) A.jeDundi < j=> 4 .1€D.
Ein Beispiel zeigt Abb. 1.
0

o
i

Abb. 1

Die Elemente von [ heiBBen Knoten. Den Knoten 0 bezeichnen wir als Wurzd
von D. Die Menge aller Bldtter von D ist

Bp:={A|AcDA(VBcD): A< B=> B =A4}.

Ein Baum wird nun definiert als eine Abbildung von einem Baumbereich in eine
Symbolmenge. Da wir uns jedoch nur mit speziellen Badumen befassen wollen, treffen
wir zunéchst die folgende

Definition 2.2. Ein markiertes Alphabet ist ein Paar (9, o), wobei 9 eine endliche
Symbolmenge und o eine Abbildung o: 9 — N, ist.
Sei A" := o~1(n).

Definition 2.3. Ein Baum iiber (3, ¢) ist eine Funktion «: D — 9, wobei D
ein Baumbereich ist und o(x(4)) = max {i |1 € Ny A A .1 € D}.

Den Baumbereich eines gegebenen Bauwmes « bezeichnen wir mit D(x). 7 ¢o,qy i
die Menge aller Baume iiber {2, o}.

Beispiel. Sei A°= {0,1,qa,y}, MW = {sin, cos, —}, W= {+,.}, A=AV
Ut u A und o(@) = 0V €W, ox) = 1V et und o) = 2V € Y2 Dann ist

1. {(0, +), (1, sin), (2,.), (1.1,a), (2.1, cos), (2.2,a), (2.1.1,%)} ein Element
(Baum) aus J (g, 3.
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sin > -\
cos a
Abb. 2
y

2. Dieser Baum laBt sich auch in der Form von Abb. 2 graphisch darstellen, bzw.
unter Verwendung der Sonderzeichen ¢{,> bzw. (,) als lineare Zeichenreihe

3. + (sin (@), . {cos {y), a)) bzw.
4. sin (@) + @ . cos (y) schreiben.

Alle vier Darstellungsformen sind eindeutig ineinander iiberfiihrbar. Wir werden
daher aus Griinden der Ubersichtlichkeit in der weiteren Arbeit meistens die Dar-
stellungsformen 2 und 3 verwenden.

Definition 2.4. Seien A, B, B’ €D, sodal B= A . B’. Dann ist B — 4 := B’.
B = 4 ist nur definiert fiir 4 < Boder A = B. Esgilt B ~-0=B, 4 -4 =0
und 4. (B=-4)=(4.B) -4 = B.

Definition 2.5. Sei & € J (g,0y. Eine Menge AT(x) := {(4, ) |4 € D(x), x(4) =
= a} heillt Anfangsbaum von « falls gilt: (B .1, @) € AT(x) = (B, 2’) € AT(x).
Gilt fiir die Elemente eines Anfangsbaumes zusétzlich die Bedingung

B.jeDAT(), jeN=B.ieDAT() Vieo(B),

so heiit der Anfangsbaum kompakt.

Sei & € T ¢y0y und A € D(x). x[A := {(B, )| (4. B, z) €x} heibt Unterbaum
vonx in 4.

afAY = {(B, )| (A.7.B,x)cx,t € N fest} heillt i-ter unmittelbarer Unterbaum
von & bzgl. 4.

Mit U2 bezeichnen wir die Menge aller unmittelbaren Unterbiume von o bzgl. A.

Definition 2.6.Sei 4 € D(x) und &, f € J (3, 05- Dann heilit x(4 < f) := {(B, ) |
(B,x) €ea und nicht 4 < B} u {(4 .0, )| (C,x)€p} das Ergebnis der Ersetzung
des Unterbaumes «|A durch .

Ein Baumsystem (Dendrogrammatik) erzeugt Biaume, bei denen ein oder mehrere
Knoten zusiitzlich mit einem Zustand versehen sind (Konfigurationen). Wir erweitern
deswegen unsere bisherigen Definitionen:

Sei ¢, ¢) ein markiertes Alphabet und @ eine endliche Menge von Zustéinden. Wir
erweitern 9 zu Uy := A v (A X @) und setzen o(g, a) = o(a) fiir alle a € U, g € Q.
Wir erhalten so das markierte Alphabet (%, o).

Definition 2.7. Eine Funktion o: D — U, heiBt Baum iiber (3, o) und Q, falls
D. ein Baumbereich ist und o(x(4)) = max {i|i € Ny A A . i € D}. Die Menge aller
dieser Biume sei 7 (g, 0>+

Zur Definition von Baumproduktionen benétigen wir noch die Erweiterung
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Definition 2.8. Sei X = {xy, ..., #,} eine endliche Menge von Variablen. Ein
Baum iiber (3, 6, @ und X ist eine Funktion
o:D—AguX u(@ X X)
mit
1. D ist Baumbereich
2. AGBD=>oc(A)EQIOU(Q X W) uX U (@ X X)
3. A« BD:>zx(A) eAu (@ X A) und o(x(4)) =max {i| 4.1 €D, i€ Ny}

Die Menge aller Biume iiber <%, 6, @ und X bezeichnen wir mit 7 (g, 03 (X).

Die Bedingung 3 bewirkt, dafl die Variablen nur an den Blittern eines Baumes

T (g, ay(X) auftreten konnen.

Mit Hilfe der obigen Definitionen lassen sich nun Dendrogrammatiken, genauer
gesagt ,,top-down creative dendrogrammars®, einfithren, die erstmals von Rounds
[10] betrachtet wurden.

Definition 2.9. Eine Dendrogrammatik D ist ein 5-tupel (¢, ¢, Q, S, F, Il) mit

i) <2, o) ist ein markiertes Alphabet.
ii) @ ist eine endliche Menge von Zustdnden.
iii) 8 E I cug, 0y, so dab fiir alle s € S gilt:
8(0) €@ X Abzw. s(4) ¢ Q x UAfir 4 =0

ist eine endliche Menge von Anfangskonfigurationen.
iv) F & @ ist die Menge der Endzusténde.
v) m ist eine endliche Menge von Baumproduktionen der Art
(@, @) <&y, o Xo@y — B, q€Q, a €A und f € T (aq,05 (15 -+ » To(a)) Mitb
Bd)e (@ X A)u (@ X X) und f(B) € (@ X A u (@ X X)
= A und B sind unvergleichbar.
Die Wirkungsweise einer Dendrogrammatik ist gegeben durch

Definition 2.10. Sei D = (K, o), @, S, F, m) eine Dendrogrammatik und

o, &' € I (91g,0y- Dann wird &’ aus o direkt erzeugt (x = «’), falls gilt:
i) « besitzt einen Unterbaum «/4 mit &[4 (0) = (g, @), ¢ € @, @ € A
ii) in & existiert eine Produktion
(@, @) {&ys ov s Zo(@)y —
ili) &’ = &(4 « p’), wobei f’aus § entstehen, in dem man jedes x; in f durch x/A}
ersetzt.

Gilt &” € I ¢z, 0, 80 heilt o’ Endkonfiguration.

Sin

P
a/ \y

Abb. 3
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Beispiel. Sei %A° = {0, 1, @, y}, A = {sin, cos, —}, A* = {X, +}
A = Ao v A u Az

Der Baum von Abb. 3 reprisentiert den Term sin(a X y + 1). Wir wollen nun die-
sen Term bzgl. y ableiten. Sei @ = {d, i} und F' = {i}. Die Baumproduktionen unserer
Dendrogrammatik sind

(1) ((l, ll) — 0
2) (d, 0) — 0 Die Ableitung einer
23) (d 1; 0 Variablen a ==y ist 0

) (

4) (d,y) — 1 Die Ableitung der Variablen y ist 1

) (@, sin) {z;) — X (d, %), cos { (1, %)) } Kettenregel
) (
DR
Y (

G
(6) (@, cos) <@y — x<(d, 7y), —<sin< (G, 2))))
(
(

7) (d, —) (o) — —<(d, @)
8) (d, +) <&y, 2> — +L(d, ), (@, 2,)) Summenregel
(9) (d, @) L&y, 2> — + (& (2, @), (d, 21)), ¥ (D, ), (3, 1)D) Produktregel

Die Startkonfiguration ist in Abb. 4 dargestellt. Die Anwendung der Produktion (5)
liefertt Abb. 5. Die Anwendung der Produktion (8) liefert Abb. 6. Die Anwendung
der Produktionen (3) und (9) liefert Abb. 7. Durch Anwendung der Produktionen (4)
und (1) erhilt man schlieBlich die in Abb. 8 dargestellte Endkonfiguration. Dieser
Baum entspricht (mit ¢ als ,,Identitdt*) dem Term a - cos (@ -y 4+ 1).

Bzgl. der Eigenschaften von Dendrogrammatiken siehe [10].

3. Baumerzeugende Stacksysteme

Die Dendrogrammatiken von Rounds sind im wesentlichen eine Ubertragung der
reguldren kanonischen Systeme von Biichi [4] auf Badume. Ein Unterschied zu den
reguliren kanonischen Systemen besteht in der Moglichkeit, mit einem Zustand die
Spitze des ,,Stacks®, d. h. die Wurzel des Baumes zu verlassen und in den ,,Stack”
(Baum) hineinzulaufen. Die neu erreichte Position des Zustandes dient als ,,neue
Stack-Spitze“. Ein Zuriicklaufen ist jedoch nicht moglich, so dafl die Information
oberhalb der ,,neuen Stack-Spitze“ keinen Einflufl auf das weitere Verhalten des
Systems besitzt (andernfalls wire es sehr leicht, eine Turingmaschine zu simulieren).
Eine Erweiterung der reguliren kanonischen Systeme in dem Sinn, dafBl ein Zustand
die Stack-Spitze verlassen und anschlieBend wieder zur Stack-Spitze zuriickkehren
kann, stellen die Stack-Systeme [6] dar. Auch hier darf eine Verdnderung des Stack-
Inhaltes nur erfolgen, solange sich der Zustand an der Stack-Spitze befindet. Es
besteht jedoch die Méglichkeit, mit dem Zustand die Stack-Spitze zu verlassen, den
Inhalt des Stacks zu lesen, dementsprechend den Zustand zu verdndern und mit dem
neuen Zustand wieder zur Stack-Spitze zuriickzukehren. Es besteht jedoch keine Mog-
lichkeit, den Inhalt im Stack zu verindern. Im folgenden soll eine Ubertragung dieser
Stack-Systeme auf Biaume betrachtet werden. Hierbei beschrinken wir uns auf

Systeme, bei denen jeweils nur ein einziger Knoten des Baumes mit einem Zustand ver-
sehen ist.

Definition 3.1. Ein baumerzeugendes Stack-System B iiber (U, ¢ und @ ist ein
5-tupel (U, o), @, S, F, x) mit
i) (¥, o) ist ein markiertes Alphabet
ii) @ ist eine endliche Menge von Zustinden
iif) 8 & @ X Alist eine endliche Menge von Anfangskonfigurationen
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iv) F S @ ist eine Menge von Endzusténden
v) m ist eine endliche Menge von Baumproduktionen der Arten
(1) (¢, @) &y v s xa(a)> Enee (q,’ a’) Un tu(n’)>
mit ¢, ¢’ €Q, a,a’ € A und t; € T (3,03 (%y, -+ 5 To(y), 1 < 1 < 0(a’)
(2) (q, a) TR xa(“))_ e (q,7 ;)
mit ¢, ¢’ €Q, a €A und 1 <@ < g(a)
3) (2 @) {Zyy v 5 To(a)) —> ATy, oen s (@5 %) --- Zo(a)y
mit ¢, ¢’ €Q,a €Y und 1 <7 < o(a)

(4) al@y, we s (¢ i)y +e s To@)) — (45 @) Xy, oov s, To(a))
mit ¢, ¢’ €Q, a €A und 1 <7 < o(a)

Die Einschrinkung, dafl die Anfangskonfigurationen nur aus Elementen von
Q % U bestehen, gegeniiber der entsprechenden Definition bei Dendrogrammatiken
ist unwesentlich, da durch eine geeignete Produktion im néchsten Schritt jede ge-
wiinschte Anfangskonfiguration erzeugt werden kann. Diese Einschrinkung erfolgt
nur um die spéteren Beweise zu vereinfachen.

Die Wirkungsweise eines baumerzeugenden Stack-Systems & ist gegeben durch:
(1) Sei K € I ¢a(q,0y mit K(0) = (g, @), o(a) = n und Uk = (8;, ... , So(ay)- Dann heibit
K’ € I (34,05 unmittelbar aus K erzeugt (K = K’), falls gilt:
B

i) Es gibt in 7z eine Baumproduktion
(¢, @) <&y - s Toayy — (@5 ') {byy oo s Bo@))
und es gilt: K’(0) = (¢’, @’) und
U% = {t;| t; entsteht aus t;, indem alle Blitter (4, ;), 1 < j < o(a), von

t; durch s; ersetzt werden}
oder

ii) es gibt in  eine Baumproduktion

(g5 @) {®y; wevs To)) — (¢’ =)
und es gilt: K’(0) = (¢’, K(i)) und Uk. = Uk
oder
iii) es gibt in 7z eine Baumproduktion

(@ @) <@y o s To(ayy — ALy, v s (¢ )y e s To(a))
und es gilt: K'(0) = a, K'J0 = K/0 fiir alle j +i, K'6) = (¢, K(®) und
Uk = Uk.
(2) Sei K € F g4,y mit K(0) 6 @ X A und sei 4 € D(K) mit K(4) = (¢, @). Dann
heiBt K’ € (g, 0y unmittelbar aus K erzeugt (K = K') falls gilt: es gkl gige
Baumproduktion &

(2> @) (&, ovv s To(a)) —> ALTyy oee 5 (@5 X4)5 oo To(a))
und es gilt: K'(4) = a, K'(4 . 1) = (¢, K(4 . 1)) und K'(j) = K(j) fiir alle j € D(K)
mitj 4=4 und j 4= 4 . 1. Y
(3) Sei K € I arg, 05 mit K(0) ¢ @ X A und sei 4 € D(K) mit K(4) = a und K(4 . 17)
= (¢, b), 1 <4 < o(a). Dann heilt K’ € J (yq,0, unmittelbar aus K erzeugt (K = K”),
falls gilt: es gibt in 7z eine Baumproduktion B

al®yy oo s (@ i)y oe s Toyy — (@5 @) {5 oo 5 To(a))

und es gilt: K'(4) = (¢, @), K'(4 .1) = b und K'(j) = K(j) fiir alle j € D(K) mit
j=Aundj =4 .5
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Die Menge aller Konfigurationen (%) ist gegeben durch
1. § & K(DB)
2. K € (8B) und K = K'= K’ € (D).
B
Die obige Definition der Wirkungsweise eines baumerzeugenden Stack-Systems

bewirkt, daB in allen Konfigurationen L von B stets nur ein einziges Element 4 ¢ D(K)
mit K(A4) € Q@ x U auftritt.

+ *
Mit = bezeichnen wir die transitive Hiille und mit = die transitiv reflexive Hiille
B B
von =.
B

Seien K, K’ zwei Konfigurationen von . Wir schreiben K 9 K’, falls K’ aus K

nur durch Anwendungen von Baumproduktionen der Arten (3) und (4) hervorgeht
Sei

Sg(q, q') = {T € c7_<9(,g) [ EK, K’ e j(Q[Q,,,): K=K
B, S

und Uk =Uk=U%, K@) =(q,T©0), K0 = (g,TO)}
Lemma 3.1. Sei B = (U, 0),Q,8, F,n) ein baumerzeugendes Stack-System.

Dann ist fiir beliebige q, q" € Q die Menge Sy(q, q') reguldr') und man kann effektiv einen
endlichen Automaten konstruieren, der Sy(q, q') akzeptiert.

Beweis. Sei fiir jedes 7' € J ¢y, o5 die Funktion yp: @ X @ — {0, 1} definiert durch

1, falls 7 € Sy(qg, ¢),
ol s { (2, ¢')
0 sonst.

*

Dabei = Ubergingen nur Zustandsinderungen eintreten, ist y, fiir beliebige ¢, ¢’ € ¢

8,8
effektiv berechenbar.
Seien 7', T, T"" € J (3, 0y mit yz = yp~; dann gilt fiir beliebiges » € D(T')
YI(r<1) = VYT(r«1") -
Die Relation =, die durch
T"="T"s yp = ypr

gegeben ist, ist somit eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation von endlichem Index.
Ist |@| = n, so existieren n* Paare (g, ¢’), d. h. die Anzahl der durch = erzeugten
Aquivalenzklassen ist beschrinkt durch 2"’

Somit gilt, dafl

Ss(, ¢) = {T € T q@.alyr(, ¢') = 1}

«die Vereinigung von endlich vielen durch = erzeugten Aquivalenzklassen ist. Nach
[13] ist dann Sg(g, ¢’) regulir, und nach [14] kann effektiv ein endlicher Automat
konstruiert werden, der Sy(q, ¢’) akzeptiert. []

Definition 3.2. Ein regulires Bawmsystem R ist ein baumerzeugendes Stack-
System, bei dem nur Produktionen der Arten (1) und (2) auftreten.

') Eine Menge M heillt reguliir, falls ein deterministischer endlicher Automat existiert,
welcher M akzeptiert.
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Die reguliren Baumsysteme stellen einen Spezialfall der Dendrogrammatiken dar,
da bei allen Konfigurationen ein Zustand stets nur an der Wurzel auftritt.

Den Zusammenhang zwischen baumerzeugenden Stack-Systemen und reguldren
Baumsystemen zeigt das

Theorem 1. Zu jedem bauwmerzeugenden Stack-System 5 = ({2, o), Q, S, F, )
lipt sich effektiv konstruieren:
1. ein regquldres Baumsystem R = (W', 6"y, Q, 8", F, a’)
9. eine Funktion h von N’ nach Y und
3. eine Abbildung H von J oy nach I g, o

so daf3 gilt:
Fiir alle (g, @) € S und fiir alle €7 "o, mit x(0) € Q X U existiert (¢, a) 3 o genau
dann wenn es ein (q, a’) € 8" und ein &’ € T (3, oy gibt mit

i) k(a’) = a,
iy H') = «,
i) (g, a’) ::\ &
b}
Beweis. Wir zeigen zunichst die Konstruktion von .
Die Menge 9" ist gegeben durch
Wiz— Ll [alss o5 am), =, [a30 ok s @) [fal et
und @} €{0,1},1 <4, <n0=<1<o0(),|Q =n}.
Die Funktion A: 9(" — U ist gegeben durch
h{(aslas e lanslacey [as®, ms slada)) =
ung die Funktion ¢’ durch o’(a’) = o(h(a’ )).
ei
={(4,a)| 4 eD) und acW fir 4 =0 bzw.
aec@ x 9 fir A4 =0}
ein Baum aus 7 (g, oy ; dann wird definiert:
H(o') = {(4, a’) | @’ = h(a) falls @ € A’ bzw.
a’ = (g, k(b)) falls @ = (g, b)}.
Die Menge der Startkonfigurationen von R ist
8" = {(0, (g0: (@, [0, ..., O1)) | (0, (20 @) € S}

7’ wird aus 7z wie folgt konstruiert:
1) in 7 existiert eine Produktion

( ) <.'271, cee oy xc(a)> T (Q' b) <tl’ LN tﬂ(b)> a
Dann besitzt 7* fiir jedes Tupel (a, [a?}, ... , @9y], ...) genau eine Produktion
(q: (L, [alla see 3 a,,,,], see )y [arlr(l), sole g(na)] ) (xl’ Eeey xa(a)>
— (B By e sy
Hierbei erhiilt man, beginnend mit den Blittern,
PLi=b0CE, by BB D = bt s ba(p))
durch den folgenden Algorithmus:
8) DOCEy o, toy) = Db by ooe o))
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b) Ist A ein Blatt von D(f), so gilt
i) pAd) =z A) =2, 1=k=oa(b),
i) f(4) = a,a € A= f'(4) = (a, [0, ..., 0])

¢) Ist B|A = ¢z, ... , Zae)y €in Unterbaum von B,
p(4) kein Blatt, dann gilt

BAY = (e, 1[eT1; <+ Chnls %o ALCEE)y w55 C2O])

mit
(oo at,, falls  2,(0) = s,
e nn oo Na0 L de, s Salls sz (0)=(d; [ el a2
SR e idedly
(1=p=o() und
1, falls in 7 eine Produktion
(Qis €) {®yy wov s Tg(e)) —> LBy woe s (A5 Tm)s oov > Fo(e))
und eine Produktion
ey oee s (Qprs Tm)s oo > Bo(e)y — (s €) {&ys -oe 5 To(e)y eXisbieren,
1, falls in 7 eine Produktion
(94, C) <w1’ sdnls x6(0)> % C<:L‘1, oee y (Qi': xm)! esey xd(b‘)>
. und eine Produktion
(’?J = : (f<a’1’ ((IJ E] zm) (X35%) xa(c)> =k (qh ) <x1’ 0 xa(c)>

ex1st1eren und z,, = 2 und a;;» = 1 ist,
1, falls in 7 eine Produktion

(@e> ) {@ys +=x 5 To(e)) —> CLy5 <o 5(Ayts Tm)s ooe 5 Ta(e)D
und eine Produktion

C<x1; aee (q] ) xm)y cee sy xu(c)> T (Qh C) <.’l‘1, ey xa(c)>
existieren und c] = = 1 ist,

0 sonst.

2) In z existiert eine Produktion
(g @) g5 oee s Zatayy — (@5 %) 5 1= r=o(a).
Dann besitzt z’ fiir jedes Tupel
(@il Onls o 5 [39; 50 ras o))
genau eine Produktion
(2515 @315 0B e s [ATRhre s @SN gy o o) — (g )
3) Fiir jedes
(@ [adis .- 5 @ha); o 5 (22D, ..., aZ®)])
existiert in #” zu jedem afj mit af; = 1 eine Produktion
(qiy (a/y [a(l)]; seely a?m]: zeeily [a(lal)y oo (a)])) <x1! Q02 0 xa(a)> =
(a9 (@, [253510 5 Gl et [AE o, @I )idam, ety s
Der Beweis zu Theorem 1 ergibt sich nun unmittelbar aus den folgenden Lemmata.

r . . * . .
‘Lem ma 3.2. Zu jedem K € T (o5 mit s = K, s €8, und K(0) € @ X U existiert
ein K' € I ), 0y, mit den Eigenschaften B

*
i) /= K’, 8" €8, h(s') = s
="
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ii) D(K) = D(K")
i) H(K') = K
iv) Fiir jedes A € D(K’) mat
K'(4) = (a, [a?l, o ag,,], Se [a‘i(f')’ ot aggg)]) : A0,
bzw.
K'(4) = (g, (a, o i oy [ad®, ..., a2@]), ae— 08
qalt:
K|A € Sylgn g alj=1.
Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber die Linge einer Folge von Kon-

figurationen s = K, = ... = K,
B B

Induktionsanfazlg. Zu jedem (0, (go, @)) € S wird in S’ ein (0, (g, (a, [0, ... , 0])))
konstruiert. Die Eigenschaften i)—iv) sind somit erfiillt.

Induktionsvoraussetzung. Sei s = K, = ... = K, eine Folge von Konfigura-
8 B
tionen von B und gelte fiir K, das obige Lemma. Sei ferner

Ko(0)'=1((q: @y [adi, -+ »an)y <o s [0~ LGD)) R
InduktionsschluBl. ) Wir betrachten eine Konfiguration K, von B, die aus

K, durch Anwendung einer Produktion

(¢ @) &5 ooe s Toga)) — (@5 ) 5 1=r=o(),
entsteht. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Konfiguration K, von B mit
den Eigenschaften von Lemma 3.2. Wegen der Konstruktion von 7" (Fall 2) existiert
in 7° eine Produktion

(@ (@, fadiyee s anplisee, [a0®, T S GBI ez, oo 5 Doyt —> (5 %r)

Somit gilt i) und wegen der Induktionsvoraussetzung auch ii), iii) und iv).
B) Wir betrachten eine Konfiguration K, . von B, die aus K, durch Anwendung einer
Produktion

(¢, @) &y, ..., Zo(a)y — (¢ b) (TS 2 )]
entsteht.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Konfiguration K; von B mit den
Figenschaften von Lemma 3.2. Wegen der Konstruktuion von n’ (Fall 1) existiert
in 72" eine Produktion

(@ (@i [adn - 5lans)s oo 5 a2 v s B2 @ONY Cay, o o))
==F (q’, b') <t'1, eee ta(b)) .
Somit gilt i) und da gemaB der Konstruktion

5 Db<tys o s toqayy) = DOy oen s tawy))
auch ii).
Sel [3 = b<t1, cee y ta(b)>, ﬂl = b’(t,l, ey t,,,(b)> und C ¢ D(ﬁ), c =‘=0 Ist ﬂ(O) = g,
so gilt auch '(C) = ;. Ist B(C) = ¢, ¢ € U, so gilt
= 1o, sl e PRGBS
d. h. k('(C)) = B(C). Da ferner
BUOY =3, [Bh; .y Daaly ey [DED, L IOy,
gilt iii).
Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt die Eigenschaft iv) fiir K; und somit
auch fiir alle Elemente aus U %;', die die aktuellen Werte fiir die Variablen a; darstellen.
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Ist C € D(B) ein Blatt mit f(C) = ¢, ¢ € A, so gilt
p'(e) = (¢, [0, ..., 0]) .

Somit gilt die ngenschaft iv) fiir alle Blitter von K;; und fiir alle Knoten der
Unterbdume von K, .1, die durch das Ersetzen der Variablen z; entstanden sind.

Seien C, C. , 0.0 (K, .1(C)) € D(K;+1) und gelte die Eigenschaft iv) fiir
(O s ver Ot a’(K;LH(C)). Sei ferner
i 1(C) ="(Ca [0 = on 5 Onrilhisescs [ e ic 200
oder

e (0 =W (cy [ oy Canly it feiiie see @)
Nach der Konstruktion von #’ (Fall 1.c) gilt ¢; = 1 genau dann, falls es in 7z zwei
Produktionen

(@15.C) Byyyeeers Za(e)p —> CLPy5 -o- 5 (G5 X))y - 3 La(c))
und

C{ a0 5 (s D)y ooeis Ta(e)) —> (5> €) iz e-s s To(e))
gibt oder falls es in 7 zwei Produktionen

(qh C) <x17 seey xa((')> " C<Q71, wee sy (qj': xm)y seey xa(l.‘)>
und

CLZyy vee 5 (Qj7s Bm)s ooe s Ta(e))) — (@5 €) {Zys =0 » To(c))

gibt und K, ;/C . m € Sg(gy, q;) ist.
Somit gilt die Eigenschaft iv) fiir alle Elemente aus D(K, 1)
y) Wir betrachten eine Konfiguration K, 1 von B mit

K,— K= Kl .= K15 K =K, ;.
38,8 8,8 %B,8 3,8

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Konfiguration K, von %’ mit den Eigen-
schaften von Lemma 3.2. Sei K,(0) = (¢s, @), K, +1(0) = (g5, @) und

KA (0Y =" (g0 (@ [0%2, s agul, s [089) L, a2 @)
mit a) = 1.
Wegen der Konstruktion von z* (Fall 3) existiert in 7z’ eine Produktion
(20 (@, [ady, ..., annl, - s [a30); ..., GGEO])) <2y o, Zo(a)
— (0 (@, [a31, ... , An); .- [a‘l’(l"), e G Y e
Somit gelten die Eigenschaften i)—iv). []

Lemma 3.3. Zu jedem K' € J g, ory mit 8 9 K’, 8" € 8, existiert ein K € T (3, Mil
den Eigenschaften

i) K(0)e@ x A
i) 8 > K, s € 8, hs") —
B
iii) D(K’) = D(K)
iv) Fiir jedes A € D(K) mit
K'(A) = (a, [ad1; ... , a3a]; .o s [ai®S e adtey, A+0,
bzw.
K/(0) = (g (@ [a%s, - , alul, o » [a59), ... , as@]))
qult:
K|4 € Sy(qn g & ajj = 1.



Erweiterungen von Dendrogrammatiken 33

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Léinge einer Folge von Kon-

figurationen s’ = Ko = ... = K.
B’ B’
Induktionsanfang. (0, (¢, (@ [0, ..., 0]))) ist genau dann Element von &, falls
(0, (¢o> @)) Element von § ist. Die Eigenschaften i)—v) sind somit erfiillt.

Induktionsvoraussetzung. Sei s’ = Kj = ... = K, eine Folge von Konfigura-
B B
fionen von B’ und gelte fiir K, das obige Lemma. Sei ferner K, = (g, (@, [al1, .- , @l
0SB ala)).
InduktionsschluB. o) Wir betrachten eine Konfiguration K, ; von %’, die aus
K;, durch Anwendung einer Produktion

(¢ (a, [“(1)1, EEE) a’?m]: cee s [azlr(la)’ 00 a’%za)])) &y oo s To@)) — (¢, )

entsteht. Nach der Induktionsvoraussetzung existiert eine Kontiguration K, von 5
mit den Eigenschaften von Lemma 3.3. Die obige Produktion existiert jedoch nur
dann in 7/, falls in 7w eine Produktion

(¢> @) <%y, ov s To@)) — (75 )
existiert. Somit gelten i)—iv).
f) Wir betrachten eine Konfiguration K; ., von %, die aus K, durch Anwendung
einer Produktion
(Qi, (CL, [a"l)l: ey a?m]s seey [al{(f)9 see g “2(7?)])) <x1, see y xa(a))
— (@ 0) Lty won s toqry)
entsteht.

Nach der Induktionsvoraussetzung existiert eine Konfiguration K, von 5 mit den
Eigenschaften von Lemma 3.3. Die obige Produktion existiert jedoch nur dann in 7/,
falls entweder in 7z eine Produktion

(06> @) {Zy5 wov s Xo(a)) — (2 b) Ctys wev s toqy)

existiert (Fall 1 der Konstruktion von @) oder falls af; = 1 ist (Fall 3 der Konstruk-
tion von 7).
1) In 7 existiert eine Produktion
(qi, a) <$1, CF £ xa(a)> =2 (Q1’ b) <t1’ O tﬂ(b)> N
Da gemédf der Konstruktion
DO EL, v s o)D) = DBty v tay)) 5
folgt unmittelbar i) —iii).
Sei f 1= b<ty, e 5 toyds B 1= bKt1, ov 5 by und C € D(B’) Ist B'(C) = @y, so gilt
auch f(C) = ;. Ist
BUC = (Gl Chis = Chal; coelilCass esy cot )
so gilt B(C) = c.
Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt die Eigenschaft vi) fiir K, und somit auch
fiir alle Elemente aus UY%,, die die aktuellen Werte fiir die Variablen z; darstellen.
Ist C e D(f’) ein Blatt, so gilt stets §/(C) = (¢, [0, ..., 0]), d. h. ¢fj = 0 fiir alle 4, j.

Somit gilt die Eigenschaft iv) fiir alle Blidtter von K, 1, und fiir alle Knoten der Unter-
bédume von K, 1, die durch das Ersetzen der Variablen @; entstanden sind.

3 EIK, Bd. 16, Heft 1 —3
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Seien €, C.1,...,C.0(K,+1(C)) € D(K,4+1) und gelte die Eigenschaft iv) fiir
0.1, .., @.a(K,1(0)). Seiferner .
K;‘_}.l(c') s=3 (C, [6(1)1, S an], Srehy [Cglc), 00 %) C;’l(,f)])
bzw. d
K o1(0) = (qr.(c[e31; = » o) [oa ) ot )
Nach der Konstruktion von sz’ (Fall 1.c) gilt ¢f; = 1 genau dann
i) wenn es in & zwei Produktionen
(Qu C) /\x], see 9 xu(c)> =¥ C<x1, :(qj’, xm): see ma(c)>
und
@y, oo 5 (Qjrs Tm)s «oo 5 Tae)) — (Ts 6) @y, -e» 5 Ta(e))
gibt oder
ii) wenn es in w zwei Produktionen
(g1, €) Cogy oies xa(c)> — &y, .-, (57 Sl oo xa(c)>
und
CLyy cvv s (Qj%s Tm)s oo s Tofe)y — (@5 €) {Zys oo 5 Ta(c))
gibt und K, . 1/C . m € Sg(gj, ¢;~) ist, d. h.

K, 11/C € Su(qs ¢) -

Somit gilt die Eigenschaft iv) fiir alle €' € D(K, ).
2) Im Fall af; = 1 entsteht K} ., aus K, durch die Anwendung der Produktion

(q: (@, [av(l’l, AR T [agl®, ..., ag@)) {2y, e s To(ar) —
— (¢, (a, [ oo fag®, oo AL S e
Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt K/0 € Sy(g;, g;), d. h. es existiert eine Folge
von Konfigurationen
K=K =KL~ S K K,
8,8 8,8 8,8
Somit gelten i)—iv). []

4. Dendrogrammatiken 2. Stufe

Betrachtet man regulidre kanonische Systeme, so lassen sich die Konfigurationen
entsprechend Abb. 9 skizzieren, d. h., das Ubergangsverhalten des Systems ist ab-
hingig vom momentanen Zustand ¢ und dem obersten Kellersymbol a.

Erweitert man das Konzept entsprechend Abb. 10 (d. h., das Ubergangsverhalten
des Systems ist nun abhédngig vom momentanen Zustand ¢ und den beiden obersten
Kellersymhbolen ¢ und b), so erhdlt man keine echte ,,Erweiterung®, da sich alle mog-
lichen Paare (a, b) in ein einzelnes Symbol ¢’ kodieren lassen.

E ?l oberstes : o |
— Kellersymbol [Z}\‘ 7
Zustand BTH
]
Heller Abb. 9 L Abb. 10




Brweiterungen von Dendrogrammatiken 3E

Wendet man eine solche Erweiterung auf Dendrogrammatiken an, so liBt sich
jedoch zeigen, dal man mit diesen Systemen eine Turingmaschine simulieren kann.

Zum Beweis betrachten wir eine Turingmaschine, die auf einem einseitig unend-
lichen Band arbeitet.

Definition 4.1. Eine Turingmaschine (TM) ist ein 5-tupel (2, @, ¢4, ¢., 7r) mit
i) A = {0, 1, §}

ij; @ ist eine endliche Menge von Zustidnden
iii) ¢ € @ ist Anfangszustand
1v)

)

v) 7 ist eine endliche Menge von Produktionen der Arten

iv) ¢, € @ ist Endzustand

a—q,a, 7,9 €Q, a e

g,a—q, R, 7, q €Q, a €9 l
ga—q, L, ¢¢€Q ac{0,1} |
¢, a—q',b, q. 9 €0, a, b e {0, 1}

7, a — q’, ab, q,q €0, a €9, be{0,1}

R, LeAu@

2ustond
q
Lese / Schreibkopr
(S Ta o i O oo oo ol e i i

Bond
Abb. 11

Bine Konfiguration K(TM) einer Turingmaschine TM laft sich entsprechend Abb. 11
graphisch veranschaulichen. Die TM befindet sich in diesem Fall im Zustand ¢, die
Bandinschrift ist die Zeichenreihe :

§a02; ... @, mit a; € {0, 1}

und das momentan gelesene Zeichen ist ;. Diese Konfiguration 148t sich auch durch
§oty oo Q100717 ... Ay

reprasentieren.

Die Turingmaschine startet mit der Startkonfiguration ¢, §, d. h., die Bandinschrift
besteht nur aus dem linken Randsymbol §.
Sei
§@oy ... Q;—19AA; 17 -.. Oy

eine Konfiguration der Turingmaschine und gelte a; = 1.2)
L. Durch Anwendung einer Produktion

1->¢,1
erhilt man die unmittelbare Folgekonfiguration
§@y oo @i 1@ A1 oee Ay

?) Der Fall a; = 0 bzw. a; = § ergibt sich analog.
3%
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2. Durch Anwendung einer Produktion
$1—-¢, R
erhiilt man die unmittelbare Folgekonfiguration
§Ay -or Wi 104G Wigq e Ay Anl=r=12
3. Durch Anwendung einer Produktion
¢1—¢, L
erhiilt man die unmittelbare Folgekonfiguration
Sy oo QU 1A 54 o Qg
4. Durch Anwendung einer Produktion
¢$1-4,0
erhiilt man die unmittelbare Folgekonfiguration
§agy oo @;—1q'0; 41 .. ay
5. Durch Anwendung einer Produktion
¢, 1 —q,1b
erhilt man die unmittelbare Folgekonfiguration
§agtty ... ai—1q'aba; g ... an
Den Ubergang von einer Konfiguration K(TM) von TM zu einer unmittelbare
Folgekonfiguration K’(TM) von TM bezeichnen wir mit

K(TM = K’(TM) .
TM

*
Unter = verstehen wir die transitive reflexive Hiille von =.
™ ™

R(TM) sei die Menge aller Konfigurationen von TM.

Wir definieren nun Dendrogrammatiken 2. Stufe:

Definition 4.2. Eine Dendrogrammatik 2. Stufe D? ist ein 5-tupel ({2, ¢, @, S,k
7r) mit

i) <9, o) ist ein markiertes Alphabet.
ii) @ ist eine endliche Menge von Zustédnden.
iii) S & I g, 0y mit S(0) € Q X A, S(4) € Atiir 4 == 0, ist eine endliche Menge Vo
Anfangskonfigurationen.
iv) F S @ ist eine endliche Menge von Endzustinden.
v) z ist eine endliche Menge von Baumproduktionen & — o/, &, &’ € I ¢y(q, oy (X), 1

1. %(0) €@ X A
x(d)eA v X, 1< 4 o(x(0)
x(d.B)eX,1 <4< o(x(0)),
1< B < o(w(d),w(d) e X

2. o/(0) € (@ X A) u (@ X X)und
a'(C) e (@ X A) u (@ X X)
= (' und (" sind unvergleichbar.
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Die Wirkungsweise einer Dendrogrammatik 2. Stufe entspricht der Wirkungsweise
einer normalen Dendrogrammatik (s. Definition 2.10). Der Unterschied zwischen den
heiden Grammatiken besteht lediglich darin, daB bei einer normalen Dendrogramma-
tik der Ubergang von einer Konfiguration zu einer unmittelbaren Folgekonfiguration
yon einem einzelnen Knoten abhingt, wihrend bei einer Dendrogrammatik 2. Stufe
dieser Ubergang sowohl von dem einzelnen Knoten, als auch von den unmittelbaren
Folgeknoten abhéngt.

Theorem 2. Zu jeder Turingmaschine TM = (U, Q, q,, q., 7) ldft sich effektiv eine
Dendrogrammatik 2. Stufe D* = (W', 6, @, S, F, ') und eine Abbildung
J1RIM) — F carg, 0

konstruieren, so daf3 gilt:
Z jeder Konfiguration K(TM) mat qo§ =7 K(TM) gibt es eine Konfiguration K(D?)

mit S = K(D?), f(qS) = S und f(K(TM ) = K (D?).
P

Beweis.

Konstruktion von 92. — Wir setzen A’ = u {0/, 1/, §} und o) =0,
a(l) = g(0) = o(§") = 1 und ¢(0’) = o(1") = 2.

S besteht aus der Startkonfiguration (g,, §) und ¥ = {q,}.

Besitzt 7 eine Produktion

G50 —q% 0, acd,
s0 besitzt 7’ eine Produktion wie in Abb. 12.
Besitzt 7w eine Produktion
00 = B €,
80 hesitzt 7’ fiir jedes ¢ € I und jedes d € {0, 1} eine Produktion wie in Abb. 13.
Besitzt @ eine Produktion

q,a"’(ZI,L, aE{O,l}
80 besitzt ” fiir jedes ¢ € A und jedes d € {0, 1} eine Produktion wie in Abb. 14.
Besitzt 7 eine Produktion
%“-’fl',b, a,bE{O,l},
80 besitzt 7’ eine Produktion wie in Abb. 15.
Besitzt z eine Produktion
g, a—q',ab, acd, be{0,1}
80 besitzt 7’ eine Produktion wie in Abb. 16.
Besitzt 7z eine Produktion
9, § =4 qI) §
80 besitzt 7z’ zwei Produktionen
4 §) — (¢, §) und (9{, §) — (ql’, §)
Ty Xy
Besitzt 7z eine Produktion
q,§—>q’,§b, bE{O,l}
80 besitzt 7’ zwei Produktionen
(4, §) — (¢, |§’) und (q,l§') (9"|§')
b o b




38 W.-DM. Lipy

rg,a’) (g'a’)
A R
Xy X5 Xy X, Abb. 12
(g,a’) 7g;d’)
N /
T e
X X |C
X, Abb. 13

/g,a’) e
7E0N 7\
c a . X, a
[ |
x/ Xz ld

Xy Abb. 14
(g,a’) 7’36')
VN S
X X7 X; Xy Abb. 15
g,a’) q,a’)
X/ Xz x, b

X5 Abb. 16

Die Abbildung f | R(TM) — J (y, sy ist gegeben durch

f(§aoa1 o Ui o = (62

mit
(gasHmmsturssdl—r0R undisa, —8
(@) fir A =0 und a;=$§
Ay —1 forde—=1
®(4) =] a;,, fir 4=2
Ai—j fim AT S ]
——
(j—1) — mal
Qj 4 j TUrSAR=R9 1Rl
(j-1) - mal
bzw.

@) = @9) .
Der Beweis von Theorem 2 ergibt sich durch vollstindige Induktion iiber ein
Folge von Konfigurationen

Ky(TM) = qo§ = K, (TM) = .... = K,(TM). O
™ TM T™M
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Pesiome

HCI-IIIpOI‘paMMaTHHI/I — 9TO peryJjAapHble HRaHOHHYECKNE CHCTEMBI, pa60TammHe B
CTPYRTypax B BUJIe IepeBa, HAIIPABJIEHHOI'0 OT BEePIINHBI KHU3Y. PaCCManI’IBaIOTCH aBe
MOI[II(I)HHaHHH. Bnepame 3aMeHseTCsa MPUHINII PeryJaaApHBIX RAHOHUYECKHX CHCTEM
NPUHIUIIOM CTaK-cucTeM. IloraspiBaeTcsA, YTO TaKHe CHCTEMBI MOTYyT OBITh MOIEeInpo-
BaHbl HOPMAaJbHBIMU OEeHAPOrpaMMaTHRaMU. Ecan (i)yHHI_IHH Imepexona 3aBHCHT HeE
TOMIBKO OT OJTHOT'O y3ia, a TO3ke OT CHIHOB TOI'0 y37a, TO I0JiydyaeM MalluHy TI)IOpHHl‘a.

Abstract

Dendrogrammars are regular canonical systems working on tree structures in a top-down
manner. We consider two modifications. Firstly we replace the principles of the regular
canonical systems by the principles of the stack-systems. In this case we can show that
these systems can be simulated by normal dendrogrammars. On the other hand, if the
transition function depends not only on one single node but also on the sons of this node we
have a Turing machine.
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