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Einleitung

In [WagT75a] konstruiert Wagoner einen simplizialen Komplex aus der Struk-
tur der Nebenklassen der unipotenten Radikale von semi-standard parabo-
lischen Untergruppen der Gruppe Gl, (k) fiir einen Korper k. Tatsichlich
konstruiert er solche Komplexe auch fiir die allgemeinen linearen Gruppen
mit Koeffizienten in einem beliebigen assoziativen Ring mit Eins R. Ganz
ahnliche Komplexe hat auch Volodin in [Vol71| konstruiert. In [Wag77] zeigt
Wagoner, dass eine mit Hilfe der Homotopiegruppen dieser Komplexe de-
finierte hohere K-Theorie mit einer Reihe von anderen Definitionen von
hoherer algebraischer K-Theorie iibereinstimmt. Insbesondere ist sie auch
dquivalent zu Quillens K-Theorie (Satz 1.7). Vergleiche auch Suslin [Sus81].
Eine Besonderheit von Wagoners Komplex ist, dass er eine direkte Beziehung
zum Tits-Gebdude von Gl, (k) hat. In [Wag75b, §5] beschreibt Wagoner eine
Projektion seines Komplexes auf das Tits-Gebdude und definiert einen wei-
teren Komplex, {iber den diese Projektion faktorisiert. Letzterer Komplex
berechnet auch héhere K-Gruppen und liefert die Vorlage fiir die Definition
des Wagoner-Komplexes W einer zerfallenden, reduktiven, linearen algebrai-
schen F-Gruppe beziiglich eines Unterkdrpers F' von k. Wir beschreiben eine
natiirliche CW-Struktur auf diesem Komplex und geben in diesem Kontext
eine neue Definition von W. Diese ist im Gegensatz zur urspriinglichen De-
finition unabhéngig von der Wahl einer Borel-Untergruppe und eines maxi-
malen split F-Torus.

Eine Methode, Darstellungen einer Gruppe G zu konstruieren, ist es, einen
topologischen Raum mit G-Operation zu betrachten. Respektiert die Opera-
tion die Differenziale der singuldren Ketten, so induziert sie eine Darstellung
auf der rationalen singuldren Homologie des Raumes.

Die F-rationalen Punkte G(F') von G operieren zelluldr auf W. Dies indu-
ziert, genau wie bei dem Tits-Gebdude von G(F'), eine Darstellung auf dessen
rationaler Homologie. Die Darstellung, welche das Tits-Gebdude im hochs-
ten Grad seiner Homologie trigt, ist die Steinberg-Darstellung von G(F).
Das Tits-Gebdude und der Wagoner-Komplex von G(F') haben die gleiche
Dimension, und mit Hilfe der Projektion auf das Tits-Gebdude ist es nicht
schwer zu sehen, dass die Steinberg-Darstellung ein Quotient der héchsten
rationalen Homologie von W ist. Um die Homologie-Darstellungen von W
weiter zu untersuchen, definieren wir in Abschnitt 2 eine Serie von Komple-
xen, welche als Variationen des Tits-Gebédudes hin zum Wagoner-Komplex
aufgefasst werden koénnen. Dann stellen wir im Fall G = Sl,,(k) innerhalb
von W Homotopien von Unterkomplexen von W heraus und nutzen diese
aus um die erste rationale Homologie von W zu beschreiben. Unabhéngig
davon zeigen wir am Ende von Abschnitt 2.4 fir G(F) = SL,(F) im Fall
eines endlichen Koérpers F', unter Verwendung der Tatsache K(F) = 0 und
einer Spektralsequenz, dass die erste ganzzahlige Homologie von W ungleich



null ist. Der Wagoner-Komplex von G(F') ist also kein Bouquet von Sphéren,
falls seine Dimension grofer als eins ist. Gleichwohl verschwindet in diesen
Féllen seine rationale Homologie im Grad eins.

Obwohl wir uns in dieser Arbeit auf die Homologie-Darstellungen von W
konzentrieren, ist die Struktur dieses Komplexes aufgrund seiner Beziehung
zur algebraischen K-Theorie auch fiir andere Fragestellungen interessant. Es
sei noch erwahnt, dass Wagoner auch eine affine Version seiner Komplexe fiir
Sl,,(k) fiir einen lokalen Korper k definiert, welche dann zum Bruhat-Tits-
Gebidude in Beziehung stehen.

In Abschnitt 3 definieren wir eine Steinberg-Darstellung fiir die Gruppe
Gl,(Z /p' Z) fiir jede ganze Zahl | > 2. Wir konstruieren aus einem Sys-
tem von Untergruppen von Gl,(Z /p! Z) einen simplizialen Komplex und zei-
gen, dass dieser ein Bouquet von Sphéren ist und die Steinberg-Darstellung
im hochsten Grad seiner Homologie tragt. Wir fithren diese Konstruktion
gleichzeitig auch fiir bestimmte Untergruppen von Gl,(Z /p' Z) aus. Unter
Verwendung der Struktur dieses Komplexes weisen wir die Irreduzibilitét
all dieser Darstellungen nach. Desweiteren zeigen wir, dass die hier definier-
te Steinberg-Darstellung mit einer von Hill in [Hil95] definierten Steinberg-
Darstellung von Gl,(Z /p! Z) iibereinstimmt.

Ich mo6chte mich bei Herrn Prof. Dr. P. Schneider herzlich fiir die fortlaufende
Unterstiitzung bei der Anfertigung dieser Arbeit bedanken. Er hat Wagoners
Komplex mit seiner Beziehung zu Gebauden als ein fiir die Darstellungstheo-
rie potentiell wertvolles Objekt erkannt und mein Interesse darauf gelenkt.
Ich danke auch Dr. M. Strauch fiir die vielen mathematischen Konversatio-
nen, die fiir mich eine wertvolle Gelegenheit zum Gedankenaustausch waren,
und J. Kohlhaase fiir seine Hilfe beim Aufsatz des Manuskripts.
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6 DER WAGONER-KOMPLEX

1 Der Wagoner-Komplex

1.1 Teilgeordnete Mengen mit Gruppenoperation

Definition 1.1. Ein simplizialer Komplex S besteht aus einer Menge F und
einer Menge S von nicht leeren Teilmengen von FE, so dass fiir alle e € F
auch {e} € S ist und jede nicht leere Teilmenge einer Menge s € S wie-
der in S liegt. Die einelementigen Teilmengen in S heiffen Ecken und eine
(k+1)-elementige Teilmenge in S heifit k-Simplex. Ist E’ eine Teilmenge von
E, so bezeichne (E’) den Unterkomplex von X, welcher aus den Simplizes
von X mit Ecken in E’ besteht. Wir identifizieren die Menge E’ hiufig mit
den Ecken und wir identifizieren auch Simplizes mit den durch sie gegebenen
Unterkomplexen von X. Eine simpliziale Abbildung f zwischen zwei simpli-
zialen Komplexen S und S’ ist eine Abbildung, so dass fiir s C s’ in S auch
f(s) C f(s') in S ist.

Definition 1.2. Eine semi-teilgeordnete Menge 9 ist eine Menge 9 zu-
sammen mit einer Realtion “<”, so dass fiir beliebige Elemente =,y € 9
gilt

x < x (Reflexivitit)

Falls z < y und y < z, so ist z = y (Antisymmetrie).

Erfiillt die obige Relation auch Transitivitat, d.h. fiir z,y, z € 91 folgt aus
x <yund y < z auch = < z, so ist 9 eine teilgeordnete Menge. Falls x <y
in 9T und = # y, schreiben wir & < y. Eine total geordnete Menge 91 ist eine
teilgeordnete Menge, so dass fiir alle z,y € 9 entweder z < y oder y < x
ist.

Sei M eine semi-teilgeordnete Menge. Der Flaggenkompler A(ON) von I ist
der simpliziale Komplex, welcher als Simplizes die endlichen strikt total ge-
ordneten Teilmengen (sog. Flaggen) hat. Man beachte, dass die Transitivitét
innerhalb von Flaggen erfiillt ist. Ein d-Simplex ist eine (d + 1)-elementige
Flagge {x0 < -+ < z4}. Man kann A als Funktor von der Kategorie der
semi-teilgeordneten Mengen und ordnungserhaltenden Abbildungen in die
Kategorie der simplizialen Komplexe und simplizialen Abbildungen auffas-
sen.

Die Menge der Simplizes eines simplizialen Komplexes 3 kann beziiglich
der Inklusion selbst wieder als teilgeordnete Menge aufgefasst werden. De-
ren Flaggenkomplex A(X) wird dann auch die baryzentrische Unterteilung
von X genannt. Solchen abstrakten simplizialen Komplexen kann man to-
pologische Rdume zuordnen, indem man fiir jedes d-Simplex eine Kopie des
d-dimensionalen Standardsimplizex in R™ hernimmt und diese mit Hilfe der
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kanonischen Inklusionen gem#f den Inzidenzrelationen der Simplizes ver-
klebt. Diesen topologischen Raum nennt man die Realisierung |¥| von X.
Es gibt einen Homdomorphismus zwischen |[¥| und |A(X)|. Die simpliziale
Homologie eines simplizialen Komplexes ist gleich der singuléren Homologie
seiner Realisierung. Wir werden die Realisierung eines simplizialen Komple-
xes Y im Folgenden auch mit ¥ bezeichnen, wenn Missverstdndnisse ausge-
schlossen sind.

Sei G eine Gruppe. Eine G-Operation von links auf 91 ist eine Abbildung

G xIM — I, so dass fiir alle z < y und z in 9 und alle h,g € G
gilt g.x < g.y und g.(h.z) = (gh).z und 1.z = z. Entsprechend ist eine
G-Operation von rechts auf 91 definiert. Die Operation heifit reguldr, wenn
zusétzlich aus ¢ < y und g.x < y folgt x = ¢g.z. Eine entsprechende Definition
haben wir auch fiir Operationen von rechts auf 9.

Die G-Operation auf 9 induziert G-Operationen auf A(9), auf den Ketten
C(A(MM)) und auf der singuldren Homologie H,(A(DM),Z). Die Operation
von G auf H;(A(DM),Q) ist dann eine Darstellung von G, und eine solche
Darstellung nennen wir Homologie-Darstellung von G (vgl. Curtis-Lehrer
[CL82al).

Sei V ein Vektorraum mit einer G-Darstellung von links und U ein Un-
tervektorraum von V. Sei H = Stab(U) = {h € G|hU = U}. Gilt V =
EBgeG/H gU,dannist V = indg U.Ist also z.B. X ein Raum mit G-Operation
von links und ist X’ eine Zusammenhangskomponente mit H = Stab(X’)
und X = I cq/pgX’, so ist Hy(X,Q) = indf H;(X',Q).

Sei I eine nicht leere Menge mit Teilmengen 91; C 9 fiir jedes ¢ € I, so dass
fiir allen < y < n/ in M mit n,n’ € N; auch y in N; liegt. Fiir verschiedene i
und j aus I gebe es zwischen Elementen z € 91; und y € M; keine Relation.
Setze M1 = [J;c; - Ein solches System nennen wir ein diskretes System von
Teilmengen von 9 und bezeichnen es auch mit 91;. Fiir ein diskretes System
von Teilmengen IM; definieren wir die semi-teilgeordnete Menge 9t/ /9 als
die Menge (9t — ;) U U, {9}, versehen mit folgender semi-Teilordnung.
Fir z,y € 9 — 917 und 7 € I definiere

rxy & z<yinM
M<Ky © dIneMNmitn<yinIM
N, & IneMN mitx <nin M.
Definiert man noch 9; < 9, so ist die Reflexivitat und aufgrund der Be-
dingungen an die 91;, auch die Antisymmetrie erfiillt. Es gibt eine natiirliche
Projektion von semi-teilgeordneten Mengen
m - M/ /Ny
n — Yy firneMNM;

m — mfir m e M- Ny.
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und diese induziert eine simpliziale Abbildung 7y, : A(9N) — A(IM//Nr).

Definition 1.3. Eine Teilmenge 9% von 9 heifse zuldssig, wenn fiir alle n <
y < n' in M mit n,n’ € N auch y in N liegt und wenn fiir alle n,n’ € N,
i €{0,...,k—1} und jede Flagge (9 < - -+ < e) in M — I mit e; < n’ und
n < e;+1 ein m € N existiert, so dass (eg < ...e; < m < €41+ < e) eine
Flagge in 901 ist.

Die letztere Bedingung ist dquivalent zur Surjektivitdt von mgy. Fiir ein Sim-
plex ¥ von A(9M) definieren wir den kontrahierbaren Unterkomplex

Yo = {O Simplex von A | XN MM -N) =N M -N)}
von A(9N).

Lemma 1.4. Sei Ny = {MN; C M| € I} ein diskretes System von zuldssigen
Teilmengen einer semi-teilgeordneten Menge I und seien A(M;) und X, N
A(N;) kontrahierbar fir alle Simplizes ¥ von A(ON) und alle i € I. Dann ist
A(OMN) homotopieaquivalent zu A/ /N;).

Beweis. Wir betrachten die Uberdeckung

go= (A0} U J{Swn UA(D)IS Simplex von A(9) mit N N; # ¢}
el i€l
U{3 Simplex in A(9N)|X NN = ¢}

von A(M). Fir ein Simplex ¥ in A(DN) mit X NN; = ¢ ist Xy, = 3,
und ¥ N (3§, UAD)) = ¥ N Y fiir ein weiteres Simplex X' in A(9). Ist
NN # ¢, 50 ist XNMN; = ¢ fiir alle j € I mit j # ¢, weil keine zwei
Elemente aus verschiedenen 91; und 91; in Relation stehen. Es folgt

(S, UAD)) N (S, UA®Y)) =£N Y
fiir ¢ # j. Man hat auch
(Zo, UA(IY)) N (S, UADY)) = (BN X )y, UA(DY).

Da nach Voraussetzung e, N A(9;) kontrahierbar ist, sind auch die Réume
Yo, U A(M;) kontrahierbar. Man sieht nun, dass ein beliebiger Schnitt von
Elementen von ${ kontrahierbar ist. Die Uberdeckung {1 ist also azyklisch.
Wegen des Lemmas fiir azyklische Uberdeckungen ist der Nerv N (i) dieser
Uberdeckung homotopiedquivalent zu A(91).

Da die M; zuléssig in M sind, ist A(MT//N;) durch den simplizialen Komplex
auf der Menge der Ecken (90 — ;) U J,;c; {9} mit den Simplizes

{7y, (X) | £ Simplex in A(I)}
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gegeben. Die Simplizes von A(Mt//N;) korrespondieren durch folgende Zu-
ordung eins zu eins zu den Uberdeckungsmengen von {1

o, (X)) — XfallsXNNr=¢
1o, () > Ser UA®Y) falls £ NN, # ¢

Es ist nun leicht zu sehen, dass der Schnitt von Simplizes der Form my, (X)
genau dann nicht leer ist, wenn der Schnitt ihrer Bilder unter dieser Zuord-
nung nicht leer ist. Der Nerv von A(9t//MN;) beziiglich der (azyklischen)
Uberdeckung durch seine Simplizes ist also gleich N (). O

Sei 91 nun eine teilgeordnete Menge mit regulérer G-Operation von rechts.
Wir definieren die teilgeordnete Menge der Orbiten /G indem wir auf der
Menge der Orbiten folgende Teilordnung einfiihren

.G <y.G<dge Gmitx <y.g

Dies definiert tatséchlich eine Teilordnung, da fiir .G < y.G und y.G < z.G
folgt, dass es ¢g,¢' € G gibt mit x < y.g und y < z.¢’. Es folgt z < y.g <
z.99" < y.99'g. Aus der Regularitit folgt nun z = z.g¢’ und dann =z = y.g
und daher .G = y.G. Die Transitivitdt und die Reflexivitdt sind trivial.
Ganz analog erhalten wir eine teilgeordnete Menge G\ fiir eine regulére
G-Operation von links auf 9.

Proposition 1.5. (siehe Curtis-Lehrer [CL82a, Prop. 1.8]) Man hat eine
Homotopiedquivalenz |A(ON/G)| = |A(ON)|/G, wobei letzterer Raum der to-
pologische Raum der Orbiten mit der natirlichen Topologie ist. Ein entspre-
chendes Resultat gilt auch fiir eine regulire G-Operation von links.

1.2 Ein Komplex fiir Gl,(k) und algebraische K-Theorie

Zunéchst fiihren wir einige Definitionen und Fakten fiir die B/ N-Paar-Struktur
der allgemeinen linearen Gruppe mit Koeffizienten in einem Koérper k an. De-
tails hierzu finden sich etwa in Brown [Bro96] oder Bourbaki [Bou75]. Sei n
eine natiirliche Zahl grofer oder gleich 2.

G = Gl, (k)

B = obere Dreiecksmatrizen in G

N = Matrizen mit genau einem Eintrag # 0 in jeder Zeile und Spalte
To = BN N = Diagonalmatrizen in G

W = N/Ty = Permutationen von n Elementen

S = Menge der Transpositionen 7; in W, welche durch vertauschen

der i-ten und (7 + 1)-ten Spalte von rechts auf Matrizen operieren
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Sei W auferdem je nach Kontext auch ein System von Représentanten in N.
Diese Daten geben ein BN-Paar in G. Die Menge S ist ein System von Erzeu-
gern in W. Die standard parabolischen Untergruppen von G sind diejenigen
Untergruppen von G, die B enthalten. Die parabolischen Untergruppen sind
die G-konjugierten der standard parabolischen Untergruppen. Die standard
parabolischen Untergruppen sind untereinander nicht konjugiert. Fiir jede
standard parabolische Untergruppe P gibt es ein eindeutiges I C S, so dass
P = B(I)B ist, wobei (I) die von I erzeugte Untergruppe in W bezeichnet.
Im Folgenden sei P = B(I)B. Der Typ einer parabolischen Untergruppe ist
gerade die Menge [ ihrer zugehodrigen standard parabolischen Untergruppe.
Sei Ur = Ry (Pr) das unipotente Radikal von P;.

Allgemein sei fiir eine beliebige Gruppe G und eine Untergruppe H der Nor-
malisator von H in G mit Ng(H) bezeichnet. Fiir Elemente g,h € G sei
9h = ghg™!, und entsprechend sei auch H = gHg .

Wir wiederholen nun die Definition eines Komplexes aus Wagoner [WagT75a).
Dazu definieren wir die teilgeordnete Menge

W = {goUrc™' |c € W und g € G und I C S} mit der Teilordnung

goUro ™t > hrUpr™! & goUro™t C hrUpr™! .

Die hier verwendete Notation ist entgegengesetzt zu derjenigen, die Wagoner
verwendet. Dies hat offensichtlich keinen Einfluss auf den Flaggenkomplex
von 20¢,. Die Gruppe G operiert von links auf 20¢., welche dadurch zu einer
teilgeordneten Menge mit G-Operation wird.

Definition 1.6. Der Flaggenkomplex dieser teilgeordneten Menge bzw. des-
sen geometrische Realisierung ist ein simplizialer Komplex und wird mit Wy,
bezeichnet.

Die Einbettung von Gl, (k) nach Gl, (k) als linker oberer Block induziert
eine Einbettung We, " Wélnﬂ (k)

Satz 1.7. (Wagoner [Wag77]) Die hoheren algebraischen K-Gruppen von k
sind fliri>1
Ki(k) = lim ;1 (Wey,, 1))

n

Obige Definition lédsst sich in zwei Richtungen verallgemeinern. Man kann
an Stelle von k einen beliebigen assoziativen Ring mit Eins R betrachten
und muss dann in den Matrizen in U; Eintrdge aus R zulassen. Vergleiche
hierzu die Definition in Wagoner [Wag75a, §1|. Fiir diese Komplexe gilt eine
entsprechende Version von Satz 1.7.

Man kann aber auch andere reduktive algebraische Gruppen G anstatt Gl,, (k)
nehmen und einen entsprechenden Komplex dazu betrachten. Ansétze hierzu
sind auch bereits in [WagT75a, §2| enthalten.
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Lemma 1.8. Die Gruppe N operiert von rechts regquldr, frei und eigentlich
auf W, so dass man einen Komplez W(,/N und eine Faserung

erhilt. Der Komplez Wy, /N ist hierbei der Raum der Orbiten von N auf Wy,
mit der natirlichen Topologie und kann mit A(20¢,/N) gleichgesetzt werden.
Dieser Raum hat eine von W, induzierte G-Operation von links.

Beweis. Es ist klar, dass IV von rechts durch Multiplikation auf der teilge-
ordneten Menge 207, operiert, also auch die Teilordnung respektiert. Um zu
zeigen, dass N frei auf 207, operiert, geniigt es zu zeigen, dass fiir n € N aus
gUrn = gUy folgt n = 1. Dies ist aber klar, da Uy N N = {1}. Die Operation
von N ist dann auf den Flaggen frei und eigentlich, und man erhélt die ge-
wiinschte Faserung (s. Weibel [Wei94, Ex. 8.2.6]).

Kommen wir nun zur Regularitit. Sei also gUrn < hU; und gUny’ < hU;
in 207, Es ist zu zeigen, dass dann 7 = n’. Man hat g~ 'hU;n~! C U und
dann gilt g~ 'hn~! € U;. Ebenso hat man ¢~ 'hy/~! € U;. Dann folgt auch
n'n~t € Uy und da Uy N N = {1} folgt n = n'.

Die Aquivalenz W, /N 2 A(207,/N) folgt aus der Regularitéit der N-Opera-
tion und 1.5. Die G-Operation von links auf 207, iibertrigt sich auf den
Quotienten 207, /N, da die Operationen von G und N offensichtlich kommu-
tieren. O

Definition 1.9. Der Wagoner-Komplez von Gl,, (k) ist der Komplex Wéln(k)/N
und wird mit Wq, (x) bezeichnet.

Wir erhalten unmittelbar folgendes Korollar zu Satz 1.7.

Korollar 1.10. Fiir i > 3 gilt
Ki(k) = lim m;—1(Wa, k)

n

Beweis. Da Wi, — W eine Faserung ist, hat man eine lange exakte Se-
quenz von Homotopie-Gruppen

C— TFZ(N) — W@(Wé) — Wi(WG) — 7TZ',1(N) — ...

Die Homotopie-Faser ist hier NV versehen mit der diskreten Topologie. O

Es sei bemerkt, dass die rationale singuldre Homologie H;(Wq, Q) von Wg
nach [CL82a, Proposition 3.8] isomorph zu H;(W¢,Q)Y, der isotypischen
Komponente der trivialen Darstellung von N in H;(W¢;, Q), ist.

Man kann auf die gleiche Weise wie oben auch fiir die Gruppe Sl,,(k) einen
Komplex W'Sln(k) definieren. Dieser kann mit einer Zusammenhangskompo-
nente von W’Gln(k) identifiziert werden und hat somit die gleichen hoheren
Homotopiegruppen wie W'Gln(k). (Siehe Wagoner [Wag75a, Prop. 2|)
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1.3 Zerfallende reduktive F-Gruppen

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Koérper und F' ein Unterkérper. Wir
fassen im Folgenden die benétigte Theorie von reduktiven F-Gruppen zu-
sammen. Zu den einzelnen Aussagen geben wir detaillierte Referenzen an,
die sich auf Springers Buch [Spr98| beziehen.

Eine F-Gruppe ist eine lineare algebraische Gruppe iiber k, welche bereits
iiber F' definiert ist. Dies impliziert, dass G zu einer abgeschlossenen Unter-
varietdt von einem affinen Raum A], isomorph ist, dessen definierendes Ideal
von Polynomen mit Koeffizienten in F' erzeugt wird. Fiir eine F-Gruppe G
seien die F-rationalen Punkte G(F) die Gruppe der F-Morphismen von A?,
dem O-dimensionalen affinen Raum, nach G, oder alternativ auch die Grup-
pe Homp(Og(G), k). Die algebraische Gruppe G, ist als Varietéit des Ideals
(xy — 1) in k[x,y] definiert. Diese entspricht gerade k* und G,, trigt auch
die Gruppenstruktur von £*. Man sieht, dass G, liber allen Unterkorpern F
von k definiert ist.

Sei G eine zusammenhingende reduktive F-Gruppe und betrachte die Struk-
tur der parabolischen F-Untergruppen von G. Das unipotente Radikal einer
parabolischen F-Untergruppe P ist die maximale abgeschlossene, zusammen-
héngende, normale, unipotente Untergruppe R, (P) von P und ist iiber F
definiert (16.1.1). Auferdem gilt P = Ng(R,(P)) (siehe [BT65, S.101]). Es
gibt eine iliber F' definierte, abgeschlossene, reduktive, zusammenhéngende
Untergruppe M von P, so dass M x R, (P) — P ein F-Isomorphismus von
Varietéten ist. M heifit F'-Levi-Untergruppe von P, und obige Zerlegung ist
eine Levi-Zerlegung (14.4.5 + 16.1.1). Die Gruppe R, (P)(F') operiert durch
Konjugation einfach transitiv auf der Menge der F-Levi-Untergruppen von
P (16.1.1).

Unsere F-Gruppe G heifst zerfallend oder split, wenn es einen maximalen
F-Torus gibt, welcher split ist, also einen maximalen F-Torus, welcher iiber
F isomorph zu G, ist, fiir ein s > 0. Sei G nun zusétzlich zerfallend und
fixiere einen maximalen split F-Torus T von G.

Die Wurzeln ® von G beziiglich T sind die nichttrivialen Gewichte von 7" in
der Lie-Algebra von G. Diese bilden eine Teilmenge der rationalen Charak-
tere von 7" und sind ein Wurzelsystem (15.3.1+[Bou75, Ch. VI]). Fixiere ein
System von positiven Wurzeln @' und sei D die Basis von einfachen Wur-
zeln in ®T. Fiir eine Teilmenge I C D sei ®; die Menge der Wurzeln erzeugt
von I. Sei weiter S die zu D korrespondierende Menge von Erzeugern in der
endlichen Gruppe W = N¢(T')/T. Die Gruppe N = Ng(T) ist iiber F' de-
finiert und S C W besitzt ein Repréisentantensystem in N(F') mit dem wir
W gelegentlich gleichsetzen (15.3.5415.3.7). Fiir ein I C S sei W; die von
I erzeugte Untergruppe von W und N; das Urbild von W; unter der Pro-
jektion N — N/T. Zu jeder Teilmenge I von S definiert man eine standard
parabolische F-Gruppe P; und eine standard F-Levi-Untergruppe M (sie-
he die Bemerkungen vor 15.4.5). Man hat Pr = P,2W;Py und Ny = NN Py
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und wir setzen noch Uy = R, (Pr). Ny ist eine F-Gruppe (12.1.5). Zu jeder
Wurzel o € @ korrespondiert eine unipotente F-Untergruppe U, und es gilt
Ur = Haeqf_q)] U,. Die Gruppe U, ist die Wurzelgruppe zu der Wurzel «.
Jede parabolische F-Gruppe ist zu einer eindeutig bestimmten standard pa-
rabolischen F-Gruppe durch ein Element in G(F') konjugiert, und P; und
Pj sind verschieden, wenn I und J verschieden sind. Insbesondere sind keine
zwei standard parabolischen F-Gruppen konjugiert (15.4.6). Die minimale
parabolische F-Gruppe Py ist eine Borel-Untergruppe und Ly = T' (15.4.7).
Insbesondere enthilt jede parabolische F-Gruppe P einen maximalen split
F-Torus. Je zwei maximale split F-Tori sind in P durch ein Element in P(F)
konjugiert (15.2.64+16.1.1).

Die Gruppen Py(F') und N(F') bilden ein Tits-System oder BN-Paar von
G(F) (Bemerkung nach 16.1.3). Die parabolischen Untergruppen einer Grup-
pe mit BN-Paar sind per Definition die Gruppen, die eine zu B konjugierte
Untergruppe enthalten. Eine standard parabolische Untergruppe einer Grup-
pe mit BN-Paar ist &hnlich wie oben durch B(I)B fiir ein I C S charakteri-
siert, wobei S das Erzeugendensystem von W = N/(BN N) des BN-Paares
ist. Die parabolischen Untergruppen des BN-Paares (P4 (F'), N(F)) sind also
gerade die F-rationalen Punkte der parabolischen F-Untergruppen von G.
Die Inklusion von parabolischen Untergruppen eines BN-Paares ist die Inzi-
denzrelation eines simplizialen Komplexes, welcher ein Gebaude ist (Brown
[Bro96]).

Das Tits-Gebdude von G(F') ist das Gebdude beziiglich des BN-Paares
(P4(F), N(F')). Wir wollen hier, statt des eigentlichen Gebéudes, dessen erste
baryzentrische Unterteilung betrachten, also den Flaggenkomplex der teilge-
ordneten Menge der Simplizes des Tits-Gebdudes. Dies macht topologisch
und im Wesentlichen auch kombinatorisch keinen Unterschied. Wir betrach-
ten also den Flaggenkomplex 7 () zu der teilgeordneten Menge

Tawr) = {P(F) | P parabolische F-Untergruppe von G}
P(F)>P(F)< PC P

und bezeichnen diesen als Tits-Gebdude von G(F'). Man kann in dieser Defi-
nition anstelle der P(F") auch die parabolischen F-Untergruppen selbst neh-
men, da diese sich eins zu eins entsprechen. Nach dem was oben gesagt
wurde, ist jede parabolische F-Untergruppe zu einer eindeutig bestimmten
standard parabolischen F-Untergruppe konjugiert. Es ist wohlbekannt, dass
man auch die Nebenklassen anstelle der Konjugierten der Pr fiir die Defini-
tion von T (rybenutzen kann. Dies folgt letztlich aus der Tatsache, dass fiir
ein g € G mit 9P; C Py folgt g € P;. Die Operation von G(F') auf 7 g(p)
andert sich dann von Konjugation zu Linksmultiplikation.

Das Standardapartment in dem Gebéaude ist der Komplex Ap = ("P;(F)|n €
N(F),I C S). Ein Apartment ist ein zu Ar konjugierter Komplex. Wir
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zeigen nun, dass das Standardapartment durch
Ar = (P(F) | P parabolische F-Untergruppe mit P O T)

gegeben ist. Sei also T C 9 P; mit ¢’ € G(F). Weil je zwei maximale split F-
Tori in Py durch ein Element in Pr(F') konjugiert sind, gibt es ein p € Py(F)
mit 97T = PT. Es folgt T C 9,pP¢. Setze g = ¢'p. Ist wy das langste
Element in W, so ist U¢_ = “0U,. Nach der starken Bruhat-Zerlegung hat

man eindeutig bestimmte Elemente b € Py, w € W und u € Uy N U mit
g = uwb. Es folgt 9P, = ““Py O T, und dann gibt es, weil die maximalen
split F-Tori die Levi-Gruppen in Py sind, ein eindeutiges v’ € Ug(F) mit

w™ ™l — w7 Dann ist uwy’ € N und nach der starken Bruhat-Zerlegung

folgt wwu’ = w und dann v’ = v = 1. Das bedeutet ¢ = wb = ¢’p und dann
ist ¥ P; = “P;, und wir identifizieren w mit einem Repriisentanten in N (F).

Wir sehen somit, dass die Apartments von 7 ¢(r) gerade zu den maximalen
split F-Tori korrespondieren. Als Referenz zur Theorie der Gebédude bietet
sich z.B. Brown [Bro96| an.

1.4 Definitionen des Wagoner-Komplexes von F-Gruppen
In Analogie zu Abschnitt 1.2 definieren wir die teilgeordnete Menge
QU'é(F) = {goUroc™ ' |c € N(F), g€ G(F) und I C S}
gUUIU_1 > h’TU[/’T_l s gO'U[O'_l - hTUpT_1 .

Die Gruppe N (F') operiert reguldr und frei durch Multiplikation von rechts
auf QU’é( - Der Beweis von Lemma 1.8 aus dem letzten Abschnitt {ibertriagt
sich direkt auf diese Situation.

Wir definieren nun noch eine weitere teilgeordnete Menge (vgl. [Wag75b, §5])
'G(F) ={gU;N; | I C S, g € G(F)} mit der Ordnung
gUrNr > g'Us;Ny < 3n € Ni(F) mit gnUy C ¢'Uy.

Lemma 1.11. Man hat eine ordnungserhaltende Bijektion

QU/G(F) - QU/C,:(F)/N(F)
gU[N[ — gU[-N(F)

Beweis. Fiir die Surjektivitat geniigt es zu bemerken, dass jeder Orbit

goUro™! - N(F)
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in Qﬁ'é( P einen Reprasentanten der Form hU; hat. Kommen wir zur Wohl-
definiertheit. Sei dazu gU;N; = ¢'U;N;. Dann ist UyN; = U;N; und
dann auch Ny = U/NyNN =U;N;N N = Njy. Es folgt I = J. Es gibt
dann ein n € N(F) mit gUrn = ¢’U; und man hat die Gleichheit der Or-
biten (gU;y) - N(F) = (¢'Uy) - N(F). Wir zeigen nun die Injektivitdt. Ist
(gUr) - N(F) = (g'Uy) - N(F), dann gibt es ein n € N(F) mit gU; = ¢g'Un.
Es folgt g~'¢'n € Ur und damit U n = nU;. Es folgt nUrn~' = Uy, und nach
Lemma 1.14 zusammen mit einer entsprechenden Aussage {iber parabolische
Untergruppen folgt J = I. Dann ist n € Ng(Ur) "N = PPN N = Nj. Es
folgt ¢’U;n = gUr und dann ¢'U; N = gU;N;. Ersetzt man an den erforder-
lichen Stellen “=" durch “> ” so folgt auch, dass diese Bijektion in beiden
Richtungen ordungserhaltend ist. O

Definition 1.12. Der Wagoner-Komplex Wg () von G beziiglich F' ist die
geometrische Realisierung des Flaggenkomplexes zu QH’G( Py

Fiir die unipotenten Untergruppen U; gilt, dass gU; C ¢'Up genau dann,
wenn gU;(F) C ¢'Up/(F) ist. Man sieht leicht, dass es geniigt, dies fiir die
standard unipotenten Radikale zu zeigen. Die algebraische Gruppe U, ist
als Varietiit zu dem affinen Raum Al®"| isomorph. Die Wurzelgruppen sind
hierbei eindimensionale Unterrdume, welche U, linear unabhingig aufspan-
nen. Da T maximal split ist, sind alle Wurzelgruppen iiber F' definiert und
haben immer F-rationale Punkte ([Spr98, 14.3.13]). Die anderen standard
unipotenten Radikale U; werden von den Wurzelgruppen zu den Wurzeln in
& — &; erzeugt und die Aussage folgt.

Sl,, (k) ist eine einfache, zusammenhéngende, lineare algebraische Gruppe,
welche iiber I, fiir alle ¢ = p" definiert ist. Das hier verwendete BN-Paar
korrespondiert dann zu dem in Abschnitt 1.2 beschriebenen BN-Paar von
Gl, (k) insoweit, als dass die teilgeordneten Mengen der parabolischen Un-
tergruppen isomorph sind. Man sieht dann leicht, dass auch

Wi, m,)/Naw () (T)(Fq) = WG w)/Nat, k) (T) (Fy)-

Es folgt, dass der in Abschnitt 1.2 definierte Raum Wq, (r,) homdomorph zu
dem hier definierten Raum Wg), (r,) ist, so wie auch das (kombinatorische)
Tits-Gebédude von Gl,,(F,) mit dem von S, (F,) ibereinstimmt.

Es sei noch angefiihrt, dass im Allgemeinen Ng(T)(F) # Ng(T(F)) ist, wie
das Beispiel G(F') = Sl,(IF3) zeigt. Das BN-Paar einer solchen endlichen
Gruppe lédsst sich also natiirlicher beschreiben, wenn man die Sprache der
algebraischen Gruppen verwendet.

Wir geben nun eine alternative Definition fiir den Wagoner-Komplex einer
zerfallenden reduktiven F-Gruppe. Diese Definition héngt nicht mehr von
der Wahl einer F-Borel-Untergruppe und eines maximalen split F-Torus ab.
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Um dies zu zeigen, wahlen wir zunichst eine F-Borel-Untergruppe B und
einen maximalen split F-Torus Tj in B aus. Ansonsten verwenden wir alle
zuvor eingefiihrten Bezeichnungen.

Lemma 1.13. Es gilt

1. Alle mazimalen split F'-Tori in der auflosbaren Gruppe UrTy sind durch
ein Element in Ur(F') konjugiert.

2. Der Normalisator von UrTy in G ist Ng(UrTy) = UrNy.

Beweis. In einer auflésbaren Gruppe wie U1 sind zwei maximale F-Tori
durch ein Element in (U;Tp)(F) konjugiert (Springer [Spr98, 14.4.3]) und
dann auch durch ein Element in U;(F). Die unipotenten Elemente in U7y
sind gerade die Elemente in U;. Ist also g € Ng(UrT)), so ist 9U; C Uy und
damit ist g € Ng(Ur) = Pr. Es gilt auch 97y C U;Ty. Weil alle maxima-
len Tori in einer auflésbaren Gruppe konjugiert sind (Springer [Spr98, Th.
6.3.5]), gibt es ein v € Uy mit 9Ty = “Ty. Es folgt g~ 'u € Ng(Tp) und da
g,u € Py folgt u='g € NN P; = Ny. Insgesamt hat man g € UrNy. Es ist
klar, dass UrN; C Ng(UrTy) ist. O

Lemma 1.14. Fir I,J C S und g € G ist 9Ur C Uy dquivalent zu 9P; DO
Pj.

Beweis. Gilt 9P; O Pj, so ist auch gPr O Pj und daher ¢ € Pr und es
folgt 9U; = Uy C Uy. Sei also 9U; C Uj;. Nach der Bruhat-Zerlegung gibt
esbe B,u e Uund w € W mit g = uwb. Liegt ¢g nicht in P = BWB, so
ist w ¢ Wy. Da Uy von B normalisiert wird ist 9U; = ““U;r. Weil w ¢ Wy
gibt es eine Wurzeluntergruppe U, in Uy, so dass “U, zu einer negativen
Wurzel korrespondiert, also nicht in U liegt. Dann liegt ““U, auch nicht in
U und es folgt im Widerspruch zur Voraussetzung YU ¢ U;. Also liegt g in
Pr und es folgt 9U; = Uy C Uy . Hieraus folgt nun 9P; O Pj. O

Definiere eine weitere teilgeordnete Menge
Wery =1 7(UrTo) | g € G(F),I < S} mit der Teilordnung

YUTY) > "MUTh) <« 9(UTy) C "(UITy)

Die Gruppen U; sind F-Gruppen und 7j ist ein maximaler split F-Torus.
Man beachte, dass man sich in dieser Definition nicht auf den Kontext
von endlichen abstrakten Gruppen beschrdnken kann, wie man im Fall von
G(F) = Sl,,(F2) sieht. Dort ist Tj(IF2) die triviale Untergruppe.



1 Definitionen des Wagoner-Komplexes von F-Gruppen 17

Proposition 1.15. Es g¢ibt eine in beiden Richtungen ordnungserhaltende
Bijektion

gUINr  —  9(UTy)

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert, da aus gUy Ny = hU ;N folgt, dass
I = Jist und h~'g in U; Ny, dem Normalisator von UrTy, liegt (s. Lemma
1.13). Man hat Injektivitit, da aus 9(UTy) = "(UsTy) folgt 9U = "Uj und
mit Lemma 1.14 gilt dann I = J. Es folgt weiter h~'lg € Ng(UTy) = UrN;
und somit gUr Ny = hU ;N ;. Die Surjektivitdt von ) ist klar.

Sei gUrNy > hU;jN;, dann gibt es geméf Definition der Ordnung ein n €
N; mit gnU; C hU;. Fiir ein v € Uy hat man also n = g~ 'hu. Es folgt
9Ty = Ty. Da u € Uy und ToUy = U,Ty ist, gilt 9Ty € "(U;Tp). Man
hat gilhu € Ny und daher auch gilh € Pr. Aus Uy C Uy folgt h_lgUI C Uy,
weil U7 von P normalisiert wird. Es folgt 9U; C "(U;Tp). Insgesamt ergibt
sich 9(U;Ty) € "(U;Ty) und somit ist 1/ ordnungserhaltend.

Sei jetzt umgekehrt 9(U;Ty) € *(U;Tp). Die unipotenten Elemente in
h(UJTO) sind die Elemente in "U;. Daher gilt 9U; C h7;. Nach Lem-
ma 1.14 folgt daraus 9P; O hP; und dann auch h=lg € Prund Ur C Uj.
Nun ist 9Ty € "(U;Tp). Alle maximalen split F-Tori in der auflésbaren
Gruppe U;Tj sind durch ein Element in U;(F') konjugiert (Lemma 1.13). Es
gibt also ein u € Uy(F) mit " '9T, = “Ty. Es folgt u"'h~'g € N. Wir ha-
ben eben gesehen, dass h~'g € P;. Es gilt also u"'h~'g € NN P; = N;. Mit
n =g 'hu € Ni(F) gilt dann nU; C g~ 'hulU;. Das bedeutet gnU; C hU;
und somit nach Definition gU;N; < hU;Nj. [l

Wir notieren noch eine direkte Folgerung aus dieser Proposition.

Korollar 1.16. Wg(r) kann mit dem Flaggenkomplezr von W (ry identifi-
ziert werden.

Betrachte Untergruppen von der Form UT mit dem unipotenten Radikal U
einer parabolischen F-Untergruppe P und einem maximalen split F-Torus T’
in P. Es gibt ein g € G(F), so dass 9U das unipotente Radikal einer standard
parabolischen F-Untergruppe P ist. Dann ist 97 ein Torus in 9(UT) =
U9T. Es gibt ein p € Pr(F) mit P9T = Ty. Es folgt P9(UT) = U;Tp. Eine
Gruppe wie UT ist also konjugiert zu einer Gruppe der Form U;Ty und
umgekehrt ist natiirlich jede Konjugierte von U1y von der Form UT mit
dem unipotenten Radikal U einer parabolischen F-Untergruppe P und einem
maximalen split F-Torus T in P. Man hat also

Wy ={UT C G| 3P < G parabolische F-Gruppe mit U = R, (P),
T C P ein maximaler F-split F-Torus}
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mit der Umkehrung der Inklusion als Teilordnung, und damit ist sowohl
W (r) als auch der Wagoner-Komplex We(r) von keiner Wahl mehr abhéng-

ig.
1.5 Die CW-Struktur und Apartments von We(r)

Wir fixieren jetzt die zerfallende reduktive F-Gruppe G und entfernen den
Index G(F) von der Notation W) und 7 g(p). Ferner filhren wir noch
die Notationen 77 = 7 7, (p) und Wy = Wy, (p) ein. Wir wollen in der
Definition des Tits-Gebdudes die Gruppen P anstelle der P(F') verwenden.
Setze d = |S| — 1. Wir fithren die von Wagoner beschriebene Projektion auf
das Tits-Gebédude ein.

Lemma 1.17. Man hat eine surjektive G(F)-dquivariante simpliziale Abbil-
dung

pr-W — T
gUN; w— 9P

beschrieben auf den Ecken der jeweiligen Komplexe.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass diese Abbildung von einem G(F')-aquivari-
anten Morphismus von teilgeordneten Mengen herriihrt. Fiir diesen Beweis
verwenden wir die Schreibweise mit den Nebenklassen fiir 7. Betrachte also
den Morphismus g — %, gUr Ny — gPr. Wir zeigen seine Wohldefiniert-
heit. Wenn gU;N; = ¢'U;Ny ist, folgt I = J, und es gilt g~ '¢’ € UrN; C Py.
Ist gU/N; > gUyNy, so gibt es ein n € Ny(F) mit gnU; C ¢'U;. Es folgt
Ur C Uy, und damit auch P; O P;. Man hat auch g'*lgn € Uy C Py und
damit gnP; = gP; O ¢’ Pj.

Die G(F)-Aquivarianz und Surjektivitiit dieser Abbildung ist auch klar. O

Definition 1.18. Das Apartment Ap in Wy ist ein Unterkomplex erzeugt
von Ecken 9(TyUy) mit g € G(F) und J C I, welche einen gemeinsamen ma-
ximalen split F-Torus T enthalten. Das Standardapartment ist der Komplex
erzeugt von den Ecken, die den Torus 7j enthalten.

Lemma 1.19. Unter der Projektion von W auf das Gebiude T wird ein
Apartment homdomorph auf ein Apartment in T abgebildet und ist daher eine
d-Sphdre. Die Projektion pr induziert eine Bijektion zwischen den Mengen
der Apartments. Je zwei Ecken in W, welche zu F-Borel-Untergruppen von
G korrespondieren, liegen in einem gemeinsamen Apartment.

Beweis. Die Ecken in W, die den Torus Tj enthalten, sind gerade die "U ;T
mit J C S und n € N(F), denn falls Ty € 9(U ;1)) ist, gibt es ein u € Uy
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mit Ty = 9%Tp, und dann ist gu € N.

Diese Ecken gehen unter pr gerade auf die "P;. Das Standardapartment
von W wird also von pr homéomorph auf das Standardapartment von 7
abgebildet. Fiir alle anderen Apartments erhdlt man die erste Aussage durch
Konjugation.

Betrachte die Menge Skq der Ecken in W, welche den F-Borel-Untergruppen
von G entsprechen. Die Abbildung pr ist bijektiv auf Skg. Fiir verschiedene
Tori T sind die Mengen A1 N Sky in W verschieden, weil in 7 die Menge der
Ecken, die zu Borel-Gruppen korrespondieren, in verschiedenen Apartments
verschieden ist. Die Projektion pr induziert also eine Bijektion der Mengen
der Apartments, da beide Mengen zu der Menge der maximalen split F-Tori
korrespondieren.

Seien E und E’ in Sky. Im Tits-Gebdude 7 sind pr(E) und pr(E’) in einem
gemeinsamen Apartment A enthalten. Das eindeutige Apartment in W im
Urbild von A enthilt dann E und E'. O

Es ist jedoch im Allgemeinen nicht richtig, dass zwei beliebige Ecken in W¢; in
einem gemeinsamen Apartment liegen. Der Komplex Wg ist im Allgemeinen
also kein Gebéude.

Fir J C I und einen maximalen split F-Torus 7" in M sei nun
AJ,T = <g(UJ/T0) € Qﬁ[|J’ C JU;T C g(UJ/T0)>.

Fir J C I hat man eine Einbettung von teilgeordneten Mengen gegeben
durch

6:0W; — W
g(TQ(UJ/ N MJ)) — g(TQUJ/)

und diese induziert eine Inklusion § : W; — W;. Man beachte, dass dieser
Morphismus von der Wahl einer parabolischen F-Untergruppe P von My
abhingt, welche M als Levi-Komponente enthdlt. Wir haben hier P = P;
gewihlt. Die Abbildung § kann auf den teilgeordneten Mengen als Multipli-
kation mit 9U; aufgefasst werden. Man sieht dann, dass A ;1 das Bild eines
Apartments von W, ist. Die Unterkomplexe A;r = (9(U;Ty) € W;|J €
J,U;T C 9(UyTp)) von Wy sind dann |J|-Zellen. Die Menge der j-Zellen
von Wy mit 0 < j < d sei die Menge

C,Wy) = U {9Asmylg € Mi(F)}.
|J|=3

Jedes j—Simplezc von Wr ist in einer j-Zelle enthalten, und der Rand 94 ;7
einer j-Zelle YA ; besteht aus (j — 1)-Zellen. Die angegebene Zellenstruktur
gibt Wr also die Struktur eines d-dimensionalen CW-Komplexes.
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Korollar 1.20. Die Wy sind zusammenhdngend fir alle I C S.

Beweis. Es genligt zu zeigen, dass zwei Zellen des 0-Skeletts verbunden sind
und dies folgt direkt aus der dritten Aussage von Lemma 1.19, wenn man
als zugrundeliegende Gruppe dort M betrachtet. U

Lemma 1.21. Die Darstellung von M(F) auf den rationalen j-Zellen von
Wi st

WI’ @ 1UINJ(F
JCI

|J=j

Beweis. Die Zellen A, fiir J C I mit |.J| = j sind ein Représentantensys-
tem der Orbiten von M;(F) auf C;(W;,Q) und nach Lemma 1.13 (2) ist
U;N;(F) im Stabilisator der Zelle A7, in W; enthalten. In der Tat ist der
Stabilisator von A g1, bereits UyN;(F'), da U;Ty maximal in der Zelle A JTo
ist und sie also genau dann stabilisiert wird, wenn U ;T fixiert wird. O

Korollar 1.22. Die rationale Euler-Charakteristik von WV ist

_ I11G(F)
XOV) = =DM o

IcS
Beweis. Man hat
d .
xXW) = D (D)W, Q)
=0
d ; G(F)
= > D' Lo
i=0 |I|=i
_ Nl G(F)
= > OGN
IcS

O

Man weif, dass die Homologie Hy(7,Q) des d-dimensionalen Tits-Gebdudes
T ry von G(F) eine Basis aus Apartments hat (siehe Satz 2.2). Diese
Homologie ist die Steinberg-Darstellung von G(F). Unter der Projektion

r: Wear) — T ) geht ein Apartment in ein Apartment iiber. Das be-
deutet, dass die Steinberg-Darstellung ein Quotient von Hq(We(ry, Q) ist.
Dies wurde fiir Hy(W¢, (Fq)) auch in Wagoner [WagT75a| gezeigt.
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1.6 Der Wagoner-Komplex von Sl;(F,)

Wir betrachten zur besseren Anschaung das einfache Beispiel G = Sl3(F,).
Sei S = {7m,72}, und setze I; = {7} und Iy = {7m»}. Wir berechnen die
rationale singulére Homologie von Wgy,(r,). Unter Verwendung von Korollar
1.22 sieht man

~ G G
Hi(Wsiy(r,)) = 1512N,2 +1g, v, — 1B+ 1c
Die Dimension von Hi(Wsy,(r,)) berechnet sich also zu

dimHl(WSIS(]FQ)) = 2|G/N11U11| - |G/B’ +1
+¢—q

Im Fall ¢ = 2 ergibt das 14 + 8 = 22, was man in der Abbildung un-
ten ablesen kann. Der Wagoner-Komplex hat 14 Zykel “liber den Ecken des
Tits-Gebdudes” und noch 8 grofe Zykel, welche die Steinberg-Darstellung
erzeugen. Fiir diese nimmt man z.B. die 8 grofen Zykel, welche jeweils die
untere dicke Ecke B enthalten und eine der B gegeniiberliegenden dicken
Ecken. Die Unterteilung in “lokale” und “globale” Zykel kann man auch an
der Darstellung der Homologie in Korollar 2.15 erkennen.

Tits-Gebiude von Sl3(F) Wagoner-Komplex von Sl3(F2)

Man kann an den Bildern leicht erkennen, wie die Projektion pr : Wy, x,) —
731, (r,) aussieht. Jede Verbindung zweier benachbarter dicker Ecken in dem
Bild vom Wagoner-Komplex ist eine 1-Zelle in der CW-Strukur von Wgy,(F,),
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und in den Abbildungen sind beispielhaft zwei korrespondierende Apart-
ments hervorgehoben dargestellt.

Die Grafik des Tits-Gebaudes reflektiert die Wahl der Borel-Gruppe B, und
man kann den Beweis des Satzes von Solomon-Tits anhand dieses Bildes
nachvollziehen. Die unterste Kante in der Abbildung korrespondiert zu B,
und die dieser Kante gegeniiberliegenden 8 Kanten korrespondieren zu “B~
mit u € U. Schneidet man nun die Kanten zu den “B~ durch, so wird der
Raum kontrahierbar. Jede der zerschnittenen Kanten bestimmt ein eindeuti-
ges Apartment, welches sowohl diese Kante, als auch die Kante zu B enthélt.
Man erhlt hier also gerade |U| = 8 Apartments als Zykel, welche eine Basis
der ersten Homologie sind.

Wir wollen auch noch bemerken, dass das Tits-Gebdude vollkommen sym-
metrisch ist. Das heifit, es gibt fiir jede Kante simpliziale Automorphismen
des Tits-Gebdudes, die diese Kante auf eine beliebige andere Kante abbil-
den. Man sieht an dem Bild, in welcher Weise sich diese Symmetrie auf den
Wagoner-Komplex iibertrigt.

2 Homologie-Darstellungen des Wagoner-Komplexes

2.1 Approximationen von W

Fiir CW-Komplexe X bezeichne in diesem Abschnitt H,(X) die reduzier-
te singuldre Homologie von X mit ganzzahligen Koeflizienten. Die i-Ketten
seien C;(X) und die i-Zykel Z;(X). Wollen wir Koeffizienten in Q betrach-
ten, so schreiben wir H,(X,Q) bzw. C4(X,Q) und Z,(X, Q). Die reduzierte
Homologie unterscheidet sich nur im Grad null von der gewohnlichen Homo-
logie H,(X). Es gilt dort Ho(X) & Z = H\(X). Wir betrachten weiterhin
eine zerfallende reduktive F-Gruppe G mit einem maximalen split £-Torus
Th und einer Borelgruppe B, die Ty enthélt. Sei ® das Wurzelsystem be-
ziiglich Ty und sei @+ die Menge der positiven Wurzeln beziiglich B. Sei
B~ = T'[[yeq+ U-a- Als Tits-Gebéude 77 von M; nehmen wir hier den
Flaggenkomplex, der der durch umgekehrte Inklusion teilgeordneten Menge
{9U; | J € I,g € M} zugeordnet ist. Dies ist moglich, da fiir den Flaggen-
komplex die Richtung der Ordnung unerheblich ist, und man nach Lemma
1.14 die unipotenten Radikale der parabolischen Untergruppen anstelle der
parabolischen Untergruppen verwenden kann.

Fixiere ein I C S und setze d = |I| — 1. Fiir J C I bezeichne Py = (BN
M7)N;(B N Mj) nun eine parabolische F-Untergruppe in M;. Sei dann Ujy
das unipotente Radikal von P; in Mj.
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Der Komplex 77 sei der Flaggenkomplex zu der semi-teilgeordneten Menge

{U; | J S 1,9 € M(F)}U
{T | T max. F-split F-Torus in My}

TZQUJ = ngPJ
gUJZgIUJ/ & gUJgg/UJ/

T ist also der CW-Komplex der aus 7 entsteht, wenn man in die Apart-
ments eine (|I|—1)-Zelle einhiingt. Fiir 0 < i < d sei W? der Flaggenkomplex
zu der semi-teilgeordneten Menge

W, = {JUD) | geM(F), JSI, |J|>i}u
(9U; | g € My(F), JC I, |J| <i}

mit den Relationen

IUTY) > 9 (UpTy) < 9(UsTy) €9 (UpTy)
U;>9Uy & U, C9Uy
IUTy) > Uy & 9U; C9Uyp und 9Ty €9 Py,

und sei W} der Flaggenkomplex zur semi-teilgeordneten Menge

Wy = {Y(UST) | geM(F), JCI, || >i}u
{(9U; | g€ M(F), JC I, |J| <i}

mit der analogen semi-Teilordnung wie oben. Mit Korollar 1.16 und der Tat-
sache, dass UgT' = B ist fiir alle maximalen split F-Tori 7" in B, sieht man
sofort, dass W9 = Wi, W}i = 77 und W}l = 7;. Fiir [I| =1 gilt Wr =177
und W I = T[.

Ausserdem hat man fiir J C I wie in Abschnitt 1.5 die auf den (standard)
Ecken beschriebene M ;(F')-dquivariante Inklusion

5, — W
T(](UJ/ ﬂMJ) (g T(]UJ/
UpnNMy; — Uj,

welche eine Inklusion ¢ : Wf] < WY induziert. Man beachte, dass dieser
Morphismus wieder von der Wahl einer parabolischen F-Untergruppe P von
M abhingt, welche M als Levi-Komponente enthélt. Wir haben hier P =
Pj gewahlt. ‘
Ausserdem gibt es noch eine kanonische Inklusion W} — W, und natiirliche
Projektionen

W — WL
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die von den wohldefinierten Mj-dquivarianten Projektionen

W — QHZ'IH
U;T — Uy fir|J| =i+ 1 und sonst die Identitét

induziert werden.

Wir wollen nun eine C'W-Struktur auf den Komplexen W} und W} ermitteln.

Ahnlich wie fiir den Wagoner-Komplex W; selbst, hat man auch fiir die WZI
eine M;(F')-dquivarianate simpliziale Projektion

W, — 1,
W(TUy) — Uy
I, - Uy
IT +— 9T,

Diese induziert durch Einschrankung auch eine Projektion
WZI — TI

und stimmt mit der (d — i)-fachen Hintereinanderausfithrung von 7 {iberein.
Das Apartment Arr in W7 fiir einen maximalen split F-Torus T in M ist
nun per Definition der Unterkomplex A; 7 = (n € 20%|T > n). Man beachte,

dass Ajr vermége der kanonischen Inklusion W} — W) tatsiichlich in WY
liegt. Man sieht, dass A7 7, dhnlich wie in Lemma 1.19, unter obiger Pro-
jektion homéomorph auf das Apartment in 7 ; abgebildet wird, welches zu
dem Torus T korrespondiert. Ay 7 ist also auch eine d-Sphére. Man beachte
auch den leichten Unterschied in den durch A; 7 bezeichneten Objekten in
Abschnitt 1.5 und hier.

Diese Definition vertrégt sich im Fall ¢ = 0 offensichtlich mit der Definition
1.18. Im Fall 7 = d sind die hier definierten Apartments auch die iiblichen
Apartments des Tits-Gebsudes. Die Unterkomplexe A7 = (n € 20%|T > n)

von W} fiir maximale split F-Tori T in M sind |I|-Zellen. Fiir J C I mit
|J| > i hat man entsprechend |J|-Zellen A;1 = (n € 20%|T > n). Die Menge

der j-Zellen von VA\/ZI mit 5 > ¢ sei dann die Menge

C;0Vy) = | {96(Asm)lg € Mi(F)}.
|J|=3

Fir j < 4 sei CJ(WZI) die Menge der j-Simplizes in dem Unterkomplex
(9U,|g € My, |J| < j) von W;. Es gilt

95(Asr) = (v € WH|9(UST) > w).
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Man priift leicht nach, dass jedes j-Simplex von WZI in einer j-Zelle enthalten
ist, und dass der Rand 95(A 1) einer j-Zelle 96(A 1) aus (j — 1)-Zellen
besteht. Die angegebene Zellenstruktur ist also eine CW-Struktur auf WZI
Es ist nun klar, dass W9 als d-Skelett in WZI beziiglich dieser C'W-Struktur
eingebettet ist und damit auch eine CW-Struktur erhilt. Fiir ¢ = 0 ergibt
sich so fiir Wy dieselbe C'W-Struktur, wie sie in Abschnitt 1.5 angegeben

wurde, und fiir ¢ = d erhélt man die simpliziale Struktur des Tits-Gebaudes
T 1 als CW-Struktur.

Durch Einfligen von 2-Zellen in die Apartments von Wgy,(r,) entsteht ge-

maf Definition WSIS(FQ). Man kann also anhand der Abbildung auf Seite 21

nachvollziehen, welche Gestalt WSl3(F2) hat und insbesondere auch, welche
Gestalt Wg, (r,) lokal hat.

2.2 Eine lange exakte Homologie-Sequenz

Man hat VAVZ =T fiir |J] =i+ 1, und wenn i aus dem Kontext hervorgeht
schreiben wir abkiirzend

M7= 11 W),
|J|=i+1,JCT
geM(F)/P;(F)

wobei ¢ ein beliebiger Reprisentant von g in M;(F') sei.

Der Abbildungszylinder einer stetigen Abbildung f : X — Y von topologi-
schen Réumen ist der Raum X x [0,1] UY/(z,0) ~ f(x). Ist A C X ein
Unterraum, so sei X//A der Raum X/ ~, wobei  ~ y, wenn z und y in
einer gemeinsamen Zusammenhangskomponente von A liegen. Sei Z¢ der
Abbildungszylinder von

H%:HQT‘]HW}.

Man beachte, dass die Einbettung 9§ von der Wahl des Reprisentanten von
g abhéngt. Man hat durch Konjugation eine M;(F)-Operation auf [[97 s
und 1196 ist diesbeziiglich #quivariant.

Proposition 2.1. Fir 0 <i < d gilt Witt = 7t //11(9 T y x1).

Beweis. Nach Konstruktion ist Z%//T]( T 7 x1) als Flaggenkomplex der
semi-teilgeordneten Menge

M = W U U {°u,}
|J|=i+1,JCT
gEM(F)/ Py (F)
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gegeben, wenn man die semi-Teilordnung durch 9U; > E fortsetzt fiir alle
E € §9(20%) mit |J| = i + 1. Sei My = {9TU,|g € P;(F)} U{U,}. Wir
wollen zeigen, dass 917 im Sinne von Definition 1.3 zuldssig in 9 ist. Die
erste Bedingung ist erfiillt, da es kein Element in 91 — 91; gibt, das zwi-
schen zwei Elementen aus 91; liegt. Ein Element 97U ; aus 917 kann héchs-
tens zwischen zwei Elementen 9'U; und 9 (TU;») aus M — N liegen mit
|J'| < i41und [J7| > i+ 1. Ist 9TU; < 9" (TUjn), so folgt 9T C 9TU,
und daher 9TU; = 9"TU;. Ist YUy < "TU;, dann ist Uy C 9'U,r. Hat man
nun auch YUy < 9" (TU;n), so folgt 9T C 9 Py. Es gilt also Uy C 9 Uy
und 9'T C g/PJl, was gleichbedeutend mit 9 Uy < 9TU; ist. Die Menge 9N
ist also zuldssig in 9.

Der Raum A(;) ist kontrahierbar, da er zusammenhéngend ist und 91,
das Maximum Uj; hat. Sei nun ¥ eine Flagge in 91, welche sowohl ein Ele-
ment n aus 91y, als auch ein weiteres Element enthélt, das grofer als n ist.
Wie wir bereits oben gesehen haben, ist n dann schon eindeutig bestimmt.
Es folgt X;m, N A(M;) ist kontrahierbar. Es geniigt nun Flaggen ¥ in 9 zu
betrachten, die ein Element n aus 91 enthalten und deren iibrigen Elemente
alle kleiner als n sind. Diese Elemente liegen dann alle in §(20%) U {U,},
und Yo, N A1) enthélt daher Uy und ist zusammenhéngend. Dann ist
Yo, N A(My) kontrahierbar. Genauso ist fiir alle g € M;(F)/P;(F) und
J C I mit |J| =i+ 1 auch 90N zulédssig in M und Xee, N A1) kontra-
hierbar.

Da es fiir verschiedene Mengen 99t ; und "0 ;s mit g, h € M;(F)und J,.J’ C I
keine Relationen zwischen ihren Elementen gibt, bilden die 99t fiir g €
M;(F) und J C I mit |J| = i+ 1 ein diskretes System O von zuliissigen
Teilmengen von 9. Wir kénnen daher Lemma 1.4 darauf anwenden und
erhalten eine Homotopiedquivalenz von Z¢//[]9 7T ; x1 und dem Flaggen-
kompex der semi-teilgeordneten Menge 90t//N. Fiir die Elemente 99%; in
M/ /M kénnen wir auch 9U; schreiben. Es ist klar, dass 9t//9% als Menge in
Bijektion zu QAH%H steht.

Die semi-Teilordnung auf 90t/ /91 ist bei 9U; mit |.J| = i + 1 gegeben durch

IU;»>"Uyp < 3T C9P; Torus mit IU,;T > "Uy in 2%
hUpT »9U; <« 3T C9P; Torus mit "UpT > 9U;T" in 25,

und sonst wie auf 20%. Wir weisen nun nach, dass dies die semi-Teilordnung
auf QAU?A ist, kénnen uns aber durch Konjugation auf den Fall ¢ = 1 be-
schrinken. Sei also Uy > "Uj. Dann folgt gleich U; C "Uj. Ist dagegen
U; C "Uy, dann ist nach Lemma 1.14 "P; C P;, und mit einem maxi-
malen split F-Torus T C "Py C Py ist U;T > "Uy in 20%. Es ist also
Uy > "Uj #squivalent zu U; > "Uj. Fiir den zweiten Fall sei h(TU]/) >Uj.
Dann gibt es einen maximalen split F-Torus T mit "(TU) C TU;. Es folgt
h C U;T C Py und "Up C Uj. Ist andererseits "' € Py und "Up C
Uy, dann folgt "(UpT) C U;*T und damit ®(UpT) > *(U;T) und dann
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MTUp) > "U; = U;. Man hat also auch hier "(TUp) > "U; < "Up C Uy
und "T" C P;. Die Ordnungsrelationen mit 90U sind also in 90t/ /9 dieselben,
wie in Qﬁ?rl. Die anderen Relationen iibertragen sich eins zu eins, und wir
erhalten 91//9M = 20! als semi-teilgeordnete Mengen. O

Fiir alle i = 0,...,d sind die W} wegen Korollar 1.20 und der Projektion 7
zusammenhdngend. Es sei « als diskreter Raum die Menge der Zusammen-
hangskomponenten von [[97 ; x1. Fiir j > 1 hat man exakte Sequenzen

0— H;(Zi// [TC Tsx1) — Hy(Z;/ T](* Ty x1)) = Hj-1(k) — 0.

Fiir j > 1 ist also
Hy Wit = Hy(z [T T x1) .

Fiir j = 1 hat man H,(Z:/([[97 j x1)) = HiOWi*Y) @ Hy(k). Weil Z} ein
Abbildungszylinder iiber W} ist, gilt H;(Z%) = H;(W?}). Fiir 0 < i < d und
J > 1 ergibt sich die lange, exakte, relative Homologiesequenz

= H([[?T)) — HW}) — H;With) — -

= Hi(Wp) — HiWrt) — 0.

Diese Sequenz ist auch Mj-dquivariant, da die Morphismen von der Mj-
dquivarianten Einbettung 1199, beziehungsweise von der Mj-dquivarianten
Projektion m : W4 — W/ induziert werden.

Satz 2.2. (Solomon-Tits) Die reduzierte Homologie des Tits-Gebdudes T |
ist Hy(T 1) = Z[U] und H;(T1) =0 fir 0 < i < d. Der Raum Hy(7;) wird

von den Homologieklassen der Apartments erzeugt.

Beweis. Fiir endliche Korper siehe Solomon [Sol69] oder auch Curtis-Lehrer
[CL82b| oder Chao Ku [Cha98]|. Ein besonders eleganter Beweis fiir das Ver-
schwinden der Homologie im Grad ungleich d mit Methoden von Folkman
findet sich in Lusztig [Lus74]. Fiir beliebige Korper gibt es Beweise in Quillen
[Qui75] und Garland [Gar73]. O

Definition 2.3. Die Darstellung Hy(7 1,Q) von M;(F) ist die Steinberg-
Darstellung von M;(F) und wird mit Sty (r) oder auch Sty oder St;
bezeichnet, falls der Korper F' fixiert ist.

Lemma 2.4. Die reduzierte Homologie von Ty ist H; (T1) =0 fiir0 < j < |1|

und H|]|(Ij},(@) == 1]\N/[II((I§)) — St[.
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Beweis. Nach Konstruktion ist 7; das d-Skelett von ’j} Man hat also die
lange exakte Sequenz

0 — Hyy(T1) = Hp(T1/Tr) — Hjj—1(T1) = Hjy—1(Tp) — -+

In Hy(7;) ist ein Erzeugendensystem durch Apartments gegeben, und diese
werden nach Konstruktion im rechten Morphismus gerade auf Null geschickt.
Nun gilt noch Hd_l(’j}/T[,Q) = Cd_l(j},(@) = 1]]\\/,[;((5)). Das Verschwinden
der mittleren Homologie folgt aus der Betrachtung der niedrigeren Terme

der obigen langen exakten Sequenz. O

Sei Sk¥(7 1) der Unterkomplex von 7 ;, der von den Ecken &¢f = {9U; | g €
My(F),J € I,|J| < i} aufgespannt wird. Es sei daran erinnert, dass 7 ;
die baryzentrische Unterteilung, also der Flaggenkomplex iiber den iiblichen
Simplizes {9U;} des Tits-Gebédudes ist. Der Raum Sk} (7 1) ist i-dimensional.

Proposition 2.5. Die Homologie von Skf(Tr) ist H;(Sk;(T)) = 0 fir
0<j<i<dund

Hi(SKN(T1),Q) = Y (-7 tindp! () St

|J|>i

fir 0 <i<d.

Beweis. Man kann fiir ein J C I mit |J| = i+ 1 das Gebaude 7 ; auf folgende
Weise in Sk} (7 1) einbetten: Fiir eine Ecke U N My in 7 ;5 ist |J'| < i, und
sie wird auf 9Uj innerhalb von Sk(7) geschickt. Man erhdlt auf diese
Weise eine Abbildung

1T 9T ; — Sk (T),
|J|=i41,JCI
gEM(F) /Py (F)

und wir betrachten, &hnlich wie oben, wieder den Abbildungszylinder Z;
dieser Abbildung und betten [[97 ; x1 dort hinein ein. Dann gilt

Sk;-i—l(TI) = ZZ//HgTJ Xl,

da Z;// 197 ; x1 nach Konstruktion der Flaggenkomplex der semi-teilgeordneten
Menge
Str U U {9U;}
|J|=i+1,JC1
9EM [ (F)/P;(F)
ist, wenn man die semi-Teilordnung durch 9U; > E fiir alle £ € 95(% )
mit |J| =i+ 1 fortsetzt. Die Kegelspitzen von Z;//[[97 j x1 entsprechen
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dann gerade den Ecken 9U; mit |J| =i+ 1. Genau wie oben erhilt man fiir
0 <1 < d wieder eine lange, exakte relative Homologie-Sequenz

N Hj(]_[gf,) — Hj(Sk;(Tr)) — Hj(Skf(T1)) — -+

= Hi(Sk1(T1) — 0.

Wegen Satz 2.2 hat man H;(Sk; (7)) = H;(Sk; (7)) fir 0 <j <i <d.
Wir lassen das i wachsen und sehen H;(SkX (7)) = H;(T) = 0 fiir diese
0 < j <1i<d, aber auch fiir 1 = d.

Fiir j = i+1ist i1 (119 7) = X yj_iq ind ) Sty und Hy(IT9 7 ) = 0.

Mit der obigen Sequenz erhilt man die Formel

Hipa(Sk (T1) + H(SES(T ) = > indy! () Sty
|J|=i+1

Jetzt beweist man mittels absteigender Induktion nach i die Behauptung

Hi(SK: (T 1) = )i (DI Lindp 1) St O
. . M(F

Korollar 2.6. Es gilt 15, = ng(_l)w de,I((F)) Sty.

Beweis. Nach Konstruktion ist die 0-te reduzierte Homologie Ho(Skj(7)) =
1]];[’ — 1p7. Man verwendet nun Proposition 2.5 fiir Ho(Skj(7)) und erhalt
die Aussage. Man kann den Beweis auch durch eine direkte Berechnung mit
den bekannten Formeln St; = ZLgJ(—1)|L|1%’mM7 fithren. O

Lemma 2.7. Es gilt H;(0W}) =0 fir 1 <j <d.

Beweis. Fiir i = j hat die exakte Sequenz () die Gestalt

= Hi([[*Ts) — H;W]) - H;W*) — -

Aus den Definitionen folgt unmittelbar Sk:jH(W]I'H) = Ski1(7T1). Also
folgt mit obigem Lemma Hj(WJI‘H) = 0. Lemma 2.4 besagt H;(T ;) = 0 fiir
j =1|J| —1, so dass dann auch H;(W?}) =0 fir 1 < j < d. O

Zusammen mit Lemma 2.4 und Lemma 2.7 extrahieren wir aus der Sequenz
(*) nun folgende Aussagen.

Proposition 2.8. Fir 1 < j < d hat man Surjektionen
H( ][ T)—HWT.

|J1=3,J I
geEM(F)/P;(F)
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Firl <j<d gilt Hj(Wr) = Hj(W]I'_Z), und auflerdem hat man

HyW{Q) =St + > indjl‘f.zl((lf)) H(T7,Q) -
JCl
|J[=d

Beweis. Die Surjektion erhdlt man unmittelbar aus Lemma 2.7 und der Se-
quenz (*) mit 4 = j — 1. Lemma 2.4 und die Sequenz zeigen auch, dass
Hj(We?) = H;(W.) fiir alle i < j < d. Es folgt H;(Wr) = H;(W, 7).
Fiir die letzte Identitit setzt man W% = T in die Sequenz fiir i = d — 1 ein.
Der Term Hy_1(J[97 ;) ist null nach Lemma 2.4 und auch Hyy1(7;) = 0.
Der Stabilisator von 7 in M;(F) ist P;(F), und die J C I mit |.J| = d sind
ein Reprisentantensystem der Orbits der 97 ; unter M 7(F). Daher erhalt
man die Formel fiir H;(W4™1, Q). (vgl. Abschnitt 1.1) O

Die Surjektion in der Proposition bedeutet, dass es in der Homologie H; (Wj}_l)
keine “globalen” Homologieklassen gibt. Fiir 1 < j < d hat die Sequenz (x)
mit ¢ = j — 1 die Form

0— Hjp(Wr) = Hin V) — Hi([[?T,) — H;Wi™h) =0,

wenn wir den Term H jH(WJFI) mit Hilfe der zweiten Aussage obiger Pro-
position durch Hj,1(Wy) ersetzen. Die Bestimmung der Homologie-Darstel-
lungen von W reduziert sich also zu einem grossen Teil zu der Bestimmung
der H;(W'™1).

Proposition 2.9. Fir |I| > 1 berechnet sich die rationale Euler-Charakter-
istik von Wy zu

. M (F -
XOWVr) = Ly, )+ (=1)Str+ > (=1l mdpf((p)) H\;(T,,Q) .
$£ICI

Beweis. In diesem Beweis betrachten wir reduzierte Homologie mit rationa-
len Koeffizienten. Man erhélt dann fiir 1 < j < d mit der Sequenz, die in der
Bemerkung vor dieser Proposition auftaucht

HyWi ™ = " indp1 ) H(T ) = Hya (W) + Hya (W)

als virtuelle Darstellung von M;(F). Durch Induktion nach j beweisen wir
fiir j < d die Formel

j -1
S (1T H W) = H OV + (=17 Y indyp ) BT ) -
i=1 1 |J|=i

<.

<.
Il
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Fiir j = 1 hat man bereits

Hy(Wy) — Hi(Wy) = HOW)) = Y indﬁf(gf)) H\(T ).
|J]=1

Das Einsetzen der Formel fiir H j(W]I'_l) in die Induktionsvoraussetzung voll-
zieht den Induktionsschritt. Es gilt also nach Erweiterung auf den Fall ¢ = 0
auf der linken Seite

d

Y EDTHW) = (=) + HaOVE )
=0

IS

-1
— . Mi;(F >
+ (—1)d Z lndPJI((F)) HZ(TJ) .

i=1 | J|=i

SchlieRlich kommt Proposition 2.8 fiir den Term Hy(W9™!) zur Anwendung,
und nach Multiplikation der Gleichung mit (—1)¢ folgt die Behauptung. [

Unter Verwendung von Lemma 2.4 und Korollar 2.6 ist es nicht schwer die-
se Beschreibung der Euler-Charakteristik in diejenige von Korollar 1.22 zu
iiberfiihren.

2.3 Homotopien im Wagoner-Komplex

Wir beschrénken uns nun auf den Fall G = Sl,,(k). Wir fixieren die F-Borel-
Gruppe B der oberen Dreiecksmatrizen und den maximalen split F-Torus
Th bestehend aus den Diagonalmatrizen. Fiir J C [ fithren wir die Notation
Pyr=P;NMypund Uyr = Uy N My ein. Auflerdem sei noch By = BN My
und Uy = R, (B).

Sei ®; das Wurzelsystem von M; beziiglich Ty und seien <1>}L die positiven
Wurzeln beziiglich der F-Borel-Gruppe Bj in M;. Fiir eine Wurzel o €
®; sei Uy, die zugehorige Wurzelgruppe in M;. Ist nun fiir die Teilmenge
Ry =®f - <I>}L das unipotente Radikal U = [] Ua,1, 80 sei Uy =
HaeRJ,z U_Ofvl‘

Falls zwei parabolische Untergruppen P und P’ von Mj eine gemeinsame
Levi-Untergruppe enthalten, sagen wir, dass P und P’ gegeniiberliegend sind.
Ein I C S heifie zusammenhingend, wenn es von der Form I = {7;, ..., Tixm}
ist, flir ein 1 < ¢ < d und ein m > 0. Fiir J C [ fithren wir noch die Notation
U}J fiir die Gruppe (Uy 1, U}ﬂ ein.

a€ER T

Lemma 2.10. Ist J C I C S und ist I zusammenhdingend, dann ist U}I =
U;)t,[, und U(;::I enthdlt ein Reprdsentantensystem von Wi. Auferdem ist U(;::I
normal in My, und es gilt U;ITO = Mj.
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Beweis. Bezeichne die Elementarmatrix, welche auf der Diagonalen und an
der Stelle (i,j) den Eintrag Eins hat, mit e; ;. Sei aukerdem 7;; die Ma-
trix, welche aus der Einheitsmatrix durch Negieren der j-ten Spalte und an-
schliefendem Vertauschen der i-ten und j-ten Spalte entsteht. Man vollzieht
elementar nach, dass mit e; ; und e;; auch 7; ; = ei,jejfile;jl in Ufl enthalten
ist. Da J C [ ist, gibt es ein A € I — J mit ey 41 € Uy;. Dann liegen, da
I zusammenhéngend ist auch e; x1 und ey ; in Uy fiir alle min(/) <i < A
und A < j < max([/). Hierbei betrachten wir die natiirliche Ordnung auf 1.
Man hat dann

(i1, Tagmin(I) < i < Aund A < j < max(1)) C Ug.

Man sieht leicht, dass die Gruppe auf der linken Seite gerade W7 ist. Daher
. + _ g+

ist U, = U¢> I

Sei nach Bruhat-Zerlegung g = wwtuw’ € M mit u,v’ € Uy, t € Ty und
w € NN U;t[. Dann ist fiir x in Uy oder U;I auch 9z in U;tl enthalten.
U(;tl ist also normal in M. Es ist Uy ; und Ny in U(ZEITO enthalten. Nach der

Bruhat-Zerlegung ist dann U(;% ;To = M. O

Sei nun I C S von der Form I = {r;, 7;} fir i,j € {1,...,n—2}. Sei wy das
langste Element in (), also wog = 7;7j7; falls I zusammenhéngend ist und
sonst wy = 7;75. Sei J = {r;} und J' = {7;}, dann ist U = *°Uy . Die
Gruppen Pj; und “°Pj ; enthalten die gemeinsame F-Levi-Untergruppe
M ;. Man hat zwei M j-dquivariante Einbettungen

0 : j-J — W[
T — TUy;
PUsp = PUs Usr

und
o ZTJ — W[
T~ TU,
PUs, g = PUs U5,
Hierbei ist p € M;(F').

Proposition 2.11. Die Einbettungen 6 und 6~ sind homotop.

Beweis. Wir assoziieren zu Uy ; einen eindimensionalen Unterkomplex Z(Uy 1)
von Wj. Dieser sei von den Ecken E € 20; erzeugt, fiir die £ < T” in W
fiir alle maximalen split F-Tori 77 C Bj gilt. Dies sind gerade die Zellen
im Schnitt der Apartments, welche den maximalen split F-Tori in B zuge-
ordnet sind. Ist [ zusammenh#ngend, so rechnet man elementar nach, dass
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Z(Ug ) der Komplex ist, welcher durch die Ecken erzeugt wird, deren zuge-
horige Gruppen durch folgende Matrizen symbolisiert werden.

1 u =z t u =z 1 u =x
d(Up,s) = 01 y < 0t 0 > 0 1 0
0 0 1 0 0 ¢t 0 y 1
t u O 1 v O
(0 t 0 01 0 éé_(U(b’J)
0 = t" r y 1

Falls I nicht zusammenhéngend ist, besteht Z(Uy, ;) aus den Simplizes sym-
bolisiert durch

1 wu t u

1

R 0 1 0t 0 . e

5(U¢),J)— 1 < o0 > 10 =0 (U¢7J).
0 1 0o t" z 1

U
1

Der obere linke Block steht hier fiir M7, und ¢,¢',t",t"” € F* und u,z,y € F.
In jedem Fall ist Z(Uy ;) also kontrahierbar. Man sieht auch, dass ?Z(Uy ;)N
Z(Ug,7) = ¢ aquivalent ist zu PUy j # Uy ;s fiir alle p € My (F).

Sei Z der Unterkomplex von Wy bestehend aus den ?Z(U,, ;) und den Zellen
P[Ty] fiir p € M;(F'), wobei die Zelle 6(Ar, 1) zu T mit [T] bezeichnet wird.

Jeder maximale split F-Torus T' € Py ist in genau einer [F-Levi-Unter-
gruppe von P;; enthalten. In einer F-Levi-Untergruppe M sind keine zwei
maximalen F-Tori durch ein u € U;(F) konjugiert, denn sonst wére 1" C
M,"M. Man weil aber, dass U;(F') einfach transitiv auf der Menge der
F-Levi-Untergruppen von Pj operiert. Es gibt also einen eindeutigen ma-
ximalen split F-Torus 1" in TU 7.1, der in der standard F-Levi-Untergruppe
M liegt.

Die?Z(Ug, ;) sind von Dimension eins, kontrahierbar und 6(PUy ;) und 6~ (PUy, ;)
haben Dimension null und sind in ?Z(Uy ;) enthalten. Ganz shnlich sind die
[T] von Dimension zwei, kontrahierbar, und §(7) und ¢~ (7') haben Dimen-
sion eins und sind in [T] enthalten. Wir zeigen nun, dass PUy ;U1 < TU;
dquivalent zu PUy ;U;; < TU; und &quivalent zu PZ (U s) C [T] fiir alle
p € Mj(F) ist. Dann ist der Unterkomplex Z der Zylinder iiber 7 ; und
gleichzeitig auch iiber 07 ; und stellt daher eine Homotopie zwischen &
und 4~ her.

Die erste Aquivalenz ist klar, da sowohl ¢ als auch 6~ wohldefinierte Einbet-
tungen sind. Fiir p € MJ(F) hat man PUy ;U1 = PUg 1. Sei also PUy 1 <
TU,, 1= = 1U J.1- Es folgt T C PBy. Da die Levi- Zerlegung semidirekt ist
und 7' C My, ist T C PBj. Alle maximalen split F-Tori in der auflésba-
ren Gruppe Bj sind durch ein v € Uy j(F) konjugiert. Es gibt also ein
u € Uy y(F) mit P*Ty = T. Da u in allen an Z(Uy_ ;) beteiligten Gruppen



34 HoOMOLOGIE-DARSTELLUNGEN DES WAGONER-KOMPLEXES

liegt, ist PZ(Uy, ;) = P*Z(Uy,s). Ganz klar ist Z(Uy ;) C [To], da jede an
Z(Uy.;) beteiligte Zelle kleiner als Tp ist. Es folgt PZ (U, ;) C P4[Ty] = [T).
Ist umgekehrt ?Z(Uy ;) C [T, dann ist T C PBy, und es folgt PUy; <

TUjs; =TUy7. O

Sei [TyUy ] die 1-Zelle, welche zu der Gruppe ToU;; beziiglich der CW-
Struktur auf Wy korrespondiert. Der Rand von [Tp] ist durch die Zellen in
Z(Up,s) und Z(™ Uy, ;) und die Zellen [ToU,,;] und [ToU} ] gegeben. Ist nun

2 =2 pem,p) M [ToUs 1] ein 1-Zykel in 5(T 5), so ist > pen, () M [To] eine

2-Kette in Wy, welche z homolog zu 2/ = > pent,(py M [ToU ] in 67 (T7)
macht. Wir verwenden hier zellulire Homologie wie in May [May99, Ch. 13].

Es ist recht wahrscheinlich, dass auch im Allgemeinen der Schnitt von zwei
oder mehr Apartments in W kontrahierbar ist. Fiir Apartments im Tits-
Gebdude wurde dies von Chao Ku in [Cha98| gezeigt. Damit wire dann
wohl eine Aussage wie in obiger Proposition auch fiir allgemeinere Gruppen
und Situationen J C I mit J > 1 und I > 2 zu zeigen.

Im Folgenden fassen wir fiir ¢ € M;(F) und L C I die Rdume 97 als
mittels 96 in W; eingebettet auf, wie am Anfang des Abschnitts bechrieben.
Beachte, dass 96 und 9’8 nicht iibereinstimmen miissen, wenn sie dasselbe
Bild haben. Wir sagen, dass der Unterraum 9 T gegeniiber von 9Ty liegt,
wenn es ein h € M (F') gibt, so dass 9 ’j'J das Bild von "§ und ¢’ ’j'J das Bild
von "8~ ist.

Proposition 2.12. Sei J C I mit |J| = 1. Fir jedes u € U}—LI(F) gibt es

eine Homotopie von ’j'J nach “j'J mn WI, so dass ein Zykel z € Zl(’j'J) 2U
Yz e Z1(" T y) homolog ist.

Beweis. Da ein u € U ;(F) trivial auf “° T j» operiert, liegt der Unterraum

u gy gegeniiber von "0 T J/, welcher wiederum gegeniiber von T, liegt. Es
gibt also nach Proposition 2.11 und Komposition eine Homotopie von T,
nach * 7 ;. Wieder weil u trivial auf “© 7 j operiert, ist ein Zykel z € Z;(7 ;)
dadurch homolog zu “z. Mit Induktion iiber die Anzahl der Faktoren in dem
Ausdruck [Juju; mit u; € Uy ((F) und u; € Uy (F) zeigen wir, dass es fiir
jedes Element in UfI(F ) eine solche Homotopie gibt.

Man hat nach Induktionsvoraussetzung eine Homotopie von T ; nach

TS wiwi 7. Bs gilt u, € Uy (F) und u;, € Uy (F). Wir haben wie oben
eine Homotopie von “° 7 7 nach “» 7 ;. Dann erhilt man auch eine Homoto-
pie von “»*0 T ;, nach “»tn 7 ;. Auferdem hat man eine Homotopie von 7 ;
nach %07 ;. Durch Komposition erhélt man eine Homotopie von T ; nach
untn 7 ; und damit eine von IS i 7 nach Ili= @i T Letztlich erhilt
man so nach Komposition eine Homotopie von T ; nach [liziwiwi 7, Ein
Zykel z € Zl(’f 7) ist durch die in Proposition 2.11 beschriebene Homotopie
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zu einem Zykel 2/ € Z3("° T J) homolog. Ersetzt man in obiger Induktion
den Ausdruck 7 ; durch z und “°7 ;» durch 2/, so sieht man, dass z und
[z wiua g homolog sind. O

2.4 Die erste Homologie von Wy, ()

Ist V ein Z —Modul mit Operation einer Gruppe H, dann sind die Koinva-
rianten dieser Operation der Untermodul erzeugt von Elementen der Form
v—hv fir v € V und h € H. Er wird mit Vg bezeichnet.

Satz 2.13. Sei |S| > 2 und J C S mit |J| = 1. Dann gibt es eine Surjektion
von Gruppen
Hl(TJ)Uq%I — Hl(W)

Beweis. Nach Proposition 2.8 hat man eine Surjektion von Gruppen

B HlT)—HW).
|L|=1
9EG(F)/Py(F)

Fir ein L C S mit |L| =1 und ein I C S mit |/| =2 und I 2 L gilt nach
Proposition 2.12, dass fiir alle u € ULiJ(F) C My der Komplex ’j'L zZu “’j'L
homotop in Wi ist. Da |S| > 2 ist, kann man W nach W einbetten.

Das Element 7; in I — L hat einen Reprisentanten in NV IﬂUi ; € M7 und fiir

ein zusammenhingendes I ist nach Lemma 2.10 sogar ganz Wy in Uy (F) =

U;[J(F) reprasentiert. Die Gruppe U, = (UzEI(F) | [I| = 2,1 2 L) enthélt
also ein Reprisentantensystem von W und ist daher gleich U*(F). Durch
Verkettung von Homotopien sieht man, dass 7 1, fiir alle u € U*(F) zu 7T,
homotop ist. Nun hat jedes Element g in G(F')/Pr(F') einen Représentanten
in U*(F), da U*Ty = G, und wir kénnen ohne Einschrinkung diesen als ¢

wahlen. Die Surjektion aus 2.8 verkiirzt sich so zu einer Surjektion

@ Hl(j-L) — Hl(W)
|L|=1

Sei L C S eine von J verschiedene Teilmenge mit |[L| = 1. Fir I = JU L
ist dann w0 7, gegeniiberliegend von 7 ; in W; und nach Proposition 2.11
daher homotop zu 7 ; in Wy. Hierbei ist wy das léngst Element in W7.
Nach Proposition 2.12 und Verkettungen von Homotopien wie oben ist ein
z € Hi(T ) zu "z € Hi(T ) fiir alle U, (F) € U(F) in Hy(W) homolog,
O

Der Beweis nutzt aus, dass alle L C I mit |L| = 1 assoziiert sind im Sinne
von Carter [Car85, 9.2.2].
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Proposition 2.14. Sei L C S mit |L| = 1. Wenn —1 in F ein Quadrat ist
oder wenn F ein endlicher Korper ist, dann ist Hl(TL)U;tL eine endliche

Gruppe.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass F' ein endlicher Korper
F = TF, mit ¢ = p" ist. Es gibt dann genau ¢ + 1 Borel-Untergruppen von
My (F,) = Sla(F,) und je zwei von ihnen enthalten gemaf Bruhat-Zerlegung
einen gemeinsamen maximalen Torus. Dieser ist in Sly(IF,;) auch eindeutig
bestimmt, da ein maximaler split F-Torus zu einem eindeutigen Apartment
korrespondiert und Apartments hier 0-Sphéren sind. Der Komplex 7, ist
also das 1-Skelett des ¢g-Simplex A,. Wir wollen die Notation in diesem Be-
weis vereinfachen und setzen B = By und U = Uy ;. Man hat in My (F,)
die F-Borel-Gruppen B = UTp und “B~ fiir u € U(F,). Hierbei ist “B~
eindeutig durch u € U(F,) bestimmt. U(F,) ist zur additiven Gruppe F,
isomorph durch

[:Fg — U(F,)

- 1 a
@ 0 1)’

und wir bezeichnen die Gruppe “B~ auch mit *B~ fiir u = f(a). Es gilt
OB~ = B~. Die Matrizen seien hier als kanonisch in M, (F,) eingebettet
aufgefasst. Durch die Wahl eines geordneten Tripels z = (B, B”, B") von
verschiedenen F-Borel-Gruppen ist bis auf Rotation der Eintrige ein eindeu-
tiger Zykel in Z; (’j'L) bestimmt. Die Klassen der Zykel dieser Form erzeu-
gen H; (’j'L) Es geniigt also zu zeigen, dass jedes dieser Zykel modulo der
Operation von U*(F,) endliche Ordnung hat. Um zu zeigen, dass z torsion
ist, geniligt es daher zu zeigen, dass ZueUi(Fq) Uz = 0 ist. Eine (orientier-

te) Kante in dem Komplex 71, ist durch ein geordnetes Paar (B’, B") von
verschiedenen F-Borel-Gruppen gegeben und diese korrespondiert zu dem
Torus B’ N B”. Wir wollen nun den Koeffizienten der Kante (B’, B”) in
der Kette ZueUi (Fq) U~ bestimmen. Wir betrachten zunichst nur die Kante
x = (B, B~) und den Zykel z = (B, B~,! B™). Die Tripel im Orbit von z, die
k enthalten, entstehen aus z durch Operation von Elementen in ToNU i(IF‘q).
Ein solches Element ¢(z) hat die Form

t(:;;):(”é m(_)l ) fiir = €

und operiert auf ' B~ durch ®)(1B~) = ©*B~ Da 22 = y? & r = £y, gibt
es fiir p # 2 genau %(q — 1) Tripel © € U*(F,)z (modulo Rotation) welche
die Kante k enthalten. Ist p = 2, so gibt es ¢ — 1 solcher Tripel. Die Tripel im
Orbit von z, die —x = (B, B) enthalten entstehen aus z durch Operation
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von Elementen in (N (Tp) N U*(F,)) — Tp. Ein solches Element w(z) hat die
Form

w(z) = < e ) € U*(F,)

und operiert auf !B~ durch *@(1B~) = ~*B~_ Hier gilt —2? = —1? &
x = ty. Es gibt also genauso viele Tripel im Orbit von z, welche die Kan-
te —k enthalten, wie es Tripel gibt, die x enthalten. Insgesamt folgt, dass
der Koeflizient von « in der Summe ) ;s (r,) % null ist. Fiir einen Zykel
(B',B",B") ist B'N B” = T ein Torus und es gibt ein g € M;(F,) mit
T =91y, 9B = B’ und 9B~ = B”. Der Torus Ty(F,) operiert transitiv auf
den F-Borel-Gruppen ungleich B und B~ und damit transitiv auf Zykeln der
Form (B, B~,%B~) mit a # 0. Es gibt also ein t € Ty(F,) mit 9(!B~) = B"".
Weil U*(F,) normal in My (F,) ist, ist fiir u € U%(F,) auch %'u € UH(F,),
und man hat (B’ B", B") = 9"“(B, B~,' B~). Durch Konjugation sieht
man nun, dass auch die Koeffizienten aller anderen Kanten in 3, cpy+(r,) "2
null sind.

Sei nun F' ein beliebiger Kérper in dem —1 ein Quadrat ist. Der simpliziale
Komplex 7 ; hat auch hier als Ecken die Menge der F-Borel-Untergruppen
von M; und jeweils zwei Ecken bilden ein 2-Simplex. Wir kénnen nun wie
im endlichen Fall fortfahren.

Man hat ~**B~ = 1B~ genau dann, wenn 22 = —1. Da —1 ein Quadrat in
F ist, kann man also schreiben

w@(B,B~,'B™) = (B~,B,'B").

Also mit z = (B,B~,'B7) ist 2z = —2 modulo der Operation von U*(F).
Ein entsprechendes Ergebnis hat man auch fiir alle anderen Tripel. Da eine
Summe von Tripeln nur null sein kann, wenn sie eine gerade Anzahl an
Summanden hat, folgt in diesem Fall sogar H; (7 L) =Z /2L O

Korollar 2.15. Sei G = Sl o(F'), wobei F ein endlicher Kérper oder ein
Korper ist, in dem —1 ein Quadrat ist. Fir d = 1 hat man

Hy(Wg,Q) = Stg+ Y ind%, Hy(T;,Q)

J]=1
JCS

Fiir d > 2 gilt HHW¢g, Q) = 0 und fir d =2 gilt

Hy(We, Q) = Sta+ Y (-1)1ind@ H (7 ,Q)
$#AICS

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Proposition 2.8, die zweite Aussage er-
gibt sich aus Satz 2.13 und Proposition 2.14, und die dritte Aussage folgt
aus der zweiten zusammen mit Proposition 2.9. [l
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Man beachte, dass H| J‘(j- 7,Q) durch Lemma 2.4 noch genauer beschrieben
ist.

Zuletzt wollen wir noch einen wesentlich einfacheren Beweis fiir das Ver-
schwinden der rationalen ersten Homologie der Wagoner-Komplexe von Sl,,(F,)
fiir n > 4 geben. Wagoner zeigt in [Wag75b] mit Hilfe von [Wag75a, Prop.
2|, dass K»(F,) = ﬂl(Wéln(Fq)) fiir n > 4. Die K-Theorie von endlichen Kor-
pern ist von Quillen vollstdndig bestimmt worden (siehe z.B. [Knu01]) und
besagt, dass K2(IF;) = 0 ist. Dann folgt auch Hl(Wéln(qu)) =0 fiir n > 4.
Man hat in dieser Situation die Spektralsequenz einer NV, -Faserung beziig-
lich der Fj-rationalen Punkte [V,, des Normalisators des standard maximalen
Torus Tp in Sl, (k)

Hyp(Nn, H{(Wg1,,r,))) = HpraWs1,w,))-

Vergleiche hierzu Weibel [Wei94, Th. 6.10.10]. Die exakte Sequenz der nied-
rigen Terme dieser Spektralsequenz ist dann mit Ho(Ny, H1 (Wg, ®)) =0

0— Hl(WSln(Fq)) — Hy(Nn, HO(W/Sln(IFq))) = Ny /[Ny, Np] — 0.

Die Gruppe N, /[Ny, N,]| ist eine endliche, abelsche Gruppe, und somit ist
Hi(Wg,(x,),Q) = 0.

Die symmetrische Gruppe Sym,, ist ein Quotient von N,,, und deren Kommu-
tator ist die alternierende Untergruppe Alt,. Aus Indexberechnungen folgt
Symy, [Alt, = 7 /27 fir alle n. Man sieht, dass N,,/[N,, N,] dann nicht
trivial sein kann. Insbesondere folgt hieraus, dass Wgy, (r,) fiir n > 4 kein
Bouquet von Sphéren ist.
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3 Eine Steinberg-Darstellung fiir Gl,(Z/p'Z)

Sei p eine Primzahl ungleich 2 und sei n > 3. Sei F' ein nicht archimedi-
scher lokaler Kérper mit Restklassenkdrper ' der Charakteristik p. Sei O
der Ring der ganzen Zahlen von F', und sei 7 ein Erzeuger des maximalen
Ideals p in O. Normalisiere die Bewertung v von F' so, dass v(m) = 1. Setze
O; = O/7'O, und sei |F| die Anzahl der Elemente in F. Sei G = Gl,,(0;)
und W die Gruppe der Permutationsmatrizen mit dem iiblichen Erzeugen-
densystem S = {71,...,7,_1}. Schreibe G® = GI,(O), und sei B* die Grup-
pe der oberen Dreiecksmatrizen in G°. Fixiere nun eine ganze Zahl | > 2,
und schreibe G = G* und B = B'. Sei pr; : G — G" die kanonische Projek-
tion mit Kern K, und bezeichne die Gruppe der unteren Dreiecksmatrizen
in G mit B~ und die Gruppe der unteren Dreiecksmatrizen mit Einsen auf
der Diagonale mit U~. Seien K, = K; N U~ und KZ+ = K; N B. Es gilt
K=K, K;L =K ;L K, , was man durch ein Abzéhlargument feststellt.

3.1 Ein System von Untergruppen von Gl,(Z /p' Z)

Man hat die Gruppen
Pr= {(mw) eG | mij = 0 falls [], ’L) NI 75 gb}

als standard parabolische Untergruppen von G. Diese sind die Stabilisatoren
der Flaggen von standard freien Untermoduln in O} (vgl. Lees [Lee78]) und
damit Gruppen von oberen Blockdreiecksmatrizen mit Eintrégen in ;. Fiir
I C Sund r <lsetze P;, = PrNpr, (B"). Fiir jedes I ist dann P;; = B.
Fixiere ein a € {2,...,1} und ein Iy C S. Setze I, = S — Iy. Wir definieren
nun fiir s = 7q,...,7,—1 Untergruppen von K . Fiir s € Iy sei

Xs = {(miy) € Ky NPpyq-1 | mi; € p® fiir (4,5) # (s +1,9)},
und fiir s € I, setze

Xo = {(my) € Ky NP,y [ my =0fir (i,5) # (s +1,5)} .

Fir I C S mit I # ¢ sei dann X; = (X | s € I), und setze noch X, =
K| N Py, 4. Definiere dann H; = X;B. Wir fiihren die Wahl von I und a
nicht in der Bezeichnung von X; mit. Merke, dass die Definition der H fiir
a = [ nicht von der Wahl von I abhéngt.

Lemma 3.1. Fir I,J g S gllt X]XJ = XJX[ und X[B = BX] Die H]
sind also Gruppen.
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Beweis. Wir betrachten die Projektion pr, eingeschrankt auf Xg. Setze X =
pro(X7). Man hat ker(prq|x,) = K, N Pr, . Man sieht leicht, dass Xg eine
abelsche Gruppe ist. Fiir zwei 2, € X, und ¢ € Xy mit s,s’ € I gilt also
TsTy = Ty xsk mit k € K, NP, o C X, Es folgt X, Xy = X¢Xs. Man hat
auch X, X, = X, X, fiir sg € I, da K;_; zentral in K,_; ist. Schlieflich
ist X I abelsch. Insgesamt folgt also X;X; = X ;X;.

Fiir die zweite Aussage sei nun s € Iy, v € X5 und b € B. Es geniigt hier
den Fall n = 2 zu betrachten. Es ist

_ 1 0 - [u v
x_<S7Ta_1 1> undb—(o w)

mit v, s € O, und u, w € OF. Man sieht

u — Uﬁﬂ'a_l ) 1 0\ -7
0 vsm@ L )\ —=%—qpo1 1 ) e

vsme—1fw

Es gibt also ¥’ € B, 2’ € Xsund k € ker(pra|p10) = K, N Prymit zbk = '’
Man hat & = kTk~ mit k™ € K} und k- € K, . Da k~ € X; ist, folgt
X,B = BX,. Ahnlich wie oben rechnet man elementar im Fall n = 2 nach,
das dies auch fiir den Fall s € I gilt. Fiir I # ¢ folgt zusammen mit der
ersten Aussage des Lemmas X;B = BXj. Fiir die leere Menge hat man
XyB = BXy, da K, N Pp, 4 normal in Py, ist. ]

Man sieht Hy = Py, 4. Alternativ kann man die anderen H; auch auf folgende
Weise definieren. Fiir s € Iy setze Hy = (Hg, P} 1), und fiir s € I setze
Hs = (Hy, Prgy —1). Dann ist Hy = (H; | ; € I).

Proposition 3.2. Seien I,J C S und g € G. Dann gilt

~

YHy; C Hy = g€EH
N(H;)=H;

H,;H; = H;H;

(Hr,Hy) = Hiug

H;CH & JCI

S v ™ e

HiNH;=Hiny

Beweis. Punkt (4) folgt direkt aus der Definition, und Punkt (2) folgt direkt
aus Punkt (1). Auferdem folgt Punkt (3) direkt aus den Aussagen von Lem-
ma 3.1. Man sieht, dass X; C X genau dann, wenn 75 € I. Zu Punkt (5).
Sei Hy C Hy. Dannist X; C X;B. Flirx € X; und b € B ist b genau dann
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eine untere Dreiecksmatrix, wenn b Diagonalgestalt hat. Es folgt X; C X7
und dann auch J C I. Seien fiir Punkt (6) z € X7, 2’ € Xy und b, € B mit
xb = 2'V'. Dann ist z = 2/b'b~!, und genau wie bei Punkt (5) folgt 4’6~ = 1.
Also hat man X;BN X ;B = (X;NX;)B. Nach der Aussage vor dem Beweis
zu Punkt (5) gilt X; N Xy = Xins. Es bleibt Punkt (1). Sei ¢ € G mit
9H; C Hy. Dann ist auch 9B C X;B = H; . Aus der Bruhat-Zerlegung in
G! folgt, dass es b,b' € B, w € W und k € K; gibt mit

g = bkwb' .

Es ist also zu zeigen, dass kw € X;B. Angenommen w #* 1. Dann gibt es
einb € Bmit b€ B~ und “b ¢ K; (z.B. b ein Element einer geeigneten
einfachen Wurzelgruppe mit einer Einheit als Eintrag aufserhalb der Diago-
nalen.) Da k € K, folgt kwp € B=. Aber *vp ¢ K, , weil sonst auch
wh ¢ K wire. Nun ist X;B N B~ C K;, und man hat somit *“b ¢ X;B.
Das widerspricht der Voraussetzung *“B C X;B. Es folgt w = 1.

Es ist nun noch zu zeigen, dass k in X7 B liegt. Betrachte die Diagonalmatri-
zen d;(2) € B welche an der Stelle ¢ eine 2 und sonst iiberall eine 1 auf der
Diagonale haben (p # 2). Bezeichne die Matrix, welche als i-te Zeile die i-te
Zeile von k~! hat und sonst ausschlieflich mit Nullen besetzt ist, mit k~1|;.
Es gilt
kd;(2)k™ = k(™Y + k7)) =T+ kk7YY;

Die i-te Spalte der Matrix k~!|; ist der i-te standard Basisvektor, da k! €
K. Somit ist (kd;(2)k™!)s = ks fiir alle s > i. Die Matrix kd;(2)k~! liegt
nach Voraussetzung in X;B. Durch direkten Vergleich der Matrixkoeffizien-
ten folgt k € X;B, und Punkt (1) ist bewiesen. O

Fir p = 2 sind die Punkte (1) und (2) aus dem Lemma nicht richtig, wie
folgendes Gegenbeispiel zeigt. Mit

_ 1 0
m= -1 1

ist mBm~! C B. Dies gilt analog auch fiir n > 2.

Ist allgemein H C G eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G und B
Untergruppe von H, so induziert die kanonische Projektion G/H — G/B
eine Einbettung 1% < 1% durch g +— 1/|H| > zegn © - Im Folgenden identi-
fizieren wir die Darstellung 1% immer mit ihrem Bild in 1%.
Lemma 3.3. Seien B C H,H' C G Untergruppen einer Gruppe G. Dann
gilt

G G G

1H ﬂ 1H/ — 1(H7H’>'

als Unterdarstellungen von 1%.
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Beweis. Man hat 19 = {u : G/B — Q | p konstant auf gH fiir alle g €
G/B }. Liegt o in 18{7[{,>, so ist « konstant auf g(H, H') fiir alle g € G/B.
Also ist a auch konstant auf gH und auf gH’ fiir alle ¢ € G/B. Somit liegt
ain 19 N1%,.

Sei a nun in 1§ N1%, und a € g(H, H'). Es gibt Elemente h; € H und
h; € H' mit a = g[[;~, hih}. Per Induktion {iber m zeigt man a(a) = a(g).
Sei m =1, also a = ghh'. Dann ist a(a) = a(gh), da a € 1§,. Weil a € 1§,
ist auch a(a) = a(g). Bei dem Schritt von m auf m+1 verfahrt man genauso.

Somit faktorisiert « iiber (H, H') und liegt in 1%711,). O

Korollar 3.4. Fir I,J C S gilt

G G _ 1G
1H1 N 1HJ - 1HIUJ

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 3.3 zusammen mit Proposition 3.2 (4).
U

3.2 Eine Steinberg-Darstellung

Im Folgenden wird die Grothendieck Gruppe Ko(Repq) der endlich dimen-
sionalen Darstellungen auf Q-Vektorrdumen von G betrachtet. Anstelle von
Q konnte man fiir unsere Zwecke auch jeden anderen Korper der Charak-
teristik 0 nehmen. Fiir den Beweis von Satz 3.14 ist es auf Seite 52 aber
notwendig, dass wir Darstellungen auf Vektorrdumen i{iber Kérpern der Cha-
rakteristik 0 betrachten. Die Elemente von Ky(Repg) sind die wirtuellen
Darstellungen, und eine virtuelle Darstellung heiftt positiv, wenn sie zu einer
endlich dimensionalen Darstellung von G dquivalent ist in Ky(Repg).

Definition 3.5. Fiir eine Teilmenge Iy C S und ein a € {2,...,[} definiere
die virtuelle Darstellung Sy, , von P, durch

P,
Sia = (D0
ICS

Die verallgemeinerte Steinberg-Darstellung von G sei
Stqg = Ss1 = Sy

Das System der Untergruppen H; und damit auch die Definition der Stein-
berg-Darstellung ist fiir @ = [ nicht von Iy abhingig. Die Darstellungen
Ss.q sind die verallgemeinerten Steinberg-Darstellungen von G* aufgefasst
als Darstellungen von G.

Proposition 3.6. Sp, . ist eine Unterdarstellung von 1%} und damit ins-

besondere positiv. Desweiteren enthalt kein 1%1 fir I # ¢ eine irreduzible
Komponente, deren Typ auch in S, . vorkommt, und Sp, . ist die grofite
Unterdarstellung von 1%¢ dieser Art.
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Beweis. Sei p eine isotypische Komponente in 1%). Setze

P pN 1%1 falls I C S maximal mit pN 1%1 #0
0 sonst

Ist J C S mit plﬂlg(l = 0, dann folgt nach Korollar 3.4, dass auch pu; # 0.
Weil I maximal mit dieser Eigenschaft ist, muss J in I enthalten sein. Also

prN1G #0 & IDJ

Ist I’ C S eine weitere Teilmenge mit py # 0, dann ist p; N pp = 0, da
anderenfalls p; N pp C 1%1 N 1%}/ = 1gw1/ eine echter Unterraum und somit

I nicht maximal mit der Eigenschaft pN 1%} # 0 gewesen wire. Daraus folgt
p = @;cspr, und man erhilt folgende Formel fiir 1%}

15, - DD
p IDJ
Damit kann man schreiben
S = DBB 1 =DBD 0
p JCSIDJ p ICSJCI
Ist I # ¢, dann hat man

]

B0 = 3 ()i == o

JCI i=0

Ist dagegen I = ¢, so erhélt man @Jg(—l)mp] = (—1)|¢|p¢ = pg- Insge-
samt folgt
Slo,a = @qu,
p

und S7, 4 ist somit Unterdarstellung von 1g¢.

Ist p eine isotypische Komponente mit pg # 0, so folgt nach Definition p; = 0
fiir alle I # ¢ und damit die zweite Aussage des Lemmas. Ist umgekehrt p
eine isotypische Komponente ungleich null mit p; = 0 fiir alle I # ¢, so muss

p = pg # 0 sein. O

Obiges Lemma gilt in einer allgemeineren Situation: Sei S eine endliche Men-
ge und G eine Gruppe. Ordne jeder Teilmenge I von S eine Untergruppe H;
von G zu, so dass fiir alle I,J C S gilt (H;, Hy) = Hpyy. Dann ist die
virtuelle Darstellung
D=3 (-1,
ICS

eine Unterdarstellung von 1%¢ und damit insbesondere positiv.
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Lemma 3.7. Der Grad der verallgemeinerten Steinberg-Darstellung fir F' =
Q) st

deg(Ste) = p2z(—D®(I-1)-2) I -1
=2

7

Beweis. Im Beweis von Proposition 3.2 haben wir gesehen, dass H;y = X B,
und da X7 N B = {1}, folgt

Hy| = |X|B] = p|B.

Also ist
n—1 n—1 ' '
deglste) = S -vMicya =Y (")) -uyiesmp
ICS i—0
1 -1

= |G/B|(1 - ]—9)"71 = |G/B| P
Man sieht, dass |[K;| = p"* (=Y und |G| = \KlHGﬂ: p (=D pz (n?=n) T, (p*
1). Die Ordnung von B ist |B| = (p— 1)”p"(l*1)p5(”27")l (vgl. Lees [Lee78]).
Nach einer kurzen Rechnung folgt die Behauptung. U

3.3 Die Steinberg-Darstellung als Homologie-Darstellung

Der Flaggenkomplex einer teilgeordneten endlichen Menge ist ein kompakter
simplizialer Komplex. Seine k-Simplizes sind strikt total geordnete (k + 1)-
elementige Teilmengen. Ein simplizialer Komplex kann beziiglich der Inklu-
sion seiner Simplizes auch als teilgeordnete Menge aufgefasst werden. Ist eine
teilgeordnete Menge in diesem Sinne isomorph zu einem simplizialen Kom-
plex, dann bezeichnen wir sie auch als simplizialen Komplex. Die k-Simplizes
in einer solchen teilgeordneten Menge sind die Elemente, welche unter diesem
Isomorphismus zu k-Simplizes korrespondieren. In einem simplizialen Kom-
plex sind zwei Simplizes gleich genau dann, wenn sie dieselben Ecken (d.h.
einelementige Teilmengen) haben. Die Dimension des simplizialen Komple-
xes X ist dann

dim(X) = max{|s| ; s eine Flagge} — 1.

Fiir einen topologischen Raum X wird im Folgenden die rationale reduzierte
Homologie mit H;(X) bezeichnet.

Lemma 3.8. Die Menge T' = {gH; | g € P;,, I C S} ist mit der Teilor-
dung

gHi <gH; < gH; 24 Hy
ein simplizialer Komplex der Dimension n — 2. Die i-Simplizes sind dann
gerade diejenigen gHyr mit |[I| =n —2 — 1.
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Beweis. Kounstruiere zunéchst den folgenden simplizialen Komplex. Betrach-
te die Menge der Ecken {¢gH; | I € S maximal, g € Py, }. Eine (k + 1)-
elementige Teilmenge {goH,, - - ., gk Hr, } sei ein k-Simplex genau dann, wenn
es ein g € Py, gibt, mit

k k
ﬂ giHr, =g ﬂ Hy, .
i=0 i=0

Es gilt dann sofort ¢;Hy, = gHj, fiir alle ¢« = 0, ..., k. Dies ergibt per De-
finition einen simplizialen Komplex 7’. Nach Proposition 3.2 (6) hat man
N Hr, = Hp . 1, und wenn g;Hj, = ngp dann folgt nach Proposition 3.2
(5) I; = I]. Wir erhalten eine wohldefinierte Abbildung

[ — T
{9:H}i — gHnp

Fiir jedes J C S lassen sich (auf eindeutige Weise) maximale I; C S finden,
so dass J = (), I; ist. Dann ist gH; = (), gH , und liegt somit im Bild der
Abbildung f. Die Abbildung ist also surjektiv. Ist nun gHpn j, = ¢'Hp, I
so gilt auch Hn 1, = Hp p; und (), 1; = () I!. Dann gilt, weil die I; und
I! maximal sind, bis auf Permutation I; = I/, und f ist auch injektiv. Die
Abbildung ist ordnungserhaltend, und weil die Schnitte ), /; die Mengen I;
eindeutig bestimmen, ist auch f~! ordnungserhaltend. Man sieht leicht, dass
der Komplex 7" abgeschlossen und von reiner Dimension ist. Er ist (n — 2)-
dimensional, da es n — 1 maximale echte Teilmengen von S gibt. Die letzte
Behauptung des Lemmas folgt auch aus der Bijektivitdt von f. O

WEeil die Gruppen H; ihre eigenen Normalisatoren sind, gibt es eine Bijektion
zwischen { 9H; | g € Pr,, I C S} und den Nebenklassen {gH; | g € Py, I C
S}. Verwendet man in der ersten Menge die umgekehrte Inklusion als Teil-
ordnung, dann ist diese Bijektion in beiden Richtungen ordnungserhaltend,
denn nach Proposition 3.2 (1) ist

IH; D YH; & g '¢ € Hrund Hr D H; < gHr2g'Hy

Auch die Operation von Py, wird von dieser Bijektion erhalten. Im Folgenden
werden wir die Schreibweise mit den Nebenklassen fiir 7! verwenden, da dies
einige Rechnungen vereinfacht.

Der Typ eines Simplex gH7 sei die Menge I. Er ist wohldefiniert, denn ist
gH; = ¢'Hy, so gilt Hy = Hj und damit nach Proposition 3.2 (5) I = J.
AuRerdem erhilt die Operation von Py, auf 7' den Typ.

Definition 3.9. Sei T ein simplizialer Komplex. Wir definieren den m-
fachen Kegel K™T iiber T. Die Ecken des m-fachen Kegels iiber T" entstehen
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aus denen von 7' durch hinzufiigen von m Ecken. Diese m Ecken nennen wir
Kegelspitzen. Die Menge der k-Simplizes in KT sei dann

{{po,.-.,pr} Simplex in T} U
{{z,p1,...,pr}x Kegelspitze, {p1,...,pr} Simplex in T'}.

Bevor wir mit der Analyse der Homologie von 7' beginnen, bendtigen wir
noch ein Lemma aus der algebraischen Topologie.

Lemma 3.10. Sei K™T der m-fache Kegel iiber einem simplizialen Komplez
T.Fiir Paare von Kegelspitzen (z,z") und Homologieklassen z von T g¢ibt es
Homologieklassen [x — 2’ 2] von K™T, fir die gilt

1. Man hat fiir drei Kegelspitzen x,z', 2" und zwei Homologieklassen z, 2’
von T

(a) [x — ' 2]+ [x — 2/, 2] =[x — 2/, 2+ 2],
(b) [x —a' 2]+ [ — 2" 2] =[x — 2", 2],

(c) [x —x,2] =[x — 2',0] = 0 die triviale Homologieklasse.

2. Seii > 0 eine ganze Zahl, xo eine Kegelspitze und B;_1 eine Basis von
H; 1(T), dann ist B; = {[x — x0,Z] | * # xo eine Kegelspitze, Z €
Bi_1} eine Basis von H;(K™T). Also

H(K™T)=  Hi(T).

T#x0
Kegelspitze

Beweis. Wir verwenden hier fiir die Definition der rationalen reduzierten
Homologie die Homologie des Komplexes der Ketten von orientierten Sim-
plizes. Die Menge der orientierten k-Simplizes S7(T") von T ist die Menge der
geordneten (k + 1)-Tupel (po,...,pr) von Ecken modulo folgender Aquiva-
lenzrelation. Zwei (k+ 1)-Tupel (po,...,pr) und (qo,- - ., qx) sind aquivalent,
wenn es eine Permutation o von £+ 1 Elementen gibt mit (pa(o), ey pa(k)) =
(qo-..,qx) und det(o) = 1. Die (orientierten) rationalen k-Ketten sind
Cr(T) = Q[Sp(T)]/ ~, wobei (po,...,pr) ~ —(qo,---,qk), Wenn es eine
Permutation o gibt mit (py(0),---,Pek)) = (q0,---,qx) und det(o) = —1.
Wir definieren das Differential d, : C(T)) — Cy—1(T") durch

k

5k((1707 e 7pl<:)) = Z(—l)i(po, vee ,]5\2‘, e 7Pk)7

=0

fiihren den Index k aber nicht weiter in der Notation mit. Es ist bekannt,
dass die Homologie des Komplexes

= Cp(T) > C1(T)— - = Co(T) - Q—10



3 Die Steinberg-Darstellung als Homologie-Darstellung 47

die reduzierte rationale singulire Homologie von T ist (siehe z.B. Spanier
[Spa94]). Der Morphismus Cy(T") — Q bildet hierbei jede Ecke auf 1 ab.

Ist z = (po,...,pr) als k-Kette in T, so sei (z, 2) = (z,po, . ..,pr) als (k+1)-
Kette in K™T. Wir setzen diese Notation linear fiir beliebige k-Ketten von
T fort. Fiir eine Kegelspitze = und eine Kette Z € Cy(K™T) folgt direkt aus
der Definition 0((z, Z)) = Z — (x,0Z). Sei Z € C(K™T) eine Kette, dann
hat Z eine Darstellung als

Z = E oy (2, 2) E .

z Kegelspitze 2'eS(T)

ZGS,‘C’_I(T)
Sei dann Z, = Zzesg_l(:r) gz und Z, = Zz/es;;(T) ay?, so dass Z =
> o(®, Zy) + Z,. Wir definieren fiir zwei Kegelspitzen x,2’ und einen (k — 1)-
Zykel Z von T einen k-Zykel

[ —a',Z) = (2,2) — (2, Z)

und bezeichnen so auch seine Homologieklasse. Da Z ein Zykel ist, ist auch
[ — 2/, Z] ein Zykel. Die Gleichungen aus Punkt 1 des Lemmas folgen mit
dieser Definition unmittelbar.

Fixiere nun eine Kegelspitze xq.Wir wollen zeigen, dass fiir eine Basis B;_1 =
{Z;]j = 1,...,d} der Homologie H;_;(T") die Homologieklassen der [r —
xo, Z;] mit x # o eine Basis von H;(K™T) ist. Sei also

Y = Z (x,Y,) + Y,

z Kegelspitze

ein beliebiger Zykel in C;(K™T). Es gilt dann
= ZYJC - Z(x,&Yx) +8Y, = 0.
x T

Daraus folgt (z,0Y;) = 0 und somit Y, = 0 fiir alle Kegelspitzen z. AuRer-
dem folgt auch Y, =Y, — > Y,. Man hat nun

T#£T0
Y= fz—a0,Y,] = > (@) +Y = > (@,Y)+ > (20,Ya)
T#x0 x x#x0 x#x0
= Yo+ (20, Yao) + Y (20, Yz)

rH#x0

Da diese Differenz ein Zykel ist, folgt 6Y,. +9Y,. = 0. Die Kette Y, ist also ein
i-Zykel von T, und da dann §(z,Y;) = Y, ist fiir eine beliebige Kegelspitze
x, ist Y, ein Rand in C;(K™T). Die Zykel Y und >, . [z — o, Yy] sind also

homolog. Wir sehen somit, dass die Homologieklassen aus B; die Homologie
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H;(K™T) aufspannen.
Wir zeigen nun die lineare Unabhéngigkeit von 5;. Hat man also einen (i+1)-
Zykel Y, mit

> awjlr — w0, Zj] = 6(Y),

Jj=1,...d

rH#x0
so ist zu zeigen, dass o, ; = 0 fiir alle Kegelspitzen x # x¢ und j =1,...,d.
Wie oben haben wir wieder

Z oz (T, Z;) — Z az,j(z0, Z;) = Z Y, — Z(x, 8Y,) + Y.
Jj=1,...d j=1,...,d T T
TFT0 THFTQ

Es folgt dann (z,0Y;) = 2?21 oy j(x, Z;) fiir alle Kegelspitzen = # xo. Weil
die Z; eine Basis von H;_1(T") bilden, folgt o, ; = 0 fiir alle j = 1,...,d und

alle Kegelspitzen = # x. O

Sei 7' der kleinste abgeschlossene Unterkomplex von 7*, welcher die maxi-
malen Simplizes {gH, | g € Hs} enthlt. Bezeichnet (9H;)~ den Abschluss
eines Simplex, so ist 7! = Ugens(9Hs) ™

Lemma 3.11. Der Unterkomplez T' ist eine Zusammenhangskomponente
von T mit Stabilisator Hg.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass 7' zusammenhingend ist. Dafiir geniigt es
zu zeigen, dass alle Ecken in 7' zusammenhingen. Jede Ecke in 77 lisst
sich als hHy mit I C S maximal und h € Hg schreiben. Sei also hHy eine
beliebige Ecke in 7. Sei J C S maximal und verschieden von I (n > 3).
Dann ist

hH < hH¢ > hHy,

und fiir alle g € H; gilt hH; < hgHy > hgH ;. Nun ist U J = S, weil
I und J verschieden sind, und damit gilt nach Proposition 3.2 (3) und (4)
HrH; = Hg. Esfolgt {hgH; | g€ Hi} ={gH; | g € Hg}. Die Ecke hH ist
also mit allen Ecken von verschiedenem Typ in 7' verbunden. Also hingen
alle Ecken in 7! zusammen.

Um zu zeigen, dass 7' eine Komponente ist, zeigen wir, dass ein maximales
Simplex in 7'\7" kein Untersimplex in 7' haben kann. Sei also gHy ein
maximales Simplex in 7' mit g € Py,. Gibt es nun ein Untersimplex in 7"

hH; < gH¢

mit h € Hg, so hat man gH, C hH;. Weil hH; C Hg, folgt g € Hg, und
damit liegt gH, in 7 L
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Um den Stabilisator von 7' zu bestimmen, sei hH; irgendein Simplex in 77,
also h € Hg. Sei nun g ein Element aus Py, mit ghH; in 7'. Da ghH; Unter-
simplex des maximalen Simplex ghHy ist, muss nach obigen Betrachtungen
auch ghHy in T ! liegen. Alle maximalen Simplizes in 7" sind Teilmenge von
Hg, also liegt auch gh in Hg. Es folgt ¢ € Hg. Der Stabilisator von 77 ist
also eine Teilmenge von Hg. Die andere Inklusion ist trivial. O

Satz 3.12. Der Komplex T' ist ein Bouquet von (n—2)-Sphdren, es gilt also
Hy(TYH) =0 firalle0 <i<n—2 .

Desweiteren gilt dim(H,,_o(T")) = (|F| — 1)"1.

Beweis. Zunichst definieren wir eine Filtrierung von 7' durch abgeschlosse-
ne Unterkomplexe. Setze J; = {r1,...,7;} € Sund Jy = ¢. Sei E; = S\{7;}.
Setze nun )
IZ}Z = U (hHJj)_
heHg

Es fo}gt unmittelbar 7}1 1 G 7}1, da Hy,,, < Hy;. Auferdem ist d; :=
dim(?}l) =|S\Jj|-1=n—-2—j4.Seij<n -2 Weil Hp, , maximal unter
den H| ist, ist das Simplex Hp;,, , eine Ecke in 7', und da Hg, , <Hy € ’1}1,
liegt diese Ecke in 7. Man hat

Hp.

j+1

<gHj; >gHy, firg€ Hp

410

und aus Proposition 3.2 (3) und (4) folgt wegen J; 1 U E;y1 =S, dass
{gHJj+1 ‘ g e HEj+1} = {gHJj+1 ‘ g e HS}'

Die Ecke Hp; , ist also mit allen maximalen Simplizes von ’j}l 11 verbunden.
Da ’17 abgeschlossen und jedes Simplex durch seine Ecken bestimmt ist, ist
der Komplex | J,,¢ Ha,.,, (hH ;)™ der Kegel iiber ’Z_}l 11~ Dies gilt fiir alle Ecken
gHE. , mit g € Hg. Man hat

|

- B

- U U omy

9€Hs/Hp; , hegHp;

’Z_}l ist also der |Hs/HE; ., |-fache Kegel iiber ’Z_}lﬂ. )

disjunkte Vereinigung von |Hg/Hp, ,| Punkten. Also ist 7, , ein Bouquet

von |Hg/HpE, ,| — 1 vielen 0-Sphéren. Fiir die Dimension der reduzierten
Homologie gilt

Der Komplex 7! , ist die

dim(Ho(7,\_,)) = |Hs/Hg,_,| — 1.

Da ein mehrfacher Kegel iiber einem Bouquet von i-Sphéren ein Bouquet
von ¢ + 1-Sphéren ist, folgt induktiv, dass alle ’Z}Z Bouquets von d;-Sphéren
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sind. Insbesondere ist 7' = 7 ein Bouquet von (n — 2)-Sphéren. Weil 7'
zusammenhiingend ist, hat man Hy(7") = 1.

Die Menge

{le = 2] | @ € (Hs/Hp,.,)\ {1}, 2 € Ha,\, (T]11)}
ist nach Lemma 3.10 eine Basis von Hy; (T 1), so dass

dim(Hy, (T1)) = (|Hs/Hg,.,| - 1) - dim(Hy,, (T,)) -

Fir alle j =0,...,n —2gilt |Hs/HEg

J+1| -

|F’|. Induktiv folgt nun

dim(Hy—»(7") = (|1F| = 1)"!
O

Man beachte, dass 7" als simplizialer Komplex weder von [ noch von I oder
a abhsngt. Durch die Wahl dieser Parameter bekommt 7" aber verschiedene
Py -Operationen. Fiir jede endliche Menge S, und jedes System von Unter-
gruppen H; von G mit I C S, welches die Aussagen aus Proposition 3.2
erfiillt, hat man eine zu obigem Satz analoge Aussage.

Der Beweis von Satz 3.12 zeigt, dass durch

U = {[r; —1]j=1,..n1 | 7j € (Hs/Hg;) \ {1}}

eine Basis von H,,_5(7"!) gegeben ist. Die Gruppe Py, operiert von links auf
den (n — 2)-Homologieklassen durch

glwi — xi]; = (g2 — g2l

und fiir diese Tupel gelten Komponentenweise die Rechenregeln aus Lemma,
3.10.

Korollar 3.13. Es gilt Sp,q = Hy—o(T") = ind;,® H,_o(T").

Beweis. Die Eulercharakteristik von 7" ist gegeben durch

. P,
X(TH = D=1 Y L
i=0 [I|=n—2—i
ICS
= Xy
ICS

Pr,

= (=1)"(Spa — (=1)"M130),
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und auch
X(TY) = (=1)"2H,,o(T") + Ho(T").

Nach Lemma 3.11 hat man noch Hy(7') = 1;1;’. Setzt man dies in obi-

ge Gleichung ein und eliminiert man x(7?) durch Gleichsetzung der beiden

Formeln, so erhéhlt man Sy, , = H,_2(7"). Die zweite Gleichheit in der Be-
hauptung folgt auch aus Lemma 3.11 und den Bemerkungen zu induzierten
Darstellungen in Abschnitt 1.1. O

Es sei noch erwdhnt, dass man die Aussage von Lemma 3.7 durch Kombina-
tion von obigem Korollar und Satz 3.12 wiederentdecken kann.

3.4 Irreduzibilitit der Darstellungen 5, ,

Mit Hilfe der Struktur des Komplexes T" wollen wir nun die Irreduzibilitét
der Pp -Darstellungen Sy, , nachweisen. Man erinnere sich, dass die Sg , die
Steinberg-Darstellungen von G® aufgefasst als Darstellungen von G sind.
Diese sind alle in 1% enthalten. Man hat also fiir jedes Niveau a € N eine
Steinberg-Darstellung und somit eine ganze Serie von irreduziblen Unterdar-
stellungen von 1§. Ferner wollen wir an dieser Stelle noch bemerken, dass
die Darstellung Sg; gewissermafen die top-Komponente von 1% ist.

Lees bezeichnet in [Lee78] eine andere, virtuelle Darstellung als die verallge-
meinerte Steinberg-Darstellung und berechnet einige ihrer Charakterwerte.
In der Einleitung erwdhnt er gewisse irreduzible top-Komponenten dieser
virtuellen Darstellung, und man kann durch einen elementaren Vergleich der
Konstruktionen oder mit einer Aussage in [Hil95] und Satz 3.15 sehen, dass
die Darstellungen Sg; eben jene Komponenten sind.

Satz 3.14. Fir alle In C S und a € {2,...,l} ist Sy, q eine irreduzible
Darstellung von Pp,. Insbesondere ist St eine irreduzible Darstellung von

G.

Beweis. Wir wollen (Sp, q, 1;1d‘3> = 1 zeigen. Nach Mackeys Formel gilt

P . P — P -
(Snas 1y?) = (indy Hyoo(T),10) = Y (Hao(T), 1u, b mrscem,
UEHs\PIO/H¢

Wir benutzen hier Charaktere stellvertretend fiir ihre Darstellungen.

Fir v = 1 hat man Hs N Hy = Hy. Ein Tupel [z; — 1];—1,. p—1 mit ; €
(Hs/Hg;)\{1} ist Element der Basis ¥. Sei nun 2 = Z[xj_l]j ;1,25 —11;
eine Homologieklasse aus H,,_»(7") mit bz = z fiir alle b € Hy.Da Hy C Hp,
fiir alle j =1,...,n —1,ist b- 1 =1in Hg/Hpg, und somit

Za[rrlb [bx; —1]; =bz =z = Zo‘[ﬂirlb[xj —1].
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Es folgt oz, —1]; = b, —1); fir alle b € Hy. Durch Diagonalmatrizen mit
Eintriigen in Repriisentanten von p/p? operiert Hg transitiv auf der Basis
W. Also folgt, dass alle Koeffizienten von z gleich sind. Der einzige mogliche,
fiir die Operation von Hy triviale Unterraum von H, o(T!) ist also

(> [z —1,)Q
[zj—1];
und dieser trégt tatséchlich die triviale Darstellung von Hy. Insgesamt folgt
flirv=1 B
(Hn—o(T"), 1, ) grvm, =1 .

Nun sei v # 1. Weiter unten zeigen wir, dass fiir alle v # 1 ein p € {1,...,n—
1} und eine Menge U, existiert, welche als Teilmenge von Py, von links
transitiv auf der Menge Hs/Hpg, und trivial auf den Mengen Hgs/Hp, fiir
J # p operiert. Wir wollen nun zeigen, dass fiir jede U, enthaltende Gruppe
X C HgN"Hy gilt (H,_o(T"),15) x = 0. Wir fiihren eine neue Schreibweise
fiir die Basisvektoren in ¥ ein:

;= lax, —1]j:=[vo—1,...,2, —1,...,2y_o — 1]
Fiir £ € U, hat man dann
Elzj =y = 1j = [2j = Uz =] -
Aufgrund der Multilinearitét der Homologieklassen (Lemma 3.10) erhilt man
Elay = Aay = 1]j = [aj — Uz — 1] = [z; = 1 = 1],

wobei man hier € als £ - 1 auffasst. Sei nun z = Z[Irl]j U, —1); 15 — 1];
eine Homologieklasse in H,, _5(T") mit £z = 2 fiir alle & € U,. Wir ermitteln
den Koeffizienten von [z; — 1|{ — 1] in 2. Da x,, # 1 leisten nur die Terme
Ue;—1)a,—1)l75 — 1§ — 1] fiir alle x;, € Hg/Hp, einen Beitrag zu diesem
Koeflizienten. Es folgt

Uy rfe1] = = D Vuytfer] =
IGHS/HEN

20011 =~ Z Aaj—1|z—1]
IGHS/HEN
r#E-1

fiir alle § € U),. Dieses Gleichungssystem hat dann nur die Losung o, 1¢-1) =
0 fiir alle £ € U,,. Fiir diese Folgerung ist es notwendig, dass wir Darstellun-
gen auf Vektorrdumen iiber einem Korper der Charakteristik null betrachten.
Die z; # 1 waren beliebig, so dass insgesamt alle Koeffizienten von z null
sind. Schlieklich gilt

(Hn—2(T"), 11,)x =0
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und dann auch

<Hn—2(7_-l)7 1H¢>H30UH¢ == O .

Aus der Bruhat-Zerlegung von G! folgt, dass jede Doppelnebenklasse BvB
in Py, einen Représentanten der Form v = wk mit w € Wi, und k € P;,N K,
besitzt. Ohne Einschréinkung kann man k in K| annehmen. Da B C Hy C
Hg hat auch jede Doppelnebenklasse HsvH, einen Représentanten dieser
Form. Um den Beweis zu beenden, geniigt es nun fiir jedes v = wk ¢ Hg ein
U, wie oben beschrieben zu finden. Fiir ¢ # j € {1,...,n} definiere

Uij = {(urs) € G |upr =1 und wu,, =0 falls r # i oder s # j}.

Falls w # 1 ist, gibt es U; ; C Hy und pp € {1,...,n — 1} mit ¢ < j und
inyj = Up+t1,p- Setze Ui,j = Ui,j N K,_1 und UIH'LM =Upt1,u N K,_1. Mit
entsprechenden nilpotenten Matrizen N und M kann man k! = 147N und
u=1+7""1M fiir ein u € U; ; schreiben. Es gilt k~'u —uk™! = 7¢(NM —
MN). Weil nun ﬁz‘,j C P;,NK4—1 und nach Voraussetzung auch k € Pr,NK;
ist, gilt ¥ 'U;; C P, N K, C Hy. Man hat also U, 1, C Hg N “FH,.
Man sieht an der Definition, dass U,41,, € X, ist. Die Elemente in X, X;
kommutieren bis auf Elemente in K, N P, (vgl. Beweis von Lemma 3.1)
und K, N Py, C Hg, fiir alle j. Da U,11, ein Représentantensystem von
Hg/Hg, ist, operiert Uy, 1, transitiv auf Hg/Hg,, und weil fiir j # p auch
Upt1,u € HEJ., operiert Uy, 1, trivial auf HS/HEJ.. Kommen wir zu dem Fall
w = 1.

Fiir eine standard parabolische Untergruppe Pr von G hat man eine Levi-
Zerlegung Pr = M;U; mit unipotenter Untergruppe Ur und Levi-Gruppe
M; = [[Gl,,(O;). Es gibt eine standard parabolische Untergruppe P von
Gl,(F), die unter Einschrankung auf Gl,,(O) und anschliefender Projektion
nach G' auf P; abgebildet wird. Das unipotente Radikal und die standard
Levi-Untergruppe von P gehen dabei auf Uy und Mj. Ist wg das langste
Element von W, so sei U; = “oU; (vgl. Lees|[Lee78]). Bezeichne die Z/IZ-
Bewertung von O, die sich aus der normalisierten Bewertung von O ableitet,
auch mit v.

Seien k; ; die Koeffizienten der Matrix k, sei b = min; j{v(k;;)} und wéhle
A und g so, dass A — p maximal ist mit v(ky,) = b. Merke, dass b < a,
da sonst k € Hg. Betrachte erst den Fall A > p + 1. Modifiziere k& durch
Multiplikation von rechts und links mit Matrizen aus B, so dass k) ,+1 = k)
und k; ;41 = ky; = 0 fiir s < Aund j > p+1. Wihle eine maximale standard
parabolische Untergruppe P; = MU von G, so dass U,41,» C Ur. Es folgt
Uy C Ur. Esgibt dann u € U; und k' € Py mit k = uk’. Man hat u = 1+M
mit einer nilpotenten Matrix M # 0. Weil P; maximal war, ist M? = 0 und
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damit (1+ M)~! = (1 — M). Setze

z = 1+ 'yﬂ'a*l*bEHH’)\ mit v € Oy,

n
t o= A Pk Z Eg
0=1
04\
0Fu+1

wobei F; ; die Matrix ist, welche an der Stelle (7, j) eine Eins und an jeder
anderen Stelle eine Null hat. Setze U, = *{k'~1(t + 2)k’|y € O,}. Es liegt 2
fiir jedes v € O; in U;. Das Element k' € P; normalisiert Uy und t € K;_;
kommutiert mit k,k’ und u. Daher liegt 2/ = k'~}(t + 2)k’ in B C Hy. Man
berechnet

Bk =t tusu =t 24 Y (ME 0 — By aM — ME, 11\ M) .

Weil v(my 1) > b fiir i > A und m; ;41 = 0 fiir i < A ist Vwa_l_bME,hLl,,\
eine Spaltenmatrix, die an der Stelle (X, \) den Eintrag y7% 17%&, 1 ) hat
und sonst in der Spalte A\ ausschliefslich mit Werten aus p® besetzt ist. Da
Pr maximal gewdhlt war ist dann g 1=bpr E,11,M = 0. Die Zeilenmatrix
fyﬂaflbeHH’AM hat den Eintrag vwaflfbkﬂﬂv)\ € p®~! sowohl an der Stelle
(w+1,p) als auch an der Stelle ( + 1, ¢ + 1) und sonst in der Zeile p + 1
nur Eintréige aus p® Man kann also schreiben ¢ 4+ uzu~™! = t/z2’k” mit
t' = diag(ym* 17k, 41,) im Zentrum von G und = € Uyq1, , @' € Upgrn
und k" € K, N Pj,. Man sieht elementar, das 2/ fiir alle j mit den Elementen
aus Uj41,; kommutiert bis auf Multiplikation einer Matrix aus B von rechts.
Da k" € K, N Py, normal in Pj, und ¢’ zentral in G ist, operiert die Matrix
t +uzu~! also als = auf Hg/H g; fiir alle j. Sie operiert dann trivial auf
Hgs/Hp, fiir j # p und transitiv auf Hg/Hg, wenn v alle Elemente aus O,
durchléuft.

Kommen wir zum Fall A = g+ 1. Wahle g nun zusitzlich maximal mit
v(kyg1,.) =b. Esist pu ¢ Io, da k € Pp,. Falls b = a — 1, folgt aus der Wahl
von (A, u), dass dann k € Hg. Diesen Fall haben wir ausgeschlossen. Also ist
b < a — 1. Setze

z=1+ waa_l_bEgﬂ mit v € O; und
0>p

U, ="zly € O)}. Bs gilt k € Ky, also k = 1 + 7°M fiir eine strikte untere
Dreiecksmatrix M. Man berechnet

kz=zk+m (MY Egg— Y _ EggM) .
Da b+ a—1 > a, ist mit einer Matrix k¥ € P, N K,

2k K" =2 + Wra*l(MZ Egp — Z EggM) .
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Weil v(7¥m;;) > b fiir j > p nach Wahl von p, ist 7@ 1M " Eyy eine
Spaltenmatrix mit Eintréigen in p¢. AuBerdem hat man v(w’m;;) > b fiir
i > p+ 1 und v(7®my41,5) > b fiir j < p. Daher ist y797 1" Ep oM eine
Zeilenmatrix mit Eintrag ym* m,,1 , an der Stelle (1 + 1, ) und Eintréigen
in p® im Rest der (p + 1)-ten Zeile. Der rechte Summand der rechten Seite
obiger Gleichung ist also in Hg enthalten. Es folgt kzk~—! € Hg. Sei z(a)
die Matrix in U,y1, mit Eintrag a an der Stelle (1 + 1,1). Dann sieht
man kzk™! = x('ykwlwﬂa*l*b)z/} mit einer Matrix k € Py, N K,. Weil
Pr, N K, normal in Py, ist, operiert k trivial auf Hg /H, fiir alle j. Da z
eine Diagonalmatrix in K ist operiert z trivial auf X, H,/Hy. Fiir z € X
mit j # p gilt sogar zx = zz, weswegen z auch auf allen anderen Hg/Hp,
trivial operiert. Damit operiert (vky41,m ') trivial auf Hg/Hp, fiir
J # p und transitiv auf Hg/Hg,, wenn v alle Werte in O; durchlduft. O

3.5 Hills verallgemeinerte Steinberg-Darstellung

Sei jetzt F' = Q,. Wir wollen nun zeigen, dass die Darstellung St isomorph
zu einer von Hill definierten Steinberg-Darstellung von G ist. Dazu definie-
ren wir zunéchst einen verallgemeinerten Gelfand-Graef-Charakter (s. Hill
[Hil95] Definition 5.4).

Sei U die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diagonale,
und seien e; ; die Matrizen mit einer Eins in der i-ten Zeile in der j-ten Spalte
und sonst ausschliefilich Nullen. Sei dann U; ; die Gruppe der Matrizen der
Form I + ae;; mit a € Z/p'. Man hat einen Isomorphismus a +— I + ae;
von der additiven Gruppe Z/p' nach Ui ;. Nach Lemma 2.5 in [loc. cit.|
ist U/[U,U] 2 [[7<] Uiis1. Jeder lineare Charakter auf U ist also durch
seine Einschrénkungen auf U; ;1 bestimmt. Sei ¢ ein linearer Charakter auf
U, dann sei §; = 0|y, .- Der Charakter 6 heift nicht-degeneriert, wenn
0; als Charakter von Z/p' aufgefasst nicht iiber Z/p'~! faktorisiert fiir alle
1=1,...,n— 1. Sei nun 0 ein nicht degenerierter linearer Charakter von U.
Der Charakter
Iy = ind$ 6

heifit der verallgemeinerte Gelfand-Graef-Charakter zu 6. In [Hil95] zeigt Hill,
dass die Isomorphieklasse von I'g nicht von der Wahl von 6 abhingt und mit
1% nur eine gemeinsame irreduzible Komponente hat. Diese nennt er die
Steinberg-Darstellung von G. Wir bezeichnen diese Komponente zunichst
mit St,.

Satz 3.15. Die Darstellung Sty, ist isomorph zu Stq.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass St in Stg enthalten ist. Mit a = I
geniigt es nach Proposition 3.6 zu zeigen, dass St nicht in den 1% flir
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i =1,...,n — 1 enthalten ist. Man hat

(Lo, 1%,) = (indG 0,15) = > (0. 1m,)vren,.
xeU\G/H;

Aus der Bruhat-Zerlegung fiir G' folgt, dass jede Doppelnebenklasse UgB
einen Reprasentanten der Form kw hat mit w € W und k € K. Da H; O B,
hat auch jede Doppelnebenklasse von U\G/H; einen Repréisentanten dieser
Form. Man hat *H; D *(H,NK; ;)= “(H;NK;_1), weil K;_; zentral
in K ist. Sei w # wq das ldngste Element in W. Dann gibt es ¢ < j mit
YU; j = U k41 fiir ein k, denn sonst wiirde w~! alle einfachen Wurzeln auf
negative Wurzeln abbilden und dann wire w = w™! = wg. Es gilt also
Uk p+1 N Ki—1 €U N H;. Man hat

<9k’ 1Hi>Uk,k+1mKl—1 =0 ,

da 6 nicht degeneriert, also nicht trivial auf K;_; ist. Sei nun w = wg. Da
X, = U/L'JFLZ' NK;_1 C H;, ist Ui,z’+1 NK;_1 CcUN “H;. Genau wie im Fall
w # wy folgt dann auch hier (0, 14,) = 0. O



LITERATUR 57

Literatur

[Bou75] BOURBAKI, N.: Groupes et algebres de Lie IV-VI. Hermann,
1971-1975

[Bro96] BROWN, K.: Buildings. Springer, 1996

[BT65] BOREL, A. ; TiTs, J.: Groupes réductifs. In: Publ. Math. IHES
27 (1965)

[Car85] CARTER, R. W.: Finite groups of Lie type. John Wiley & Sons,
1985

[Cha98] CHAO, Ku: A new proof of the Solomon-Tits theorem. In: Pro-
ceedings of the AMS 126(7) (1998), S. 1941-1944

[CL82a] Currtis, G.I. ; LEHRER, C.W.: Homology representations of finite
groups of Lie type. In: Contemporary Math. 9 (1982)

[CL82b] Currtis, G.I. ; LEHRER, C.W.: A new proof of a theorem of
Solomon-Tits. In: Proceedings of the AMS 85(2) (1982), S. 154—
156

[Gar73] GARLAND, H.: p-adic curvature and the cohomology of discrete

[Hil95]

[Knu01]

[LeeT8|

[Lus74]

[May99]

[Qui75]

[Sol69]

subgroups of p-adic groups. In: Ann. of Math. 97(2) (1973), S.
375423

HiLL, G.: Regular Elements and Regular Characters of Gl,(O).
In: Journal of Algebra 174 (1995), S. 610-635

KnuDpsoN, K. P.: Homology of Linear Groups. Birkhauser, 2001

LEES, P.: A Steinberg Representation for Gl,,(Z/p!Z). In: Proc.
London Math. Soc. 37 (1978), S. 459-490

Luszric, G.: The discrete series of Gl,, over a finite field. Prin-
ceton University Press, 1974

MAy, J. P.: A Concise Course in Algebraic Topology. The Uni-
versity of Chicago Press, 1999

QUILLEN, D.: Finite generation of the groups Kj; of rings of alge-
braic integers. In: Lecture Notes in Mathematics Bd. 341. Sprin-
ger, 1975

SOLOMON, L.: The Steinberg character of a finite group with BN-
pair. In: BRAUER, R. (Hrsg.) ; SAH, C.H. (Hrsg.): Theory of Finite
Groups, Benjamin, 1969, S. 213-221



58

[Spad4]
[Spr9sg]
[Sus81]

[VolT71]

[Wag75a]

[Wag75b]

[Wag77|

[Wei94]

LITERATUR

SPANIER: Algebraic Topology. Springer, 1994
SPRINGER, T. A.: Linear Algebraic Groups. Birkhduser, 1998

SUSLIN, A.: On the equivalence of K-Theories. In: Comm. Alg.
9(15) (1981), S. 1559-1566

VOLODIN, I. A.: Algebraic K-theory as extraordinary homology
theory on the category of associative rings with unity. In: Math.
of the USSR-Izvestija 5(4) (1971)

WAGONER, J. B.: Buildings, Stratifications and higher K-Theory.
In: Lecture Notes in Mathematics Bd. 341. Springer, 1975, S. 148-
165

WAGONER, J.B.: Homotopy Theory for the p-adic Special Linear
Group. In: Comment. Math. Helvetici 50 (1975)

WAGONER, J. B.: Equivalence of algebraic K-Theories. In: Jour-
nal of Pure and Applied Algebra 11 (1977), S. 245-269

WEIBEL, C. A.: An introduction to homological algebra. Cam-
bridge University Press, 1994



