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����xN��&',y&'���J��z-��z §�¢£�|{�}�~�����}���}q���������S��~��������
S
Ï��Ê��¨���¦$¨d�S�A�d��¢£�A����í����)±\�

E
�)�A«

��¢£�A���cí����)±\�
S
Ò\�M�Ø�)¢¥¤�¦w¨,�¥�Ê�������ÙµO��¢£�£¶¾���)±\���ÙÒ\�M�

E
àO�*�Â«A�M�����·´)�c�S�£�¥�

e ∈ E�S�A¤*¦
{e} ∈ S

¢¥��¨È�)�A«ië��Ê«)�>�)¢¥¤�¦w¨¾�¥�Ê������µO��¢£�£¶¾���)±\�Â��¢£�A���¾í����)±\�
s ∈ S

'¢¥�FÍ
«)���,¢£�

S
�£¢¥��±X¨��"�<¢¥�³��¢£�A���¥��¶¾���$¨�¢£±\���Ûµ"��¢£�£¶¾���)±\���Ù¢£�

S
¦A��¢£÷\���Ù§�¤*�\���Ñ�)�A«Ñ��¢£�A�

(k+1)
Íl���¥��¶¾���w¨�¢£±\�¡µ"��¢£�£¶¾���)±\�'¢£�

S
¦A��¢£÷X¨

k
Íéªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË]�\ÀW��¨

E ′ ��¢£�A�'µ"��¢£�£¶¾���)±\�'Ò\�M�
E
àO���{Ï���É���¢¥¤�¦)�A�

〈E′〉
«)���ÃÓ¡�$¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FËÃÒ\�M�

X
à]@���¥¤�¦A���¾�S�A��«)���Ùªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�

Ò\�M�
X
¶È¢£¨<§�¤��\���i¢£�

E′ Ï?�Ê��¨���¦$¨��A®Ô¢£��¢¥«)���w¨�¢ á ÉÊ¢¥�������b«¯¢¥��íi���)±\� E′ ¦2×S� á ±�¶È¢£¨
«)���³§d¤��\���³�)�A«¾'¢£��¢¥«)���$¨�¢ á ÉÊ¢¥�������{�S�A¤�¦Ìªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�d¶È¢£¨d«)���³«¯�)��¤*¦���¢¥��±\��±\��Ï����A���
Ó¡�$¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË)����Ò\�M�

X
�2§�¢£�A�3{�}�~�����}��=}-�����7������}������0���

f
ÉÊ'¢¥�*¤�¦A���iÉÊK��¢"��¢£¶ÈÇ)�£¢°Í

ÉÊ¢��S�¥���Â�¡�M¶ÈÇ)�¥�FË¯���
S
�)�A«

S′ ¢¥��¨���¢£�A��ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±Aà����È«A�M�����Q´)� s ⊆ s′
¢£�
S
�S�A¤*¦

f(s) ⊆ f(s′)
¢£�
S′ ¢¥��¨��

����xN��&',y&'������z�$�z §�¢£�A�9{=��~D}��@����}�� ����������������� �s�������
M
¢¥��¨¾��¢£�A��íi���)±\�

M
ÉÊ�¯Í

�*�S¶È¶¾���õ¶È¢£¨¾��¢£�A���¾Ð����S�£¨�¢¥�M�H¡
≤ ¢ à����U«A�M�����·´)�ÈÏ����£¢¥��Ï)¢£±\��§��¥��¶¾���w¨�� x, y ∈ M±X¢£�£¨

x ≤ x
äQÐ���£2�FË¯¢£Òo¢£¨*×S¨|æ

ô2�S�£�¥�
x ≤ y

�)�A«
y ≤ x

à)���c¢¥��¨
x = y

äQò¡�$¨�¢¥��ûo¶È¶¾��¨���¢¥�kæF�
§����Q´)�£�£¨�«¯¢¥�È�MÏ)¢£±\�¾Ð¡�����S¨�¢¥�M�Ã�S�A¤�¦ÃµO�*�S�A��¢£¨�¢£Òo¢£¨*×S¨�àI«]� ¦I���Q´)�

x, y, z ∈ M
�x�M�£±X¨��S�A�

x ≤ y
�)�A«

y ≤ z
�S�A¤�¦

x ≤ z
àA���¾¢¥��¨

M
��¢£�A�	����}��¤�����������������S�s�������Ê�2ô2�S�£�¥�

x ≤ y¢£�
M
�)�A«

x 6= y
àw��¤�¦)����¢£Ï����>'¢£�

x < y
�$§�¢£�A�S�c�j�c���Z�������������=���¥�s�������

M
¢¥��¨d��¢£�A�

¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨���í����)±\�Xà]���{«A�M�*�<�·´)���S�£�¥�
x, y ∈ M

���$¨WK�Ê«)���
x ≤ y

�o«)���
y ≤ x¢¥��¨��

ªo��¢
M
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∆(M)
Ò\�M�

M
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«)���<��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���¡�M¶ÈÇ)�¥�FË�à�K���¥¤*¦A�����S�¥��ªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�¡«¯¢¥�,���A«¯�£¢¥¤�¦A���U��¨���¢£�w¨�¨��M¨*�S�I±\�FÍ
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Ò\�M�
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|Σ|

�)�A«
|∆(Σ)|
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Σ
Ï���É���¢¥¤�¦)�A���Ià�K���)�Uí�¢¥����Ò\������¨*×S�A«¯�)¢¥���*���S�A��±\�FÍ

��¤�¦)�¥�X���*������¢£�A«]�
ªo��¢

G
��¢£�A�Ì©<���)Ç)Ç?�X�"§�¢£�A�

G
Íéî¡Ç?���*�S¨�¢¥�M�ØÒ\�M�Ã�£¢£�)�¯�,�S�¯�

M
¢¥��¨,��¢£�A�³ò¡Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±

. : G × M → M
à����b«A�M�����Q´)�¾�S�£�¥�
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h, g ∈ G±X¢£�£¨
g.x ≤ g.y

�)�A«
g.(h.z) = (gh).z
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1.z = z
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x ≤ y
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�Q�M�£±X¨
x = g.x
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�)�A«b�S�¯�@«)���9��¢£�)±X�)��×S������ <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�
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���<¢¥�¾î¡Ç?���*�S¨�¢¥�M�
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Hi(∆(M),Q)
¢¥��¨�«A�S�)�Ñ��¢£�A�>���S����¨����£�£�)�)±iÒ\�M�
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G
Íl���S����¨����£�£�)�)±ÝÒ\�M�Ô�£¢£�)�¯�>�)�A«

U
��¢£�ùÓ¡�¯Í

¨�����Ò\���w¨��M���*�S�)¶�Ò\�M�
V
�dªo��¢

H =
ªw¨*�SÏ

(U) = {h ∈ G|hU = U}
�K©<¢£�£¨

V =⊕
g∈G/H gU

à�«A�S�)��¢¥��¨
V = indG

H U
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X
��¢£��Ð<�S�)¶ù¶È¢£¨

G
Íéî¡Ç����*�S¨�¢¥�M�

Ò\�M�Ñ�£¢£�)�¯���)�A«Ã¢¥��¨
X ′ ��¢£�A�Ì¬��A�|�S¶È¶¾���)¦2�S�)±\���\�M¶ÈÇ?�M�A���w¨���¶È¢£¨ H =

ªw¨*�SÏ
(X ′)�)�A«

X = qg∈G/HgX
′ à)���c¢¥��¨ Hi(X,Q) = indG

H Hi(X
′,Q)

�
ªo��¢

I
��¢£�A�¡�)¢¥¤�¦$¨'�¥�Ê�����<íi���)±\�¡¶È¢£¨�µO��¢£�£¶¾���)±\���

Ni ⊆ M
�Q´)�Oë��Ê«)�Ê�

i ∈ I
ào���,«A�M�*�

�·´)�d�S�£�¥�
n ≤ y ≤ n′

¢£�
M
¶È¢£¨

n, n′ ∈ Ni
�S�A¤�¦

y
¢£�

Ni
�£¢¥��±X¨��\ô8´)��Ò\������¤*¦)¢¥�Ê«)���A�

i�)�A«
j
�S�A�

I
±\��Ï��9�Ê��ÉÊ'¢¥��¤*¦A���Â§��¥��¶¾���$¨����

x ∈ Ni
�)�A«

y ∈ Nj
�\��¢£�A��Ð������S¨�¢¥�M�I�

ªo��¨�É��
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⋃
i∈I Ni

�M§�¢£�¾���M�¥¤*¦A�Ê�Kªwûo��¨���¶��A���)�A���È'¢£����¢£�©��}'{)§+��������{v°�±<{�����~qÒ\�M�
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M
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«)� á �)¢¥�������i'¢£��«¯¢¥�,����¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨��cí����)±\�
M//NI

�S�¥�
«¯¢¥��íi���)±\�

(M − NI) ∪
⋃

I{Ni}
à8Ò\��������¦A���Ù¶È¢£¨��x�M�£±\���A«)���c�*��¶È¢°ÍlµO��¢£�¥�M��«¯�$�)�)±A�

ô"´)�
x, y ∈ M − NI

�)�A«
i ∈ I

«)� á �)¢¥�����

x 4 y ⇔ x ≤ y
¢£�

M

Ni 4 y ⇔ ∃n ∈ Ni
¶È¢£¨

n ≤ y
¢£�

M

x 4 Ni ⇔ ∃n ∈ Ni
¶È¢£¨

x ≤ n
¢£�

M.
�<� á �)¢¥����¨,¶³�S�Ã�A�o¤�¦

Ni 4 Ni
àO���{¢¥��¨�«¯¢¥��Ð���£2�FË¯¢£Òw¢£¨*×S¨��)�A«Ñ�S�¯�Q±X���)�A«Ã«)���,è��FÍ

«¯¢£�)±X�)�)±\���Ì�S�>«¯¢¥�
Ni
à$�S�A¤�¦Ì«¯¢¥��ò¡�$¨�¢¥��ûw¶È¶¾��¨���¢¥�<�����·´)�£�£¨��w§��K±X¢£Ï)¨K��¢£�A���2�S¨�´)���£¢¥¤*¦A�

�����Së����o¨�¢¥�M��Ò\�M�Â�*��¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����iíi���)±\���

M → M//NI

n 7→ Ni
�Q´)�

n ∈ Ni

m 7→ m
�Q´)�

m ∈ M − NI .
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�)�A«�«¯¢¥�Ê�*��¢£�A«¯�)ÉÊ¢¥����¨¡��¢£�A����¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥��ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±
πNI

: ∆(M) → ∆(M//NI)
�

����xN��&',y&'���p��z�54z §�¢£�A�9µO��¢£�£¶¾���)±\�
N
Ò\�M�

M
¦A��¢£÷\�¯���0��«<{�{�}��Xà¯K���)�Ì�Q´)���S�£�¥�

n ≤
y ≤ n′

¢£�
M
¶È¢£¨

n, n′ ∈ N
�S�A¤�¦

y
¢£�

N
�£¢¥��±X¨9�)�A«b@���)�b�·´)���S�£�¥�

n, n′ ∈ N
à

i ∈ {0, . . . , k− 1}
�)�A«�ë��Ê«)�<ô8���S±X±\�

(e0 < · · · < ek)
¢£�

M−N
¶È¢£¨

ei < n′
�)�A«

n < ei+1
��¢£�

m ∈ N
�FË¯¢¥��¨�¢¥����¨�à2�*�¾«A�M���

(e0 < . . . ei < m < ei+1 · · · < ek)
��¢£�A�

ô8���S±X±\�9¢£�
M
¢¥��¨��

�<¢¥�¡�¥��¨�ÉÊ¨������¡è��Ê«¯¢£�)±X�)�)±�¢¥��¨@×Mâw�)¢£ÒM�S�¥���w¨�ÉÊ�)��ªw�)�Që����w¨�¢£Òo¢£¨*×S¨KÒ\�M�
πN

�$ô8´)�@��¢£�{ªw¢£¶cÍ
Ç)�¥�FË

Σ
Ò\�M�

∆(M)
«)� á �)¢¥�������Â'¢£�¡«)���{�\�M�$¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S�����bÓ��w¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË

ΣN = {Θ
ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË{Ò\�M�

∆(M)|Σ ∩ (M − N) = Θ ∩ (M − N)}

Ò\�M�
∆(M)

�

² ������
³��z�´�z °L��}
NI = {Ni ⊆ M|i ∈ I}

��}��µ��}'{)§+��������{�°�±<{�����~·¶+���¸�=����«<{){�}������
¹���}���~º���������»��}�������{=��~D}��@����}��¤���=���������������©�s���0���

M
�0���¼{=��}c���

∆(Ni)
�0���

ΣNi
∩

∆(Ni)
§<�����-���<½�}c���������N¾�¿����j�'���W°�}�~W����}��y��{

Σ
¶+�j�

∆(M)
�0���3�������

i ∈ I À ®¼���F�|}'{��
∆(M)

½0��~	�j�c����}c��«(Á=��}�¶+���������h�=�
∆(M//NI) À

Â7��Ã���}'{ À ®Ô¢£�'Ï?��¨��*�M¤*¦$¨����U«¯¢¥�Ä�Ï�����«)�Ê¤��o�)�)±

U =
⋃

i∈I

{∆(Ni)} ∪
⋃

i∈I

{ΣNi
∪ ∆(Ni)|Σ

ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË{Ò\�M�
∆(M)

¶È¢£¨
Σ ∩ Ni 6= φ}

∪{Σ
ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË{¢£�

∆(M)|Σ ∩ NI = φ}

Ò\�M�
∆(M)

��ô"´)�{��¢£�fªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË
Σ
¢£�

∆(M)
¶È¢£¨

Σ ∩ Ni = φ
¢¥��¨

ΣNi
= Σ

à
�)�A«

Σ ∩ (Σ′
Ni

∪ ∆(Ni)) = Σ ∩ Σ′ �·´)�9��¢£�UK��¢£¨������Ê�,ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË Σ′ ¢£� ∆(M)
��ÀW��¨

Σ ∩ Ni 6= φ
à1���i¢¥��¨

Σ ∩ Nj = φ
�Q´)�È�S�£�¥�

j ∈ I
¶È¢£¨

j 6= i
à"@��¢£���\��¢£�A�ÌÉÊK��¢

§��¥��¶¾���w¨����S�A��Ò\������¤�¦)¢¥�Ê«)���A���
Ni
�)�A«

Nj
¢£�ÂÐ¡�����S¨�¢¥�M�Â��¨���¦A���I�A§��'�Q�M�£±X¨

(ΣNi
∪ ∆(Ni)) ∩ (Σ′

Nj
∪ ∆(Nj)) = Σ ∩ Σ′

�Q´)�
i 6= j

�2íi�S�{¦2�S¨¡�S�A¤*¦

(ΣNi
∪ ∆(Ni)) ∩ (Σ′

Ni
∪ ∆(Ni)) = (Σ ∩ Σ′)Ni

∪ ∆(Ni).

�9�9�2�M¤*¦�Þ��M�*�S�A�*����¨�ÉÊ�)�)±
ΣNi

∩∆(Ni)
�\�M�$¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S��¢¥��¨�à$��¢£�A«��S�A¤�¦>«¯¢¥�¡Ð<×S�)¶¾�

ΣNi
∪ ∆(Ni)

�\�M�w¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S���IíU�S�U��¢¥��¦$¨��$�)�Ià�«A�M������¢£�UÏ?���£¢¥��Ï)¢£±\����ªo¤*¦)�)¢£¨�¨9Ò\�M�
§��¥��¶¾���w¨����ÛÒ\�M�

U
�\�M�$¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S�¾¢¥��¨��"�<¢¥�|Ä�Ï�����«)�Ê¤��o�)�)±

U
¢¥��¨È�S�¥���U�SÉÊûw�o�£¢¥��¤*¦I�

®���±\���i«)�Ê��²I��¶È¶³�M���·´)���SÉÊûo�o�£¢¥��¤�¦A�¼Ä�Ï�����«)�Ê¤��o�)�)±\���Â¢¥��¨¡«)����Î¡����Ò
N(U)

«¯¢¥�Ê�����
Ä¡Ï?����«)�Ê¤*�w�)�)±�¦A�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥��×Mâ$�)¢£ÒX�S�¥���$¨<ÉÊ�

∆(M)
�

�9�¡«¯¢¥�
Ni
ÉÊ�)��×M����¢£±<¢£�

M
��¢£�A«]àS¢¥��¨

∆(M//NI)
«¯�)��¤*¦¾«)������¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���c�¡�M¶ÈÇ)�¥�FË

�S�¯��«)����íi���)±\��«)����§�¤��\���
(M − NI) ∪

⋃
i∈I{Ni}

¶È¢£¨�«)����ªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�

{πNI
(Σ) |Σ

ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË{¢£�
∆(M)}



¸9§�¢£�Â���M¶ÈÇ)�¥�FË{�Q´)�
Gln(k)

�)�A«��S�£±\��Ï)�*�S¢¥��¤�¦A�
K
Ílµ�¦A�Ê�M��¢¥� ý

±\��±\��Ï?���I���¡¢¥�cªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê��Ò\�M�
∆(M//NI)

�\�M�����Ê��Ç?�M�A«¯¢¥�������U«¯�)��¤�¦��x�M�£±\���A«)��¬��¯Í
�M��«¯�)�)±³��¢£�A�'ÉÊ�Â��¢£�A�'ÉÊ��«)���©Ä�Ï�����«)�Ê¤��o�)�)±\��¶¾���)±\���iÒ\�M�

U
�

πNI
(Σ) 7→ Σ

�_�S�£�¥�
Σ ∩ NI = φ

πNI
(Σ) 7→ ΣNi

∪ ∆(Ni)
�_�S�£�¥�

Σ ∩ Ni 6= φ

§���¢¥��¨��$�)�Â�¥��¢¥¤*¦$¨<ÉÊ�Â����¦A���Ià�«A�M����«)���<ªo¤*¦)�)¢£¨�¨¡Ò\�M�bªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�¡«)���¡ôA�M��¶
πNI

(Σ)±\���2�S�Â«A�S�)���)¢¥¤�¦w¨¡�¥�Ê����¢¥��¨�à¯K���)�i«)���<ªo¤�¦)�)¢£¨�¨¡¢£¦)������è@¢£�¥«)�����)�$¨����¡«¯¢¥�Ê�����<¬��A�M��«oÍ
�$�)�)±Ã�)¢¥¤*¦$¨��¥�Ê���¾¢¥��¨��������³Î<����ÒÙÒ\�M�

∆(M//NI)
Ï���ÉÊ´)±X�£¢¥¤�¦Ô«)����äx�SÉÊûo�w�£¢¥��¤*¦A����æ

Ä�Ï�����«)�Ê¤��o�)�)±³«¯�)��¤�¦i����¢£�A��ªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê��¢¥��¨��S�¥���È±X�¥��¢¥¤�¦
N(U)

�

ªo��¢
M
�w�)�b��¢£�A��¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨��cíi���)±\��¶È¢£¨<����±X�)��×S�����

G
Íéî¡Ç?���*�S¨�¢¥�M�UÒ\�M�i���Ê¤�¦w¨����

®Õ¢£��«)� á �)¢¥��������«¯¢¥�<¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨���í����)±\��«)����î¡��Ï)¢£¨����
M/G

¢£�A«)��¶�'¢£�'�S�¯�1«)���
í����)±\�9«)���<î¡��Ï)¢£¨����Â�Q�M�£±\���A«)��µO��¢£�¥�M��«¯�$�)�)±Ì��¢£�¯�Q´)¦)�����

x.G ≤ y.G⇔ ∃g ∈ G
¶È¢£¨

x ≤ y.g

�¡¢¥�Ê�d«)� á �)¢¥����¨d¨*�S¨��*×M¤*¦)�£¢¥¤�¦Ì��¢£�A��µO��¢£�¥�M��«¯�w�)�)±Aào«A���·´)�
x.G ≤ y.G

�)�A«
y.G ≤ x.G�Q�M�£±X¨�à]«A�M�����Ê�

g, g′ ∈ G
±X¢£Ï)¨�¶È¢£¨

x ≤ y.g
�)�A«

y ≤ x.g′
�]§����Q�M�£±X¨

x ≤ y.g ≤
x.gg′ ≤ y.gg′g

�Iò¡�A�9«)����Ð���±X�)���S��¢£¨*×S¨��x�M�£±X¨9�$�)�
x = x.gg′

�)�A«b«A�S�)�
x = y.g�)�A«Û«A�S¦A���

x.G = y.G
���<¢¥�{µI�*�S�A��¢£¨�¢£Òo¢£¨*×S¨³�)�A«õ«¯¢¥��Ð���£2�FË¯¢£Òw¢£¨*×S¨¾��¢£�A«Ý¨���¢£Òw¢��S�_�

©9�S�)É��S�2�S�¥�M±�����¦2�S�£¨����Ø'¢£����¢£�A�³¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨���íi���)±\�
G\M

�Q´)����¢£�A�³����±X�)��×S���
G
Íéî¡Ç?���*�S¨�¢¥�M��Ò\�M�{�£¢£�)�o���S�¯�

M
�

Å �+���;��*+&�,y&����Æ��z�Ç�z�È {�}q��½Z�9É��0���-}'{��qÊ���½��R���3Ë�É4ÊUÌjÍ��+ÎªÏÐ����� À7Ñ(À ÌRÒ�Ó��»�j�Ô½0�j���}����¬��~	�j�c����}q��«�Á���}�¶+�������0�
|∆(M/G)| ∼= |∆(M)|/G

ÎÕÃh���R��}h�����������������¨ª����~Ö�����S�c���
�Z�����R��}'{�×�½Z�¥¨v�j��~Ø�����SÙÕ����}-����� ~D}-�;�����¥���j�-¿0����}q×�½Z���2¹����Z�����R��}c��}'{�� À�Ú }��»������{��������×�½Z��������{7¨ª��{������c�j�U��}����Ð���Z×�½¥¾�¿0�S��}������R�q���0��«����

G
�)Ù/������j�-}q���9¶+���s��}'�F§�{ À

\L]'Û ÜD`@gÞÝsd/nßuÐac_àâá�ãhe
Gln(k)

thg�f�w�a�b4_Fä�e(wL`�å�æ�çh_
K è ^�çh_Fd4e�`�_

¬��)�2×M¤�¦A��¨]�Q´)¦)������'¢£�O��¢£�)¢£±\�d�<� á �)¢£¨�¢¥�M�A���,�)�A«�ô2�S�o¨����9�Q´)�I«¯¢¥�
BN

Íl�8�X�S��Íéªw¨����)�o¨��)�
«)���1�S�£�£±\��¶¾��¢£�A���È�£¢£�A���S�����³©<���)Ç)Ç��@¶È¢£¨8�¡�w�FÚ¾ÉÊ¢¥���w¨����¾¢£����¢£�A��¶q�¡ÖM��Ç?���

k
�S�I�[���FÍ

¨*�S¢£�¥�'¦)¢¥����ÉÊ� á �A«)������¢¥¤�¦���¨l��È¢£�Âè@���k'�ÃÁüè@���\ýj"SÆO�w«)���¡è@�M�)��Ï2�S�o¢dÁüè��M��ÄMÅSÆl�2ªo��¢
n��¢£�A���2�S¨�´)���£¢¥¤�¦A�È¬��S¦)�I±X��ÖM÷\�����o«)���'±X�¥��¢¥¤�¦i»¯�

G = Gln(k)

B =
�MÏ��������<����¢¥�Ê¤��¯��¶³�S¨���¢£É�����¢£�

G

N =
íU�S¨���¢£É�����¶È¢£¨�±\���2�S����¢£�A��¶;§�¢£�$¨��*�S±

6= 0
¢£�Èë��Ê«)���¡¬?��¢£�¥�9�)�A«�ªwÇ2�S�£¨��

T0 = B ∩N =
�<¢��S±\�M�2�S�£¶³�S¨���¢£É�����¢£�

G

W = N/T0 =
�8����¶��)¨*�S¨�¢¥�M�A���UÒ\�M�

n
§��¥��¶¾���w¨����

S =
íi���)±\��«)����µO�*�S�A��Ç��X��¢£¨�¢¥�M�A���

τi
¢£�
W
à¯K���¥¤�¦A�,«¯�)��¤�¦�Ò\����¨*�S�A��¤�¦A���

«)���
i
Í_¨������)�A«

(i+ 1)
Í_¨����iªwÇ2�S�£¨���Ò\�M�����Ê¤�¦w¨��<�S�¯��íi�S¨���¢£É������MÇ?����¢¥�������
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ªo��¢
W
�S�)÷\����«)��¶øë����2�M¤�¦>���M�$¨��FË¯¨@�S�A¤*¦³��¢£�>ªwû¯��¨���¶qÒ\�M�³Ð¡��Ç)�*×M�����$¨*�S�w¨����³¢£�

N
�

�<¢¥�Ê���K���S¨�����±\��Ï����,��¢£�
BN

Íl�8�X�S�8¢£�
G
�[�¡¢¥�Kí����)±\�

S
¢¥��¨"��¢£�cªwû¯��¨���¶
Ò\�M��§���É����¯Í

±\������¢£�
W
�)�<¢¥�D{��c�����(������Z������������}'{�×�½Z���ÃÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?���iÒ\�M�

G
��¢£�A«�«¯¢¥�éë����)¢£±\���

Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç����{Ò\�M�
G
ào«¯¢¥�

B
���$¨�¦2�S�£¨����I�)�<¢¥�ª�Z������������}�{=×�½Z���UÓ¡�$¨�����±X���)Ç)Ç�������¢£�A«

«¯¢¥�
G
Í_�\�M�Më��)±X¢¥����¨����U«)���¡��¨*�S�A«A�S��«ÂÇ2�S�*�SÏ?�M�£¢¥��¤*¦A����Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç����I���<¢¥����¨*�S�A«A�S��«

Ç2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤�¦A���ÕÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?���õ��¢£�A«Ñ�)�w¨�������¢£�2�S�A«)���¾�)¢¥¤�¦w¨¾�\�M�Më��)±X¢¥����¨���ô8´)�¡ë��Ê«)�
��¨*�S�A«A�S��«�Ç2�S�*�SÏ?�M�£¢¥��¤*¦A��Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��

P
±X¢£Ï)¨��Ê�'��¢£����¢£�A«)���)¨�¢£±\�Ê�

I ⊆ S
à)���c«A�M���

P = B〈I〉B
¢¥��¨�à¯K�MÏ���¢

〈I〉
«¯¢¥��Ò\�M�

I
����É����)±X¨���Ó��w¨�����±X���)Ç)Ç?��¢£�

W
Ï���É���¢¥¤�¦)�A��¨��

ÀW¶ ôA�M�£±\���A«)���{����¢
PI = B〈I〉B

�w�<���@µ�ûoÇ>��¢£�A���KÇ2�S�*�SÏ?�M�£¢¥�*¤�¦A���{Ó��w¨�����±X���)Ç)Ç?�<¢¥��¨
±\���*�M«)�,«¯¢¥��íi���)±\�

I
¢£¦)�����¡ÉÊ�)±\��¦AÖM��¢£±\���i��¨*�S�A«A�S��«�Ç2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤�¦A���UÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?�X�

ªo��¢
UI = Ru(PI)

«A�M���)�)¢£Ç��M¨����$¨���Ð<�M«¯¢£�M�S�]Ò\�M�
PI
�

ò¡�£�£±\��¶¾��¢£�>�*��¢)�·´)�@��¢£�A��Ï����£¢¥��Ï)¢£±\�<©<���)Ç)Ç��
G
�)�A«³��¢£�A�¡Ó��w¨�����±X���)Ç)Ç?�

H
«)���KÎ<�M��Í

¶³�S�£¢¥�*�S¨��M�ÈÒ\�M�
H
¢£�
G
¶È¢£¨

NG(H)
Ï���É���¢¥¤�¦)�A��¨��dô"´)�È§��¥��¶¾���w¨��

g, h ∈ G
����¢

gh = ghg−1 à¯�)�A«����w¨���Ç)���Ê¤�¦A���A«i����¢O�S�A¤�¦ gH = gHg−1 �
®Ô¢£��'¢¥�Ê«)����¦A�M�¥���>�$�)��«¯¢¥���<� á �)¢£¨�¢¥�M�>��¢£�A�Ê�d�¡�M¶ÈÇ)�¥�FË¯�Ê���S�A��®Ã�S±\�M�A���<Á ®Ã�S±wÄMÅX�MÆl�
�9�SÉÊ�Â«)� á �)¢¥��������'¢£��«¯¢¥�9¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨��,íi���)±\�

W′′
G = {gσUIσ

−1 | σ ∈W
�)�A«

g ∈ G
�)�A«

I ( S}
¶È¢£¨�«)����µO��¢£�¥�M��«¯�w�)�)±

gσUIσ
−1 ≥ hτUI′τ

−1 ⇔ gσUIσ
−1 ⊆ hτUI′τ

−1 .
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gUINI ≥ g′UJNJ ⇔ ∃η ∈ NI(F )
¶È¢£¨

gηUI ⊆ g′UJ .

² ������
J��z-����z �»���µ½0�j�v��}����¯�j�õ����������{=����½0�������������¯Âv} �=��§+�-}-�j�

W′
G(F ) → W′′

G(F )/N(F )

gUINI 7→ gUI ·N(F )

Â7��Ã���}'{ À ô8´)��«¯¢¥��ªw�)�Që����w¨�¢£Òo¢£¨*×S¨�±\���$´)±X¨<�Ê�'ÉÊ��Ï���¶¾�����\���IàA«A�M���1ë��Ê«)���¡î¡��Ï)¢£¨

gσUIσ
−1 ·N(F )



¸9�<� á �)¢£¨�¢¥�M�A���i«)�Ê�'®Ã�S±\�M�A����Íl���M¶ÈÇ)�¥�FË)�Ê�<Ò\�M�
F
Íé©<���)Ç)Ç���� ¸�Å

¢£�
W′′

G(F )

��¢£�A���iÐ¡��Ç)�*×M�����$¨*�S�w¨����b«)���¡ôA�M��¶
hUI

¦2�S¨��2�¡�M¶È¶¾����'¢£�¡ÉÊ�)��®��M¦)�°Í
«)� á �)¢¥����¨�¦A��¢£¨��9ªo��¢c«A�SÉÊ�

gUINI = g′UJNJ
�<���S�)�
¢¥��¨

UINI = UJNJ
�)�A«

«A�S�)�Ù�S�A¤*¦
NI = UINI ∩ N = UJNJ ∩ N = NJ

�8§��,�Q�M�£±X¨
I = J

�8§���±X¢£Ï)¨
«A�S�)�Ã��¢£�

η ∈ N(F )
¶È¢£¨

gUIη = g′UJ
�)�A«b¶³�S�Ã¦2�S¨,«¯¢¥��©<�¥��¢¥¤�¦)¦A��¢£¨c«)����î¡��Í

Ï)¢£¨����
(gUI) · N(F ) = (g′UJ) · N(F )

�K®Õ¢£�³É���¢£±\���õ�$�)�0«¯¢¥�ÂÀW�Më����w¨�¢£Òo¢£¨*×S¨���Àé��¨
(gUI) ·N(F ) = (g′UJ) ·N(F )

à)«A�S�)��±X¢£Ï)¨��Ê����¢£�
η ∈ N(F )

¶È¢£¨
gUI = g′UJη

�
§��8�Q�M�£±X¨

g−1g′η ∈ UI
�)�A«È«A�S¶È¢£¨

UJη = ηUI
�M§��1�x�M�£±X¨

ηUIη
−1 = UJ

àS�)�A«c�2�M¤�¦
²I��¶È¶³�¾¸X�£¸�½,ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���³¶È¢£¨@��¢£�A���K���$¨���Ç)���Ê¤�¦A���A«)���{ò��A�*�*�S±\�'´)Ï�����Ç2�S�*�SÏ?�M�£¢¥�*¤�¦A�
Ó��w¨�����±X���)Ç)Ç?���Ã�Q�M�£±X¨

J = I
�]���S�)�Ã¢¥��¨

η ∈ NG(UI) ∩ N = PI ∩ N = NI
�]§��

�Q�M�£±X¨
g′UJη = gUI

�)�A«¾«A�S�)�
g′UJNJ = gUINI

�$§�������¨�ÉÊ¨�¶³�S�³�S�³«)���¾�����x�M��«)����Í
�£¢¥¤�¦A���Øªw¨����£�¥���s¡

= ¢ «¯�)��¤*¦s¡ ≥ ”
�����x�M�£±X¨,�S�A¤�¦IàO«A�M���9«¯¢¥�Ê���¾è@¢ ë����w¨�¢¥�M�b¢£�bÏ���¢¥«)���

Ð�¢¥¤�¦w¨��)�)±\�����M��«¯�)�)±\������¦2�S�£¨����A«�¢¥��¨��

���(xU�/&',y&���� ��z-�Z$Lz ����� ë ���(���������q�¼�j~W�������
WG(F )

Ò\�M�
G
Ï���ÉÊ´)±X�£¢¥¤�¦

F
¢¥��¨�«¯¢¥�

±\�Ê�M¶¾��¨���¢¥��¤�¦A�,Ð����S�£¢¥��¢¥�����)�)±³«)�Ê��ô"���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË)�Ê�¡ÉÊ�
W′

G(F )

�

ô"´)�c«¯¢¥���)�)¢£Ç?�M¨����w¨����ÛÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?���
UI

±X¢£�£¨�à8«A�M���
gUI ⊆ g′UI′

±\���2�S�Ù«A�S�)�Ià
K���)�

gUI(F ) ⊆ g′UI′(F )
¢¥��¨��IíU�S����¢¥��¦w¨��¥��¢¥¤�¦w¨�àO«A�M�����Ê��±\���$´)±X¨�à"«¯¢¥�Ê���Q´)��«¯¢¥�

��¨*�S�A«A�S��«Ý�)�)¢£Ç��M¨����$¨����ÕÐ<�M«¯¢£�M�S�¥�ÌÉÊ�ÝÉ���¢£±\���I�K�<¢¥���S�£±\��Ï)�*�S¢¥��¤�¦A�U©<���)Ç)Ç?�
Uφ

¢¥��¨
�S�¥��Þd�S��¢¥��¨*×S¨<ÉÊ�Â«)��¶6�[Ú¾�A���UÐ¡�S�)¶

A|Φ+| ¢¥���M¶¾�M��Ç)¦I���¡¢¥��®b�)��É����£±X���)Ç)Ç?���U��¢£�A«
¦)¢¥����Ï?��¢8��¢£�A«¯¢£¶¾���A��¢¥�M�2�S�¥�cÓ��w¨������*×S�)¶¾�Xà�@���¥¤�¦A�

Uφ
�£¢£�A���S�<�)�2�SÏ)¦2×S�)±X¢£±{�S�¯�x��Ç2�S�¯Í

�A���I�A�9�
T0
¶³�[Ë¯¢£¶³�S�O��Ç)�£¢£¨'¢¥��¨�à)��¢£�A«Â�S�£�¥��®b�)��É����£±X���)Ç)Ç?���i´)Ï����

F
«)� á �)¢¥����¨��)�A«

¦2�SÏ?���Ø¢£¶È¶¾���
F
Í_�*�S¨�¢¥�M�2�S�¥�{���)�)�w¨��Uä�ÁåªwÇ)�*ýXçAàK¸�½A� ¹¯�£¸�¹[Æ·æF���¡¢¥�>�S�A«)�������Ý��¨*�S�A«A�S��«

�)�)¢£Ç?�M¨����w¨�����Ð¡�M«¯¢£�X�S�¥�
UI
@����«)���{Ò\�M�Ì«)���Ì®b�)��É����£±X���)Ç)Ç����{ÉÊ�{«)���>®b�)��É����£�Ì¢£�

Φ+ − ΦI
����É����)±X¨��)�A«{«¯¢¥��ò¡�A���*�S±\�<�x�M�£±X¨��

Sln(k)
¢¥��¨¾��¢£�A����¢£�¯�_�M¤�¦A�XàdÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«)�XàK�£¢£�A���S���Â�S�£±\��Ï)�*�S¢¥��¤�¦A�b©<���)Ç)Ç��Xà

K���¥¤�¦A�³´)Ï?���
Fq
�Q´)�,�S�£�¥�

q = pr «)� á �)¢¥����¨�¢¥��¨��I�9�M�9¦)¢¥����Ò\����@���A«)��¨�� BN Íl�1�X�S��\�M�����Ê��Ç?�M�A«¯¢¥����¨�«A�S�)�ÃÉÊ�Ø«)��¶ó¢£�Ñò¡ÏA��¤*¦)�)¢£¨�¨�¸X� »{Ï��Ê��¤*¦)��¢¥��Ï?���A���
BN

Íl�8�X�S��Ò\�M�
Gln(k)

¢£�A���kK��¢£¨�à"�S�¥�,«A�M���9«¯¢¥�È¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����Ùí����)±\���Ñ«)���9Ç2�S�*�SÏ?�M�£¢¥��¤*¦A���ÑÓ¡�¯Í
¨�����±X���)Ç)Ç?����¢¥�*�M¶¾�M��Ç)¦Â��¢£�A«]�AíU�S����¢¥��¦$¨¡«A�S�)���¥��¢¥¤�¦w¨�à2«A�M�����S�A¤*¦

W′′
Gln(Fq)/NGln(k)(T )(Fq) ∼= W′′

Sln(Fq)/NSln(k)(T )(Fq).

§��"�Q�M�£±X¨�àM«A�M���1«)���8¢£�cò¡ÏA��¤*¦)�)¢£¨�¨�¸X� »<«)� á �)¢¥����¨��'Ð<�S�)¶
WGln(Fq)

¦A�M¶¾Öw�M¶¾�M��Ç)¦ÈÉÊ�
«)��¶ì¦)¢¥���9«)� á �)¢¥����¨�����Ð¡�S�)¶

WSln(Fq)
¢¥��¨�à?����'¢¥���S�A¤*¦�«A�M�Èä·�\�M¶�Ï)¢£�2�S¨��M��¢¥��¤*¦A�kæ

µ�¢£¨���Íé©���Ï2×S�A«)�9Ò\�M�
Gln(Fq)

¶È¢£¨�«)��¶ Ò\�M�
Sln(Fq)

´)Ï?������¢£�A��¨�¢£¶È¶�¨��
§�������¢��A�o¤�¦Â�S�)±\�F�Q´)¦)��¨�à¯«A�M���@¢£¶ ò��£�£±\��¶¾��¢£�A���

NG(T )(F ) 6= NG(T (F ))
¢¥��¨�ào'¢¥�

«A�M�¾è���¢¥��Ç)¢¥���
G(F ) = Sln(F2)

É���¢£±X¨����9�M�
BN

Íl�1�X�S�³��¢£�A���³���M�¥¤*¦A���õ���A«¯�£¢¥¤�¦A���
©<���)Ç)Ç?�³��×M����¨c��¢¥¤�¦Ý�S�¥���Â�2�S¨�´)���£¢¥¤�¦A���ÈÏ��Ê��¤�¦)����¢£Ï����Ià8K���)�Ù¶³�S�Ø«¯¢¥�{ªwÇ)�*�M¤�¦A�Ì«)���
�S�£±\��Ï)�*�S¢¥��¤�¦A���b©<���)Ç)Ç?���ÂÒ\����K���A«)��¨��
®Õ¢£�9±\��Ï������$�)�Ø��¢£�A�³�S�£¨������2�S¨�¢£Ò\�³��� á �)¢£¨�¢¥�M�Ã�·´)��«)����®Ã�S±\�M�A����Íl�¡�M¶ÈÇ)�¥�FËØ��¢£�A���
É������x�S�£�¥���A«)���Ý���Ê«¯�)�o¨�¢£Ò\���

F
Íé©<���)Ç)Ç��X���¡¢¥�Ê�*�>��� á �)¢£¨�¢¥�M�Ý¦2×S�)±X¨È�)¢¥¤*¦$¨È¶¾��¦)�ÈÒ\�M�

«)���d®Ã�S¦)����¢£�A���
F
Ílè��M�����°ÍlÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?�<�)�A«³��¢£�A�Ê�K¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥���>��Ç)�£¢£¨

F
ÍlµO�M���A�'�SÏI�
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Ó¡¶ «¯¢¥�Ê�,ÉÊ�ØÉ���¢£±\���IàO�×S¦)�¥���Ý'¢£��ÉÊ�)�2×M¤�¦A��¨c��¢£�A�
F
Ílè��M�����°ÍlÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?�

B
�)�A«

��¢£�A���b¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥������Ç)�£¢£¨
F
ÍlµO�M���A�

T0
¢£�
B
�S�A����ò¡�A���M�A��¨����bÒ\����@���A«)����'¢£���S�£�¥�

ÉÊ�)Ò\�M����¢£�)±\�F�Q´)¦)��¨�����è���É���¢¥¤*¦)�$�)�)±\���I�

² ������
J��z-�054z Ú {���}����

Ñ(À ���'���Ð~	����}�~	�������D{c����}�� F �=¹�����}�}'�	�����v�����Õí�{=�����R���sîÕ���y�(�� UIT0
{�}����¥���0�õ×�½

��}'� Ú ����~º�����h}'� UI(F )
§<�������j��}q����� À

Í À ®¼���������~	����}'{��(�c����¶+��� UIT0
}��
G
}'{��

NG(UIT0) = UINI À
Â7��Ã���}'{ À ÀW�Ã��¢£�A�����S�Z£2ÖX��Ï2�S�����Û©<���)Ç)Ç��¾'¢¥� UIT0

��¢£�A«�ÉÊ@��¢d¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥�
F
ÍlµO�M��¢

«¯�)��¤*¦õ��¢£�õ§��¥��¶¾���w¨³¢£�
(UIT0)(F )

�\�M�Më��)±X¢¥����¨�ä_ªwÇ)��¢£�)±\���ÂÁåªwÇ)�*ýXç)à'¸�½A� ½A� ¹[Æ·æ��)�A«
«A�S�)���S�A¤�¦b«¯�)��¤*¦U��¢£�U§��¥��¶¾���w¨9¢£�

UI(F )
���<¢¥�,�)�)¢£Ç?�M¨����w¨����U§��¥��¶¾���$¨��c¢£�

UIT0��¢£�A«�±\���*�M«)��«¯¢¥�¡§��¥��¶¾���$¨���¢£�
UI
�oÀW��¨��S�¥���

g ∈ NG(UIT0),
���,¢¥��¨ gUI ⊆ UI

�)�A«
«A�S¶È¢£¨,¢¥��¨

g ∈ NG(UI) = PI
�I§���±X¢£�£¨��S�A¤�¦ gT0 ⊆ UIT0

�I®���¢£�@�S�£�¥�È¶³�[Ë¯¢£¶³�[Í
�¥���Ãµ"�M��¢�¢£�Ã��¢£�A���,�S�Z£2ÖX��Ï2�S�����Ù©<���)Ç)Ç��È�\�M�Më��)±X¢¥����¨���¢£�A«õä_ªwÇ)��¢£�)±\���>ÁåªwÇ)�*ýXç)à]µ�¦I�
"¯� ¹¯� Å[Æ·æFà�±X¢£Ï)¨<�Ê�<��¢£�

u ∈ UI
¶È¢£¨ gT0 = uT0

�2§��¡�x�M�£±X¨
g−1u ∈ NG(T0)

�)�A«i«A�
g, u ∈ PI

�x�M�£±X¨
u−1g ∈ N ∩ PI = NI

��ÀW�A��±\�Ê�*�S¶,¨9¦2�S¨9¶³�S�
g ∈ UINI

�]§���¢¥��¨
�o���S��àA«A�M���

UINI ⊆ NG(UIT0)
¢¥��¨��

² ������
Ô��z-�0´4z ¦h¿��
I, J ⊆ S

�����
g ∈ G

}�{�� gUI ⊆ UJ
«(Á��0}�¶+���������;��� gPI ⊇

PJ À
Â7��Ã���}'{ À ©<¢£�£¨ gPI ⊇ PJ

à"�*��¢¥��¨c�S�A¤*¦
gPI ⊇ PJ

�)�A«Ý«A�S¦A���
g ∈ PI

�)�A«Ù�Ê�
�x�M�£±X¨ gUI = UI ⊆ UJ

�Iªo��¢��S�¥��� gUI ⊆ UJ
��Î<�M¤*¦�«)����è@���)¦2�S¨�Íé¬?�����¥��±X�)�)±�±X¢£Ï)¨

�Ê�
b ∈ B

à
u ∈ U

�)�A«
w ∈ W

¶È¢£¨
g = uwb

��²]¢¥��±X¨
g
�)¢¥¤�¦w¨<¢£�

PI = BWIB
à2���

¢¥��¨
w /∈ WI

���9�
UI
Ò\�M�

B
�A�M��¶³�S�£¢¥��¢¥����¨¡'¢£��«�¢¥��¨ gUI = uwUI

�)®���¢£�
w /∈ WI±X¢£Ï)¨��Ê����¢£�A�È®b�)��É����£�)�$¨�����±X���)Ç)Ç��

Uα
¢£�
UI
à]���{«A�M�*� wUα

ÉÊ����¢£�A�����A��±$�S¨�¢£Ò\���
®b�)��É����]�\�M�����Ê��Ç��M�A«¯¢¥����¨�à2�S�¥�����)¢¥¤*¦$¨�¢£�

U
�£¢¥��±X¨��)�9�S�)�Ì�£¢¥��±X¨ uwUα

�S�A¤*¦��)¢¥¤�¦w¨�¢£�
U
�)�A«{�Ê�@�x�M�£±X¨�¢£¶ ®Õ¢¥«)������Ç)���A¤*¦�ÉÊ�)��Þ��M�*�S�A������¨�ÉÊ�)�)± gUI * UJ

�¯ò¡�¥�����£¢¥��±X¨
g
¢£�

PI
�)�A«{�Ê���x�M�£±X¨ gUI = UI ⊆ UJ

�) �¢¥���*�S�A���x�M�£±X¨��w�)� gPI ⊇ PJ
�

��� á �)¢¥��������¢£�A��@��¢£¨�������¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨���í����)±\�

WG(F ) = { g(UIT0) | g ∈ G(F ), I ( S}
¶È¢£¨�«)����µ"��¢£�¥�M��«¯�$�)�)±

g(UIT0) ≥
h(UIT0) ⇔ g(UIT0) ⊆

h(UIT0)

�<¢¥�>©����)Ç)Ç?���
UI

��¢£�A«
F
Íé©<���)Ç)Ç����Ã�)�A«

T0
¢¥��¨���¢£�Ã¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥������Ç)�£¢£¨

F
ÍlµO�M���A�k�

íU�S�4Ï?���M¤*¦$¨��Xà9«A�M���i¶³�S�4��¢¥¤�¦4¢£�q«¯¢¥�Ê�����U�<� á �)¢£¨�¢¥�M�q�)¢¥¤*¦$¨Ã�S�¯��«)���q�¡�M�$¨��FË¯¨
Ò\�M�U���A«¯�£¢¥¤�¦A���Ã�SÏA��¨��*�S�o¨�����©<���)Ç)Ç?���iÏ��Ê��¤�¦)�*×S�)�\���U�X�S�)�Ià2'¢¥�,¶³�S��¢£¶�ô2�S�£�8Ò\�M�
G(F ) = Sln(F2)

��¢¥��¦$¨��A���M��¨�¢¥��¨
T0(F2)

«¯¢¥�9¨���¢£Òo¢��S�¥��Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��X�



¸9�<� á �)¢£¨�¢¥�M�A���i«)�Ê�'®Ã�S±\�M�A����Íl���M¶ÈÇ)�¥�FË)�Ê�<Ò\�M�
F
Íé©<���)Ç)Ç���� ¸kÄ

Å �+���;��*+&�,y&����Æ��z-�ZÇLz Ú {D��}c���¯��}����¸}�� �R��}q�����J¨W}q×�½��-�0������� ���õ�j�F���0�<{=����½0�������������
Âv} �=��§+�-}-�j�

ψ : W′
G(F ) −→ WG(F )

gUINI 7→ g(UIT0)

Â���Ã���}�{ À �<¢¥�'ò¡Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±�¢¥��¨�@�M¦)�¥«)� á �)¢¥����¨�àw«A���S�A� gUINI = hUJNJ
�x�M�£±X¨�à\«A�M���

I = J
¢¥��¨<�)�A«

h−1g
¢£�
UINI

à?«)��¶�Î<�M��¶³�S�£¢¥�*�S¨��M��Ò\�M�
UIT0

à2�£¢¥��±X¨¾äQ���?²I��¶È¶³�
¸X�£¸�¹\æF��íi�S��¦2�S¨OÀl�Më����o¨�¢£Òw¢£¨*×S¨�à�«A���S�A� g(UIT0) = h(UJT0)

�x�M�£±X¨ gUI = hUJ
�)�A«

¶È¢£¨�²I��¶È¶³�{¸X�£¸�½¾±X¢£�£¨�«A�S�)�
I = J

�)§����x�M�£±X¨'K��¢£¨����
h−1g ∈ NG(UIT0) = UINI�)�A«{���M¶È¢£¨

gUINI = hUJNJ
�)�¡¢¥��ªw�)�Që����o¨�¢£Òw¢£¨*×S¨�Ò\�M�

ψ
¢¥��¨'�o���S���

ªo��¢
gUINI ≥ hUJNJ

àI«A�S�)�Ñ±X¢£Ï)¨��Ê��±\��¶³×S÷i��� á �)¢£¨�¢¥�M�Ñ«)���cî¡��«¯�w�)�)±���¢£�
η ∈

NI
¶È¢£¨

gηUI ⊆ hUJ
��ô8´)�¾��¢£�

u ∈ UJ
¦2�S¨¾¶³�S�õ�S�¥���

η = g−1hu
��§��c�x�M�£±X¨

g−1huT0 = T0
�?�9�

u ∈ UJ
�)�A«

T0UJ = UJT0
¢¥��¨�àA±X¢£�£¨ gT0 ⊆ h(UJT0)

��íU�S�
¦2�S¨

g−1hu ∈ NI
�)�A«,«A�S¦A���1�S�A¤*¦

g−1h ∈ PI
�kò¡�A�

UI ⊆ UJ
�x�M�£±X¨ h−1gUI ⊆ UJ

à
K��¢£�

UI
Ò\�M�

PI
�A�M��¶³�S�£¢¥��¢¥����¨d'¢£��«]�$§d���x�M�£±X¨ gUI ⊆ h(UJT0)
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�Q´)�
J ( I

¶È¢£¨
|J | = j

��¢£�A«���¢£�ÂÐ¡��Ç)�*×M�����$¨*�S�w¨����A��û¯��Í
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d∑
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∑
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∑

I(S

(−1)|I|1
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íU�S�³@��¢£÷Aà$«A�M���K«¯¢¥�� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�
Hd(T ,Q)

«)�Ê�
d
Íl«¯¢£¶¾���A��¢¥�M�2�S�¥���{µ�¢£¨���Íé©���Ï2×S�A«)�Ê�

T G(F )
Ò\�M�
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G(F )

��Ó��w¨����Â«)���������Së����w¨�¢¥�M�
pr : WG(F ) → T G(F )
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′
Gln(Fq))
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Sl3(Fp)

®Õ¢£�<Ï?��¨��*�M¤*¦$¨�����ÉÊ�)��Ï��Ê�����������Uò��A�*¤�¦2�S�)�)±�«A�M����¢£�¯�x�M¤*¦A�Èè���¢¥��Ç)¢¥���
G = Sl3(Fq)

�
ªo��¢

S = {τ1, τ2}
à1�)�A«Ý����¨�É��

I1 = {τ1}
�)�A«

I2 = {τ2}
�1®Ô¢£�ÈÏ?�����Ê¤*¦)�A���õ«¯¢¥�

�*�S¨�¢¥�M�2�S�¥�¡��¢£�)±X�)��×S���¡ ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥��Ò\�M�
WSl3(Fq)
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H1(WSl3(F2)) ∼= 1G
UI2

NI2
+ 1G

UI1
NI1

− 1G
B + 1G

�¡¢¥�9�<¢£¶¾���A��¢¥�M�ÂÒ\�M�
H1(WSl3(F2))

Ï������Ê¤�¦)�A��¨<��¢¥¤�¦��S�¥�*�cÉÊ�

dimH1(WSl3(F2)) = 2|G/NI1UI1 | − |G/B| + 1

= q4 + q3 − q

Àl¶ ô2�S�£�
q = 2

����±X¢£Ï)¨i«A�M�
14 + 8 = 22

à'��M��¶³�S�ù¢£�f«)����ò¡Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±õ�)�¯Í
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B
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Sl3(F2)

®Ã�S±\�M�A����Íl���M¶ÈÇ)�¥�FËÂÒ\�M�
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íi�S�9�X�S�)���S��«)����è@¢£�¥«)�������¥��¢¥¤*¦$¨"�����\���)�A���Iàk'¢¥��«¯¢¥�������Së����w¨�¢¥�M�
pr : WSl3(F2) −→
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èK¢£�¥«�Ò\�M¶
®Ã�S±\�M�A����Íl�¡�M¶ÈÇ)�¥�FËÈ¢¥��¨"��¢£�A�
1
Íé¬?���£�¥�d¢£�c«)���
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Íéªw¨����)�o�)�"Ò\�M�
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B
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∏

α∈Φ+ U−α
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Ò\�M�

MI
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ô8���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË]à�«)����«)���<«¯�)��¤�¦��)¶È±\���\��¦)��¨���ÀW�)�w�£�A��¢¥�M�Â¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����iíi���)±\�
{gUJ | J ( I, g ∈MI}

ÉÊ�)±\�Ê�M��«¯�A��¨¡¢¥��¨��)�<¢¥�Ê�'¢¥��¨'¶¾ÖM±X�£¢¥¤�¦Ià?«A�,�Q´)��«)���Âô8���S±X±\���¯Í
�\�M¶ÈÇ)�¥�FËb«¯¢¥�cÐ�¢¥¤�¦w¨��)�)±Â«)���,î¡��«¯�$�)�)±Â�)�A����¦A��Ï)�£¢¥¤�¦�¢¥��¨�à?�)�A«U¶³�S�U�2�M¤�¦�²O��¶È¶³�
¸X�£¸�½{«¯¢¥���)�)¢£Ç?�M¨����w¨�����Ð¡�M«¯¢£�X�S�¥�,«)����Ç2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤�¦A����Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç������S�A��¨����£�¥�c«)���
Ç2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤�¦A���iÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?����Ò\����K���A«)���i�M�S�)�I�

ô8¢°Ë¯¢¥�����³��¢£�
I ⊆ S

�)�A«Ã����¨�É��
d = |I| − 1

�Oô8´)�
J ⊆ I

Ï?��É���¢¥¤*¦)�A�
PJ = (B ∩

MI)NJ (B ∩MI)
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F
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W

»X¹

�<�����¡�M¶ÈÇ)�¥�FË
T̂ I

����¢"«)����ô"���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË�ÉÊ��«)��������¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����Uí����)±\�

{gUJ | J ( I, g ∈MI(F )} ∪

{T | T
¶³�[Ë]�

F
Íl��Ç)�£¢£¨

F
Ílµ"�M���A��¢£�

MI}

T ≥ gUJ ⇔ T ⊆ gPJ

gUJ ≥ g′UJ ′ ⇔ gUJ ⊆ g′UJ ′

T̂ I
¢¥��¨<�S�¥���¾«)���

CW
Íl���M¶ÈÇ)�¥�FËÂ«)�����S�A�

T I
���w¨���¨���¦$¨�à?@���)��¶³�S�i¢£��«¯¢¥�,ò�Ç2�S��¨�Í

¶¾���$¨�����¢£�A�
(|I|−1)

Íé¬?���£�¥����¢£�)¦2×S�)±X¨��\ô8´)�
0 ≤ i < d

����¢
W i

I

«)���1ô8���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË
ÉÊ��«)��������¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����Uí����)±\�

Wi
I = {g(UJT0) | g ∈MI(F ), J ( I, |J | > i} ∪

{gUJ | g ∈MI(F ), J ( I, |J | ≤ i}

¶È¢£¨�«)���ÂÐ������S¨�¢¥�M�A���

g(UJT0) ≥
g′(UJ ′T0) ⇔ g(UJT0) ⊆

g′(UJ ′T0)
gUJ ≥ g′UJ ′ ⇔ gUJ ⊆ g′UJ ′

g(UJT0) ≥
g′UJ ′ ⇔ gUJ ⊆ g′UJ ′

�)�A« gT0 ⊆ g′PJ ′ ,

�)�A«{����¢
Ŵi

I

«)����ô8���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË�ÉÊ�)������¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����Uí����)±\�

Ŵi
I = {g(UJT ) | g ∈MI(F ), J ⊆ I, |J | > i} ∪

{gUJ | g ∈MI(F ), J ( I, |J | ≤ i}

¶È¢£¨d«)���@�S�2�S�¥�M±\���>����¶È¢°ÍlµO��¢£�¥�M��«¯�w�)�)±È'¢¥���MÏ����I�\íÂ¢£¨K���M���M�£���S��¸X�£¸�"9�)�A«³«)���Kµ"�S¨�Í
�*�M¤�¦A�Xà�«A�M���

UφT = B
¢¥��¨'�Q´)�<�S�£�¥��¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥���U��Ç)�£¢£¨

F
ÍlµO�M��¢

T
¢£�
B
àA��¢¥��¦$¨<¶³�S�

���S�Q�M��¨�à�«A�M���
W0

I = WI
à
Wd

I = TI
�)�A«

Ŵd
I = T̂I

�]ô8´)�
|I| = 1

±X¢£�£¨
WI = T I�)�A«

ŴI = T̂ I
�

ò��A���*����«)��¶ì¦2�S¨�¶³�S�i�·´)�
J ( I

'¢¥��¢£�Uò�ÏA��¤*¦)�)¢£¨�¨¾¸X� Å>«¯¢¥�c�S�¯�@«)���ÝäQ��¨*�S�A«A�S��«2æ
§�¤��\����Ï?�Ê��¤*¦)��¢¥��Ï?���A�

MJ(F )
ÍW×Mâ$�)¢£ÒX�S��¢��S�$¨���ÀW�)�w�£�A��¢¥�M�

δ : Ŵi
J ↪→ Wi

I

T0(UJ ′ ∩MJ ) 7→ T0UJ ′

UJ ′ ∩MJ 7→ UJ ′ ,

K���¥¤�¦A����¢£�A��ÀW�)�w�£�A��¢¥�M�
δ : Ŵ

i
J ↪→ W i

I

¢£�A«¯�)ÉÊ¢¥����¨��díU�S�ÝÏ?���M¤*¦$¨��XàK«A�M���¾«¯¢¥�Ê�����
í��M��Ç)¦)¢¥��¶,�A�d'¢¥�Ê«)���KÒ\�M��«)���K®Ã�S¦)����¢£�A���dÇ2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤*¦A���

F
ÍlÓ¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��

P
Ò\�M�

MI
�SÏ)¦2×S�)±X¨�à2K���¥¤�¦A�

MJ
�S�¥�¡²I��Òw¢°Íl�¡�M¶ÈÇ?�M�A���w¨��,���w¨�¦2×S�£¨��A®Ô¢£��¦2�SÏ����{¦)¢¥���

P =
PJ
±\��@×S¦)�£¨��

ò��A���*����«)��¶v±X¢£Ï)¨K�Ê�K�A�o¤�¦���¢£�A���M�S�A�M�)¢¥�*¤�¦A��Àl�)�o�£�A��¢¥�M�
W i

I → Ŵ
i
I

�)�A«¾�2�S¨�´)���£¢¥¤*¦A�
�����Së����o¨�¢¥�M�A���

π : W i
I → W i+1

I ,
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«¯¢¥�9Ò\�M��«)���{K�M¦)�¥«)� á �)¢¥����¨����
MI
ÍW×Mâw�)¢£ÒX�S��¢��S�$¨����������Së����o¨�¢¥�M�A���

π : Wi
I → Wi+1

I

UJT 7→ UJ
�·´)�

|J | = i+ 1
�)�A«Â���M�A��¨�«¯¢¥��Àé«)���$¨�¢£¨*×S¨

¢£�A«¯�)ÉÊ¢¥����¨¡K����«)���I�
®Ô¢£�IK�M�£�¥���,�$�)����¢£�A�

CW
Íéªw¨����)�w¨��)�8�S�¯�)«)���,���M¶ÈÇ)�¥�FË)���

W i
I

�)�A«
Ŵ

i
I

����¶È¢£¨�¨����£�I�
ñ¡¦)�)�£¢¥¤�¦Ì'¢¥�¡�·´)��«)���Ì®Ã�S±\�M�A����Íl���M¶ÈÇ)�¥�FË

WI
�����£ÏA��¨�àw¦2�S¨@¶³�S�{�S�A¤*¦>�·´)��«¯¢¥�

Ŵ
i
I��¢£�A�

MI(F )
ÍW×Mâ$�)¢£ÒX�S��¢��S�2�S¨�����¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥�������Së����w¨�¢¥�M�

Ŵ
i
I −→ T̂ I

g(TUJ) 7→ gUJ

gUJ 7→ gUJ

gT 7→ gT .

�<¢¥�Ê����¢£�A«¯�)ÉÊ¢¥����¨<«¯�)��¤�¦�§�¢£�A��¤�¦)�*×S�)�o�)�)±>�S�A¤*¦���¢£�A�9�����Së����w¨�¢¥�M�

W i
I −→ T I

�)�A«Ì��¨�¢£¶È¶,¨@¶È¢£¨�«)���
(d− i)

Íx�_�M¤�¦A���� ¡¢£�$¨�������¢£�2�S�A«)���*�S�A���Q´)¦)���)�)±³Ò\�M�
π
´)Ï?������¢£�I�

�9�M�����Z�����-~º�����
AI,T

¢£�
W i

I

�Q´)�¡��¢£�A����¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥���U��Ç)�£¢£¨
F
ÍlµO�M���A�

T
¢£�
MI

¢¥��¨
�w�)��Ç����@��� á �)¢£¨�¢¥�M�Ì«)���@Ó¡�$¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË

AI,T = 〈n ∈ Ŵi
I |T > n〉

�oíi�S��Ï?���M¤*¦$¨��Xà
«A�M���

AI,T
Ò\����¶¾ÖM±\��«)���¡�X�S�A�M�)¢¥��¤*¦A���UÀW�)�o�£�A��¢¥�M�

Wi
I ↪→ Ŵ

i
I

¨*�S¨��*×M¤*¦)�£¢¥¤�¦U¢£�
Wi

I�£¢¥��±X¨��8íi�S�Ù��¢¥��¦w¨�à"«A�M���
AI,T

à"×S¦)�)�£¢¥¤�¦Ù'¢¥��¢£�Ø²O��¶È¶³�Ã¸X�£¸�ý¯à"�)�$¨����È�MÏ)¢£±\���c�����SÍ
ë����w¨�¢¥�M�U¦A�M¶¾Öo�M¶¾�M��Ç)¦Ã�S�¯�K«A�M�9ò¡Ç2�S��¨�¶¾���$¨9¢£�

T I
�SÏ)±\��Ï)¢£�¥«)��¨9'¢£��«]à?K���¥¤*¦A�Ê��ÉÊ�

«)��¶ µ"�M���A�
T
�\�M�����Ê��Ç?�M�A«¯¢¥����¨��

AI,T
¢¥��¨��S�¥���È�S�A¤�¦Â��¢£�A�

d
ÍéªwÇ)¦2×S���X�2íi�S�ÌÏ����M¤�¦$¨��

�S�A¤*¦�«)���i�¥��¢¥¤*¦$¨����ÃÓ¡�$¨������*¤�¦)¢¥�Ê«b¢£�b«)���b«¯�)��¤�¦
AI,T

Ï?��É���¢¥¤*¦)�A��¨����Ñî¡Ï¯ë����o¨����b¢£�
ò¡ÏA��¤�¦)�)¢£¨�¨,¸X� Åc�)�A«{¦)¢¥�����
�<¢¥�Ê���,�<� á �)¢£¨�¢¥�M�iÒ\����¨��*×S±X¨¡��¢¥¤�¦i¢£¶;ô2�S�£�

i = 0
�Sï����A��¢¥¤�¦$¨��£¢¥¤*¦b¶È¢£¨¡«)������� á �)¢£¨�¢¥�M�

¸X�£¸�ç¯�"Àl¶Cô2�S�£�
i = d

��¢£�A«�«¯¢¥�¾¦)¢¥����«)� á �)¢¥����¨����Ñò¡Ç2�S��¨�¶¾���$¨��c�S�A¤�¦Ø«¯¢¥�È´)Ï)�£¢¥¤�¦A���
ò¡Ç2�S��¨�¶¾���$¨���«)�Ê��µ�¢£¨���Íé©9��Ï2×S�A«)�Ê���)�<¢¥�<Ó¡�$¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË)�

ĀI,T = 〈n ∈ Ŵi
I |T ≥ n〉

Ò\�M�
Ŵ

i
I

�Q´)��¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥�È��Ç)�£¢£¨
F
ÍlµO�M��¢

T
¢£�
MI

��¢£�A«
|I|
Íé¬?���£�¥���I�Iô8´)�

J ( I
¶È¢£¨

|J | > i
¦2�S¨d¶³�S�����$¨���Ç)���Ê¤�¦A���A«

|J |
Íé¬?���£�¥���

ĀJ,T = 〈n ∈ Ŵi
J |T ≥ n〉

�w�¡¢¥��í����)±\�
«)���

j
Íé¬?���£�¥���ÂÒ\�M�

Ŵ
i
I

¶È¢£¨
j > i

����¢I«A�S�)�Â«¯¢¥��íi���)±\�

Cj(Ŵ
i
I) =

⋃

|J |=j

{gδ(ĀJ,T0
)|g ∈MI(F )}.

ô8´)�
j ≤ i

����¢
Cj(Ŵ

i
I)
«¯¢¥�Ãí����)±\�b«)���

j
Íéªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�Â¢£�
«)��¶ Ó��w¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË

〈gUJ |g ∈MI , |J | ≤ j〉
Ò\�M�

Ŵ
i
I

�)§���±X¢£�£¨

gδ(ĀJ,T ) = 〈w ∈ Wi
I |

g(UJT ) ≥ w〉.



»c§�¢£�A�9���S�)±\���FËA�S�w¨��9 <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�FÍéªo�Êâw�A���)É »XÅ

íi�S��Ç)��´¯�·¨8�¥��¢¥¤�¦w¨��2�M¤�¦IàM«A�M���2ë��Ê«)�Ê�
j
Íéªw¢£¶ÈÇ)�¥�FËcÒ\�M�

Ŵ
i
I

¢£����¢£�A���
j
Íé¬?���£�¥�����w¨�¦2�S�£¨����

¢¥��¨�à��)�A«õ«A�M�*�³«)����Ð<�S�A« gδ(AJ,T )
��¢£�A���

j
Íé¬?���£�¥� gδ(ĀJ,T )

�S�A�
(j − 1)

Íé¬?���£�¥���
Ï?�Ê��¨���¦w¨����¡¢¥�¾�S�)±\��±\��Ï����A�³¬?���£�¥���A��¨����)�o¨��)��¢¥��¨9�S�¥���{��¢£�A�

CW
Íéªw¨����)�w¨��)���S�¯�

Ŵ
i
I

�
§��'¢¥��¨��w�)���o���S��àA«A�M���

W i
I

�S�¥�
d
Íéªw�\���¥��¨�¨¡¢£�

Ŵ
i
I

Ï?��ÉÊ´)±X�£¢¥¤*¦�«¯¢¥�Ê�����
CW

Íéªw¨����)�o¨��)�
��¢£�)±\��Ï?��¨�¨���¨�¢¥��¨9�)�A«b«A�S¶È¢£¨,�S�A¤�¦Ã��¢£�A�

CW
Íéªw¨����)�w¨��)������¦2×S�£¨��Iô8´)�

i = 0
����±X¢£Ï)¨

��¢¥¤�¦Ù���Â�·´)�
WI

«¯¢¥�Ê�����£Ï��
CW

Íéªw¨����)�o¨��)��àO'¢¥�Ì��¢¥��¢£�Ùò�ÏA��¤*¦)�)¢£¨�¨{¸X� Å��S�)±\��±\��Ï����
'�)��«)�Xà¯�)�A«>�·´)�

i = d
����¦2×S�£¨�¶³�S�{«¯¢¥�9��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥��ªw¨����)�o¨��)��«)�Ê�'µ�¢£¨���Íé©���Ï2×S�A«)�Ê�

T I
�S�¥�

CW
Íéªw¨����)�o¨��)���

�¡�)��¤*¦Û§�¢£�¯�Q´)±\���ÝÒ\�M�
2
Íé¬?���£�¥���Û¢£�Ý«¯¢¥�Ìò¡Ç2�S��¨�¶¾���$¨��ÈÒ\�M�

WSl3(F2)
���$¨���¨���¦$¨¾±\�FÍ

¶³×S÷¾�<� á �)¢£¨�¢¥�M�
ŴSl3(F2)

�)íi�S�{�X�S�)�Â�S�¥���¾�S�)¦2�S�A«�«)����ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±��S�¯�dªo��¢£¨���»¯¸
�2�M¤�¦$Ò\�M�£�£ÉÊ¢¥��¦A���Ià"K���¥¤*¦A�Ì©9�Ê��¨*�S�£¨

ŴSl3(F2)
¦2�S¨��)�A«b¢£�A��Ï��Ê���M�A«)�����³�S�A¤*¦Ià]K���¥¤*¦A�

©��Ê��¨*�S�£¨
WSl4(F2)

�¥�M�X�S�I¦2�S¨��

ÛN]'Û ÜD`@g;_HacwLg;b4_J_àUw�ö�ij_98ld�n d�a�d4b�`c_ è
	 _;:�th_�g<

íi�S�Ì¦2�S¨
Ŵ

i
J = T̂ J

�Q´)�
|J | = i+ 1

ào�)�A«ÌK���)�
i
�S�A�'«)��¶ ���M�w¨��FËo¨�¦A����Ò\�M��±\��¦$¨

��¤�¦)����¢£Ï�����'¢£�¡�SÏ)�o´)��É����A«
∐

g T̂ J =
∐

|J |=i+1,J⊆I
g∈MI(F )/PJ (F )

ġ Ŵ
i
J ,

K�MÏ���¢
ġ
��¢£�{Ï����£¢¥��Ï)¢£±\���¡Ð���Ç)�*×M�*���$¨*�S�$¨¡Ò\�M�

g
¢£�
MI(F )

����¢_�
�<����ò¡Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±\��ÉÊûw�£¢£�A«)������¢£�A���9��¨���¨�¢£±\���bò¡Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±

f : X → Y
Ò\�M�i¨��MÇ?�M�¥�M±X¢°Í

��¤�¦A���ÝÐ¡×S�)¶¾���Ù¢¥��¨c«)���cÐ¡�S�)¶
X × [0, 1] ∪ Y/(x, 0) ∼ f(x)

�"Àé��¨
A ⊆ X

��¢£�
Ó��w¨������*�S�)¶�à8�*������¢

X//A
«)���cÐ¡�S�)¶

X/ ∼
àI@�MÏ?��¢

x ∼ y
àOK���)�

x
�)�A«

y
¢£�

��¢£�A����±\��¶¾��¢£�A�*�S¶¾���
¬��A�|�S¶È¶¾���)¦2�S�)±\���\�M¶ÈÇ?�M�A���w¨��bÒ\�M�
A
�£¢¥��±\���I�'ªo��¢

Zi
I

«)���
ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±\��ÉÊûo�£¢£�A«)����Ò\�M�

qġδ :
∐

g T̂ J → Wi
I .

íi�S�ÌÏ����M¤�¦$¨��Xà�«A�M���'«¯¢¥�9§�¢£�wÏ?��¨�¨��)�)± ġδ
Ò\�M��«)���'®Ã�S¦)�I«)�Ê��Ð¡��Ç)�*×M�����$¨*�S�w¨����ÂÒ\�M�

g
�SÏ)¦2×S�)±X¨��OíU�S��¦2�S¨�«¯�)��¤*¦Ñ���M�Më��)±$�S¨�¢¥�M�Ù��¢£�A�

MI(F )
Íéî¡Ç����*�S¨�¢¥�M�Ý�S�¯� ∐

g T̂ J�)�A«
qġδ

¢¥��¨�«¯¢¥�Ê��Ï���ÉÊ´)±X�£¢¥¤�¦U×Mâ$�)¢£ÒX�S��¢��S�$¨��
Å �+���;��*+&�,y&���� $�z-��z ¦h¿0�

0 ≤ i < d
��}����

W i+1
I

∼= Zi
I//

∐
(g T̂ J ×1) À

Â���Ã���}�{ À Î��M¤�¦4���M�A��¨����)�w¨�¢¥�M��¢¥��¨ Zi
I//

∏
(g T̂ J ×1)

�S�¥�iô"���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË4«)���
����¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����iíi���)±\�

M = Wi
I ∪

⋃

|J |=i+1,J⊆I
g∈MI(F )/PJ (F )

{ġUJ}
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±\��±\��Ï����Ià]K���)�Ñ¶³�S�Ã«¯¢¥�¾����¶È¢°Ílµ"��¢£�¥�M��«¯�$�)�)±b«¯�)��¤�¦ ġUJ ≥ E
�x�M��¨�����¨�ÉÊ¨9�Q´)���S�£�¥�

E ∈ δġ(Ŵi
J)
¶È¢£¨

|J | = i + 1
��ªo��¢

NJ = {gTUJ | g ∈ PJ(F )} ∪ {UJ}
�8®Ô¢£�

@�M�£�¥���ÝÉ���¢£±\���Ià8«A�M�*�
NJ

¢£¶.ªw¢£�)�A��Ò\�M�Ý��� á �)¢£¨�¢¥�M�0¸X� ¹ÂÉÊ�)��×M����¢£±i¢£�
M
¢¥��¨��8�<¢¥�

������¨��{è��Ê«¯¢£�)±X�)�)±�¢¥��¨c�����Q´)�£�£¨�à�«A�i�Ê�È�\��¢£�Û§��¥��¶¾���w¨³¢£�
M − NJ

±X¢£Ï)¨�à�«A�M�cÉÊ'¢°Í
��¤*¦A���ÂÉÊ@��¢O§��¥��¶¾���$¨����b�S�A�

NJ
�£¢¥��±X¨��2§�¢£�Â§��¥��¶¾���w¨ gTUJ

�S�A�
NJ

�X�S�)�{¦AÖw¤*¦A��Í
¨����A��ÉÊ'¢¥��¤�¦A���ÑÉÊK��¢d§��¥��¶¾���w¨���� g′UJ ′

�)�A« g′′(TUJ ′′)
�S�A�

M − NJ
�£¢¥��±\����¶È¢£¨

|J ′| < i + 1
�)�A«

|J ′′| > i + 1
�IÀé��¨ gTUJ < g′′(TUJ ′′)

àI�*�>�Q�M�£±X¨ g′′T ⊆ gTUJ�)�A«{«A�S¦A��� gTUJ = g′′TUJ
�)Àé��¨ g′UJ ′ < hTUJ

à¯«A�S�)�{¢¥��¨
UJ ( g′UJ ′

�) ��S¨�¶³�S�
�w�)�Ù�S�A¤*¦ g′UJ ′ < g′′(TUJ ′′)

à"���{�x�M�£±X¨ g′′T ⊆ g′PJ ′

�O§��,±X¢£�£¨��S�¥�*�
UJ ( g′UJ ′�)�A« g′′T ⊆ g′PJ ′

à¯��M��±X�¥��¢¥¤*¦$Ï��Ê«)���)¨����A«Â¶È¢£¨ g′UJ ′ < gTUJ
¢¥��¨��)�<¢¥��íi���)±\�

NJ¢¥��¨��S�¥�*�ÈÉÊ�)��×M����¢£±È¢£�
M
�

�����¾Ð¡�S�)¶
∆(NJ)

¢¥��¨È�\�M�w¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S��àd«A�U���ÈÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«õ¢¥��¨c�)�A«
NJ«A�M��íU�[Ëo¢£¶,�)¶

UJ
¦2�S¨��Iªo��¢8�$�)�

Σ
��¢£�A��ô8���S±X±\��¢£�

M
à�K���¥¤*¦A�È����@�M¦)����¢£�i§��¥�FÍ

¶¾���w¨
n
�S�A�

NJ
à��S�¥�9�S�A¤�¦b��¢£�UK��¢£¨������Ê�9§��¥��¶¾���w¨����$¨�¦2×S�£¨�à]«A�M�<±X��ÖM÷\�����S�¥�

n
¢¥��¨��

®Ô¢¥��'¢£�<Ï�������¢£¨��9�MÏ����i±\�Ê�*��¦A���i¦2�SÏ����Ià?¢¥��¨
n
«A�S�)����¤�¦A�M����¢£�A«)���)¨�¢£±{Ï��Ê��¨�¢£¶È¶,¨��

§����Q�M�£±X¨
ΣNJ

∩ ∆(NJ)
¢¥��¨'�\�M�w¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S����§���±\���w´)±X¨��$�)�iô8���S±X±\���

Σ
¢£�

M
ÉÊ�

Ï���¨��*�M¤�¦w¨����Iào«¯¢¥����¢£��§��¥��¶¾���w¨
n
�S�A�

NJ
���$¨�¦2�S�£¨����>�)�A«³«)�������³´)Ï)��¢£±\���Ì§��¥��¶¾���w¨��

�S�£�¥�{�o�¥��¢£�A�����S�¥�
n
��¢£�A«]���<¢¥�Ê���{§��¥��¶¾���w¨��Â�£¢¥��±\���õ«A�S�)�Ô�S�£�¥�{¢£�

δ(Wi
J ) ∪ {UJ}

à
�)�A«

ΣNJ
∩ ∆(NJ)

���w¨�¦2×S�£¨¾«A�S¦A���
UJ

�)�A«Ù¢¥��¨�ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«]�d�9�S�)�Ù¢¥��¨
ΣNJ

∩ ∆(NJ)
�\�M�w¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S����©9���2�S�A���b¢¥��¨c�Q´)���S�£�¥�

g ∈ MI(F )/PJ (F )
�)�A«

J ( I
¶È¢£¨

|J | = i+ 1
�S�A¤*¦ gNJ

ÉÊ�)��×M����¢£±³¢£�
M
�)�A«

ΣgNJ
∩ ∆(gNJ)

�\�M�$¨��*�[Í
¦)¢¥����Ï2�S���
�9���Ê�I�·´)�OÒ\������¤�¦)¢¥�Ê«)���A�@í����)±\��� gNJ

�)�A« hNJ ′

¶È¢£¨
g, h ∈MI(F )

�)�A«
J, J ′ ( I�\��¢£�A�UÐ������S¨�¢¥�M�A���ùÉÊ'¢¥�*¤�¦A���ù¢£¦)�����ù§��¥��¶¾���$¨����f±X¢£Ï)¨�àKÏ)¢£�¥«)���ø«¯¢¥� gNJ
�·´)�

g ∈
MI(F )

�)�A«
J ⊆ I

¶È¢£¨
|J | = i + 1

��¢£�Ù«¯¢¥���o����¨��Ê�cªwû¯��¨���¶
Ñ
Ò\�M�ÑÉÊ�)��×M����¢£±\���

µ"��¢£�£¶¾���)±\���ùÒ\�M�
M
�K®Õ¢£�>�\ÖM�)�A���Ô«A�S¦A���Ì²I��¶È¶³�Ô¸X� ½Ù«A�S�*�S�¯���S�$@���A«)���ù�)�A«

����¦2�S�£¨����Ù��¢£�A�³ <�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥��×Mâ$�)¢£ÒX�S�¥���)ÉÌÒ\�M�
Zi

I//
∏

g T̂ J ×1
�)�A«Ã«)��¶Üô8���S±X±\���¯Í

�\�M¶ÈÇ��FËÕ«)���Ì����¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����øí����)±\�
M//Ñ

�@ô8´)�>«¯¢¥�i§��¥��¶¾���$¨�� gNJ
¢£�

M//Ñ
�\ÖM�)�A���Ì'¢£�@�S�A¤�¦ gUJ

��¤*¦)����¢£Ï?���I�¯§��K¢¥��¨d�o���S��ào«A�M���
M//Ñ

�S�¥�@í����)±\�¡¢£�
è@¢ ë����w¨�¢¥�M��ÉÊ�

Ŵi+1
I

��¨���¦w¨��
�<¢¥������¶È¢°Ílµ"��¢£�¥�M��«¯�$�)�)±{�S�¯�

M//Ñ
¢¥��¨'Ï���¢ gUJ

¶È¢£¨
|J | = i+ 1

±\��±\��Ï����Â«¯�)��¤�¦

gUJ m hUJ ′ ⇔ ∃T ⊆ gPJ
µO�M���A��¶È¢£¨ gUJT > hUJ ′

¢£�
Ŵi

I
hUI′T m gUJ ⇔ ∃T ′ ⊆ gPJ

µO�M���A��¶È¢£¨ hUI′T > gUJT
′ ¢£� Ŵi

I

�)�A«{���M�A��¨K'¢¥���S�¯�
Ŵi

I

�w®Ô¢£��K��¢¥�����{�w�)�{�2�M¤�¦Ià)«A�M���'«¯¢¥�Ê�'«¯¢¥������¶È¢°Ílµ"��¢£�¥�M��«¯�$�)�)±
�S�¯�

Ŵi+1
I

¢¥��¨�à"�\ÖM�)�A���Ø�)�A�È�SÏ����È«¯�)��¤�¦Ý���M�Më��)±$�S¨�¢¥�M�õ�S�¯�¡«)���Ýô2�S�£�
g = 1

Ï��FÍ
��¤*¦)�*×S�)�\���I�@ªo��¢¡�S�¥�*�

UJ m hUJ ′

�d���S�)�Û�Q�M�£±X¨È±X�¥��¢¥¤*¦
UJ ⊆ hUJ ′

��Àé��¨¾«A�S±\��±\���
UJ ⊆ hUJ ′

à8«A�S�)�Ý¢¥��¨È�2�M¤�¦Û²I��¶È¶³�Ý¸X�£¸�½ hPJ ′ ⊆ PJ
à1�)�A«Ù¶È¢£¨¾��¢£�A��¶ö¶³�[Ë¯¢°Í

¶³�S�¥���Ô��Ç)�£¢£¨
F
ÍlµO�M���A�

T ⊆ hPJ ′ ⊆ PJ
¢¥��¨

UJT > hUJ ′

¢£�
Ŵi

I

��§��¾¢¥��¨��S�¥���
UJ m hUJ ′

×Mâ$�)¢£ÒX�S�¥���$¨¡ÉÊ�
UJ >

hUJ ′

�Aô8´)��«)���ÂÉÊK��¢£¨�����ô��S�£�"����¢ h(TUI′) m UJ
�

�9�S�)�Ì±X¢£Ï)¨@�Ê����¢£�A���>¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥���{��Ç)�£¢£¨
F
ÍlµO�M���A�

T
¶È¢£¨ h(TUI′) ⊆ TUJ

�w§d�d�x�M�£±X¨
hT ⊆ UJT ⊆ PJ

�)�A« hUI′ ( UJ
��Àé��¨³�S�A«)������������¢£¨�� hT ⊆ PJ

�)�A« hUI′ (
UJ
à�«A�S�)�Û�Q�M�£±X¨ h(UI′T ) ⊆ UJ

hT
�)�A«Û«A�S¶È¢£¨ h(UI′T ) > h(UJT )

�)�A«Ý«A�S�)�
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h(TUI′) m hUJ = UJ
��íi�S�U¦2�S¨��S�¥���{�S�A¤�¦b¦)¢¥��� h(TUI′) m hUJ ⇔ hUI′ ⊆ UJ�)�A« hT ⊆ PJ

�M�<¢¥��î¡��«¯�$�)�)±\���������S¨�¢¥�M�A���>¶È¢£¨ gUJ
��¢£�A«¾�S�¥���<¢£�

M//Ñ
«¯¢¥�Ê�����£Ï����Ià

'¢¥�,¢£�
Ŵi+1

I

���¡¢¥�È�S�A«)��������Ð¡�����S¨�¢¥�M�A���b´)Ï?����¨��*�S±\������¢¥¤*¦b��¢£�A��ÉÊ�U��¢£�A�kà��)�A«i'¢£�
����¦2�S�£¨����

M//Ñ ∼= Ŵi+1
I

�S�¥���*��¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨��,íi���)±\���I�

ô"´)�<�S�£�¥�
i = 0, . . . , d

��¢£�A«Â«¯¢¥�
W i

I

K��±\�����¡�M���M�£���S��¸X� »X¼¾�)�A«Â«)���������Së����o¨�¢¥�M�
πÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«]�]§�������¢

κ
�S�¥�<«¯¢¥���o����¨����<Ð<�S�)¶6«¯¢¥��í����)±\��«)����¬��A�*�S¶È¶¾���¯Í

¦2�S�)±\���\�M¶ÈÇ?�M�A���w¨�����Ò\�M� ∐
g T̂ J ×1

�Aô8´)�
j ≥ 1

¦2�S¨'¶³�S�Â�FË)�S�o¨���ªo�Êâw�A���)É����

0 → Hj(Z
i
I//

∐
(g T̂ J ×1)) → Hj(Z

i
I/

∐
(g T̂ J ×1)) → Hj−1(κ) → 0 .

ô"´)�
j > 1

¢¥��¨��S�¥���

Hj(W
i+1
I ) = Hj(Z

i
I/

∐
(g T̂ J ×1)) .

ô"´)�
j = 1

¦2�S¨¡¶³�S�
H1(Z

i
I/(

∐
g T̂ J ×1)) = H1(W

i+1
I ) ⊕H0(κ)

�2®���¢£�
Z i

I

��¢£�
ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±\��ÉÊûo�£¢£�A«)���<´)Ï?���

Wi
I

¢¥��¨�à)±X¢£�£¨
Hj(Z

i
I) = Hj(W

i
I)
�Aô8´)�

0 ≤ i < d
�)�A«

j ≥ 1
����±X¢£Ï)¨���¢¥¤*¦Â«¯¢¥�9���S�)±\�XàA�FËA�S�o¨��Xà¯�������S¨�¢£Ò\�� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�Ê���Êâ$�A���)É

· · · → Hj(
∐

g T̂ J) → Hj(W
i
I) → Hj(W

i+1
I ) → · · ·

(∗)

· · · → H1(W
i
I) → H1(W

i+1
I ) → 0 .

�¡¢¥�Ê�*�Uªo�Êâw�A���)É�¢¥��¨Ì�S�A¤*¦
MI
ÍW×Mâw�)¢£ÒM�S��¢��S�w¨�à@«A�Ø«¯¢¥�ií��M��Ç)¦)¢¥��¶¾���ÔÒ\�M�0«)���

MI
Í

×Mâ$�)¢£ÒX�S��¢��S�$¨����Ô§�¢£�$Ï���¨�¨��)�)±
qġδ

à�Ï?��ÉÊ¢¥��¦w�)�)±\��K��¢¥����Ò\�M�õ«)���
MI
ÍW×Mâw�)¢£ÒM�S��¢��S�w¨����

�����Së����o¨�¢¥�M�
π : W i

I → W i+1
I

¢£�A«¯�)ÉÊ¢¥����¨¡K����«)���I�

8�
Z,�éJ$�z�$�z�È °������j~3�j�F��¹/}-��{�Ó	®�}c�º�����j�j�=}q�������	¬¯��~	�����)��}q�¸����{»¹/}���{���îW����«j�Z����{
T I}�{��

Hd(T I) ∼= Z[U ]
�����

Hi(T I) = 0
¾�¿0�

0 ≤ i < d À ®¼���¯¨v�j��~ Hd(T l)
ÃU}'���

¶+���9����� ¬��~	�����R��}c��§y���<{�{=���������7���Z�j���-~º������{¼���R�y�����j� À
Â���Ã���}�{ À ô8´)�����A«¯�£¢¥¤�¦A�9�¡ÖM��Ç?������¢¥��¦A�9ªo�M�¥�M¶¾�M��Áåªo�M��"XýSÆ]�w«)�����S�A¤*¦�þK�)��¨�¢¥��Íl²I��¦)�����Áåþ@²OçX»SÏ)Æ?�o«)����þK¦2�M�����UÁåþK¦2�XýXçSÆl�$§�¢£�>Ï��Ê���M�A«)�����K���¥��±$�S�w¨����'è@��@��¢¥�K�·´)�@«A�M�dÞ�����Í
��¤�¦w'¢£�A«)���Ø«)���� ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�³¢£¶ ©<�*�M«��)�)±X�¥��¢¥¤*¦

d
¶È¢£¨,íi��¨�¦A�w«)���ÑÒ\�M�ÃôA�M�£�o¶³�S�

á �A«)��¨1��¢¥¤�¦�¢£�c²I�A��ÉÊ¨�¢£±ÈÁü²]�A�|Ä[½XÆl�Sô8´)�8Ï����£¢¥��Ï)¢£±\����ÖM��Ç����1±X¢£Ï)¨1�Ê�1è���K��¢¥�*�K¢£�¾ã¡�)¢£�£�¥���
Áåã¡�)¢ßÄMÅSÆI�)�A«�©9�S�����S�A«�Áå©��S�|ÄM¹SÆl�

���(xU�/&',y&����Æ$�z�5Lz �<¢¥�{�9�S����¨����£�£�)�)±
Hd(T I ,Q)

Ò\�M�
MI(F )

¢¥��¨È«¯¢¥�»°�����}����R���q���
®¯����{������������0�õÒ\�M�

MI(F )
�)�A«0'¢£��«0¶È¢£¨

StMI(F )
�o«)���Â�S�A¤�¦

StMI

�o«)���
StIÏ?��É���¢¥¤*¦)�A��¨�à)�_�S�£�¥��«)������ÖM��Ç����

F
á Ë¯¢¥����¨�¢¥��¨��

² ���l�³
�$Lz�´4z ®�}c�Õ�R�����(��}c��������¬¯��~	�����R��}c�v¶+�j�
T̂I
}'{��
Hj(T̂I) = 0

¾�¿0�
0 ≤ j < |I|�����

H|I|(T̂I ,Q) = 1
MI (F )
NI (F ) − StI À
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Â7��Ã���}'{ À Î��M¤�¦Û���M�A��¨����)�w¨�¢¥�M�Ý¢¥��¨ TI
«A�M�

d
Íéªw�\���¥��¨�¨ÈÒ\�M�

T̂I
�8íi�S�Ù¦2�S¨³�S�¥���i«¯¢¥�

���S�)±\���FËA�S�o¨���ªo�Êâ$�A���)É

0 → H|I|(T̂I) → H|I|(T̂I/TI) → H|I|−1(TI) → H|I|−1(T̂I) → · · ·

ÀW�
Hd(TI

æ@¢¥��¨���¢£��§���É����)±\���A«)���A��û¯��¨���¶ì«¯�)��¤*¦�ò¡Ç2�S��¨�¶¾���$¨��¡±\��±\��Ï?���Ià2�)�A«�«¯¢¥�Ê���
@����«)���È�2�M¤�¦È���M�A��¨����)�o¨�¢¥�M�È¢£¶����Ê¤�¦$¨�����í��M��Ç)¦)¢¥��¶,�A�1±\���*�M«)�'�S�¯��Î��)�£�o±\�Ê��¤*¦)¢¥¤��o¨��
Î¡�)�b±X¢£�£¨��A�o¤�¦

Hd−1(T̂I/TI ,Q) = Cd−1(T̂I ,Q) = 1
MI (F )
NI (F )

�]�9�M�9Þ������*¤�¦$'¢£�A«)���
«)���È¶È¢£¨�¨��¥�������õ <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�Ì�x�M�£±X¨³�S�A�È«)���³è���¨��*�M¤�¦w¨��)�)±Ñ«)���È�)¢¥�Ê«¯��¢£±\�������õµ"����¶¾�
«)�����MÏ)¢£±\���Â���S�)±\���Â�FË)�S�o¨����iªo�Êâw�A���)É\�

ªo��¢
Sk?

i (T I)
«)���KÓ��w¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË³Ò\�M�

T I
à\«)���KÒ\�M�³«)����§�¤*�\���

Sk?
i = {gUJ | g ∈

MI(F ), J ( I, |J | ≤ i}
�S�¯�Q±\�Ê��Ç2�S�)�w¨³'¢£��«]��§��³����¢�«A�S�*�S�Õ����¢£�)�A����¨�à�«A�M�*�

T I«¯¢¥�¡Ï2�S��ûwÉ����w¨���¢¥��¤�¦A��Ó��w¨�����¨���¢£�£�)�)±AàA�S�¥���,«)����ô8���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË>´)Ï�����«)����´)Ï)�£¢¥¤*¦A���
ªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�

{gUJ}
«)�Ê�8µ�¢£¨���Íé©���Ï2×S�A«)�Ê�"¢¥��¨��[�<���"Ð¡�S�)¶

Sk?
i (T I)

¢¥��¨
i
Íl«¯¢£¶¾���A��¢¥�M�2�S�_�

Å �<���h��*y&',y&�����$Lz�ÇLz ®}q�|¬�j~3�j���R�j}q�µ¶+�j�
Sk?

i (T I)
}�{��

Hj(Sk
?
i (T I)) = 0

¾�¿0�
0 ≤ j < i ≤ d

�0���

Hi(Sk
?
i (T I),Q) =

∑

|J |>i

(−1)|J |−i−1 ind
MI(F )
PJ(F ) StJ

¾�¿��
0 ≤ i ≤ d À

Â7��Ã���}'{ À íU�S�,�X�S�)���Q´)�1��¢£� J ⊆ I
¶È¢£¨

|J | = i+1
«A�M��©���Ï2×S�A«)�

T J
�S�¯�A�x�M�£±\���A«)�

®���¢¥���¡¢£�
Sk?

i (T I)
��¢£�wÏ?��¨�¨����I�¯ô8´)�K��¢£�A�<§�¤*�\� gUJ ′ ∩MJ

¢£�
T J

¢¥��¨
|J ′| ≤ i

à\�)�A«
��¢¥�Â'¢£��«ù�S�¯� gUJ ′

¢£�)�A����¦2�S�£Ï0Ò\�M�
Sk?

i (T I)
±\�Ê��¤*¦)¢¥¤��o¨���íi�S�0����¦2×S�£¨Ì�S�¯��«¯¢¥�Ê���

®���¢¥������¢£�A��ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±

∐

|J |=i+1,J⊆I
g∈MI(F )/PJ (F )

ġ T J −→ Sk?
i (T I),

�)�A«Ô'¢£�ÌÏ?��¨��*�M¤*¦$¨����Ià�×S¦)�)�£¢¥¤*¦ù'¢¥�U�MÏ?���IàK'¢¥�Ê«)����«)���ùò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±\��ÉÊûo�£¢£�A«)���
Zi«¯¢¥�Ê�����¡ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±¾�)�A«�Ï?��¨�¨���� ∐

g T J ×1
«)�M��¨�¦)¢£�A��¢£�Â��¢£�I�2���S�)�Â±X¢£�£¨

Sk?
i+1(T I) ∼= Zi//

∐
g T J ×1,

«A�
Zi//

∐
g T J ×1

�2�M¤*¦,���M�A��¨����)�w¨�¢¥�M��«)���"ô"���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË�«)���"����¶È¢°Í_¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����
íi���)±\�

Sk?
i ∪

⋃

|J |=i+1,J⊆I
g∈MI(F )/PJ (F )

{gUJ}

¢¥��¨�à�K���)�õ¶³�S�Õ«¯¢¥������¶È¢°ÍlµO��¢£�¥�M��«¯�w�)�)±Ý«¯�)��¤�¦ gUJ > E
�Q´)���S�£�¥�

E ∈ ġδ(TJ )¶È¢£¨
|J | = i+ 1

�x�M��¨�����¨�ÉÊ¨��)�<¢¥���9��±\���¥��Ç)¢£¨�É�����Ò\�M�
Zi//

∐
g T J ×1

���w¨���Ç)���Ê¤�¦A���
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«A�S�)�>±\���*�M«)�9«)����§d¤��\��� gUJ
¶È¢£¨

|J | = i+ 1
�A©����2�S�{'¢¥���MÏ?���{����¦2×S�£¨'¶³�S�>�·´)�

0 ≤ i ≤ d
'¢¥�Ê«)���<��¢£�A�����S�)±\�Xà2�FËA�S�w¨����������S¨�¢£Ò\�� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�FÍéªo�Êâw�A���)É

· · · → Hj(
∐

g T J) → Hj(Sk
?
i (T I)) → Hj(Sk

?
i+1(T I)) → · · ·

· · · → H1(Sk
?
i+1(T I)) → 0.

®���±\���Uª¯�S¨�ÉÈ»¯� »È¦2�S¨�¶³�S�
Hj(Sk

?
i (T I)) = Hj(Sk

?
i+1(T I))

�Q´)�
0 ≤ j < i < d

�
®Õ¢£�9���M���*����«A�M�

i
@�M¤*¦A�����Ã�)�A«��*��¦A���

Hj(Sk
?
i (T I)) = Hj(T I) = 0

�Q´)��«¯¢¥�Ê���
0 ≤ j < i < d

àA�SÏ?���<�S�A¤�¦{�Q´)�
i = d

�
ô"´)�

j = i+1
¢¥��¨
Hi+1(

∐
g T J) =

∑
|J |=i+1 ind

MI(F )
PJ(F ) StJ

�)�A«
Hj(

∐
g T J) = 0

�
íÂ¢£¨�«)�����MÏ)¢£±\���Uªo�Êâ$�A���)É�����¦2×S�£¨�¶³�S�Â«¯¢¥��ôA�M��¶¾���

Hi+1(Sk
?
i+1(T I)) +Hi(Sk

?
i (T I)) =

∑

|J |=i+1

ind
MI(F )
PJ (F ) StJ .

º\��¨�ÉÊ¨³Ï���K��¢¥��¨³¶³�S�õ¶È¢£¨�¨����¥���SÏA��¨���¢£±\���A«)���>ÀW�A«¯�)�w¨�¢¥�M�õ�2�M¤�¦
i
«¯¢¥�Âè���¦2�S�)Ç)¨��)�)±

Hi(Sk
?
i (T I)) =

∑
|J |>i(−1)|J |−i−1 ind

MI(F )
PJ(F ) StJ

�

�º���+������
�|$�z�!Lz Ú {W��}���� 1MI
=

∑
J⊆I(−1)|J | ind

MI(F )
PJ(F ) StJ À

Â���Ã���}�{ À Î��M¤�¦����M�A��¨����)�o¨�¢¥�M�³¢¥��¨�«¯¢¥� 0
Í_¨������Ê«¯�)ÉÊ¢¥����¨��� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�

H0(Sk
?
0(T )) =

1MI

B − 1M
��íi�S�iÒ\����K���A«)��¨��$�)�b�����MÇ��X��¢£¨�¢¥�M��»¯� Å¾�Q´)�

H0(Sk
?
0(T ))

�)�A«U����¦2×S�£¨
«¯¢¥�<ò¡�A���*�S±\�X�¯íU�S�{�M�S�)�{«)����è���K��¢¥�¡�S�A¤�¦Â«¯�)��¤*¦���¢£�A�9«¯¢£�����w¨��9è������Ê¤�¦)�w�)�)±³¶È¢£¨
«)���{Ï?���X�S�)�$¨����iôA�M��¶¾���£�

StJ =
∑

L(J(−1)|L|1MJ

PL∩MJ

�·´)¦)�����I�

² ���l�³
�$Lz'ê�z Ú {W��}���� Hj(W
j
I) = 0

¾�¿��
1 ≤ j < d À

Â���Ã���}�{ À ô8´)� i = j
¦2�S¨�«¯¢¥���FËA�S�w¨���ªo�Êâw�A���)É

(∗)
«¯¢¥�,©9�Ê��¨*�S�£¨

· · · → Hj(
∐

g T̂ J) → Hj(W
j
I ) → Hj(W

j+1
I ) → · · ·

ò��A�>«)���ù�<� á �)¢£¨�¢¥�M�A���Ô�x�M�£±X¨Ì�)�)¶È¢£¨�¨����£Ï2�S�
Skj+1(W

j+1
I ) = Sk?

j+1(T I)
�@ò¡�¥���

�Q�M�£±X¨@¶È¢£¨��MÏ)¢£±\��¶ ²I��¶È¶³�
Hj(W

j+1
I ) = 0

�¯²I��¶È¶³�È»¯� ½cÏ?�Ê�|�S±X¨
Hj(T̂ J) = 0

�Q´)�
j = |J | − 1

àA���È«A�M����«A�S�)�i�S�A¤�¦
Hj(W

j
I) = 0

�Q´)�
1 ≤ j < d

�

¬��A�*�S¶È¶¾���Ì¶È¢£¨�²I��¶È¶³�È»¯� ½c�)�A«>²O��¶È¶³�È»¯�åÄ��FË¯¨��*�S¦)¢¥�������{'¢£���S�A��«)���¡ªo�Êâ$�A���)É
(∗)

�w�)�{�x�M�£±\���A«)��ò��A�*�*�S±\���I�

Å �+���;��*+&�,y&���� $�z�ïLz ¦h¿0�
1 ≤ j < d

½Z�j�;~	���µ°��0������§+�-}q�������

Hj(
∐

|J |=j,J(I
g∈MI (F )/PJ (F )

ġ T̂ J) −→ Hj(W
j−1
I ) .
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¦h¿0�
1 ≤ j ≤ d

��}����
Hj(WI) = Hj(W

j−2
I )

Î;�0���|����=U��������~ÿ½0�j��~	���

Hd(W
d−1
I ,Q) = StI +

∑

J(I
|J |=d

ind
MI (F )
PJ (F ) Hd(T̂ J ,Q) .

Â7��Ã���}'{ À �<¢¥��ªw�)�Që����o¨�¢¥�M�Â����¦2×S�£¨�¶³�S�Â�)�)¶È¢£¨�¨����£Ï2�S�<�S�A��²I��¶È¶³�³»¯�åÄ,�)�A«�«)���¡ªo�FÍâw�A���)É
(∗)

¶È¢£¨
i = j − 1

�K²I��¶È¶³�Ø»¯� ½Ø�)�A«Õ«¯¢¥�bªo�Êâ$�A���)ÉiÉ���¢£±\���ù�S�A¤�¦Ià�«A�M���
Hj(W

i−2
I ) ∼= Hj(W

i−1
I )

�Q´)���S�£�¥�
i < j ≤ d

�]§��9�x�M�£±X¨
Hj(WI) = Hj(W

j−2
I )

�
ô8´)��«¯¢¥���¥��¨�ÉÊ¨��<ÀW«)���w¨�¢£¨*×S¨'����¨�ÉÊ¨K¶³�S�

Wd
I = T I

¢£�>«¯¢¥�9ªo�Êâw�A���)É��Q´)�
i = d− 1

��¢£�I�
������µO����¶

Hd−1(
∐

g T̂ J)
¢¥��¨¡�$�)�£�8�2�M¤�¦b²I��¶È¶³�Ì»¯� ½��)�A«U�S�A¤�¦

Hd+1(T I) = 0
�

������ªw¨*�SÏ)¢£�£¢¥�*�S¨��M�'Ò\�M�
T̂J
¢£�
MI(F )

¢¥��¨
PJ(F )

àw�)�A«Ì«¯¢¥�
J ( I

¶È¢£¨
|J | = d

��¢£�A«
��¢£�ÙÐ���Ç)�*×M�����w¨*�S�$¨����A��û¯��¨���¶ö«)���¾î¡��Ï)¢£¨���«)��� g T̂ J

�)�$¨����
MI(F )

�8�9�S¦A��������¦2×S�£¨
¶³�S�Â«¯¢¥��ôA�M��¶¾���]�Q´)�

Hd(W
d−1
I ,Q)

�Iä·Òo±X�_�Aò¡ÏA��¤�¦)�)¢£¨�¨,¸X�£¸kæ

�<¢¥�Kªw�)�Që����w¨�¢¥�M�9¢£�,«)���O�����MÇ��X��¢£¨�¢¥�M��Ï��Ê«)���)¨���¨�à�«A�M���I�Ê�]¢£��«)���" ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�
Hj(W

j−1
I )�\��¢£�A�¯¡l±X�¥�MÏ2�S�¥��� ¢  <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥���o���M�������U±X¢£Ï)¨���ô"´)� 1 ≤ j < d

¦2�S¨�«¯¢¥�¾ªo�Êâ$�A���)É
(∗)¶È¢£¨

i = j − 1
«¯¢¥�9ôA�M��¶

0 → Hj+1(WI) → Hj+1(W
j
I) → Hj(

∐
g T̂ J) → Hj(W

j−1
I ) → 0,

@���)�Â'¢£�¡«)����µO����¶
Hj+1(W

j−1
I )

¶È¢£¨� ¡¢£�°�Q��«)����ÉÊK��¢£¨����Uò��A�*�*�S±\���MÏ)¢£±\���¡�����SÍ
Ç��X��¢£¨�¢¥�M��«¯�)��¤*¦

Hj+1(WI)
�����*��¨�É����I�w�<¢¥��è��Ê��¨�¢£¶È¶,�)�)±�«)���@ ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�FÍl�9�S����¨����°Í

�£�)�)±\���ÌÒ\�M�
WI

���Ê«¯�)ÉÊ¢¥����¨���¢¥¤�¦��S�¥����ÉÊ�Ì��¢£�A��¶�±X���X�������ÌµO��¢£��ÉÊ�Ì«)���@è��Ê��¨�¢£¶È¶,�)�)±
«)���

Hi(W
i−1
I )

�

Å �<���h��*y&',y&����Ô$�z�A4z ¦h¿0�
|I| > 1

�R���R��×�½�������{�}q×�½|�j}q���õ�j�-}q�����j��� Ú ����������É/½0�j�õ�<§<�������}'{��-}'§S¶<���
WI

�=�

χ(WI) = 1MI (F ) + (−1)dStI +
∑

φ6=J(I

(−1)|J | ind
MI(F )
PJ (F ) H|J |(T̂ J ,Q) .

Â7��Ã���}'{ À ÀW�Ì«¯¢¥�Ê�*��¶�è���@��¢¥�'Ï?��¨��*�M¤*¦$¨�����'¢£�����Ê«¯�)ÉÊ¢¥����¨��9 <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥��¶È¢£¨'�*�S¨�¢¥�M�2�[Í�¥���>���o�FÚ¾ÉÊ¢¥���$¨����I�)íU�S������¦2×S�£¨�«A�S�)�¾�Q´)�
1 ≤ j < d

¶È¢£¨@«)����ªo�Êâw�A���)É\àw«¯¢¥��¢£��«)���
è���¶¾�����o�)�)±¾Ò\�M��«¯¢¥�Ê�����������MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�i�S�¯�·¨*�S�A¤*¦$¨

Hj(W
j−1
I ) =

∑

|J |=j

ind
MI(F )
PJ(F ) Hj(T̂ J) −Hj+1(W

j
I) +Hj+1(WI)

�S�¥��Òo¢£��¨��A���£�¥�È�9�S����¨����£�£�)�)±{Ò\�M�
MI(F )

�]�<�)��¤�¦�ÀW�A«¯�)�o¨�¢¥�M�b�2�M¤�¦
j
Ï���K��¢¥�����b'¢£�

�Q´)�
j ≤ d

«¯¢¥�9ôA�M��¶¾���

j∑

i=1

(−1)j−iHi(WI) = Hj(W
j−1
I ) +

j−1∑

i=1

(−1)j−i
∑

|J |=i

ind
MI(F )
PJ(F ) Hi(T̂ J) .



»c ¡�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥����¢£¶ ®Ã�S±\�M�A����Íl���M¶ÈÇ)�¥�FË ¹¯¸

ô"´)�
j = 1

¦2�S¨'¶³�S��Ï�������¢£¨��

H2(WI) −H1(WI) = H2(W
1
I) −

∑

|J |=1

ind
MI(F )
PJ(F ) H1(T̂ J).

���M�8§�¢£�A����¨�É����¾«)���1ôA�M��¶¾���o�Q´)�
Hj(W

j−1
I )

¢£�c«¯¢¥�KÀW�A«¯�)�w¨�¢¥�M�A��Ò\�M�*�S�A������¨�ÉÊ�)�)±9Ò\�M�£�°Í
ÉÊ¢¥��¦$¨'«)���>ÀW�A«¯�)�o¨�¢¥�M�A����¤�¦)��¢£¨�¨��)§d�K±X¢£�£¨'�S�¥���,�2�M¤�¦�§���@��¢£¨������)�)±³�S�¯�"«)���{ô2�S�£�

i = 0�S�¯�1«)�����£¢£�)�\���Uªo��¢£¨��

d∑

i=0

(−1)d−iHi(WI) = (−1)d1MI (F ) +Hd(W
d−1
I )

+

d−1∑

i=1

(−1)d−i
∑

|J |=i

ind
MI(F )
PJ(F ) Hi(T̂ J) .

ªo¤�¦)�£¢¥��÷X�£¢¥¤�¦Ì�\�M¶È¶,¨@�����MÇ��X��¢£¨�¢¥�M�{»¯� ç��Q´)�K«)���>µO����¶
Hd(W

d−1
I )

ÉÊ�)�Kò¡�$@���A«¯�)�)±Aà
�)�A«³�2�M¤*¦Ìí��)�£¨�¢£Ç)�£¢£�X�S¨�¢¥�M��«)���'©<�¥��¢¥¤*¦$�)�)±È¶È¢£¨

(−1)d �x�M�£±X¨@«¯¢¥��è���¦2�S�)Ç)¨��)�)±A�

Ó��w¨�����Þ�����K���A«¯�)�)±>Ò\�M��²I��¶È¶³��»¯� ½¾�)�A«��¡�M���M�£���S�<»¯�#"È¢¥��¨��Ê���)¢¥¤�¦w¨¡��¤*¦$@���<«¯¢¥�FÍ
���Èè��Ê��¤�¦)����¢£Ï)�)�)±i«)����§��)�¥����ÍéþK¦2�S�*�S�o¨�����¢¥��¨�¢£��¢£��«¯¢¥�éë����)¢£±\�¾Ò\�M�Ã�¡�M���M�£���S��¸X� »X»ÌÉÊ�
´)Ï?�����Q´)¦)�����I�

ÛN]'ó 8�d�n dLijd4uÐ`c_�g `�n þ w�b�d�g;_Fe è Ýsd�n u�a�_à
®Õ¢£�KÏ?�Ê��¤*¦)�*×S�)�\���Ì�)�A�d�w�)�Ì�S�¯�O«)���Ìô2�S�£�

G = Sln(k)
�o®Ô¢£� á Ë¯¢¥�������>«¯¢¥�

F
Ílè��M�����°Í

©<���)Ç)Ç?�
B
«)�����MÏ��������Ñ�<����¢¥�Ê¤��¯��¶³�S¨���¢£É����Ý�)�A«Ñ«)���Ñ¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥���Ø��Ç)�£¢£¨

F
Ílµ"�M���A�

T0
Ï?�Ê��¨���¦A���A«��S�A��«)�����<¢��S±\�M�2�S�£¶³�S¨���¢£É����I�2ô8´)�

J ⊆ I
�·´)¦)�����{'¢£��«¯¢¥��Î<�M¨*�S¨�¢¥�M�

PJ,I = PJ ∩MI
�)�A«

UJ,I = UJ ∩MI
��¢£�I�2ò¡�)÷\����«)��¶6�*��¢O�A�o¤�¦

BI = B ∩MI�)�A«
Uφ = Ru(B)

�
ªo��¢

ΦI
«A�M�9®b�)��É����¥��û¯��¨���¶ñÒ\�M�

MI
Ï���ÉÊ´)±X�£¢¥¤�¦

T0
�)�A«�����¢¥���

Φ+
I

«¯¢¥�ÈÇ��X��¢£¨�¢£Ò\���
®b�)��É����£�øÏ?��ÉÊ´)±X�£¢¥¤*¦f«)���

F
Ílè��M�����°Íé©<���)Ç)Ç��

BI
¢£�

MI
�'ô8´)����¢£�A�b®b�)��É����

α ∈
ΦI

����¢
Uα,I

«¯¢¥�¾ÉÊ�)±\��¦AÖM��¢£±\�³®b�)��É����£±X���)Ç)Ç��¾¢£�
MI
�]Àé��¨9�$�)�Ã�·´)��«¯¢¥�¾µ"��¢£�£¶¾���)±\�

RJ,I = Φ+
I − Φ+

J

«A�M�¡�)�)¢£Ç?�M¨����w¨��cÐ¡�M«¯¢£�X�S�
UJ,I =

∏
α∈RJ.I

Uα,I
à����³����¢

U−
J,I =∏

α∈RJ,I
U−α,I

�
ô2�S�£�¥�cÉÊK��¢'Ç2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤�¦A�{Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç����

P
�)�A«

P ′ Ò\�M� MI
��¢£�A�Ì±\��¶¾��¢£�A�*�S¶¾�

²I��Òw¢°ÍlÓ¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��'���$¨�¦2�S�£¨����IàX�|�S±\���,'¢£��àM«A�M���
P
�)�A«

P ′ ���q�����F¿�)������}c�q����������¢£�A«]�
§�¢£�

I ⊆ S
¦A��¢£÷\�v����{���~D~º���½0«j����������Î\K���)�È�Ê�IÒ\�M�c«)���"ôA�M��¶

I = {τi, . . . , τi+m}¢¥��¨�àS�·´)�K��¢£�
1 ≤ i ≤ d

�)�A«³��¢£�
m ≥ 0

�\ô8´)�
J ⊆ I

�·´)¦)������'¢£���A�w¤*¦³«¯¢¥��Î<�M¨*�S¨�¢¥�M�
U±

J,I

�Q´)��«¯¢¥�,©<���)Ç)Ç��
〈UJ,I , U

−
J,I〉

��¢£�I�

² ���l�³
�$Lz��ZòLz?> {��
J ( I ⊆ S

�����	}'{��
I
����{���~D~º���½Z«����������<ÎÐ�(�����µ}'{��

U±
J,I =

U±
φ,I

Î��0���
U±

φ,I

������½0«����;��}��	¨W������«<{=�����c���������{�±<{�����~·¶+���
WI À ����=U��������~·}'{��

U±
φ,I������~3�j�L}'�

MI
Î;�0������{���}����

U±
φ,IT0 = MI À
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Â7��Ã���}'{ À è���É���¢¥¤�¦)�A�c«¯¢¥��§��¥��¶¾���$¨*�S��¶³�S¨���¢°Ë]à�K���¥¤*¦A�c�S�¯�d«)���<�<¢��S±\�M�2�S�¥���i�)�A«U�S�«)���>ªw¨����£�¥�
(i, j)

«)���õ§�¢£�$¨��*�S±Ñ§�¢£�A�¾¦2�S¨�à�¶È¢£¨
ei,j
�@ªo��¢¡�S�)÷\����«)��¶

τi,j
«¯¢¥��íU�[Í

¨���¢°Ë]à$@���¥¤�¦A���S�A��«)���'§�¢£�)¦A��¢£¨���¶³�S¨���¢°Ë{«¯�)��¤�¦{Î<��±X¢¥�������Ì«)���
j
Í_¨����ÂªwÇ2�S�£¨��<�)�A«Ì�S�¯Í

��¤*¦)�£¢¥��÷\���A«)��¶�Þ�����¨*�S�A��¤�¦A���Ì«)���
i
Í_¨������)�A«

j
Í_¨�����ªwÇ2�S�£¨������w¨���¨���¦$¨��oíU�S�³Ò\�M�£�£ÉÊ¢¥��¦$¨

���¥��¶¾���w¨*�S�K�2�M¤*¦Ià\«A�M����¶È¢£¨
ei,j

�)�A«
ej,i

�S�A¤�¦
τi,j = ei,je

−1
j,i e

−1
i,j

¢£�
U±

J,I

���w¨�¦2�S�£¨����
¢¥��¨����9�

J ( I
¢¥��¨�à?±X¢£Ï)¨��Ê����¢£�

λ ∈ I − J
¶È¢£¨

eλ,λ+1 ∈ UJ,I
���9�S�)�b�£¢¥��±\���Ià]«A�

I
ÉÊ�A�|�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«Â¢¥��¨��S�A¤*¦

ei,λ+1
�)�A«

eλ,j
¢£�
UJ,I

�Q´)���S�£�¥�
min(I) ≤ i ≤ λ�)�A«

λ < j ≤ max(I)
�? ¡¢¥����Ï?��¢"Ï?��¨��*�M¤*¦$¨����b'¢£�¡«¯¢¥�,�2�S¨�´)���£¢¥¤�¦A�¾î¡��«¯�$�)�)±Â�S�¯�

I
�

íU�S��¦2�S¨�«A�S�)�

〈τi,λ+1, τλ,j|min(I) ≤ i ≤ λ
�)�A«

λ < j ≤ max(I)〉 ⊆ U±
J,I .

íU�S����¢¥��¦$¨��¥��¢¥¤�¦$¨�à�«A�M����«¯¢¥�,©����)Ç)Ç?���S�¯��«)�����£¢£�)�\���iªo��¢£¨��9±\���*�M«)�
WI

¢¥��¨��)�9�S¦A���
¢¥��¨

U±
J,I = U±

φ,I

�
ªo��¢��2�M¤�¦Ýè@���)¦2�S¨�Íé¬?�����¥��±X�)�)±

g = uwtu′ ∈ MI
¶È¢£¨

u, u′ ∈ Uφ,I
à
t ∈ T0

�)�A«
w ∈ NI ∩ U±

φ,I

���9�S�)�U¢¥��¨¡�·´)�
x
¢£�
Uφ,I

�o«)���
U−

φ,I

�S�A¤�¦ gx
¢£�
U±

φ,I

���w¨�¦2�S�£¨����I�

U±
φ,I

¢¥��¨��S�¥�����A�M��¶³�S�?¢£�
MI
�$§d�d¢¥��¨

Uφ,I
�)�A«

NI
¢£�
U±

φ,IT0
���w¨�¦2�S�£¨����I�oÎ��M¤�¦>«)���

è@���)¦2�S¨�Íé¬?�����¥��±X�)�)±>¢¥��¨�«A�S�)�
U±

φ,IT0 = MI
�

ªo��¢]�w�)�
I ⊆ S

Ò\�M��«)���'ôA�M��¶
I = {τi, τj}

�·´)�
i, j ∈ {1, . . . , n− 2}

�2ªo��¢
w0
«A�M�

��×S�)±\��¨���§��¥��¶¾���$¨c¢£�
〈I〉
à8�S�¥���

w0 = τiτjτi
�x�S�£�¥�

I
ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«Ø¢¥��¨��)�A«

���M�A��¨
w0 = τiτj

�"ªo��¢
J = {τi}

�)�A«
J ′ = {τj}

à]«A�S�)��¢¥��¨
U−

J,I = w0UJ ′,I
�I�<¢¥�

©<���)Ç)Ç����
PJ,I

�)�A« w0PJ ′,I
���$¨�¦2�S�£¨����ø«¯¢¥�i±\��¶¾��¢£�A�*�S¶¾�

F
Íl²I��Òo¢°ÍlÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?�

MJ
�Aíi�S�{¦2�S¨�ÉÊK��¢

MJ
ÍW×Mâ$�)¢£ÒX�S��¢��S�$¨��,§�¢£�$Ï���¨�¨��)�)±\���

δ : T̂ J → ŴI

T 7→ TUJ,I

pUφ,J 7→ pUφ,JUJ,I

�)�A«

δ− : T̂ J → ŴI

T 7→ TU−
J,I

pUφ,J 7→ pUφ,JU
−
J,I

 ¡¢¥����Ï?��¢O¢¥��¨
p ∈MJ (F )

�
Å �<���h��*y&',y&���� $Lz-����z ®}c� Ú }'���)���q�-���0����� δ �0��� δ− {�}����D½Z��~	�j�c��� À
Â7��Ã���}'{ À ®Ô¢£�O�M�����MÉÊ¢£¢¥��������ÉÊ� Uφ,J

��¢£�A������¢£�A«¯¢£¶¾���A��¢¥�M�2�S�¥����Ó��w¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË
Z(Uφ,J)Ò\�M�

ŴI
�]�¡¢¥�Ê�*�����*��¢8Ò\�M��«)����§d¤��\���

E ∈ ŴI
����É����)±X¨�à]�·´)�9«¯¢¥�

E < T ′ ¢£� ŴI�Q´)�¾�S�£�¥��¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥���Û��Ç)�£¢£¨
F
ÍlµO�M��¢

T ′ ⊆ BJ
±X¢£�£¨��8�<¢¥�Ê�c��¢£�A«Ø±\���*�M«)�{«¯¢¥��¬?���£�¥���

¢£¶ìªo¤*¦)�)¢£¨�¨¡«)����ò¡Ç2�S��¨�¶¾���$¨���à)@���¥¤�¦A�,«)���{¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥���Â��Ç)�£¢£¨
F
ÍlµO�M��¢I¢£�

BJ
ÉÊ�)±\�FÍ

�M��«¯�A��¨9��¢£�A«]�?ÀW��¨
I
ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«]àI���³���Ê¤�¦)�A��¨9¶³�S�U���¥��¶¾���$¨*�S�9�2�M¤*¦Ià?«A�M�*�



»c ¡�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥����¢£¶ ®Ã�S±\�M�A����Íl���M¶ÈÇ)�¥�FË ¹X¹

Z(Uφ,J)
«)�������M¶ÈÇ)�¥�FËÌ¢¥��¨�à\@���¥¤�¦A����«¯�)��¤*¦�«¯¢¥�¡§�¤*�\���{����É����)±X¨@'¢£��«]à¯«)�������ÌÉÊ�)±\�FÍ

¦AÖM��¢£±\�,©<���)Ç)Ç����Â«¯�)��¤�¦{�x�M�£±\���A«)��íU�S¨���¢£É����Â��ûo¶�Ï��M�£¢¥��¢¥����¨�@����«)���I�

δ(Uφ,J ) =̂




1 u x
0 1 y
0 0 1


 <




t u x
0 t′ 0
0 0 t′′


 >




1 u x
0 1 0
0 y 1




<




t u 0
0 t′ 0
0 x t′′


 >




1 u 0
0 1 0
x y 1


 =̂δ−(Uφ,J)

ô2�S�£�¥�
I
�)¢¥¤*¦$¨�ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«Ì¢¥��¨�à$Ï?�Ê��¨���¦w¨

Z(Uφ,J)
�S�A�@«)���{ªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�'��ûw¶cÍ

Ï?�M�£¢¥��¢¥����¨�«¯�)��¤*¦

δ(Uφ,J)=̂




1 u
0 1

1 x
0 1


 <




t u
0 t′

t′′ 0
0 t′′′


 >




1 u
0 1

1 0
x 1


 =̂δ−(Uφ,J).

�<�����MÏ������@�£¢£�)�\�@è@�¥�o¤�����¨���¦$¨�¦)¢¥���8�Q´)�
MJ

àS�)�A«
t, t′, t′′, t′′′ ∈ F ? �)�A« u, x, y ∈ F

�
Àl��ë��Ê«)��¶qô2�S�£�¯¢¥��¨

Z(Uφ,J)
�S�¥�*���\�M�w¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S���\íi�S�c��¢¥��¦w¨��S�A¤*¦IàM«A�M��� pZ(Uφ,J)∩

Z(Uφ,J) = φ
×Mâ$�)¢£ÒX�S�¥���$¨�¢¥��¨�ÉÊ� pUφ,J 6= Uφ,J

�Q´)���S�£�¥�
p ∈MJ(F )

�
ªo��¢

Z
«)����Ó¡�$¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË¾Ò\�M�

ŴI
Ï?�Ê��¨���¦A���A«¾�S�A�d«)��� pZ(Uφ,J)

�)�A«È«)����¬?���£�¥���
p[T0]

�Q´)�
p ∈MJ(F )

àAK�MÏ���¢O«¯¢¥�,¬?���£�¥�
δ(AT,I)

ÉÊ�
T
¶È¢£¨

[T ]
Ï���É���¢¥¤�¦)�A��¨¡'¢£��«]�

º\�Ê«)����¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥�i��Ç)�£¢£¨
F
Ílµ"�M���A�

T ∈ PJ,I
¢¥��¨³¢£�Õ±\���2�S�0��¢£�A���

F
Íl²I��Òo¢°ÍlÓ��w¨�����Í

±X���)Ç)Ç?�,Ò\�M�
PJ,I

���$¨�¦2�S�£¨����I��ÀW����¢£�A���
F
Íl²I��Òw¢°ÍlÓ¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��

M
��¢£�A«Â�\��¢£�A��ÉÊ@��¢

¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥���
F
ÍlµO�M��¢1«¯�)��¤�¦���¢£�

u ∈ UJ,I(F )
�\�M�Më��)±X¢¥����¨�à�«)���)�i���M�A��¨��×S��� uT ⊆

M, uM
�8íU�S�ÙK��¢£÷Ã�SÏ�����à1«A�M���

UJ,I(F )
��¢£�¯�_�M¤�¦Ý¨��*�S�A��¢£¨�¢£ÒØ�S�¯�<«)���¾íi���)±\�Ì«)���

F
Íl²I��Òw¢°ÍlÓ¡�$¨�����±X���)Ç)Ç����bÒ\�M�

PJ,I
�MÇ�����¢¥����¨���§��<±X¢£Ï)¨��S�¥������¢£�A���b��¢£�A«)���)¨�¢£±\���b¶³�[Í

Ëo¢£¶³�S�¥���i��Ç)�£¢£¨
F
Ílµ"�M���A�

T̂
¢£�
TUJ,I

à2«)����¢£�U«)���¡��¨*�S�A«A�S��«
F
Íl²I��Òo¢°ÍlÓ¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��

MJ
�£¢¥��±X¨��

�¡¢¥� pZ(Uφ,J)
��¢£�A«�Ò\�M���<¢£¶¾���A��¢¥�M����¢£�A��à��\�M�w¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S�"�)�A«

δ(pUφ,J)
�)�A«

δ−(pUφ,J)¦2�SÏ?���³�<¢£¶¾���A��¢¥�M���$�)�£���)�A«³��¢£�A«È¢£� pZ(Uφ,J)
���$¨�¦2�S�£¨����I�)©9�S�)É�×S¦)�)�£¢¥¤�¦Ì��¢£�A«¾«¯¢¥�

[T̂ ]
Ò\�M���<¢£¶¾���A��¢¥�M��ÉÊK��¢_à��\�M�$¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S��à?�)�A«

δ(T )
�)�A«

δ−(T )
¦2�SÏ����Â�<¢£¶¾���¯Í

��¢¥�M����¢£�A���)�A«{��¢£�A«�¢£�
[T̂ ]

���$¨�¦2�S�£¨����I��®Õ¢£�'É���¢£±\���Â�$�)�Ià2«A�M�*� pUφ,JUJ,I < TUJ,I×Mâ$�)¢£ÒX�S�¥���$¨9ÉÊ� pUφ,JU
−
J,I < TU−

J,I

�)�A«�×Mâw�)¢£ÒX�S�¥���$¨9ÉÊ� pZ(Uφ,J) ⊆ [T̂ ]
�·´)���S�£�¥�

p ∈ MJ(F )
¢¥��¨����9�S�)�Ý¢¥��¨È«)���¾Ó¡�$¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË

Z
«)����¬�ûo�£¢£�A«)���È´)Ï����

T̂ J
�)�A«

±X�¥��¢¥¤�¦)É���¢£¨�¢£±Ø�S�A¤*¦õ´)Ï���� w0 T̂ J ′

�)�A«Û��¨����£�£¨³«A�S¦A���³��¢£�A�Â ¡�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥�ÂÉÊ'¢¥��¤�¦A���
δ�)�A«

δ−
¦A�����

�¡¢¥�¡������¨��7ñ'â$�)¢£ÒX�S�¥���)É¡¢¥��¨d�o���S��à$«A�,����@�M¦)�
δ
�S�¥���S�A¤�¦

δ−
@�M¦)�¥«)� á �)¢¥����¨��9§�¢£�$Ï���¨�Í

¨��)�)±\���Ã��¢£�A«]�Iô8´)�
p ∈ MJ(F )

¦2�S¨�¶³�S� pUφ,JUJ,I = pUφ,I
�"ªo��¢K�S�¥�*� pUφ,I <

TUJ,I = T̂UJ,I
�@§��>�x�M�£±X¨

T̂ ⊆ pBI
�K�9�Ø«¯¢¥�U²I��Òw¢°Íé¬?�����¥��±X�)�)±Û�*��¶È¢¥«¯¢£�����w¨Ì¢¥��¨

�)�A«
T̂ ⊆ MJ

à8¢¥��¨
T̂ ⊆ pBJ

�8ò¡�£�¥�>¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥���Û��Ç)�£¢£¨
F
Ílµ"�M��¢�¢£�Ý«)���¾�S�Z£2ÖX��Ï2�[Í

�����ø©����)Ç)Ç?�
BJ

��¢£�A«0«¯�)��¤*¦ø��¢£�
u ∈ Uφ,J(F )

�\�M�Më��)±X¢¥����¨��'§��Ì±X¢£Ï)¨��S�¥���Ù��¢£�
u ∈ Uφ,J(F )

¶È¢£¨ puT0 = T̂
�O���

u
¢£�Ñ�S�£�¥���Ù�S�

Z(Uφ,J)
Ï���¨���¢£�£¢£±X¨����Ù©<���)Ç)Ç����
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�£¢¥��±X¨�à8¢¥��¨ pZ(Uφ,J) = puZ(Uφ,J)
��©9�S�)ÉÌ�o���S�,¢¥��¨

Z(Uφ,J) ⊆ [T0],
«A�¾ë��Ê«)�{�S�

Z(Uφ,J)
Ï���¨���¢£�£¢£±X¨��c¬?���£�¥���o�¥��¢£�A�����S�¥�

T0
¢¥��¨���§��¡�Q�M�£±X¨ pZ(Uφ,J) ⊆ pu[T0] = [T̂ ]

�
Àé��¨>�)¶È±\���\��¦)��¨ pZ(Uφ,J) ⊆ [T̂ ]

à�«A�S�)�Ô¢¥��¨
T̂ ⊆ pBI

à@�)�A«Ô�Ê�³�x�M�£±X¨ pUφ,I <

T̂UJ,I = TUJ,I
�

ªo��¢
[T0UJ,I ]

«¯¢¥�
1
Íé¬?���£�¥�XàKK���¥¤*¦A�ÂÉÊ�Ô«)���Ì©<���)Ç)Ç��

T0UJ,I
Ï���ÉÊ´)±X�£¢¥¤�¦0«)���

CW
Í

ªw¨����)�o¨��)���S�¯�
WI

�\�M�����Ê��Ç?�M�A«¯¢¥����¨��I�����9Ð¡�S�A«iÒ\�M�
[T0]

¢¥��¨�«¯�)��¤*¦�«¯¢¥�³¬?���£�¥���b¢£�
Z(Uφ,J)

�)�A«
Z(τ1Uφ,J)

�)�A«�«¯¢¥��¬?���£�¥���
[T0UJ,I ]

�)�A«
[T0U

−
J,I ]

±\��±\��Ï?���I�oÀé��¨d�w�)�

z =
∑

p∈MJ(F ) λp
p[T0UJ,I ]

��¢£�
1
Íé¬�ûo�\���A¢£�

δ(T̂ J)
à\�*��¢¥��¨ ∑

p∈MJ(F ) λp
p[T0]

��¢£�A�

2
Íl�9��¨�¨��È¢£�

WI
à�@���¥¤�¦A�

z
¦A�M¶¾�M�¥�M±{ÉÊ�

z′ =
∑

p∈MJ(F ) λp
p[T0U

−
J,I ]

¢£�
δ−(T̂ J)¶³�M¤*¦$¨��o®Õ¢£�dÒ\����K���A«)���Ì¦)¢¥���dÉ����£�£�)��×S���< ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥��'¢¥��¢£�>íi��ûÌÁüíU�Êû)ýXý)àwþK¦I��¸�¹[Æl�

§��¡¢¥��¨¡���Ê¤�¦$¨���S¦)����¤�¦A��¢£�)�£¢¥¤*¦Ià]«A�M���<�S�A¤*¦�¢£¶�ò¡�£�£±\��¶¾��¢£�A���i«)����ªo¤�¦)�)¢£¨�¨<Ò\�M��ÉÊ@��¢
�o«)���³¶¾��¦)�>ò�Ç2�S��¨�¶¾���w¨���¢£�

W
�\�M�w¨��*�S¦)¢¥����Ï2�S�Ì¢¥��¨��dô8´)��ò¡Ç2�S��¨�¶¾���$¨��>¢£¶}µ�¢£¨���Í

©���Ï2×S�A«)�U'�)��«)�b«¯¢¥�Ê�ÌÒ\�M�fþK¦2�M�Ù���ù¢£�qÁåþK¦2�XýXçSÆ9±\��É���¢£±X¨��'�9�S¶È¢£¨>�×S���b«A�S�)�
@�M¦)�O��¢£�A�9ò��A�*�*�S±\�<'¢¥��¢£���MÏ)¢£±\���������MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M���S�A¤�¦Ì�Q´)���S�£�£±\��¶¾��¢£�A�����,©<���)Ç)Ç����
�)�A«�ªw¢£¨��2�S¨�¢¥�M�A���

J ( I
¶È¢£¨

J > 1
�)�A«

I > 2
ÉÊ��É���¢£±\���I�

ÀW¶ ôA�M�£±\���A«)���Õ�x�M�*�����Ý'¢£�¾�Q´)�
g ∈ MI(F )

�)�A«
L ( I

«¯¢¥�ÂÐ<×S�)¶¾� g T̂ L
�S�¥�

¶È¢£¨�¨����¥� gδ
¢£�

ŴI
��¢£�)±\��Ï���¨�¨���¨��S�¯��à$'¢¥�<�S¶�ò��¯�_�S�)±c«)�Ê�Kò¡ÏA��¤�¦)�)¢£¨�¨��KÏ��Ê¤�¦)��¢¥��Ï����I�

è����M¤�¦w¨��Xà�«A�M��� gδ
�)�A« g′δ

�)¢¥¤�¦$¨È´)Ï�������¢£�A��¨�¢£¶È¶¾���Ý¶,´A�������Ià8K���)�Ý��¢¥�>«A�M�������£Ï��
è@¢£�¥«>¦2�SÏ?���I�o®Ô¢£�@�|�S±\���Iào«A�M�*�@«)����Ó¡�$¨������*�S�)¶ g T̂ J

±\��±\���w´)Ï?����Ò\�M� g′ T̂ J ′

�£¢¥��±X¨�à
@���)���Ê�d��¢£�

h ∈MI(F )
±X¢£Ï)¨�à$�*�9«A�M��� g T̂ J

«A�M�dè@¢£�¥«ÈÒ\�M� hδ
�)�A« g′ T̂ J

«A�M��è@¢£�¥«
Ò\�M� hδ−

¢¥��¨��
Å �<���h��*y&',y&�����$�z-�Z$Lz °���}

J ⊆ I
~D}��

|J | = 1 À ¦;¿0�@��������{ u ∈ U±
J,I(F )

��}c�����{
��}����¥¬�j~3�(�c����}c�¶<���

T̂ J
���(×�½ u T̂ J

}'�
ŴI

ÎU{=�¸���<{){¼��}��A�4±<§����
z ∈ Z1(T̂ J)

���
uz ∈ Z1(

u T̂ J)
½0��~	�����R��}�{�� À

Â7��Ã���}'{ À �9�È��¢£� u ∈ U−
J,I(F )

¨���¢£Òo¢��S�"�S�¯� w0 T̂ J ′

�MÇ�����¢¥����¨�àA�£¢¥��±X¨¡«)���¡Ó��w¨������*�S�)¶
u T̂ J

±\��±\���$´)Ï����cÒ\�M� w0 T̂ J ′

àI@���¥¤�¦A���È'¢¥�Ê«)�����)¶ ±\��±\���$´)Ï����cÒ\�M�
T̂ J

�£¢¥��±X¨��8§��
±X¢£Ï)¨¾�S�¥�����2�M¤�¦Û�����MÇ��X��¢£¨�¢¥�M�Û»¯�£¸X¸>�)�A«Ù���M¶ÈÇ��X��¢£¨�¢¥�M�Ý��¢£�A�> <�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥�ÌÒ\�M�

T̂ J�2�M¤*¦ u T̂ J
�M®Ô¢¥�Ê«)���8@��¢£�

u
¨���¢£Òo¢��S�2�S�¯� w0 T̂ J ′

�MÇ?����¢¥����¨�àX¢¥��¨1��¢£�³¬�ûo�\���
z ∈ Z1(T̂ J)«A�M«¯�)��¤*¦�¦A�M¶¾�M�¥�M±�ÉÊ� uz

�\í�¢£¨KÀW�A«¯�)�w¨�¢¥�M�³´)Ï?���@«¯¢¥��ò��)Ék�S¦)�?«)���Kô2�S�o¨��M�����³¢£��«)��¶
ò¡�A��«¯���A¤�� ∏

u′iui
¶È¢£¨

ui ∈ U−
J,I(F )

�)�A«
u′i ∈ UJ,I(F )

É���¢£±\���i'¢£��à?«A�M���¡�Ê���Q´)�
ë��Ê«)�Ê��§��¥��¶¾���w¨�¢£�

U±
J,I(F )

��¢£�A�����M�¥¤*¦A�� ¡�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥��±X¢£Ï)¨��
íU�S��¦2�S¨'�2�M¤�¦iÀl�A«¯�)�o¨�¢¥�M�A��Ò\�M�*�S�A���*��¨�ÉÊ�)�)±���¢£�A�9 <�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥��Ò\�M�

T̂ J
�2�M¤*¦

Qn−1

i=1
u′

iui T̂ J
�]§���±X¢£�£¨

un ∈ U−
J,I(F )

�)�A«
u′n ∈ UJ,I(F )

�]®Ô¢£��¦2�SÏ�����'¢¥�¾�MÏ����
��¢£�A�¡ ¡�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥��Ò\�M� w0 T̂ J ′

�2�M¤�¦ un T̂ J
�\�9�S�)�³����¦2×S�£¨K¶³�S�>�S�A¤*¦���¢£�A�� <�M¶¾�M¨��SÍ

Ç)¢¥�9Ò\�M� u′
nw0 T̂ J ′

�2�M¤�¦ u′
nun T̂ J

�)ò¡�)÷\����«)��¶ ¦2�S¨�¶³�S�Â��¢£�A�� ¡�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥��Ò\�M�
T̂ J�2�M¤*¦ u′

nw0 T̂ J ′

�w�<�)��¤�¦Ì���M¶ÈÇ��X��¢£¨�¢¥�M�{����¦2×S�£¨@¶³�S�>��¢£�A�< ¡�M¶¾�M¨��MÇ)¢¥�¡Ò\�M�
T̂ J
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¶È¢£¨
|I| = 2

�)�A«
I ) L

±X¢£�£¨��2�M¤�¦
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T̂ L

ÉÊ� u T̂ L¦A�M¶¾�M¨��MÇ�¢£�
ŴI
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ŴI

�2�M¤�¦
W
��¢£�$Ï���¨�¨����I�

���M��§��¥��¶¾���$¨
τi
¢£�
I−L

¦2�S¨d��¢£�A���¾Ð¡��Ç)�*×M�����$¨*�S�w¨����³¢£�
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�M�*���MÉÊ¢£¢¥����¨9��¢£�A«i¢£¶ðªw¢£�)�A�
Ò\�M��þ��S��¨����,Áåþ��S�*çXÅ)àAý¯� »¯� »[Æl�



¹j" .¼MUT�M/X�M/K�/�C0P)B¥I/E10
2�C�X�X%3�O4KNCFO54�C60	GJI�KNM�O4CFE�P)Q¼MUT�VFX�CY/C60

Å �<���h��*y&',y&����p$�z-��´�z °���}
L ⊆ S

~S}-�
|L| = 1 À ë ���F� −1

}'�
F
��}'�CBÕ��(�����j�Ð}�{��

�������|Ã����F�
F
��}�� �����Z��}q×�½Z���	�Sí��c�F���|}�{���Î7�(���F� }�{��

H1(T̂ L)U±

φ,L

��}����©�����Z��}-×�½�
îÕ�������� À
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íi�S��¦2�S¨ −x2

B− = 1B− ±\���2�S�U«A�S�)�IàA@���)� x2 = −1
�2�9�

−1
��¢£�Uã¡�2�M«¯�*�S¨<¢£�

F
¢¥��¨�à¯�M�S�)�Â¶³�S�Â�S�¥���¾��¤*¦)����¢£Ï?���

w(i)(B,B−, 1B−) = (B−, B, 1B−).

ò��¥���>¶È¢£¨
z = (B,B−, 1B−)

¢¥��¨
z ≡ −z

¶¾�o«¯�)�¥��«)���,î¡Ç����*�S¨�¢¥�M��Ò\�M�
U±(F )

�
§�¢£�����w¨���Ç)���Ê¤�¦A���A«)�Ê�9§���±\��Ï)�)¢¥�¡¦2�S¨�¶³�S�U�S�A¤�¦��·´)�<�S�£�¥�,�S�A«)�������UµI��¢£Ç����_�2�9�¾��¢£�A�
ªw�)¶È¶¾�UÒ\�M�fµI��¢£Ç����£�ù�$�)���w�)�£������¢£�0�X�S�)�Ià�K���)�f��¢¥�b��¢£�A�U±\���*�M«)�Ãò��)Ék�S¦)���S�
ªw�)¶È¶³�S�A«)���Â¦2�S¨�à¯�x�M�£±X¨'¢£�Â«¯¢¥�Ê����¶ ô2�S�£�"���M±$�S�

H1(T̂ L)U±(F ) = Z /2 Z
�

�º���+������
�s$�z-�ZÇLz °���}
G = Sld+2(F )

ÎªÃh���R��}
F
��}'�Ô�����Z��}q×�½Z���¼�Sí�������º�������¸��}��

�¼íj�c����}�{���Î;}'�9����~
−1

��}��DBÐ��(�����j��}�{�� À ¦h¿�� d = 1
½0�(�;~	���

H1(WG,Q) = StG +
∑

|J |=1
J(S

indG
PJ
H1(T̂ J ,Q)

¦;¿0�
d ≥ 2

��}����
H1(WG,Q) = 0

�0����¾�¿0�
d = 2

��}����

H2(WG,Q) = StG +
∑

φ6=J(S

(−1)|J | indG
PJ
H|J |(T̂ J ,Q)

Â���Ã���}�{ À �<¢¥��������¨���ò¡�A���*�S±\���x�M�£±X¨<�S�A�¡�����MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�U»¯� ç¯à�«¯¢¥��ÉÊK��¢£¨���ò¡�A���*�S±\������Í±X¢£Ï)¨,��¢¥¤*¦Ù�S�A�Èª¯�S¨�ÉÌ»¯�£¸�¹��)�A«Ñ�����MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�Ý»¯�£¸�½Aà"�)�A«Ñ«¯¢¥��«¯��¢£¨�¨���ò¡�A���*�S±\�¾�Q�M�£±X¨
�S�A��«)����ÉÊK��¢£¨����ÂÉÊ�A�*�S¶È¶¾���Â¶È¢£¨������MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�i»¯� ý¯�
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íU�S�{Ï?���M¤*¦$¨��Xà�«A�M���
H|J |(T̂ J ,Q)

«¯�)��¤�¦�²I��¶È¶³�³»¯� ½È�A�o¤�¦�±\���2�S�A����Ï?�Ê��¤*¦)��¢¥��Ï?���
¢¥��¨��
¬��)�¥��¨�ÉÊ¨ÌK�M�£�¥���Ô'¢£�>�A�w¤*¦Ô��¢£�A���ÔK�Ê�����w¨��£¢¥¤�¦ø��¢£�¯�_�M¤�¦A�������øè���K��¢¥���Q´)��«A�M��Þ�����Í
��¤*¦$'¢£�A«)���c«)���]�*�S¨�¢¥�M�2�S�¥���,������¨����, ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥��«)���O®Ã�S±\�M�A����Íl���M¶ÈÇ)�¥�FË)�dÒ\�M�

Sln(Fq)�Q´)�
n ≥ 4

±\��Ï?���I��®Ã�S±\�M�A���9É���¢£±X¨9¢£�ÝÁ ®Ã�S±wÄMÅSÏ)Æ�¶È¢£¨� ¡¢£�°�Q��Ò\�M�ÝÁ ®Ã�S±wÄMÅX�Aà������MÇI�
»[Ælà\«A�M�*�

K2(Fq) = π1(W
′
Sln(Fq))

�Q´)�
n ≥ 4

�$�<¢¥�
K
Ílµ�¦A�Ê�M��¢¥��Ò\�M�>���A«¯�£¢¥¤�¦A���Ì��ÖM��Í

Ç�������¢¥��¨¡Ò\�M�Ãã¡�)¢£�£�¥���UÒ\�M�£�¥��¨*×S�A«¯¢£±ÌÏ?�Ê��¨�¢£¶È¶�¨�K�M��«)���õäQ��¢¥��¦A�,É\�üè��"Áü���w�2¼¯¸ÊÆ·æ��)�A«
Ï��Ê�*�S±X¨�à]«A�M���

K2(Fq) = 0
¢¥��¨����9�S�)�U�x�M�£±X¨��S�A¤�¦

H1(W
′
Sln(Fq)) = 0

�Q´)�
n ≥ 4

�
íU�S�b¦2�S¨9¢£��«¯¢¥�Ê������ªw¢£¨��2�S¨�¢¥�M�Ã«¯¢¥�³ªwÇ����o¨��*�S�¥���Êâ$�A���)É���¢£�A���

Nn
Ílô2�M�������)�)±�Ï���ÉÊ´)±MÍ

�£¢¥¤*¦³«)���
Fq
Í_�*�S¨�¢¥�M�2�S�¥���>���)�)�o¨��

Nn
«)�Ê��Î¡�M��¶³�S�£¢¥�*�S¨��M���K«)�Ê����¨*�S�A«A�S��«È¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥���

µ"�M���A�
T0
¢£�

Sln(k)

Hp(Nn,Hq(W
′
Sln(Fq))) ⇒ Hp+q(WSln(Fq)).

Þ�����±X�¥��¢¥¤*¦A�9¦)¢¥����ÉÊ��®���¢£Ï����1Á ®���¢�ýS½�à)µ�¦I�Z"¯�£¸�¼¯�£¸�¼[Æl�2�¡¢¥���FËA�S�w¨���ªo�Êâw�A���)É�«)���'�)¢¥�Ê«oÍ
��¢£±\���Âµ"����¶¾��«¯¢¥�Ê������ªwÇ?���o¨��*�S�¥���Êâw�A���)É9¢¥��¨�«A�S�)��¶È¢£¨

H0(Nn,H1(W
′
Sln(Fq))) = 0

0 → H1(WSln(Fq)) → H1(Nn,H0(W
′
Sln(Fq))) = Nn/[Nn, Nn] → 0.

�<¢¥�³©<���)Ç)Ç��
Nn/[Nn, Nn]

¢¥��¨���¢£�A�È���A«¯�£¢¥¤*¦A�Xà"�SÏ����¥��¤�¦A��©����)Ç)Ç?�Xà��)�A«��*�M¶È¢£¨9¢¥��¨
H1(WSln(Fq),Q) = 0

�
�<¢¥�d��ûw¶È¶¾��¨���¢¥��¤*¦A�@©<���)Ç)Ç��

Symn
¢¥��¨O��¢£�cã¡�A�M¨�¢¥���w¨"Ò\�M�

Nn
àÊ�)�A«�«)�����������M¶È¶,�¯Í

¨*�S¨��M�9¢¥��¨�«¯¢¥�¾�S�£¨������)¢¥�������A«)�³Ó��w¨�����±X���)Ç)Ç?�
Altn

�]ò��A�9ÀW�A«)�FË¯Ï?�����Ê¤*¦)�$�)�)±\�����x�M�£±X¨
Symn/Altn ∼= Z /2 Z

�Q´)���S�£�¥�
n
��íU�S�õ��¢¥��¦w¨�àd«A�M���

Nn/[Nn, Nn]
«A�S�)�õ�)¢¥¤�¦$¨

¨���¢£Òo¢��S�@�*��¢£�Ñ�X�S�)�I�"ÀW�A��Ï��Ê���M�A«)�����È�x�M�£±X¨�¦)¢¥���*�S�A��à"«A�M�*�
WSln(Fq)

�Q´)�
n ≥ 4

�\��¢£�
è��M�Aâw�A��¨�Ò\�M�iªwÇ)¦2×S������¢¥��¨��



¹Xý

E ¿����	ì:¡�?	���<=�	1&� @!$#%�'&�()��	����*+,� GFIH,&
Gln(Z/plZ)

ªo��¢
p
��¢£�A�Ì����¢£¶ÈÉk�S¦)���)�)±X�¥��¢¥¤*¦

2
�)�A«Ù����¢

n ≥ 3
�dªo��¢

F
��¢£�Ù�)¢¥¤�¦w¨��S��¤�¦)¢£¶¾�Ê«¯¢°Í

��¤�¦A���c�¥�M�X�S�¥���c�¡ÖM��Ç?���c¶È¢£¨ÈÐ��Ê��¨��w���M���*���)�\ÖM��Ç?���
F̄
«)���³þK¦2�S�*�S�o¨�����¢¥��¨�¢£�

p
�1ªo��¢

O«)����Ð�¢£�)±�«)���9±$�S�)É����Ø¬��S¦)�¥����Ò\�M�
F
à��)�A«b�*��¢

π
��¢£��§���É����)±\����«)�Ê�9¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥���

ÀW«)���S�¥�
p
¢£�

O
�AÎ<�M��¶³�S�£¢¥��¢¥������«¯¢¥��è���@����¨��)�)±

v
Ò\�M�

F
���)à2«A�M���

v(π) = 1
�?ªo��¨�É��

Oi = O/πiO
à��)�A«U����¢

|F̄ |
«¯¢¥��ò��)Ék�S¦)��«)���9§��¥��¶¾���w¨��c¢£�

F̄
�]ªo��¢

Gi = Gln(Oi)�)�A«
W
«¯¢¥�c©<���)Ç)Ç��c«)���9�"����¶,�)¨*�S¨�¢¥�M�A��¶³�S¨���¢£É����Ñ¶È¢£¨9«)��¶�´)Ï)�£¢¥¤�¦A����§���É����)±\���¯Í

«)���A��ûo��¨���¶
S = {τ1, . . . , τn−1}

�wªo¤�¦)����¢£Ï��
G∞ = Gln(O)

à\�)�A«¾����¢
Bi «¯¢¥�¡©<���)Ç¯Í

Ç?��«)�����MÏ��������Ø�<����¢¥�Ê¤*�o��¶³�S¨���¢£É����Ý¢£�
Gi �Oô8¢°Ë¯¢¥�����³�w�)�Ù��¢£�A��±$�S�)É��{¬��S¦)� l ≥ 2

à
�)�A«>�*¤�¦)����¢£Ï��

G = Gl �)�A« B = Bl �Aªo��¢ pri : G −→ Gi «¯¢¥�<�M�S�A�M�)¢¥��¤*¦A�9�����Së����$Í
¨�¢¥�M��¶È¢£¨��9�����

Ki
à2�)�A«iÏ���É���¢¥¤�¦)�A�c«¯¢¥�c©����)Ç)Ç?��«)�����)�$¨��������b�<����¢¥�Ê¤��¯��¶³�S¨���¢£É����

¢£�
G
¶È¢£¨

B− �)�A«i«¯¢¥��©<���)Ç)Ç���«)���¡�)�w¨��������i�<����¢¥�Ê¤��¯��¶³�S¨���¢£É����b¶È¢£¨<§�¢£�A�����b�S�¯�
«)���c�<¢��S±\�M�2�S�¥�Ì¶È¢£¨

U− ��ªo��¢¥��� K−
i = Ki ∩ U− �)�A«

K+
i = Ki ∩ B

�8§��c±X¢£�£¨
Ki = K−

i K
+
i = K+

i K
−
i

à)��M�'¶³�S�Â«¯�)��¤*¦���¢£�Âò¡Ï)Ék×S¦)���S��±X�)¶¾���$¨¡�Q�Ê��¨���¨����£�£¨��

óN]�\ ÜD`@g 	KJ åyij_�n ÷�d�g�L³g/ij_Fe(b4e�t;uhuv_�g ÷�d�g
Gln(Z /pl Z)

íi�S�{¦2�S¨�«¯¢¥��©����)Ç)Ç?���

PI = {(mij) ∈ G | mij = 0
�x�S�£�¥�

[j, i) ∩ I 6= φ}

�S�¥����¨*�S�A«A�S��«¾Ç2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤*¦A��Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç�����Ò\�M�
G
�w�<¢¥�Ê���'��¢£�A«¾«¯¢¥��ªw¨*�SÏ)¢£�£¢¥�*�S¨��M�����

«)���@ô8���S±X±\���{Ò\�M�{��¨*�S�A«A�S��«��·����¢¥���{Ó¡�$¨�����¶¾�o«¯�)�£�{¢£�
On

l

ä·Òw±X�_�o²I�Ê�Ê�9Áü²I�Ê�kÄMçSÆ·æd�)�A«
«A�S¶È¢£¨�©����)Ç)Ç?���{Ò\�M�{�MÏ���������èK�¥�o¤��¯«¯����¢¥�Ê¤��¯��¶³�S¨���¢£É�����¶È¢£¨'§�¢£�w¨��*×S±\���Â¢£�

Ol
�oô8´)�

I ⊆ S
�)�A«

r ≤ l
����¨�É��

PI,r = PI ∩ pr
−1
r (Br)

�Aô8´)��ë��Ê«)�Ê�
I
¢¥��¨�«A�S�)�

PI,l = B
�

ô"¢°Ë¯¢¥��������¢£�
a ∈ {2, . . . , l}

�)�A«���¢£�
I0 ⊆ S

�2ªo��¨�É��
I−0 = S − I0

�¯®Ô¢£��«)� á �)¢¥�������
�$�)�{�Q´)�

s = τ1, . . . , τn−1
Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç����ÂÒ\�M�

K−
a

�)ô8´)�
s ∈ I0

����¢

Xs = {(mij) ∈ K−
1 ∩ PI0,a−1 | mij ∈ pa �Q´)� (i, j) 6= (s+ 1, s)},

�)�A«>�·´)�
s ∈ I−0

�*��¨�É��

Xs = {(mij) ∈ K−
1 ∩ PI−

0
,l−1 | mij = 0

�Q´)�
(i, j) 6= (s+ 1, s)} .

ô"´)�
I ⊆ S

¶È¢£¨
I 6= φ

����¢K«A�S�)�
XI = 〈Xs | s ∈ I〉

àI�)�A«Ø����¨�É��¾�A�o¤�¦
Xφ =

K−
1 ∩ PI0,a

����� á �)¢¥�����¾«A�S�)�
HI = XIB

�?®Ô¢£�<�·´)¦)������«¯¢¥��®Ã�S¦)��Ò\�M�
I0
�)�A«

a�)¢¥¤�¦$¨�¢£�Â«)����è���É���¢¥¤�¦)�$�)�)±>Ò\�M�
XI

¶È¢£¨��)íi�����\�XàA«A�M����«¯¢¥�9��� á �)¢£¨�¢¥�M�i«)���
HI

�·´)�
a = l

�)¢¥¤�¦w¨�Ò\�M�Â«)���'®Ã�S¦)�IÒ\�M�
I0
�SÏ)¦2×S�)±X¨��

² ���l�³
Ô5Lz-��z ¦h¿��
I, J ⊆ S

��}����
XIXJ = XJXI

�0���
XIB = BXI À ®�}c� HI{�}����º����{��»îÕ���������� À
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Gln(Z/plZ)

Â7��Ã���}'{ À ®Ô¢£�]Ï?��¨��*�M¤*¦$¨����c«¯¢¥�������Së����w¨�¢¥�M� pra ��¢£�)±\�Ê��¤*¦)�*×S�)�w¨1�S�¯� XS
�Sªo��¨�É��

X̄I =
pra(XI)

�)íi�S�{¦2�S¨
ker(pra|XS

) = K−
a ∩ PI0,a

�¯íi�S����¢¥��¦$¨��¥��¢¥¤*¦$¨�à2«A�M�*�
X̄S

��¢£�A�
�SÏ����¥��¤�¦A�c©<���)Ç)Ç���¢¥��¨��Aô8´)�¡ÉÊK��¢

xs ∈ Xs
�)�A«

xs′ ∈ Xs′
¶È¢£¨

s, s′ ∈ I0
±X¢£�£¨��S�¥���

xsxs′ = xs′xsk
¶È¢£¨

k ∈ K−
a ∩ PI0,a ⊆ Xs

�)§��'�Q�M�£±X¨
XsXs′ = Xs′Xs

�)íU�S�{¦2�S¨
�S�A¤*¦

XsXs0
= Xs0

Xs
�Q´)�

s0 ∈ I−0
à?«A�

Kl−1
É����w¨��*�S��¢£�

Ka−1
¢¥��¨��]ªo¤�¦)�£¢¥��÷X�£¢¥¤�¦

¢¥��¨
XI−

0

�SÏ����¥��¤�¦I�AÀW�A��±\�Ê�*�S¶,¨'�x�M�£±X¨��S�¥���
XIXJ = XJXI

�
ô8´)��«¯¢¥�cÉÊ@��¢£¨��³ò¡�A���*�S±\�È����¢��w�)�

s ∈ I0
à
x ∈ Xs

�)�A«
b ∈ B

�]§���±\���$´)±X¨�¦)¢¥���
«)���Âô��S�£�

n = 2
ÉÊ��Ï?��¨��*�M¤*¦$¨����I��§���¢¥��¨

x̄ =

(
1 0

sπa−1 1

) �)�A«
b̄ =

(
u v
0 w

)

¶È¢£¨
v, s ∈ Oa

�)�A«
u,w ∈ O?

a

�)íi�S����¢¥��¦$¨

(
u− v su

vsπa−1+w
πa−1 v

0 vsπa−1 + w

)
·

(
1 0

su
vsπa−1+w

πa−1 1

)
= x̄b̄ .

§��@±X¢£Ï)¨'�S�¥���
b′ ∈ B

à
x′ ∈ Xs

�)�A«
k ∈ ker(pra|PI0

) = Ka ∩PI0

¶È¢£¨
xbk = b′x′

�
íU�S�Ù¦2�S¨

k = k+k−
¶È¢£¨

k+ ∈ K+
a

�)�A«
k− ∈ K−

a

�1���
k− ∈ Xs

¢¥��¨�àO�x�M�£±X¨
XsB = BXs

��ñ¡¦)�)�£¢¥¤�¦i'¢¥���MÏ����Â���Ê¤�¦)�A��¨<¶³�S�U���¥��¶¾���$¨*�S�<¢£¶ìô2�S�£�
n = 2

�2�M¤�¦Ià
«A�M��«¯¢¥�Ê���S�A¤�¦b�Q´)��«)���Ãô2�S�£�

s ∈ I−0
±X¢£�£¨��Iô8´)�

I 6= φ
�x�M�£±X¨9ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���Ã¶È¢£¨�«)���

������¨����Ôò��A�*�*�S±\�Â«)�Ê��²I��¶È¶³�M�
XIB = BXI

�dô8´)�>«¯¢¥���¥�Ê�����Âíi���)±\��¦2�S¨�¶³�S�
XφB = BXφ

à)«A�
Ka ∩ PI0,a

�A�M��¶³�S�I¢£�
PI0,a

¢¥��¨��

íU�S�,��¢¥��¦w¨
Hφ = PI0,a

��ò¡�£¨������2�S¨�¢£Ò9�M�S�)�,¶³�S�,«¯¢¥�K�S�A«)�������
HI

�S�A¤*¦c�S�¯�¯�x�M�£±\���A«)�
®���¢¥���9«)� á �)¢¥�������I��ô8´)�

s ∈ I0
����¨�É��

Hs = 〈Hφ, P{s},a−1〉
à¯�)�A«>�Q´)�

s ∈ I−0
����¨�É��

Hs = 〈Hφ, P{s},l−1〉
�A�9�S�)��¢¥��¨

HI = 〈Hi | τi ∈ I〉
�

Å �<���h��*y&',y&����254z�$�z °���}c���
I, J ⊆ S

�0���
g ∈ G À ®¯�����|��}����

Ñ(À gHJ ⊆ HI ⇒ g ∈ HI

Í À N(HI) = HI

X À HIHJ = HJHI

Y À 〈HI ,HJ〉 = HI∪J

Z À HJ ⊆ HI ⇔ J ⊆ I

[ À HI ∩HJ = HI∩J

Â7��Ã���}'{ À ���)�)�o¨¡ä·½wæ"�x�M�£±X¨d«¯¢£�����o¨d�S�A�d«)������� á �)¢£¨�¢¥�M�Ià\�)�A«¾���)�)�w¨¡äx»\æ8�Q�M�£±X¨�«¯¢£�����o¨�S�A�K���)�)�w¨�ä�¸kæF�$ò¡�)÷\����«)��¶%�x�M�£±X¨d���)�)�o¨<äx¹\æ1«¯¢£�����o¨@�S�A�K«)���³ò¡�A���*�S±\���¾Ò\�M�>²I��¶cÍ
¶³�Ì¹¯�£¸X��íi�S�U��¢¥��¦w¨�à?«A�M�*�

Xs ⊆ XI
±\���2�S��«A�S�)�Ià?K���)�

τs ∈ I
�]¬��U���)�)�o¨¾äxÅ\æF�

ªo��¢
HJ ⊆ HI

�X���S�)�È¢¥��¨
XJ ⊆ XIB

�Xô8´)�
x ∈ XJ

�)�A«
b ∈ B

¢¥��¨
xb
±\���2�S�³«A�S�)�
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½A¸

��¢£�A�,�)�w¨������¾�<����¢¥�Ê¤��¯��¶³�S¨���¢°Ë]à�K���)�
b
�¡¢��S±\�M�2�S�£±\�Ê��¨*�S�£¨�¦2�S¨���§����x�M�£±X¨

XJ ⊆ XI�)�A«�«A�S�)�³�S�A¤*¦
J ⊆ I

�\ªo��¢¥���c�·´)�����)�)�o¨�äq"\æ
x ∈ XI , x

′ ∈ XJ
�)�A«

b, b′ ∈ B
¶È¢£¨

xb = x′b′
�$���S�)�³¢¥��¨

x = x′b′b−1 àM�)�A«È±\���2�S�³'¢¥��Ï���¢2���)�)�o¨¡äxÅ\æO�x�M�£±X¨ b′b−1 = 1
�

ò��¥����¦2�S¨d¶³�S�
XIB∩XJB = (XJ ∩XI)B

�XÎ<�M¤*¦³«)���dò¡�A���*�S±\�'Ò\�M��«)��¶�è@��@��¢¥�
ÉÊ�Û���)�)�w¨iäxÅ\æ�±X¢£�£¨

XI ∩ XJ = XI∩J
��§d�ÈÏ)�¥��¢£Ï)¨����)�)�o¨�ä�¸kæF�Kªo��¢

g ∈ G
¶È¢£¨

gHJ ⊆ HI
�2�9�S�)�Â¢¥��¨<�S�A¤�¦ gB ⊆ XIB = HI

�2ò¡�A��«)����èK���)¦2�S¨�Íé¬?�����¥��±X�)�)±Ì¢£�
G1 �Q�M�£±X¨�à)«A�M�*���Ê� b, b′ ∈ B

à
w ∈W

�)�A«
k ∈ K−

1

±X¢£Ï)¨�¶È¢£¨

g = bkwb′ .

§���¢¥��¨��S�¥���{ÉÊ��É���¢£±\���Ià"«A�M���
kw ∈ XIB

�]ò¡�)±\���A�M¶È¶¾���
w 6= 1

�O�9�S�)��±X¢£Ï)¨��Ê�
��¢£�

b ∈ B
¶È¢£¨ wb ∈ B− �)�A« wb /∈ K1

ä·É\�üè��
b
��¢£�i§��¥��¶¾���$¨9��¢£�A���<±\�Ê��¢£±X�A��¨����

��¢£�¯�x�M¤*¦A����®b�)��É����£±X���)Ç)Ç���¶È¢£¨¡��¢£�A���¡§�¢£�)¦A��¢£¨9�S�¥�¡§�¢£�$¨��*�S±��S�)÷\����¦2�S�£ÏU«)���<�<¢��S±\�SÍ
�2�S�¥���I�åæc�9�

k ∈ K−
1

à8�Q�M�£±X¨ kwb ∈ B− �1ò¡Ï?��� kwb /∈ K1
à1K��¢£���*�M�A��¨¾�S�A¤�¦

wb ∈ K1
�×S���X�]Î��)�U¢¥��¨

XIB ∩ B− ⊂ K1
à?�)�A«�¶³�S�b¦2�S¨9���M¶È¢£¨ kwb /∈ XIB

�
���M��'¢¥«)������Ç)��¢¥¤�¦w¨¡«)����Þ��M�*�S�A���*��¨�ÉÊ�)�)± kwB ⊆ XIB

�)§����x�M�£±X¨
w = 1.

§���¢¥��¨��w�)�³�A�o¤�¦�ÉÊ�¾É���¢£±\���Ià$«A�M���
k
¢£�
XIB

�£¢¥��±X¨��\è���¨��*�M¤�¦w¨���«¯¢¥���<¢��S±\�M�2�S�£¶³�S¨���¢°Í
É����

di(2) ∈ B
K���¥¤*¦A�È�S��«)����ªw¨����£�¥�

i
��¢£�A�

2
�)�A«i���M�A��¨�´)Ï����*�S�£�1��¢£�A�

1
�S�¯�d«)���

�¡¢��S±\�M�2�S�¥��¦2�SÏ�����ä
p 6= 2

æF�¯è@��É���¢¥¤*¦)�A��«¯¢¥��íi�S¨���¢°Ë]àoK���¥¤*¦A���S�¥�
i
Í_¨���¬?��¢£�¥��«¯¢¥�

i
Í_¨��

¬?��¢£�¥��Ò\�M�
k−1 ¦2�S¨'�)�A«{�*�M�A��¨��S�A����¤�¦)�£¢¥��÷X�£¢¥¤*¦Â¶È¢£¨�Î¡�)�£�¥���{Ï?�Ê�*��¨�ÉÊ¨'¢¥��¨�ào¶È¢£¨ k−1|i

�
§��'±X¢£�£¨

kdi(2)k
−1 = k(k−1 + k−1|i) = I + kk−1|i

�¡¢¥�
i
Í_¨��cªwÇ2�S�£¨���«)����íU�S¨���¢°Ë

k−1|i
¢¥��¨�«)���

i
Í_¨�����¨*�S�A«A�S��«�è'�M��¢¥��Ò\���o¨��M��àA«A�

k−1 ∈
K−

1

��ªo�M¶È¢£¨¡¢¥��¨
(kdi(2)k

−1)si = ksi
�Q´)�¡�S�£�¥�

s > i
�A�<¢¥��íi�S¨���¢°Ë

kdi(2)k
−1 �£¢¥��±X¨

�2�M¤�¦{Þ��M�*�S�A������¨�ÉÊ�)�)±È¢£�
XIB.

�¡�)��¤*¦Â«¯¢£�����o¨����{Þ�����±X�¥��¢¥¤�¦Â«)���'íU�S¨���¢°Ëo�\�o�FÚ¾ÉÊ¢¥���¯Í
¨����Ì�Q�M�£±X¨

k ∈ XIB
à¯�)�A«����)�)�w¨,ä�¸kæK¢¥��¨�Ï?��'¢¥�Ê�*���I�

ô"´)�
p = 2

��¢£�A«Ã«¯¢¥�³���)�)�w¨��iä�¸kæ��)�A«0äx»\æ��S�A��«)��¶Ü²I��¶È¶³�Â�)¢¥¤�¦w¨,��¢¥¤*¦$¨�¢£±Aà8'¢¥�
�Q�M�£±\���A«)�Ê�¡©9��±\���$Ï���¢¥��Ç)¢¥���OÉ���¢£±X¨��Aí�¢£¨

m =

(
1 0

πl−1 1

)

¢¥��¨
mBm−1 ⊆ B

�)�<¢¥�Ê�'±X¢£�£¨¡�S�2�S�¥�M±��S�A¤*¦��Q´)�
n > 2

�
ÀW��¨¾�S�£�£±\��¶¾��¢£�

H ⊆ G
��¢£�A�{Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç�����¢£�A���³���A«¯�£¢¥¤*¦A���0©<���)Ç)Ç��

G
�)�A«

BÓ��w¨�����±X���)Ç)Ç?��Ò\�M�
H
àO���Â¢£�A«¯�)ÉÊ¢¥����¨È«¯¢¥�³�X�S�A�M�)¢¥��¤�¦A�>�����Së����w¨�¢¥�M�

G/H → G/B��¢£�A�<§�¢£�$Ï���¨�¨��)�)±
1G

H ↪→ 1G
B

«¯�)��¤�¦
g 7→ 1/|H|

∑
x∈gH x

�¯Àl¶ ôA�M�£±\���A«)����¢¥«)���w¨�¢°Í
á ÉÊ¢¥��������'¢£��«¯¢¥�9�9�S����¨����£�£�)�)±

1G
H

¢£¶È¶¾����¶È¢£¨�¢£¦)����¶ìèK¢£�¥«Ì¢£�
1G

B

�
² ���l�³
 54z�5Lz °L��}q���

B ⊆ H,H ′ ⊆ G
ù��������q������������ß��}������ îÕ���y�(��

G À ®¯�j�F���}'���
1G

H ∩ 1G
H′ = 1G

〈H,H′〉.

���ø{�ù/���������(����{����������0�������9¶+���
1G

B À
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Â7��Ã���}'{ À íU�S�Ñ¦2�S¨ 1G
H = {µ : G/B → Q | µ

�\�M�A��¨*�S�$¨¡�S�¯�
gH

�·´)���S�£�¥�
g ∈

G/B }
�A²I¢¥��±X¨

α
¢£�

1G
〈H,H′〉

à2���È¢¥��¨
α
�\�M�A��¨*�S�w¨<�S�¯�

g〈H,H ′〉
�Q´)�¡�S�£�¥�

g ∈ G/B
�

ò¡�¥���È¢¥��¨
α
�S�A¤*¦Â�\�M�A��¨*�S�w¨��S�¯�

gH
�)�A«Â�S�¯�

gH ′ �Q´)�¡�S�£�¥� g ∈ G/B
��ªo�M¶È¢£¨��£¢¥��±X¨

α
¢£�

1G
H ∩ 1G

H′

�
ªo��¢

α
�$�)�Õ¢£�

1G
H ∩ 1G

H′

�)�A«
a ∈ g〈H,H ′〉

��§��³±X¢£Ï)¨¾§��¥��¶¾���$¨��
hi ∈ H

�)�A«
h′i ∈ H ′ ¶È¢£¨ a = g

∏m
i=1 hih

′
i

�2�"���<Àl�A«¯�)�o¨�¢¥�M�Â´)Ï����
m
É���¢£±X¨�¶³�S�

α(a) = α(g)
�

ªo��¢
m = 1

à��S�¥���
a = ghh′

�2���S�)�Â¢¥��¨
α(a) = α(gh)

à?«A�
α ∈ 1G

H′

�¯®���¢£�
α ∈ 1G

H

à
¢¥��¨��S�A¤�¦

α(a) = α(g)
�Mè@��¢)«)��¶%ªo¤�¦)��¢£¨�¨�Ò\�M�

m
�S�¯�

m+1
Ò\�����_×S¦)��¨"¶³�S�c±\���2�S�A���)�

ªo�M¶È¢£¨'�_�S�o¨��M��¢¥��¢¥����¨
α
´)Ï?���

〈H,H ′〉
�)�A«{�£¢¥��±X¨�¢£�

1G
〈H,H′〉

�
�����<���-��
��54z�´�z ¦h¿��

I, J ⊆ S
��}����

1G
HI

∩ 1G
HJ

= 1G
HI∪J

Â7��Ã���}'{ À �<¢¥�Ê���x�M�£±X¨����S�Q�M��¨��S�A��²I��¶È¶³�c¹¯� ¹9ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���Ì¶È¢£¨������MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�Ì¹¯� »>ä·½wæF�

óN]�Û Ü3`�gh_ 	 ij_�`�g�äv_Fe(b è ü9w�e�å+ij_�a�a@thghb
ÀW¶ìôA�M�£±\���A«)���i'¢£��«i«¯¢¥��©<���M¨�¦A���A«¯¢¥�Ê¤*�i©<���)Ç)Ç��

K0(RepG)
«)���¡���A«¯�£¢¥¤*¦b«¯¢£¶¾���¯Í

��¢¥�M�2�S�¥�������S����¨����£�£�)�)±\���i�S�¯�
Q
Í_Þ����w¨��M���*×S�)¶¾����Ò\�M�

G
Ï���¨��*�M¤�¦$¨���¨���ò��A��¨����£�¥��Ò\�M�

Q
�\ÖM�)�$¨��>¶³�S�Ñ�·´)���)�A�������{¬�K�Ê¤��\���S�A¤*¦ië��Ê«)���Ý�S�A«)�������Ý��ÖM��Ç����c«)���¾þK¦2�S�*�S�wÍ

¨�����¢¥��¨�¢£�
0
�A��¦)¶¾���I��ô8´)�¾«)���õè���K��¢¥�³Ò\�M�Õª¯�S¨�É�¹¯�£¸�½b¢¥��¨¾�Ê�³�S�¯��ªo��¢£¨���ÅX»��SÏ����

�A�M¨WK���A«¯¢£±Aà$«A�M�*�1'¢£�����S����¨����£�£�)�)±\�����S�¯�?Þ����o¨��M���*×S�)¶¾���¾´)Ï�������ÖM��Ç������¾«)���KþK¦2�[Í
�*�S�o¨�����¢¥��¨�¢£�ù¼ØÏ?��¨��*�M¤*¦$¨����I���<¢¥�b§��¥��¶¾���w¨��bÒ\�M�

K0(RepG)
��¢£�A«ù«¯¢¥�J¶�}����-�F���������

�9�S����¨����£�£�)�)±\���Iào�)�A«>��¢£�A��Òo¢£��¨��A���£�¥�¡�9�S����¨����£�£�)�)±c¦A��¢£÷X¨h�Z�<{�}��-}�¶kàwK���)�Ì��¢¥��ÉÊ�Ì��¢£�A���
���A«¯�£¢¥¤*¦�«¯¢£¶¾���A��¢¥�M�2�S�¥���i���S����¨����£�£�)�)±³Ò\�M�

G
×Mâw�)¢£ÒM�S�¥���w¨�¢¥��¨'¢£�

K0(RepG)
�

����xN��&',y&'��� 54z�ÇLz ô8´)����¢£�A��µ"��¢£�£¶¾���)±\�
I0 ⊆ S

�)�A«Â��¢£�
a ∈ {2, . . . , l}

«)� á �)¢¥�����
«¯¢¥�9Òo¢£��¨��A���£�¥���9�S����¨����£�£�)�)±

SI0,a
Ò\�M�

PI0

«¯�)��¤�¦

SI0,a =
∑

I⊆S

(−1)|I|1
PI0

HI
.

�<¢¥�9Ò\���*�S�£�£±\��¶¾��¢£�A����¨��º°�����}����R���q���q®¯����{������'�����0�{Ò\�M�
G
����¢

StG = SS,l = SI0,l

�9�M�<ªwû¯��¨���¶ «)���<Ó��w¨�����±X���)Ç)Ç?���
HI

�)�A«�«A�S¶È¢£¨<�S�A¤*¦�«¯¢¥����� á �)¢£¨�¢¥�M�i«)���<ªw¨���¢£�¯Í
Ï�����±MÍl�9�S����¨����£�£�)�)±Û¢¥��¨>�Q´)�

a = l
�)¢¥¤�¦w¨�Ò\�M�

I0
�SÏ)¦2×S�)±X¢£±A���<¢¥�U���S����¨����£�£�)�)±\���

SS,a
��¢£�A«Ù«¯¢¥�>Ò\���*�S�£�£±\��¶¾��¢£�A����¨����0ªw¨���¢£�$Ï�����±MÍl�9�S����¨����£�£�)�)±\���õÒ\�M�

Ga �S�¯�Q±\�F�_�M����¨
�S�¥���9�S����¨����£�£�)�)±\����Ò\�M�

G
�

Å �<���h��*y&',y&����ð54z�!Lz
SI0,a

}'{����}����Hù/���������(����{����������0���³¶+���
1G

Hφ

�����³�(��~D}-��}��{��
�R��{������������3�Z��{�}-�-}'¶ À ®S��{�Ã���}-�����R���â������½0«����¥§���}'�

1G
HI

¾�¿��
I 6= φ

��}����|}��������j�j�=}q�����
�S��~��Z������������Î3�����R��� ¹±�� ���×�½2}'�

SI0,a
¶+����§<��~D~3��Î¯�0���

SI0,a
}�{��¼��}c�¸����í�=/���

ù/���������(����{����������0���¸¶+�j�
1G

Hφ

�j}q��{����7����� À
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Â���Ã���}�{ À ªo��¢ ρ ��¢£�A�9¢¥���M¨lûoÇ)¢¥��¤*¦A�����M¶ÈÇ��M�A���$¨��,¢£� 1G
Hφ

�2ªo��¨�É��

ρI =

{
ρ ∩ 1G

HI

�x�S�£�¥�
I ⊆ S

¶³�[Ëo¢£¶³�S�O¶È¢£¨
ρ ∩ 1G

HI
6= 0

0
�*�M�A��¨

ÀW��¨
J ⊆ S

¶È¢£¨
ρI ∩1G

HJ
6= 0

àX«A�S�)���x�M�£±X¨1�2�M¤�¦¾���M���M�£���S�@¹¯� ½AàS«A�M�*���S�A¤�¦
ρI∪J 6= 0

�
®���¢£�

I
¶³�[Ë¯¢£¶³�S�I¶È¢£¨�«¯¢¥�Ê������§�¢£±\���A�*¤�¦2�[�Q¨�¢¥��¨�à¯¶,�A���

J
¢£�
I
���w¨�¦2�S�£¨���������¢£�I�2ò��¥���

ρI ∩ 1G
HJ

6= 0 ⇔ I ⊇ J

ÀW��¨
I ′ ⊆ S

��¢£�A�ÌK��¢£¨������{µ"��¢£�£¶¾���)±\�{¶È¢£¨
ρI′ 6= 0

à8«A�S�)�Ý¢¥��¨
ρI ∩ ρI′ = 0

à1«A�
�S�A«)�������¯�x�S�£�¥�

ρI ∩ ρI′ ⊆ 1G
HI

∩ 1G
HI′

= 1G
HI∪I′

��¢£�A�<�Ê¤�¦w¨�����Ó��w¨������*�S�)¶��)�A«>���M¶È¢£¨

I
�)¢¥¤�¦w¨�¶³�[Ëo¢£¶³�S�?¶È¢£¨K«)���@§�¢£±\���A��¤�¦2�[�Q¨

ρ∩1G
HI

6= 0
±\��K�Ê�����>@×S���X�o�9�S�*�S�A���x�M�£±X¨

ρ =
⊕

I⊆S ρI
à)�)�A«Ì¶³�S�Â����¦2×S�£¨��Q�M�£±\���A«)�,ôA�M��¶¾���]�Q´)�

1G
HJ

1G
HJ

=
⊕

ρ

⊕

I⊇J

ρI .

���S¶È¢£¨��M�S�)�{¶³�S�Â�*¤�¦)����¢£Ï����

SI0,a
∼=

⊕

ρ

⊕

J⊆S

⊕

I⊇J

(−1)|J |ρI
∼=

⊕

ρ

⊕

I⊆S

⊕

J⊆I

(−1)|J |ρI .

ÀW��¨
I 6= φ,

«A�S�)�Â¦2�S¨�¶³�S�

⊕

J⊆I

(−1)|J |ρI =

|I|∑

i=0

(
|I|

i

)
(−1)iρI = (1 − 1)|I|ρI = 0

ÀW��¨�«A�S±\��±\���
I = φ

à����Ì����¦2×S�£¨9¶³�S� ⊕
J⊆I(−1)|J |ρI = (−1)|φ|ρφ = ρφ

�?ÀW�A��±\�FÍ
�*�S¶�¨'�x�M�£±X¨

SI0,a =
⊕

ρ

ρφ,

�)�A«
SI0,a

¢¥��¨��*�M¶È¢£¨�Ó��w¨�����«A�S����¨����£�£�)�)±�Ò\�M�
1G

Hφ

�
ÀW��¨

ρ
��¢£�A�d¢¥���M¨WûwÇ)¢¥�*¤�¦A�����M¶ÈÇ��M�A���$¨��'¶È¢£¨

ρφ 6= 0
àM���'�x�M�£±X¨1�2�M¤�¦È��� á �)¢£¨�¢¥�M�

ρI = 0�·´)�9�S�£�¥�
I 6= φ

�)�A«U«A�S¶È¢£¨�«¯¢¥�,ÉÊK��¢£¨��Èò¡�A���*�S±\�c«)�Ê��²I��¶È¶³�M���]Àé��¨��)¶È±\���\��¦)��¨
ρ��¢£�A��¢¥���M¨lûoÇ)¢¥��¤�¦A�¡���M¶ÈÇ��M�A���$¨����)�)±X�¥��¢¥¤�¦³�w�)�£�2¶È¢£¨

ρI = 0
�·´)�d�S�£�¥�

I 6= φ
àX����¶��A���

ρ = ρφ 6= 0
����¢£�I�

î¡Ï)¢£±\�Ê�8²O��¶È¶³�<±X¢£�£¨8¢£�c��¢£�A�����S�£�£±\��¶¾��¢£�A�������>ªw¢£¨��2�S¨�¢¥�M�I�$ªo��¢
S
��¢£�A�����A«¯�£¢¥¤�¦A�'íi���¯Í

±\�'�)�A«
G
��¢£�A�<©<���)Ç)Ç��X�oî¡��«¯�A�dë��Ê«)���KµO��¢£�£¶¾���)±\�

I
Ò\�M�

S
��¢£�A�¡Ó��w¨�����±X���)Ç)Ç?�

HIÒ\�M�
G
ÉÊ�IàK����«A�M���¾�·´)�Ì�S�£�¥�

I, J ⊆ S
±X¢£�£¨

〈HI ,HJ〉 = HI∪J
���9�S�)�Õ¢¥��¨�«¯¢¥�

Òw¢£��¨��A���£�¥���9�S����¨����£�£�)�)±
D =

∑

I⊆S

(−1)|I|1G
HI

��¢£�A�9Ó��w¨�����«A�S����¨����£�£�)�)±�Ò\�M�
1G

Hφ

�)�A«{«A�S¶È¢£¨¡¢£�A��Ï��Ê���M�A«)������Ç?�X��¢£¨�¢£Ò?�
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² ������
�54z'ê�z ®¼����îÕ���(�¯�����Õ¶<�������'�¤����~º��}������������¸°�����}����R���-���q®¯�j�){������'���0����¾�¿0�
F =

Qp
}�{��

deg(StG) = p
1

2
(n−1)(n(l−1)−2)

n∏

i=2

(pi − 1)

Â7��Ã���}'{ À ÀW¶�è���K��¢¥�@Ò\�M�Ì�����MÇ��X��¢£¨�¢¥�M��¹¯� »�¦2�SÏ�����'¢£��±\�Ê����¦A���Iào«A�M��� HI = XIB
à

�)�A«�«A�
XI ∩B = {1}

à)�x�M�£±X¨

|HI | = |XI ||B| = p|I||B|.
ò¡�¥���c¢¥��¨

deg(StG) =
∑

I⊆S

(−1)|I||G/HI | =

n−1∑

i=0

(
n− 1

i

)
(−1)i|G/B|p−i

= |G/B|(1 −
1

p
)n−1 = |G/B|

(p − 1)n−1

pn−1

íU�S����¢¥��¦$¨�à[«A�M���
|K1| = pn2(l−1) �)�A« |Gl| = |K1||G

1|= pn2(l−1)p
1

2
(n2−n) ∏n

i=1(p
i−

1)
�o�¡¢¥�<î¡��«¯�$�)�)±cÒ\�M�

B
¢¥��¨

|B| = (p−1)npn(l−1)p
1

2
(n2−n)l ä·Òw±X�_�w²I�Ê�Ê�¡Áü²O�Ê�kÄMçMÆ·æF�

Î��M¤�¦Â��¢£�A�����w�)��É����ÂÐ¡�Ê¤�¦)�w�)�)±¾�x�M�£±X¨�«¯¢¥��è���¦2�S�)Ç)¨��)�)±A�

óN]�ó ü³`�_ 	 ij_�`�g�äv_Fe(b è ü9w�e�å+ij_�a�a@thghb wLa�å\8ld�n d�a�d4b�`c_ è ü9w�e�å+ij_�a�a@thghb
������ô8���S±X±\���)�\�M¶ÈÇ)�¥�FË³��¢£�A����¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨��������A«¯�£¢¥¤*¦A����íi���)±\�'¢¥��¨���¢£�¾�\�M¶ÈÇ2�S�o¨����
��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���9�¡�M¶ÈÇ)�¥�FË��Iªo��¢£�A�

k
Íéªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�9��¢£�A«Â��¨���¢£�o¨�¨��M¨*�S�1±\�Ê�M��«¯�A��¨��

(k + 1)
Í

���¥��¶¾���w¨�¢£±\�,µ"��¢£�£¶¾���)±\���I�?§�¢£����¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���<���M¶ÈÇ)�¥�FËÂ�X�S�)��Ï���ÉÊ´)±X�£¢¥¤�¦�«)���<Àl�)�o�£�¯Í
��¢¥�M�È����¢£�A����ªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�d�S�A¤*¦³�S�¥�"¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨��'íi���)±\�'�S�¯�·±\�F�_�M����¨8K����«)���I�XÀé��¨1��¢£�A�
¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨��¾íi���)±\��¢£�b«¯¢¥�Ê����¶óªw¢£�)�A�,¢¥�*�M¶¾�M��Ç)¦iÉÊ�b��¢£�A��¶C��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥�����¡�M¶cÍ
Ç)�¥�FË]àX«A�S�)�ÈÏ?��É���¢¥¤*¦)�A���¾'¢£����¢¥�'�S�A¤�¦��S�¥����¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���¾���M¶ÈÇ)�¥�FË]�\�<¢¥�

k
Íéªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�

¢£�c��¢£�A���8�*�M�¥¤�¦A���c¨���¢£�£±\�Ê�M��«¯�A��¨����¾í����)±\�@��¢£�A«,«¯¢¥�K§��¥��¶¾���w¨��XàMK���¥¤*¦A�K�)�w¨�����«¯¢¥�Ê����¶
Àé���M¶¾�M��Ç)¦)¢¥��¶,�A��ÉÊ�

k
Íéªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�<�\�M�����Ê��Ç��M�A«¯¢¥�������I�2ÀW�Â��¢£�A��¶ì��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���i�¡�M¶cÍ

Ç)�¥�FËU��¢£�A«iÉÊK��¢dªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�9±X�¥��¢¥¤�¦b±\���2�S��«A�S�)�Ià?@���)����¢¥�c«¯¢¥�Ê�����£Ï?���b§�¤*�\���õäQ«]� ¦I�
��¢£�A���¥��¶¾���w¨�¢£±\�³µO��¢£�£¶¾���)±\����æ9¦2�SÏ?���I���<¢¥�c�<¢£¶¾���A��¢¥�M��«)�Ê�9��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���Ã�¡�M¶ÈÇ)�¥�FÍ
Ë)�Ê�

X
¢¥��¨¡«A�S�)�

dim(X) = max{|s| ; s
��¢£�A�9ô8���S±X±\�

} − 1.

ô8´)�d��¢£�A����¨��MÇ?�M�¥�M±X¢¥��¤*¦A���>Ð<�S�)¶
X
'¢£��«³¢£¶vôA�M�£±\���A«)���Ì«¯¢¥�'�*�S¨�¢¥�M�2�S�¥�����Ê«¯�)ÉÊ¢¥����¨��

 <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥��¶È¢£¨
Hi(X)

Ï���É���¢¥¤�¦)�A��¨��
² ������
l54z�ï4z ®}q�¯�s�������

T l = {gHI | g ∈ PI0 , I ( S}
}�{��h~D}-�Ð������¹���}��������

���0���
gHI < g′HJ ⇔ gHI ) g′HJ��}��Ô{�}'~�����}��=}-�j�����3�S��~������R�l�����3®}'~º���F{�}q���

n − 2 À ®�}c� i ��°�}'~�����}��y��{�{�}����9�(���F������õ�(���3��}c���=���F}������
gHI

~D}-�
|I| = n− 2 − i À



¹c�¡¢¥��ªw¨���¢£�wÏ?����±MÍl�9�S����¨����£�£�)�)±��S�¥�� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�FÍl�9�S����¨����£�£�)�)± ½$Å

Â���Ã���}�{ À �¡�M�A��¨����)¢¥�����'ÉÊ�)�2×M¤*¦A��¨K«)���c�x�M�£±\���A«)���³��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���³�¡�M¶ÈÇ)�¥�FË��wè���¨��*�M¤�¦¯Í¨���«¯¢¥��íi���)±\��«)����§�¤*�\���
{gHI | I ( S

¶³�[Ëo¢£¶³�S�_à
g ∈ PI0}

��§�¢£�A�
(k + 1)

Í
���¥��¶¾���$¨�¢£±\�dµ"��¢£�£¶¾���)±\�

{g0HI0 , . . . , gkHIk
}
����¢\��¢£�

k
Íéªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË�±\���2�S�,«A�S�)�IàÊK���)�

�Ê����¢£�
g ∈ PI0

±X¢£Ï)¨�à)¶È¢£¨

k⋂

i=0

giHIi
= g

k⋂

i=0

HIi
.

§���±X¢£�£¨�«A�S�)�Ø���S�x�M��¨
giHIi

= gHIi

�·´)�,�S�£�¥�
i = 0, . . . , k

�O�<¢¥�Ê������±X¢£Ï)¨,Ç?�������FÍ
á �)¢£¨�¢¥�M�Ù��¢£�A���Ù��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���Û�¡�M¶ÈÇ)�¥�FË

T ′ �"Î<�M¤*¦Ù�����MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�Û¹¯� »Øäq"\æ9¦2�S¨c¶³�S�
⋂

iHIi
= HT

i Ii

à��)�A«UK���)�
giHIi

= g′iHI′i

à]«A�S�)�U�Q�M�£±X¨9�2�M¤*¦Ã�����MÇ��X��¢£¨�¢¥�M�Ñ¹¯� »
äxÅ\æ

Ii = I ′i
�¯®Õ¢£������¦2�S�£¨�������¢£�A�9K�M¦)�¥«)� á �)¢¥����¨���ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±

f : T ′ −→ T l

{giHIi
}i 7→ gH∩Ii

ô"´)��ë��Ê«)�Ê�
J ( S

���M�������Â��¢¥¤�¦Øäx�S�¯����¢£�A«)���)¨�¢£±\�,®���¢¥���kæ@¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥�
Ii ( S

á �A«)���Ià
����«A�M�*�

J =
⋂

i Ii
¢¥��¨����9�S�)�U¢¥��¨

gHJ =
⋂

i gHIi

�)�A«i�£¢¥��±X¨9���M¶È¢£¨�¢£¶�èK¢£�¥«U«)���
ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±

f
�O�¡¢¥�³ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±i¢¥��¨,�S�¥�������)�Që����w¨�¢£Ò��IÀé��¨9�$�)�

gHT

i Ii
= g′HT

i I′i

à
���Â±X¢£�£¨È�S�A¤�¦

HT

i Ii
= HT

i I′i

�)�A« ⋂
i Ii =

⋂
i I

′
i

�8���S�)�Ù±X¢£�£¨�à8K��¢£�'«¯¢¥�
Ii
�)�A«

I ′i
¶³�[Ëo¢£¶³�S�d��¢£�A«]à]Ï)¢¥���S�¯�'�"����¶,�)¨*�S¨�¢¥�M�

Ii = I ′i
à��)�A«

f
¢¥��¨,�S�A¤�¦�¢£�Më����o¨�¢£Ò?�]�<¢¥�

ò�Ï)Ï)¢£�¥«¯�)�)±¾¢¥��¨��M��«¯�$�)�)±\������¦2�S�£¨����A«]à��)�A«{K��¢£�"«¯¢¥��ªo¤�¦)�)¢£¨�¨�� ⋂
i Ii

«¯¢¥��íi���)±\���
Ii��¢£�A«)���)¨�¢£±�Ï?�Ê��¨�¢£¶È¶¾���IàX¢¥��¨d�S�A¤�¦

f−1 �M��«¯�w�)�)±\������¦2�S�£¨����A«]�wíU�S�¾��¢¥��¦w¨��¥��¢¥¤�¦w¨�à$«A�M���
«)�������M¶ÈÇ)�¥�FË

T ′ �SÏ)±\�Ê��¤�¦)�¥�X�*�������)�A«ÌÒ\�M�{����¢£�A�����<¢£¶¾���A��¢¥�M��¢¥��¨��¯§��'¢¥��¨ (n− 2)
Í

«¯¢£¶¾���A��¢¥�M�2�S�_à�«A�³�Ê�
n− 1

¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥�,�Ê¤*¦$¨���µO��¢£�£¶¾���)±\���bÒ\�M�
S
±X¢£Ï)¨��2�<¢¥���¥��¨�ÉÊ¨��

è@��¦2�S�)Ç)¨��)�)±>«)�Ê��²I��¶È¶³�M���Q�M�£±X¨¡�S�A¤*¦��S�A��«)����è@¢ ë����w¨�¢£Òo¢£¨*×S¨'Ò\�M�
f
�

®���¢£�o«¯¢¥��©<���)Ç)Ç����
HI

¢£¦)������¢£±\���A���ÈÎ¡�M��¶³�S�£¢¥�*�S¨��M�����È��¢£�A«]à[±X¢£Ï)¨��Ê�1��¢£�A�Kè@¢ ë����w¨�¢¥�M�
ÉÊ'¢¥��¤�¦A���

{ gHI | g ∈ PI0 , I ( S}
�)�A«È«)���¾Î¡��Ï����)�w���M�*�����

{gHI | g ∈ PI0 , I (
S}
�2Þ�����@���A«)��¨<¶³�S�U¢£�i«)����������¨����iíi���)±\�,«¯¢¥�,�)¶È±\���\��¦)��¨��cÀl�)�o�£�A��¢¥�M�b�S�¥�¡µ"��¢£�°Í

�M��«¯�$�)�)±Aà�«A�S�)��¢¥��¨¡«¯¢¥�Ê����è@¢ ë����o¨�¢¥�M�Â¢£�iÏ?��¢¥«)���UÐ�¢¥¤*¦$¨��)�)±\���b�M��«¯�$�)�)±\�*����¦2�S�£¨����A«]à
«)���)���2�M¤�¦Â�����MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�i¹¯� »�ä�¸kæ@¢¥��¨

gHI ⊇ g′HJ ⇔ g−1g′ ∈ HI
�)�A«

HI ⊇ HJ ⇔ gHI ⊇ g′HJ

ò��A¤*¦�«¯¢¥��î¡Ç?���*�S¨�¢¥�M�cÒ\�M�
PI0

'¢£��«�Ò\�M��«¯¢¥�Ê�����8è@¢ ë����w¨�¢¥�M�c����¦2�S�£¨����I�SÀl¶�ôA�M�£±\���A«)���
K����«)���¾'¢£�d«¯¢¥��ªo¤*¦)����¢£Ï$@��¢¥����¶È¢£¨K«)���¾Î¡��Ï����)�w���M�*�����c�·´)�

T l Ò\����@���A«)���Ià$«A��«¯¢¥�Ê�
��¢£�)¢£±\��Ð��Ê¤*¦)�$�)�)±\���ÂÒ\������¢£�¯�_�M¤�¦w¨��
�<���s¹±��Ø��¢£�A�Ê�cªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË

gHI
����¢d«¯¢¥�³í����)±\�

I
�I§���¢¥��¨�K�M¦)�¥«)� á �)¢¥����¨�à8«)���)��¢¥��¨

gHI = g′HJ
àI���Ì±X¢£�£¨

HI = HJ
�)�A«�«A�S¶È¢£¨��2�M¤�¦Ñ�����MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�Ù¹¯� »�äxÅ\æ

I = J
�

ò��)÷\����«)��¶;����¦2×S�£¨¡«¯¢¥�,î¡Ç?���*�S¨�¢¥�M�ÂÒ\�M�
PI0

�S�¯�
T l «)���Âµ�ûoÇI�

���(xU�/&',y&���� 5Lz�A4z ªo��¢
T
��¢£�f��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥���i���M¶ÈÇ)�¥�FË]��®Ô¢£�Â«)� á �)¢¥�������
«)���

m
�

¾��(×�½Z���	�S�c�����
KmT

´)Ï?���
T
�S�<¢¥�'§�¤*�\���³«)�Ê�

m
Íx�_�M¤�¦A���³�9��±\���¥��´)Ï����

T
���$¨���¨���¦A���
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�S�A��«)���A���>Ò\�M�
T
«¯�)��¤�¦Ì¦)¢£�)ÉÊ�¯�·´)±\���ÌÒ\�M�

m
§�¤*�\���I�¯�¡¢¥�Ê�*�

m
§d¤��\���Ì�A���)�A����'¢£�

�D�q�����ø{���}����+���2���¡¢¥��í����)±\��«)���
k
Íéªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�¡¢£�

KmT
����¢O«A�S�)�

{{p0, . . . , pk}
ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË{¢£�

T} ∪

{{x, p1, . . . , pk}|x
�9��±\���¥��Ç)¢£¨�É��Xà

{p1, . . . , pk}
ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË{¢£�

T}.

è���Ò\�M��'¢£��¶È¢£¨�«)����ò¡�2�S�£ûo���³«)���� ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�³Ò\�M�
T l Ï���±X¢£�)�A���IàIÏ����AÖM¨�¢£±\����'¢£�

�A�o¤�¦Â��¢£��²I��¶È¶³�¾�S�A��«)�����S�£±\��Ï)�*�S¢¥�*¤�¦A���UµO�MÇ��M�¥�M±X¢¥�X�
² ������
	5Lz-�0ò4z °L��}

KmT
�����

m
�ø¾=�(×�½Z�h�S�c�����¿F�R���ª��}'����~ {�}�~W����}���}q�������¯�¼�j~W�������

T À ¦h¿��7Ïª�(���R�¼¶+���µ�D�q������{c��}����+��� (x, x′)
�0���3¬��~	�����R��}c��§y���<{�{=���

z
¶<���

T
��}c���ª��{

¬¯��~	�����)��}q��§y����{){=���
[x− x′, z]

¶+���
KmT

ÎF¾�¿0�¯��}q����}����

Ñ(À �»���|½0�j�Z¾�¿0�7���R��}4�S�c������{c��}-���y��� x, x′, x′′ �0���¯��Ã���}�¬�j~3�j���R�j}q��§+���<{�{=��� z, z′¶+���
T

È ��Ó
[x− x′, z] + [x− x′, z′] = [x− x′, z + z′]

Î
È �@Ó

[x− x′, z] + [x′ − x′′, z] = [x− x′′, z]
Î

È × Ó
[x− x, z] = [x− x′, 0] = 0

�j}q�¼�-��}'¶�}q�����¥¬��~	�����R��}c��§y���<{){�� À
Í À °���} i > 0

��}'���Õ�(���0�+�N�/�<½���Î
x0

��}����v�D�q������{c��}-���y��0���
Bi−1

��}����ªÂ��<{�}�{W¶<���
Hi−1(T )

Î�(���F� }�{��
B̂i = {[x − x0, Z] | x 6= x0

��}'���¥�D�q�����ø{���}����+��Î
Z ∈

Bi−1}
��}'���7Â��<{�}�{�¶+���

Hi(K
mT ) À ����{��

Hi(K
mT ) ∼=

⊕

x6=x0

Kegelspitze

Hi−1(T ).

Â7��Ã���}'{ À ®Ô¢£��Ò\����@���A«)���ù¦)¢¥�����Q´)�Ì«¯¢¥����� á �)¢£¨�¢¥�M�ø«)���>�*�S¨�¢¥�M�2�S�¥���ù���Ê«¯�)ÉÊ¢¥����¨���� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�³«¯¢¥�¾ <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�¾«)�Ê�,���M¶ÈÇ)�¥�FË)�Ê�,«)�����9��¨�¨����ÃÒ\�M�Ã�M��¢¥���$¨�¢¥����¨����Ûªw¢£¶cÍ
Ç)�£¢£É��Ê���X�<¢¥��íi���)±\�'«)�����M��¢¥���$¨�¢¥����¨����

k
Íéªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�

So
k(T )

Ò\�M�
T
¢¥��¨�«¯¢¥�'íi���)±\�@«)���

±\�Ê�M��«¯�A��¨����
(k + 1)

ÍlµO�)Ç?���
(p0, . . . , pk)

Ò\�M�b§�¤��\����¶¾�o«¯�)�¥�>�x�M�£±\���A«)���ñ'â$�)¢£ÒX�[Í
�¥���)ÉÊ�������S¨�¢¥�M�I�)¬�K��¢

(k+1)
ÍlµO�)Ç?���

(p0, . . . , pk)
�)�A«

(q0, . . . , qk)
��¢£�A«�×Mâw�)¢£ÒM�S�¥���w¨�à

@���)�¾�Ê����¢£�A�'�"����¶,�)¨*�S¨�¢¥�M�
σ
Ò\�M�

k+1
§��¥��¶¾���$¨����¾±X¢£Ï)¨�¶È¢£¨

(pσ(0), . . . , pσ(k)) =
(q0, . . . , qk)

�)�A«
det(σ) = 1

�¡�<¢¥�ÔäQ�M��¢¥���$¨�¢¥����¨�����æi�*�S¨�¢¥�M�2�S�¥���
k
Íl�9��¨�¨����q��¢£�A«

Ck(T ) = Q[So
k(T )]/ ∼

àK@�MÏ?��¢
(p0, . . . , pk) ∼ −(q0, . . . , qk)

à�@���)�ø�Ê�{��¢£�A�
�8����¶��)¨*�S¨�¢¥�M�

σ
±X¢£Ï)¨c¶È¢£¨

(pσ(0), . . . , pσ(k)) = (q0, . . . , qk)
�)�A«

det(σ) = −1
�

®Ô¢£��«)� á �)¢¥��������«A�M���<¢°ï]�������$¨�¢��S�
δk : Ck(T ) −→ Ck−1(T )

«¯�)��¤*¦

δk((p0, . . . , pk)) =

k∑

i=0

(−1)i(p0, . . . , p̂i, . . . , pk),

�Q´)¦)�����Ñ«)���ØÀl�A«)�FË
k
�SÏ������)¢¥¤*¦$¨�K��¢£¨�����¢£�Ñ«)���,Î<�M¨*�S¨�¢¥�M�Ã¶È¢£¨��"§��,¢¥��¨�Ï����M�S�)�w¨�à

«A�M����«¯¢¥�� ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥��«)�Ê�����M¶ÈÇ)�¥�FË)�Ê�

· · · → Ck(T ) → Ck−1(T ) → · · · → C0(T ) → Q → 0



¹c�¡¢¥��ªw¨���¢£�wÏ?����±MÍl�9�S����¨����£�£�)�)±��S�¥�� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�FÍl�9�S����¨����£�£�)�)± ½wÄ

«¯¢¥�����Ê«¯�)ÉÊ¢¥����¨����*�S¨�¢¥�M�2�S�¥�{��¢£�)±X�)��×S���{ ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�ÌÒ\�M�
T
¢¥��¨{äQ��¢¥��¦A�ÌÉ\�üè���ªwÇ2�S�)¢¥���

ÁåªwÇ2�XýS½XÆ·æF�)������í��M��Ç)¦)¢¥��¶��A�
C0(T ) → Q

Ï)¢£�¥«)��¨�¦)¢¥����Ï?��¢)ë��Ê«)��§�¤*�\���S�¯�
1
�SÏI�

ÀW��¨
z = (p0, . . . , pk)

�S�¥�
k
Íl�9��¨�¨��'¢£�

T
àX���9����¢

(x, z) = (x, p0, . . . , pk)
�S�¥�

(k+1)
Í

�9��¨�¨���¢£�
KmT

�A®Õ¢£�<����¨�É�����«¯¢¥�Ê���,Î¡�M¨*�S¨�¢¥�M���£¢£�A���S���Q´)��Ï����£¢¥��Ï)¢£±\�
k
Íl�9��¨�¨����iÒ\�M�

T
�Q�M��¨��wô"´)�K��¢£�A���9��±\���¥��Ç)¢£¨�É��

x
�)�A«¾��¢£�A�¡�9��¨�¨��

Z ∈ Ck(K
mT )

�x�M�£±X¨d«¯¢£�����o¨K�S�A�
«)���¡��� á �)¢£¨�¢¥�M�

δ((x,Z)) = Z − (x, δZ)
�]ªo��¢

Z ∈ Ck(K
mT )

��¢£�A�,�9��¨�¨��Xà?«A�S�)�
¦2�S¨

Z
��¢£�A���9�S����¨����£�£�)�)±>�S�¥�

Z =
∑

x ]_^�`�^�acb�dfe g�h�^
z∈So

k−1
(T )

αx,z(x, z) +
∑

z′∈So
k
(T )

αz′z
′.

ªo��¢�«A�S�)�
Zx =

∑
z∈So

k−1
(T ) αx,zz

�)�A«
Zr =

∑
z′∈So

k
(T ) αz′z

′ à�����«A�M��� Z =∑
x(x,Zx)+Zr

�\®Ô¢£�K«)� á �)¢¥���������·´)�KÉÊK��¢��9��±\���¥��Ç)¢£¨�É����
x
à
x′
�)�A«>��¢£�A���

(k−1)
Í

¬�ûw�\���
Z
Ò\�M�

T
��¢£�A���

k
Íé¬�ûo�\���

[x− x′, Z] = (x,Z) − (x′, Z)

�)�A«�Ï���É���¢¥¤�¦)�A���U���³�S�A¤�¦i����¢£�A�� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥���o���M�����X�2�9�
Z
��¢£�b¬�ûw�\���"¢¥��¨�à)¢¥��¨¡�S�A¤*¦

[x − x′, Z]
��¢£�Ã¬�ûo�\���_���¡¢¥�¾©<�¥��¢¥¤*¦$�)�)±\���Ù�S�A�9���)�)�w¨È¸c«)�Ê�9²I��¶È¶³�M���x�M�£±\���U¶È¢£¨

«¯¢¥�Ê��������� á �)¢£¨�¢¥�M�Â�)�)¶È¢£¨�¨����£Ï2�S���
ô"¢°Ë¯¢¥�����@�$�)�¾��¢£�A�'�9��±\���¥��Ç)¢£¨�É��

x0.
®Õ¢£��@�M�£�¥���¾É���¢£±\���IàX«A�M���8�Q´)�1��¢£�A�'è'�M��¢¥�

Bi−1 =
{Zj |j = 1, . . . , d}

«)���> ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�
Hi−1(T )

«¯¢¥�i <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥���w���M���*���Ô«)���
[x −

x0, Zj ]
¶È¢£¨

x 6= x0
��¢£�A��è'�M��¢¥��Ò\�M�

Hi(K
mT )

¢¥��¨��2ªo��¢8�S�¥���

Y =
∑

x ]_^�`�^�acb�dfe g�h�^
(x, Yx) + Yr

��¢£�{Ï?���£¢¥��Ï)¢£±\���9¬�ûw�\���]¢£�
Ci(K

mT )
�A§���±X¢£�£¨�«A�S�)�

δY =
∑

x

Yx −
∑

x

(x, δYx) + δYr = 0.

���S�*�S�A�@�x�M�£±X¨
(x, δYx) = 0

�)�A«{���M¶È¢£¨
δYx = 0

�Q´)���S�£�¥�9�9��±\���¥��Ç)¢£¨�É����
x
�)ò¡�)÷\����Í

«)��¶��Q�M�£±X¨¡�S�A¤*¦
Yx0

= δYr −
∑

x6=x0
Yx
�AíU�S�{¦2�S¨��$�)�

Y −
∑

x6=x0

[x− x0, Yx] =
∑

x

(x, Yx) + Yr −
∑

x6=x0

(x, Yx) +
∑

x6=x0

(x0, Yx)

= Yr + (x0, Yx0
) +

∑

x6=x0

(x0, Yx)

= Yr + (x0, δYr).

����«¯¢¥�Ê�����<¢°ï��������)É<��¢£�Ì¬�ûo�\���A¢¥��¨�àM�x�M�£±X¨
δYr + δYr = 0

�$�<¢¥���9��¨�¨��
Yr
¢¥��¨K�S�¥������¢£�

i
Íé¬�ûw�\���1Ò\�M�

T
à2�)�A«U«A�>«A�S�)�

δ(x, Yr) = Yr
¢¥��¨��Q´)����¢£�A�,Ï����£¢¥��Ï)¢£±\�c�9��±\���¥��Ç)¢£¨�É��

x
àX¢¥��¨

Yr
��¢£�³Ð<�S�A«È¢£�

Ci(K
mT )

�$�<¢¥�¡¬�ûo�\���
Y
�)�A« ∑

x6=x0
[x−x0, Yx]

��¢£�A«³�S�¥���
¦A�M¶¾�M�¥�M±A�)®Õ¢£���*��¦A�������M¶È¢£¨�à)«A�M���'«¯¢¥�9 <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥���w���M���*�����S�A�

B̂i
«¯¢¥�9 <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�



½$ç MN/'O4CPO;2LC6/�ORQ�CFE�K�P)B¥I/E10
2LCFX�XS34O4KUTWV�E
Gln(Z/plZ)

Hi(K
mT )

�S�¯�x��Ç2�S�)�A���I�
®Ô¢£�OÉ���¢£±\�����$�)�c«¯¢¥�d�£¢£�A���S���@Ó¡�2�SÏ)¦2×S�)±X¢£±X�\��¢£¨8Ò\�M�

B̂i
�k ��S¨O¶³�S�È�S�¥������¢£�A���

(i+1)
Í

¬�ûo�\���
Y
à¯¶È¢£¨

∑

j=1,...,d
x6=x0

αx,j[x− x0, Zj ] = δ(Y ),

����¢¥��¨'ÉÊ�ÌÉ���¢£±\���IàA«A�M�*�
αx,j = 0

�Q´)���S�£�¥�9�9��±\���¥��Ç)¢£¨�É����
x 6= x0

�)�A«
j = 1, . . . , d

�
®Ô¢¥�9�MÏ?���Â¦2�SÏ?����'¢£�''¢¥�Ê«)���

∑

j=1,...,d
x6=x0

αx,j(x,Zj) −
∑

j=1,...,d
x6=x0

αx,j(x0, Zj) =
∑

x

Yx −
∑

x

(x, δYx) + δYr.

§��@�x�M�£±X¨�«A�S�)�
(x, δYx) =

∑d
j=1 αx,j(x,Zj)

�·´)���S�£�¥���9��±\���¥��Ç)¢£¨�É����
x 6= x0

�w®���¢£�
«¯¢¥�

Zj
��¢£�A�¡è'�M��¢¥�dÒ\�M�

Hi−1(T )
Ï)¢£�¥«)���Ià$�Q�M�£±X¨

αx,j = 0
�Q´)�@�S�£�¥�

j = 1, . . . , d
�)�A«

�S�£�¥���9��±\���¥��Ç)¢£¨�É����
x 6= x0

�

ªo��¢
T̄ l «)���<�w�¥��¢£�A��¨��c�SÏ)±\�Ê��¤*¦)�¥�X�������A�cÓ��w¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË�Ò\�M� T l à�K���¥¤*¦A����«¯¢¥��¶³�[Ë¯¢°Í

¶³�S�¥���iªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�
{gHφ | g ∈ HS}

���w¨�¦2×S�£¨��Aè���É���¢¥¤�¦)�A��¨
(gHI)

− «)���Âò¡ÏA��¤*¦)�£�A���
��¢£�A�Ê��ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË�àA�*�c¢¥��¨

T̄ l =
⋃

g∈HS
(gHφ)−

�

² ������
 5Lz-����z ®¼���Hù��������)§���~������R�
T̄ l }�{����}'���i�4��{=��~D~º���½0���0�<{)§<�j~W������������¶+�j�

T l ~S}-�N°��c����}'��}'{��j�c��� HS À
Â7��Ã���}'{ À ¬��A������¨9É���¢£±\���b'¢£��à�«A�M��� T̄ l ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«�¢¥��¨����9�[�Q´)�<±\���w´)±X¨��Ê�
ÉÊ�ÛÉ���¢£±\���IàK«A�M�����S�£�¥�Â§�¤��\���Ô¢£�

T̄ l ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���I�@º\�Ê«)�Â§d¤��\��¢£� T̄ l ��×M����¨
��¢¥¤*¦Ã�S�¥�

hHI
¶È¢£¨

I ( S
¶³�[Ë¯¢£¶³�S���)�A«

h ∈ HS
��¤*¦)����¢£Ï?���I�"ªo��¢d�S�¥�*�

hHI
��¢£�A�

Ï����£¢¥��Ï)¢£±\�Ì§�¤��\�>¢£�
T̄ l �1ªo��¢ J ( S

¶³�[Ëo¢£¶³�S�@�)�A«ÃÒ\�����*¤�¦)¢¥�Ê«)���ÙÒ\�M�
I
ä
n ≥ 3

æF�
�9�S�)��¢¥��¨

hHI < hHφ > hHJ ,

�)�A«Ñ�Q´)�È�S�£�¥�
g ∈ HI

±X¢£�£¨
hHI < hgHφ > hgHJ

�8Î¡�)�Ù¢¥��¨
I ∪ J = S

à8K��¢£�
I
�)�A«

J
Ò\������¤*¦)¢¥�Ê«)���Ã��¢£�A«]à��)�A«b«A�S¶È¢£¨9±X¢£�£¨9�2�M¤�¦Ñ�����MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�Ñ¹¯� »bäx¹\æ��)�A«Ûä·½wæ

HIHJ = HS
�\§����Q�M�£±X¨

{hgHJ | g ∈ HI} = {gHJ | g ∈ HS}
�w�¡¢¥��§�¤��\�

hHI
¢¥��¨

�S�¥���³¶È¢£¨<�S�£�¥���U§�¤��\���iÒ\�M�iÒ\������¤�¦)¢¥�Ê«)���A��¶ðµ�ûoÇÂ¢£�
T̄ l Ò\����Ï)�)�A«)���I�?ò��¥���³¦2×S�)±\���

�S�£�¥��§d¤��\���Â¢£�
T̄ l ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���I�

Ó¡¶ ÉÊ�{É���¢£±\���IàA«A�M���
T̄ l ��¢£�A�9�¡�M¶ÈÇ?�M�A���w¨���¢¥��¨�à¯É���¢£±\���Â'¢£��à)«A�M������¢£�{¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥�Ê�

ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FËÛ¢£�
T l\T̄ l �\��¢£�ÔÓ��w¨�������¢£¶ÈÇ)�¥�FËÛ¢£� T̄ l ¦2�SÏ����õ�X�S�)�I�@ªo��¢��S�¥��� gHφ

��¢£�
¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥�Ê�<ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË{¢£�

T l ¶È¢£¨ g ∈ PI0

�2©<¢£Ï)¨��Ê���$�)����¢£��Ó¡�$¨�������¢£¶ÈÇ)�¥�FË�¢£�
T̄ l

hHI < gHφ

¶È¢£¨
h ∈ HS

à]���Ì¦2�S¨�¶³�S�
gHφ ⊆ hHI

��®���¢£�
hHI ⊂ HS

à��x�M�£±X¨
g ∈ HS

à��)�A«
«A�S¶È¢£¨��£¢¥��±X¨

gHφ
¢£�

T̄ l �
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Ó�¶�«)���Ìªw¨*�SÏ)¢£�£¢¥�*�S¨��M��Ò\�M�
T̄ l ÉÊ��Ï��Ê��¨�¢£¶È¶¾���Iào����¢ hHI

¢£��±\���A«)��¢£��ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË³¢£�
T̄ l à

�S�¥���
h ∈ HS

�$ªo��¢A�$�)�
g
��¢£�³§��¥��¶¾���w¨��S�A�

PI0

¶È¢£¨
ghHI

¢£�
T̄ l �X�9� ghHI

Ó¡�$¨�����Í
��¢£¶ÈÇ)�¥�FËÌ«)�Ê��¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥���iªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË

ghHφ
¢¥��¨�à¯¶,�A���'�2�M¤*¦Â�MÏ)¢£±\���Âè���¨��*�M¤�¦w¨��)�)±\���

�S�A¤�¦
ghHφ

¢£�
T̄ l �£¢¥��±\���I�oò��£�¥�¡¶³�[Ë¯¢£¶³�S�¥����ªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê�@¢£� T̄ l ��¢£�A«>µO��¢£�£¶¾���)±\��Ò\�M�

HS
à]�S�¥���>�£¢¥��±X¨��S�A¤�¦

gh
¢£�
HS
��§����x�M�£±X¨

g ∈ HS
���<���,ªw¨*�SÏ)¢£�£¢¥�|�S¨��M�9Ò\�M�

T̄ l ¢¥��¨
�S�¥���È��¢£�A��µO��¢£�£¶¾���)±\��Ò\�M�

HS
�A�<¢¥���S�A«)������ÀW�)�o�£�A��¢¥�M��¢¥��¨'¨���¢£Òo¢��S�_�

8�
Z,�é35Lz-�$�z ®S�����S��~��������
T̄ l }�{�����}��	ÂW���Á��F����¶+��� (n−2)

�c°(��½0«��R���ÎN��{;�j}'���/����{��

Hi(T̄
l) = 0

¾�¿0�¼�������
0 ≤ i < n− 2 .

®¼��{�Ã���}-��������� ��}'���
dim(Hn−2(T̄

l)) = (|F̄ | − 1)n−1 À
Â���Ã���}�{ À ¬��)�2×M¤*¦A��¨�«)� á �)¢¥�������>'¢£����¢£�A�<ô"¢£�£¨���¢¥�����)�)±cÒ\�M� T̄ l «¯�)��¤�¦��SÏ)±\�Ê��¤*¦)�¥�X�����FÍ
�A��Ó��w¨������\�M¶ÈÇ)�¥�FË¯�X�\ªo��¨�É��

Jj = {τ1, . . . , τj} ⊆ S
�)�A«

J0 = φ
�[ªo��¢

Ej = S\{τj}
�

ªo��¨�É��9�$�)�
T̄ l

j =
⋃

h∈HS

(hHJj
)−

§��{�x�M�£±X¨��)�)¶È¢£¨�¨����£Ï2�S�
T̄ l

j+1 ( T̄ l
j

à�«A�
HJj+1

< HJj

��ò��)÷\����«)��¶ ¢¥��¨
dj :=

dim(T̄ l
j ) = |S \ Jj | − 1 = n− 2− j

�Aªo��¢
j < n− 2

�\®���¢£�
HEj+1

¶³�[Ë¯¢£¶³�S���)�$¨����
«)���

HI
¢¥��¨�à[¢¥��¨8«A�M��ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FË

HEj+1

��¢£�A��§�¤*�\�K¢£�
T̄ l,

�)�A«�«A�
HEj+1

< HJj
∈ T̄ l

j

à
�£¢¥��±X¨�«¯¢¥�Ê���9§�¤*�\��¢£�

T̄ l
j

�)íi�S�{¦2�S¨

HEj+1
< gHJj

> gHJj+1

�Q´)�
g ∈ HEj+1

,

�)�A«��S�A�������MÇ��X��¢£¨�¢¥�M��¹¯� »�äx¹\æK�)�A«Ñä·½wæK�Q�M�£±X¨'@��±\���
Jj+1 ∪Ej+1 = S

à)«A�M���

{gHJj+1
| g ∈ HEj+1

} = {gHJj+1
| g ∈ HS}.

�¡¢¥�<§�¤*�\�
HEj+1

¢¥��¨��S�¥����¶È¢£¨'�S�£�¥���Ì¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥����ªw¢£¶ÈÇ)�£¢£É��Ê��Ò\�M�
T̄ l

j+1

Ò\����Ï)�)�A«)���I�
���

T̄ l
j

�SÏ)±\�Ê��¤�¦)�¥�X���*���Â�)�A«Èë��Ê«)�Ê�<ªw¢£¶ÈÇ)�¥�FËÂ«¯�)��¤*¦i�*��¢£�A��§�¤��\���iÏ��Ê��¨�¢£¶È¶�¨¡¢¥��¨�à)¢¥��¨
«)���d���M¶ÈÇ)�¥�FË ⋃

h∈HEj+1

(hHJj
)−
«)���K�9��±\����´)Ï?���

T̄ l
j+1

�\�<¢¥�Ê��±X¢£�£¨��Q´)�K�S�£�¥��§d¤��\���

gHEj+1

¶È¢£¨
g ∈ HS

�)íU�S��¦2�S¨

T̄ l
j =

⋃

g∈HS/HEj+1

⋃

h∈gHEj+1

(hHJj
)−.

T̄ l
j

¢¥��¨@�S�¥�*�,«)���
|HS/HEj+1

|
Íx�_�M¤�¦A�<�9��±\����´)Ï?���

T̄ l
j+1

�o�<�������M¶ÈÇ)�¥�FË
T̄ l

n−2

¢¥��¨K«¯¢¥�
«¯¢¥�Qëé�)�)�o¨��9Þ�������¢£�)¢£±X�)�)±>Ò\�M�

|HS/HEn−1
|
���)�)�o¨����I��ò¡�¥���c¢¥��¨

T̄ l
n−2

��¢£�iè��M�Aâ$�A��¨
Ò\�M�

|HS/HEn−1
| − 1

Òo¢¥���¥���
0
ÍéªwÇ)¦2×S�����I��ô8´)�¾«¯¢¥�Ì�¡¢£¶¾���A��¢¥�M�Û«)�������Ê«¯�)ÉÊ¢¥����¨����

 ¡�M¶¾�M�¥�M±X¢¥�9±X¢£�£¨
dim(H0(T̄

l
n−2)) = |HS/HEn−1

| − 1.
���i��¢£�Ù¶¾��¦)���_�M¤�¦A���³�9��±\����´)Ï����c��¢£�A��¶.è��M�Aâw�A��¨ÈÒ\�M�

i
ÍéªwÇ)¦2×S�����Û��¢£�Ûè@�M�Aâw�A��¨

Ò\�M�
i+ 1

ÍéªwÇ)¦2×S�����i¢¥��¨�à¯�x�M�£±X¨'¢£�A«¯�)�w¨�¢£Ò�à2«A�M���¡�S�£�¥�
T̄ l

j

è��M�Aâw�A��¨���Ò\�M�
dj
ÍéªwÇ)¦2×S�����
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��¢£�A«]�"Àl�A��Ï?�Ê���M�A«)�����³¢¥��¨
T̄ l = T̄ l

0

��¢£�Øè��M�Aâ$�A��¨,Ò\�M�
(n − 2)

ÍéªwÇ)¦2×S�����I�8®���¢£�
T̄ l

ÉÊ�A�*�S¶È¶¾���)¦2×S�)±\���A«�¢¥��¨�à¯¦2�S¨�¶³�S�
H0(T̄

l) = 1HS

�
�<¢¥��íi���)±\�

{[x− 1; z] | x ∈ (HS/HEj+1
) \ {1}, z ∈ Hdj+1

(T̄ l
j+1)}

¢¥��¨'�2�M¤*¦�²I��¶È¶³�³¹¯�£¸�¼È��¢£�A��è'�M��¢¥�'Ò\�M�
Hdj

(T̄ l
j )
àA���È«A�M���

dim(Hdj
(T̄ l

j )) = (|HS/HEj+1
| − 1) · dim(Hdj+1

(T̄ l
j+1)) .

ô8´)�¡�S�£�¥�
j = 0, . . . , n− 2

±X¢£�£¨
|HS/HEj+1

| = |F̄ |
�)ÀW�A«¯�)�w¨�¢£Ò��Q�M�£±X¨��$�)�

dim(Hn−2(T̄
l)) = (|F̄ | − 1)n−1.

íU�S�¾Ï����M¤�¦$¨��Xà¯«A�M���
T̄ l �S�¥�d��¢£¶ÈÇ)�£¢£ÉÊ¢��S�¥�������M¶ÈÇ)�¥�FË¾@�Ê«)���KÒ\�M� l �A�o¤�¦³Ò\�M� I0

�o«)���
a
�SÏ)¦2×S�)±X¨��o�¡�)��¤*¦�«¯¢¥�¡®Ã�S¦)��«¯¢¥�Ê�����@�8�S�*�S¶¾��¨�����Ï����\�M¶È¶�¨

T̄ l �SÏ����dÒ\������¤*¦)¢¥�Ê«)���A�
PI0

Íéî¡Ç?���*�S¨�¢¥�M�A���I��ô8´)�Kë��Ê«)�����A«¯�£¢¥¤�¦A�cíi���)±\�
S
à��)�A«¾ë��Ê«)�Ê�9ªwûo��¨���¶6Ò\�M�UÓ��w¨�����Í

±X���)Ç)Ç����
HI

Ò\�M�
G
¶È¢£¨

I ⊆ S
à1K���¥¤*¦A�Ê�³«¯¢¥�{ò¡�A���*�S±\���õ�S�A�¾�����MÇ?�X��¢£¨�¢¥�M�õ¹¯� »

�����Q´)�£�£¨�à)¦2�S¨�¶³�S�Â��¢£�A��ÉÊ���MÏ)¢£±\��¶6ª¯�S¨�É,�S�2�S�¥�M±\��ò¡�A���*�S±\�X�
������è���K��¢¥��Ò\�M��ª¯�S¨�É,¹¯�£¸�»cÉ���¢£±X¨�àA«A�M�*��«¯�)��¤�¦

Ψ = {[xj − 1]j=1,...,n−1 | xj ∈ (HS/HEj
) \ {1}}

��¢£�A�9è'�M��¢¥��Ò\�M�
Hn−2(T̄

l)
±\��±\��Ï�����¢¥��¨��¯�<¢¥��©<���)Ç)Ç��

PI0

�MÇ�����¢¥����¨'Ò\�M�{�£¢£�)�o���S�¯�
«)���

(n− 2)
Íl <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥���w���M���*����«¯�)��¤�¦

g[xi − x′i]i = [gxi − gx′i]i ,

�)�A«>�Q´)�'«¯¢¥�Ê����µI�)Ç����]±\���£¨��������M¶ÈÇ��M�A���$¨����$@��¢¥����«¯¢¥�9Ð��Ê¤�¦A���)����±\���£�Â�S�A�'²O��¶È¶³�
¹¯�£¸�¼¯�

�����<���-��
��54z��Z5Lz Ú {��j}'��� SI0,a = Hn−2(T
l) = ind

PI0

HS
Hn−2(T̄

l) À
Â7��Ã���}'{ À �<¢¥��§��)�¥����¤*¦2�S�*�S�w¨�����¢¥��¨�¢£�{Ò\�M� T l ¢¥��¨'±\��±\��Ï?���Â«¯�)��¤*¦

χ(T l) =

n−2∑

i=0

(−1)i
∑

|I|=n−2−i
I⊆S

1
PI0

HI

=
∑

I(S

(−1)n−2−|I|1
PI0

HI

= (−1)n−2(SI0,a − (−1)n−11
PI0

HS
),



¹cÀl�����Ê«¯�)ÉÊ¢£Ï)¢£�£¢£¨*×S¨<«)�����9�S����¨����£�£�)�)±\���
SI0,a

Å¯¸

�)�A«��S�A¤�¦
χ(T l) = (−1)n−2Hn−2(T

l) +H0(T
l).

Î<�M¤*¦Ô²I��¶È¶³�Ù¹¯�£¸X¸�¦2�S¨�¶³�S�Ô�A�o¤�¦
H0(T

l) = 1
PI0

HS

�'ªo��¨�ÉÊ¨�¶³�S�0«¯¢¥�Ê�>¢£�Ô�MÏ)¢°Í
±\��©<�¥��¢¥¤*¦$�)�)±{��¢£�Â�)�A«i���£¢£¶È¢£�)¢¥����¨¡¶³�S�

χ(T l)
«¯�)��¤*¦�©��¥��¢¥¤�¦A����¨�ÉÊ�)�)±Ì«)���¡Ï���¢¥«)���

ôA�M��¶¾���£�Ià)��������¦2×S¦)�£¨'¶³�S�
SI0,a = Hn−2(T

l)
�¯�<¢¥�<ÉÊK��¢£¨���©<�¥��¢¥¤*¦)¦A��¢£¨'¢£�Ì«)���'è��FÍ

¦2�S�)Ç)¨��)�)±¾�x�M�£±X¨��S�A¤�¦i�S�A�¡²I��¶È¶³�¾¹¯�£¸X¸��)�A«�«)���Âè���¶¾�����w�)�)±\����ÉÊ�{¢£�A«¯�)ÉÊ¢¥����¨����
���S����¨����£�£�)�)±\����¢£�Âò¡ÏA��¤�¦)�)¢£¨�¨�¸X�£¸X�

§��K�*��¢��A�o¤�¦{����@×S¦)�w¨�à)«A�M���K¶³�S�>«¯¢¥��ò¡�A���*�S±\��Ò\�M�Ì²I��¶È¶³�È¹¯�åÄ�«¯�)��¤�¦{���M¶,Ï)¢£�2�[Í
¨�¢¥�M�{Ò\�M�Â�MÏ)¢£±\��¶ì�¡�M���M�£���S���)�A«Âª¯�S¨�É,¹¯�£¸�»c'¢¥�Ê«)�������w¨�«)�Ê¤��\���U�X�S�)�I�

óN]�û jye(e(_�fht<F`�ä�`@a�`qi(k�i¸fh_Fe9ü9w�e�å+ij_�a�a@thg;b�_�g
SI0,a

íÂ¢£¨� �¢£�°�x��«)����ªw¨����)�o¨��)�9«)�Ê�<�¡�M¶ÈÇ)�¥�FË¯�Ê�
T l @�M�£�¥���U'¢£�<�w�)�b«¯¢¥�,ÀW�����Ê«¯�)ÉÊ¢£Ï)¢£�£¢£¨*×S¨

«)���
PI0

Íl�9�S����¨����£�£�)�)±\���
SI0,a

�2�M¤*¦$@��¢¥�����I�2íU�S�{����¢£�)�A��������¢¥¤�¦Ià)«A�M�*�'«¯¢¥�
SS,a

«¯¢¥�
ªw¨���¢£�$Ï�����±MÍl���S����¨����£�£�)�)±\���ÕÒ\�M�

Ga �S�¯�Q±\�F�x�M����¨³�S�¥�³�9�S����¨����£�£�)�)±\���õÒ\�M� Gl ��¢£�A«]�
�¡¢¥�Ê�*����¢£�A«��S�£�¥�c¢£�

1Gl

Bl

���w¨�¦2�S�£¨����I�OíU�S�U¦2�S¨��S�¥���>�·´)�@ë��Ê«)�Ê�9Î�¢£Ò\���S�
a ∈ N

��¢£�A�
ªw¨���¢£�$Ï�����±MÍl���S����¨����£�£�)�)±,�)�A«¾�*�M¶È¢£¨���¢£�A�'±$�S�)É��<ªo����¢¥�'Ò\�M�È¢£�����Ê«¯�)ÉÊ¢£Ï)�¥���ÌÓ¡�$¨�����«A�S��Í
��¨����£�£�)�)±\����Ò\�M�

1G∞

B∞

�2ôA�����A����K�M�£�¥����'¢£�¡�S�Â«¯¢¥�Ê������ªw¨����£�¥�9�A�w¤*¦�Ï���¶¾�����\���Ià2«A�M���
«¯¢¥�9���S����¨����£�£�)�)±

SS,l
±\��'¢¥��������¶³�S÷\���i«¯¢¥��¨��MÇ¯Íl���M¶ÈÇ��M�A���$¨���Ò\�M�

1Gl

Bl

¢¥��¨��
²I�Ê�Ê�@Ï?��É���¢¥¤*¦)�A��¨@¢£�UÁü²I�Ê�kÄMçXÆ?��¢£�A�9�S�A«)�����XàoÒw¢£��¨��A���£�¥�<�9�S����¨����£�£�)�)±¾�S�¥�@«¯¢¥�¡Ò\���*�S�£�£±\�FÍ
¶¾��¢£�A����¨���ªw¨���¢£�$Ï�����±MÍl�9�S����¨����£�£�)�)±Â�)�A«UÏ������Ê¤�¦)�A��¨���¢£�)¢£±\�c¢£¦)������þK¦2�S�*�S�w¨�����@����¨��X�
Àl�Ô«)���>§�¢£�)�¥��¢£¨��)�)±Ý�����×S¦)�$¨����>±\��'¢¥������¢£�����Ê«¯�)ÉÊ¢£Ï)�¥��¨��MÇ¯Íl�¡�M¶ÈÇ?�M�A���w¨����f«¯¢¥�Ê�����
Òw¢£��¨��A���£�¥���>���S����¨����£�£�)�)±Aà\�)�A«¾¶³�S���M�S�)��«¯�)��¤�¦Ì��¢£�A�������¥��¶¾���$¨*�S�����ÌÞ�����±X�¥��¢¥¤*¦>«)���
���M�A��¨����)�o¨�¢¥�M�A�����o«)���'¶È¢£¨���¢£�A����ò¡�A���*�S±\��¢£�ÃÁü ¡¢£��ýXÅ[ÆI�)�A«�ª¯�S¨�É,¹¯�£¸�Å¾����¦A���IàA«A�M���
«¯¢¥�9���S����¨����£�£�)�)±\���

SS,l
��Ï?���¾ë����A�9�¡�M¶ÈÇ?�M�A���w¨����i��¢£�A«]�

8�
Z,�éâ54z��0´4z ¦;¿0�µ�������
I0 ⊆ S

�0���
a ∈ {2, . . . , l}

}'{��
SI0,a

��}���� }����R�����(��}c�����
®¯����{������'�����0�»¶+���

PI0 À > �{=�)��{����������R�¸}�{�� StG ��}'����}'�����R���j�=}q������®¯����{������'�����0�»¶+���
G À
Â���Ã���}�{ À ®Ô¢£�'K�M�£�¥��� 〈SI0,a, 1

PI0

Hφ
〉 = 1

É���¢£±\���I�2Î<�M¤*¦Âíi�M¤*�\��ûo�¡ôA�M��¶¾���O±X¢£�£¨

〈SI0,a, 1
PI0

Hφ
〉 = 〈ind

PI0

HS
Hn−2(T̄

l), 1
PI0

Hφ
〉 =

∑

v∈HS\PI0
/Hφ

〈Hn−2(T̄
l), 1Hφ

〉HS∩vHφ

®Õ¢£�'Ï����$�)¨�É�����¦)¢¥���¡þK¦2�S�*�S�w¨������,��¨����£�£Ò\����¨�����¨����A«{�Q´)�'¢£¦)�����9�S����¨����£�£�)�)±\���I�
ô"´)�

v = 1
¦2�S¨�¶³�S�

HS ∩v Hφ = Hφ
��§�¢£��µI�)Ç����

[xj − 1]j=1,...,n−1
¶È¢£¨

xj ∈
(HS/HEj

)\{1}
¢¥��¨8§��¥��¶¾���$¨1«)���"è'�M��¢¥�

Ψ
�[ªo��¢w�$�)�

z =
∑

[xj−1]j
α[xj−1]j [xj−1]j��¢£�A�d <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥���w���M���*�@�S�A�

Hn−2(T̄
l)
¶È¢£¨

bz = z
�·´)�1�S�£�¥�

b ∈ Hφ
�[���

Hφ ⊂ HEj�·´)���S�£�¥�
j = 1, . . . , n− 1

à¯¢¥��¨
b · 1 = 1

¢£�
HS/HEj

�)�A«{���M¶È¢£¨
∑

α[xj−1]j [bxj − 1]j = bz = z =
∑

α[xj−1]j [xj − 1] .
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§��,�x�M�£±X¨
α[xj−1]j = α[bxj−1]j

�·´)�c�S�£�¥�
b ∈ Hφ

�O�<�)��¤�¦Ý�<¢��S±\�M�2�S�£¶³�S¨���¢£É����Ý¶È¢£¨
§�¢£�w¨��*×S±\���Ý¢£�ØÐ¡��Ç)�*×M�����$¨*�S�w¨����ÛÒ\�M�

p/p2 �MÇ�����¢¥����¨ Hφ
¨��*�S�A��¢£¨�¢£ÒÑ�S�¯�¡«)���cè'�M��¢¥�

Ψ
�wò��¥�����Q�M�£±X¨�ào«A�M�����S�£�¥�¡�¡�w�FÚ¾ÉÊ¢¥���w¨����{Ò\�M�

z
±X�¥��¢¥¤�¦{��¢£�A«]�o�����K��¢£�)ÉÊ¢£±\�<¶¾ÖM±X�£¢¥¤�¦A�Xà

�Q´)��«¯¢¥�,î¡Ç����*�S¨�¢¥�M��Ò\�M�
Hφ

¨���¢£Òo¢��S�¥��Ó¡�$¨������*�S�)¶ìÒ\�M�
Hn−2(T̄

l)
¢¥��¨��S�¥���

(
∑

[xj−1]j

[xj − 1]j)Q

�)�A«Ì«¯¢¥�Ê������¨��*×S±X¨'¨*�S¨��*×M¤*¦)�£¢¥¤�¦�«¯¢¥�<¨���¢£Òw¢��S�¥�9�9�S����¨����£�£�)�)±cÒ\�M�
Hφ
�¯ÀW�A��±\�Ê�*�S¶,¨K�x�M�£±X¨

�Q´)�
v = 1

〈Hn−2(T̄
l), 1Hφ

〉HS∩vHφ
= 1 .

Î¡�)���*��¢
v 6= 1

�[®���¢£¨����1�)�$¨����cÉ���¢£±\����'¢£��à[«A�M���"�Q´)�8�S�£�¥�
v 6= 1

��¢£�
µ ∈ {1, . . . , n−

1}
�)�A«0��¢£�A�bí����)±\�

Uµ
�FË¯¢¥��¨�¢¥����¨�à@K���¥¤�¦A�Ñ�S�¥�{µO��¢£�£¶¾���)±\�bÒ\�M�

PI0

Ò\�M�0�£¢£�)�¯�
¨��*�S�A��¢£¨�¢£Ò��S�¯��«)����íi���)±\�

HS/HEµ

�)�A«b¨���¢£Òo¢��S�K�S�¯��«)���Ãíi���)±\���
HS/HEj

�Q´)�
j 6= µ

�MÇ�����¢¥����¨��¯®Õ¢£��@�M�£�¥���{�$�)�{É���¢£±\���Ià¯«A�M���@�Q´)�Oë��Ê«)�
Uµ

���w¨�¦2�S�£¨����A«)��©<���)Ç)Ç��
X ⊆ HS ∩ vHφ

±X¢£�£¨
〈Hn−2(T̄

l), 1B〉X = 0
�$®Õ¢£�d�·´)¦)�����>��¢£�A���A���A�9ªo¤�¦)����¢£ÏwK��¢¥���

�Q´)��«¯¢¥��è'�M��¢¥��Ò\���o¨��M������¢£�
Ψ
��¢£�I�

[xj − 1|xµ − 1]j := [x0 − 1, . . . , xµ − 1, . . . , xn−2 − 1]

ô8´)�
ξ ∈ Uµ

¦2�S¨'¶³�S�Â«A�S�)�

ξ[xj − 1|xµ − 1]j = [xj − 1|ξxµ − ξ] .

ò¡�¯�·±X���)�A«�«)���OíÂ�)�£¨�¢£�£¢£�A���S��¢£¨*×S¨8«)���O <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥���w���M���*����äQ²I��¶È¶³��¹¯�£¸�¼\æ]����¦2×S�£¨I¶³�S�

ξ[xj − 1|xµ − 1]j = [xj − 1|ξxµ − 1] − [xj − 1|ξ − 1] ,

@�MÏ?��¢'¶³�S�Ý¦)¢¥���
ξ
�S�¥�

ξ · 1
�S�¯ïI�M����¨���ªo��¢'�$�)�

z =
∑

[xj−1]j
α[xj−1]j [xj − 1]j��¢£�A�� <�M¶¾�M�¥�M±X¢¥���w���M���*��¢£�

Hn−2(T̄
l)
¶È¢£¨

ξz = z
�Q´)�'�S�£�¥�

ξ ∈ Uµ
�w®Ô¢£������¶È¢£¨�¨����£�

«)�����¡�w�FÚ¾ÉÊ¢¥���w¨����ÃÒ\�M�
[xj − 1|ξ − 1]

¢£�
z
�]���

xµ 6= 1
�¥��¢¥��¨����b�$�)��«¯¢¥�cµO����¶¾�

α[xj−1|xµ−1][xj − 1|ξ − 1]
�Q´)���S�£�¥�

xµ ∈ HS/HEµ

��¢£�A���Õè���¢£¨��*�S±ÑÉÊ�Õ«¯¢¥�Ê����¶
�¡�w�FÚ¾ÉÊ¢¥���w¨����I��§��'�Q�M�£±X¨

α[xj−1|ξ−1] = −
∑

x∈HS/HEµ

α[xj−1|x−1] ⇒

2α[xj−1|ξ−1] = −
∑

x∈HS/HEµ

x6=ξ·1

α[xj−1|x−1]

�Q´)�O�S�£�¥�
ξ ∈ Uµ

�Ê�<¢¥�Ê���Ê�"©<�¥��¢¥¤*¦$�)�)±\����û¯��¨���¶
¦2�S¨I«A�S�)���$�)�8«¯¢¥��²IÖX���)�)±
α[xj−1|ξ−1] =

0
�Q´)�'�S�£�¥�

ξ ∈ Uµ
�)ô8´)�'«¯¢¥�Ê���9ôA�M�£±\�����)�)±¾¢¥��¨��Ê���A�M¨WK���A«¯¢£±Aà�«A�M����'¢£���9�S����¨����£�£�)�¯Í

±\���È�S�¯�AÞ����w¨��M���*×S�)¶¾���c´)Ï����"��¢£�A��¶4��ÖM��Ç�����«)���1þK¦2�S�*�S�o¨�����¢¥��¨�¢£���$�)�£�oÏ���¨��*�M¤�¦$¨����I�
�<¢¥�

xj 6= 1
@�S�����ØÏ?���£¢¥��Ï)¢£±Aà8����«A�M�*��¢£�A��±\�Ê�|�S¶�¨��S�£�¥�����o�FÚ¾ÉÊ¢¥���$¨����ÝÒ\�M�

z
�$�)�£�

��¢£�A«]�?ªo¤�¦)�£¢¥��÷X�£¢¥¤�¦i±X¢£�£¨
〈Hn−2(T̄

l), 1Hφ
〉X = 0



¹cÀl�����Ê«¯�)ÉÊ¢£Ï)¢£�£¢£¨*×S¨<«)�����9�S����¨����£�£�)�)±\���
SI0,a

ÅX¹

�)�A«{«A�S�)���S�A¤�¦

〈Hn−2(T̄
l), 1Hφ

〉HS∩vHφ
= 0 .

ò��A�<«)���<è@���)¦2�S¨�Íé¬?�����¥��±X�)�)±{Ò\�M�
G1 �Q�M�£±X¨�à?«A�M���dë��Ê«)�����MÇ)Ç?���£�A��Ï����)�w���M�*��� BvB¢£�

PI0

��¢£�A���³Ð���Ç)�*×M�*���$¨*�S�$¨�����«)����ôA�M��¶
v = wk

¶È¢£¨
w ∈WI0

�)�A«
k ∈ PI0 ∩K1Ï?�Ê��¢£¨�ÉÊ¨���î¡¦)�A��§�¢£�A�*¤�¦)�*×S�)�o�)�)±>�X�S�)�Â¶³�S�

k
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v = wk /∈ HS
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Uµ

'¢¥���MÏ�����Ï��Ê��¤�¦)��¢¥��Ï�����ÉÊ� á �A«)���I��ô"´)�
i 6= j ∈ {1, . . . , n}

«)� á �)¢¥�����

Ui,j = {(ur,s) ∈ G |urr = 1
�)�A«

ur,s = 0
�x�S�£�¥�

r 6= i
�w«)���

s 6= j}.

ô2�S�£�¥�
w 6= 1

¢¥��¨�àO±X¢£Ï)¨c�Ê�
Ui,j ⊆ Hφ

�)�A«
µ ∈ {1, . . . , n − 1}

¶È¢£¨
i < j

�)�A«
wUi,j = Uµ+1,µ

��ªo��¨�É��
Ūi,j = Ui,j ∩Ka−1
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Ūµ+1,µ = Uµ+1,µ ∩Ka−1
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N
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M
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k−1 = 1+πN
�)�A«

u = 1 + πa−1M
�Q´)�'��¢£�

u ∈ Ūi,j
�*¤�¦)����¢£Ï����I�A§���±X¢£�£¨

k−1u− uk−1 = πa(NM −
MN)

�[®���¢£�¯�$�)�
Ūi,j ⊆ PI0∩Ka−1

�)�A«��2�M¤�¦ÈÞ��M�*�S�A������¨�ÉÊ�)�)±��S�A¤*¦
k ∈ PI0∩K1¢¥��¨�àd±X¢£�£¨ k−1

Ūi,j ⊆ PI0 ∩ Ka ⊆ Hφ
�KíU�S�Õ¦2�S¨��S�¥���

Ūµ+1,µ ⊆ HS ∩ wkHφ
�

íi�S�b��¢¥��¦w¨��S��«)������� á �)¢£¨�¢¥�M�IàI«A�M�*�
Ūµ+1,µ ⊆ Xµ

¢¥��¨����<¢¥�È§��¥��¶¾���$¨��¾¢£�
XµXj�\�M¶È¶��)¨�¢¥�������ÔÏ)¢¥���S�¯��§��¥��¶¾���$¨���¢£�

Ka ∩ PI0

ä·Òw±X�_�Kè@��@��¢¥�¾Ò\�M�Ô²I��¶È¶³�Ã¹¯�£¸kæ
�)�A«

Ka ∩ PI0 ⊆ HEj

�Q´)�c�S�£�¥�
j
�1�9�

Ūµ+1,µ
��¢£�ÙÐ���Ç)�*×M�����w¨*�S�$¨����A��û¯��¨���¶öÒ\�M�

HS/HEµ

¢¥��¨�ào�MÇ?����¢¥����¨
Ūµ+1,µ

¨��*�S�A��¢£¨�¢£Ò��S�¯�
HS/HEµ

à$�)�A«>K��¢£�?�Q´)�
j 6= µ

�S�A¤*¦
Ūµ+1,µ ⊆ HEj

àM�MÇ?����¢¥����¨
Ūµ+1,µ

¨���¢£Òo¢��S�2�S�¯�
HS/HEj

�X�¡�M¶È¶¾���¾'¢£��ÉÊ�¾«)��¶%ô2�S�£�
w = 1

�

ô"´)����¢£�A�³��¨*�S�A«A�S��«bÇ2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤�¦A��Ó��w¨�����±X���)Ç)Ç?�
PI
Ò\�M�

G
¦2�S¨�¶³�S�Ã��¢£�A�¾²I��Òo¢°Í

¬?�����¥��±X�)�)±
PI = MIUI

¶È¢£¨È�)�)¢£Ç��M¨����$¨����³Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��
UI

�)�A«Ý²O��Òw¢°Íé©<���)Ç)Ç��
MI

∼=
∏

Glni
(Ol)

�O§���±X¢£Ï)¨���¢£�A����¨*�S�A«A�S��«ÑÇ2�S�*�SÏ��M�£¢¥��¤�¦A�ÌÓ¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��
P
Ò\�M�

Gln(F )
ào«¯¢¥���)�w¨�����§�¢£�A��¤�¦)�*×S�)�o�)�)±³�S�¯�

Gln(O)
�)�A«Ì�S�A��¤�¦)�£¢¥��÷\���A«)���'�����Së����o¨�¢¥�M�

�2�M¤�¦
Gi �S�¯� PI

�SÏ)±\��Ï)¢£�¥«)��¨,'¢£��«]�O���M���)�)¢£Ç?�M¨����w¨��³Ð<�M«¯¢£�M�S���)�A«Ã«¯¢¥�¾��¨*�S�A«A�S��«
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P
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UI
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«A�M����×S�)±\��¨��

§��¥��¶¾���$¨�Ò\�M�
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à����Ì����¢
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I = w0UI

ä·Òo±X�_��²I�Ê�Ê��Áü²I�Ê�kÄMçXÆ·æF�]è���É���¢¥¤�¦)�A�¾«¯¢¥�
Z/lZ

Í
è@��@����¨��)�)±9Ò\�M�

Ol
àS«¯¢¥����¢¥¤�¦¾�S�A��«)���1�A�M��¶³�S�£¢¥��¢¥����¨����¾è���K����¨��)�)±�Ò\�M�

O
�SÏ)�¥��¢£¨���¨�à

�S�A¤�¦�¶È¢£¨
v
�

ªo��¢¥���
ki,j

«¯¢¥�È���o�FÚ¾ÉÊ¢¥���$¨����Ø«)����íi�S¨���¢°Ë
k
à�����¢

b = mini,j{v(ki,j)}
�)�A«U�×S¦)�¥�

λ
�)�A«

µ
�*�)à8«A�M�*�

λ − µ
¶³�[Ë¯¢£¶³�S�'¢¥��¨c¶È¢£¨

v(kλ,µ) = b
�8íi�����\�Xà�«A�M���

b < a
à

«A�Â���M�A��¨
k ∈ HS

�8è@��¨��*�M¤*¦$¨���������¨�«)���Ùô2�S�£�
λ > µ + 1

�8íi�o«¯¢ á ÉÊ¢¥�����
k
«¯�)��¤�¦

íÂ�)�£¨�¢£Ç)�£¢£�X�S¨�¢¥�M��Ò\�M�,���Ê¤�¦$¨��8�)�A«9�£¢£�)�¯�I¶È¢£¨8íi�S¨���¢£É����c�S�A�
B
à�����«A�M�*�

kλ,µ+1 = kλ,µ�)�A«
ki,µ+1 = kλ,j = 0

�·´)�
i < λ

�)�A«
j > µ+1

�k®0×S¦)�¥�@��¢£�A�@¶³�[Ëo¢£¶³�S�¥�@��¨*�S�A«A�S��«
Ç2�S�*�SÏ?�M�£¢¥��¤*¦A��Ó¡�$¨�����±X���)Ç)Ç��

PI = MIUI
Ò\�M�

G
à2���¾«A�M���

Uµ+1,λ ⊆ UI
�A§����Q�M�£±X¨

Uµ,λ ⊆ UI
�k§d�I±X¢£Ï)¨1«A�S�)�

u ∈ U−
I

�)�A«
k′ ∈ PI

¶È¢£¨
k = uk′

��íU�S��¦2�S¨
u = 1+M¶È¢£¨���¢£�A���'�)¢£�£Ç?�M¨����w¨����Âíi�S¨���¢°Ë

M 6= 0
�¯®���¢£�

PI
¶³�[Ë¯¢£¶³�S�I@�S��à¯¢¥��¨

M2 = 0
�)�A«
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Gln(Z/plZ)

«A�S¶È¢£¨
(1 +M)−1 = (1 −M)

��ªo��¨�É��

z = 1 + γπa−1−bEµ+1,λ
¶È¢£¨

γ ∈ Ol ,

t = γπa−1−bkµ+1,λ

n∑

θ=1
θ 6=λ

θ 6=µ+1

Eθ,θ

@�MÏ?��¢
Ei,j

«¯¢¥�cíi�S¨���¢°Ë�¢¥��¨�à2@���¥¤�¦A�¾�S�b«)����ªw¨����£�¥�
(i, j)

��¢£�A�c§�¢£�A���)�A«U�S�>ë��Ê«)���
�S�A«)��������ªw¨����£�¥����¢£�A�,Î��)�£�I¦2�S¨���ªo��¨�É��

Uµ = k{k′−1(t+ z)k′|γ ∈ Ol}
�A§d���£¢¥��±X¨

z�Q´)�dë��Ê«)�Ê�
γ ∈ Ol

¢£�
UI
�?�9�M�<§��¥��¶¾���$¨

k′ ∈ PI
�A�M��¶³�S�£¢¥��¢¥����¨

UI
�)�A«

t ∈ Kl−1�\�M¶È¶,�)¨�¢¥����¨<¶È¢£¨
k
à
k′
�)�A«

u
�2���S¦A���<�£¢¥��±X¨

z′ = k′−1(t+ z)k′
¢£�
B ⊆ Hφ

�2íU�S�
Ï������Ê¤�¦)�A��¨

kz′k−1 = t+uzu−1 = t+ z+γπa−1−b(MEµ+1,λ −Eµ+1,λM −MEµ+1,λM) .

®���¢£�
v(mi,µ+1) > b

�Q´)�
i > λ

�)�A«
mi,µ+1 = 0

�Q´)�
i < λ

¢¥��¨
γπa−1−bMEµ+1,λ��¢£�A�³ªwÇ2�S�£¨����)¶³�S¨���¢°Ë]àO«¯¢¥�È�S��«)���,ªw¨����£�¥�

(λ, λ)
«)����§�¢£�$¨��*�S±

γπa−1−bkµ+1,λ
¦2�S¨

�)�A«��*�M�A��¨�¢£�Ã«)���,ªwÇ2�S�£¨��
λ
�S�A�*��¤�¦)�£¢¥��÷X�£¢¥¤*¦Ã¶È¢£¨�®�����¨����Ñ�S�A�
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PI
¶³�[Ë¯¢£¶³�S�O±\���×S¦)�£¨¡��S�¡¢¥��¨¡«A�S�)�

πa−1−bMEµ+1,λM = 0
���¡¢¥��¬?��¢£�¥���)¶³�S¨���¢°Ë

γπa−1−bEµ+1,λM
¦2�S¨�«)����§�¢£�w¨��*�S±

γπa−1−bkµ+1,λ ∈ pa−1 ����@�M¦)�A�S��«)����ªw¨����£�¥�
(µ + 1, µ)

�S�¥���S�A¤�¦��S�i«)����ªw¨����£�¥�
(µ + 1, µ + 1)

�)�A«i���M�A��¨<¢£��«)����¬?��¢£�¥�
µ+ 1�w�)�Â§�¢£�$¨��*×S±\�Ø�S�A�

pa �'íU�S�ù�X�S�)�f�S�¥���Ý��¤�¦)����¢£Ï���� t + uzu−1 = t′xx′k′′
¶È¢£¨

t′ = diag(γπa−1−bkµ+1,λ)
¢£¶ó¬?���$¨����)¶ðÒ\�M�

G
�)�A«

x ∈ Uµ+1,µ
à
x′ ∈ Uµ+1,λ�)�A«

k′′ ∈ Ka ∩PI0

�$íU�S�³��¢¥��¦w¨K���¥��¶¾���$¨*�S��à¯«A�M�
x′
�Q´)�@�S�£�¥�

j
¶È¢£¨K«)���>§��¥��¶¾���$¨����

�S�A�
Uj+1,j

�\�M¶È¶,�)¨�¢¥����¨�Ï)¢¥�@�S�¯�"í��)�£¨�¢£Ç)�£¢£�X�S¨�¢¥�M�>��¢£�A����íi�S¨���¢°Ë��S�A�
B
Ò\�M�³���Ê¤*¦$¨����

�9�
k′′ ∈ Ka ∩ PI0

�A�M��¶³�S�"¢£�
PI0

�)�A«
t′
É����w¨��*�S�"¢£�

G
¢¥��¨�àA�MÇ�����¢¥����¨�«¯¢¥�,íi�S¨���¢°Ë

t + uzu−1 �S�¥�����S�¥� x �S�¯� HS/HEj

�Q´)�³�S�£�¥�
j
�Kªw¢¥�{�MÇ�����¢¥����¨³«A�S�)�Û¨���¢£Òo¢��S�¡�S�¯�

HS/HEj

�·´)�
j 6= µ

�)�A«Â¨��*�S�A��¢£¨�¢£ÒÂ�S�¯�
HS/HEµ

@���)�
γ
�S�£�¥��§��¥��¶¾���w¨��È�S�A�

Ol«¯�)��¤*¦)��×S�¯�·¨��
�¡�M¶È¶¾���Ô'¢£��ÉÊ�)¶�ô2�S�£�

λ = µ + 1
�d®0×S¦)�¥�

µ
�$�)�ÕÉÊ�A�*×S¨�ÉÊ�£¢¥¤�¦0¶³�[Ë¯¢£¶³�S��¶È¢£¨

v(kµ+1,µ) = b
�A§d��¢¥��¨

µ /∈ I0
àA«A�

k ∈ PI0

�2ô2�S�£�¥�
b = a− 1

à)�Q�M�£±X¨��S�A��«)����®Ã�S¦)�
Ò\�M�

(λ, µ)
àw«A�M���K«A�S�)�

k ∈ HS
�$�¡¢¥�Ê�*����ô2�S�£��¦2�SÏ?����'¢£�@�S�A��±\�Ê��¤*¦)�¥�X�������I�oò��¥�*�9¢¥��¨

b < a− 1
�2ªo��¨�É��

z = 1 +
∑

θ>µ

γπa−1−bEθ,θ
¶È¢£¨

γ ∈ Ol
�)�A«

Uµ = k{z|γ ∈ Ol}
�2§d��±X¢£�£¨

k ∈ Kb
à?�S�¥���

k = 1 + πbM
�·´)�<��¢£�A����¨���¢£�o¨��9�)�$¨������

�<����¢¥�Ê¤��¯��¶³�S¨���¢°Ë
M
�)íi�S�{Ï������Ê¤�¦)�A��¨

kz = zk + γπa−1(M
∑

Eθ,θ −
∑

Eθ,θM) .

�9�
b+ a− 1 ≥ a

à)¢¥��¨'¶È¢£¨¡��¢£�A����íi�S¨���¢°Ë
k′′ ∈ PI0 ∩Ka

kzk−1k′′ = z + γπa−1(M
∑

Eθ,θ −
∑

Eθ,θM) .
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®���¢£�
v(πbmij) > b

�Q´)�
j > µ

�2�M¤�¦ù®Ã�S¦)��Ò\�M�
µ
à@¢¥��¨

πa−1M
∑
Eθ,θ

��¢£�A�
ªwÇ2�S�£¨����)¶³�S¨���¢°ËØ¶È¢£¨È§�¢£�w¨��*×S±\���Û¢£�

pa �1ò��)÷\����«)��¶Ü¦2�S¨c¶³�S�
v(πbmi,j) > b

�Q´)�
i > µ + 1
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v(πbmµ+1,j) > b

�·´)�
j < µ

�O���S¦A����¢¥��¨
γπa−1

∑
Eθ,θM

��¢£�A�
¬?��¢£�¥���)¶³�S¨���¢°Ë�¶È¢£¨�§�¢£�w¨��*�S±

γπa−1mµ+1,µ
�S�¾«)���dªw¨����£�¥�

(µ+1, µ)
�)�A«È§�¢£�$¨��*×S±\���

¢£�
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(µ + 1)
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���$¨�¦2�S�£¨����I��§����x�M�£±X¨
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Uµ+1,µ
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a
�S�0«)����ªw¨����£�¥�

(µ + 1, µ)
���9�S�)�ø��¢¥��¦$¨

¶³�S�
kzk−1 = x(γkµ+1,µπ

a−1−b)zk̃
¶È¢£¨{��¢£�A���Ìíi�S¨���¢°Ë

k̃ ∈ PI0 ∩ Ka
�d®���¢£�

PI0 ∩ Ka
�A�M��¶³�S�d¢£�
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HS/HEj
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XµHφ/Hφ
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zx = xz
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x(γkµ+1,µπ

a−1−b)
¨���¢£Òo¢��S���S�¯�

HS/HEj
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j 6= µ
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HS/HEµ
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¢¥���M¶¾�M��Ç)¦
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Í_¨����¾ªwÇ2�S�£¨��
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ôA�M��¶

I + aei,j
¶È¢£¨

a ∈ Z/pl �Oíi�S��¦2�S¨,��¢£�A���ÃÀW�*�M¶¾�M��Ç)¦)¢¥��¶��A� a 7→ I + aei,jÒ\�M�0«)���Â�M«)«¯¢£¨�¢£Ò\���4©<���)Ç)Ç?�
Z/pl �2�M¤�¦ Ui,j
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